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do Curso de Pós-Graduação em Ma-
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RESUMO

Apresentaremos uma fórmula para o Laplaciano da função Θ = 〈η, T 〉,
onde f : Σn → Mn × R é uma imersão com codimensão um, Σn é uma
hiperf́ıcie two-sided, T é um campo conforme em Mn × R e η é um campo
unitário normal a Σn em Mn × R. Usaremos tal fórmula para obtermos al-
guns resultados tipo Bernstein em M2 × R.
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Introdução

O clássico teorema de Bernstein afirma que os planos são as únicas su-
perf́ıcies mı́nimas no R3 que podem ser escritas como gráfico de uma função
no R2. Harold Rosenberg observou em [20] que qualquer gráfico mı́nimo
inteiro em M2×R sobre uma variedade Riemanniana completa M2 com cur-
vatura gaussiana não-negativa é uma superf́ıcie totalmente geodésica. De
acordo com seu racioćınio isto segue-se pois tal gráfico é necessariamente
estável, e um famoso resultado de Schoen [24] mostra que uma superf́ıcie
mı́nima completa estável em alguma variedade Riemanniana tridimensional
com curvatura de Ricci não-negativa é totalmente geodésica. Se M2 é com-
pleta existe uma abundância de superf́ıcies completas totalmente geodésicas
em M2×R. Primeiramente, existem slices M2×{t} para algum t ∈ R que é
estável. Então, existem cilindros {γ} × R para qualquer geodésica completa
γ em M2 e dependendo de γ estes podem ou não ser estáveis. Os slices são
gráficos sobre M2 e cilindros certamente não são, mas superf́ıcies em ambas
as classes compartilham da propriedade que a função ângulo entre a aplicação
normal de Gauss e o campo de vetores (Killing) T = ∂/∂t não muda de si-
nal. Neste trabalho estendemos mais o resultado de Bernstein às superf́ıcies
mı́nimas completas em espaços de curvatura de Ricci não-negativa munidos
de um campo de Killing. Isto é feito sob a hipótese de que o sinal da função
ângulo entre a aplicação normal de Gauss globalmente definida e o campo de
Killing permanece inalterado ao longo da superf́ıcie. De fato, nosso resultado
principal requer somente a presença de um campo homotético.

Assim, teremos os seguintes resultados:

9
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Proposição: Seja Nn+1 uma variedade Riemanniana munida de um campo
de Killing conforme T . Para uma hiperf́ıcie two-sided Σn em Nn+1, o Lapla-
ciano de Θ ∈ C∞(Σ) dada por Θ = 〈η, T 〉 é

∆Θ = −n〈∇H,T 〉 − (||A||2 +RicN(η))Θ− n(Hφ+ ∂φ/∂η)

onde ∇H é o gradiente da função curvatura média H com respeito ao campo
normal unitário η e ||A|| é a norma da segunda forma fundamental de Σn.

Definição: Seja Σ uma hiperf́ıcie de curvatura média H em M2 × R e seja
η um campo normal unitário a Σ em M2 ×R. O operador estabilidade de Σ
é L = ∆ + ||A||2 + Ric(η), onde Ric(η) é a curvatura de Ricci da variedade
ambiente M2 × R na direção de η e A é a segunda forma fundamental da
imersão. Dizemos que Σ é estável se

−
∫

Σ

uLu ≥ 0,

para alguma função diferenciável u com suporte compacto em Σ.

Teorema: Seja Σ uma superf́ıcie mı́nima two-sided(ou seja, existe um campo
normal unitário η globalmente definido, e, assim, a função Θ ∈ C∞(Σ) dada
por Θ(p) = 〈η(p), T (p)〉, onde T é um campo homotético, é também global-
mente definida) em N3 tal que a função Θ não muda de sinal. Então ou Σ é
invariante por um subgrupo a 1-parâmetro de homotetias geradas por T ou
é estável. No último caso, temos:

a) Se RicN ≥ 0, então Σ é totalmente geodésica.

b) Se KN ≥ 0 então Θ é constante e RicN ≡ 0.
Como consequência imediata do teorema 1, temos

Proposição: Seja Σ uma superf́ıcie mı́nima completa two-sided imersa em
M2 ×% R, ou seja, o produto M2 × R munido da métrica

〈 , 〉N = π∗M(〈 , 〉M) + %2π∗R(dt2),

onde % ∈ C∞(M). Se a função Θ não muda de sinal e se KM ≥ 0, então Σ é
totalmente geodésica.
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Proposição: Seja Σ um gráfico mı́nimo radial completo em N3 = R+×t M2

sobre um domı́nio Ω ⊂ M2. Se KM ≥ 1, então Σ é totalmente geodésica.

Definição: Um cilindro em N3 = M2 ×% R sobre uma curva de veloci-
dade unitária γ : R → M2 é a superf́ıcie em M2 ×% R obtida pela ação em
γ de um subgrupo a 1-parâmetro de translações verticais. Um cilindro é
mı́nimo se kg = %∂%/∂ν, onde kg = 〈∇γ′γ, ν〉 é a curvatura geodésica de γ
e ν é um campo normal unitário a γ em M2. Em particular, um cilindro é
totalmente geodésico se, e somente se, γ é uma geodésica, e ∂%/∂ν = 0.

Corolário: Seja Σ uma superf́ıcie mı́nima completa two-sided em N3 =
M2 ×% R, onde M2 não é necessariamente completa. Assuma que KN ≥ 0 e
que Θ não muda de sinal. Então, ou
i)Σ é um cilindro mı́nimo, ou
ii)Σ é totalmente geodésica e % é constante. Além disso, se KM(q) > 0 em
um ponto q ∈ πM(Σ), então Σ é um slice sobre M2 completa.

Teorema: Seja M2 uma superf́ıcie completa com curvatura Gaussiana KM ≥
0.

(i) Qualquer gráfico inteiro de curvatura média constante em M2 × R é to-
talmente geodésica.

(ii) Se, além disso, KM(q) > 0 em algum ponto q ∈ M2, então o gráfico
é um slice.

Proposição: Seja Σ uma superf́ıcie mı́nima completa two-sided em M2×R.
Suponha que Θ não muda de sinal.

(i) Se KM ≥ 0 ao longo de πM(Σ), então Σ é totalmente geodésica.

(ii) Se, além disso, KM(q) > 0 em algum ponto q ∈ πM(Σ), então ou Σ é
um cilindro sobre uma geodésica completa de M2, ou M2 é necessariamente
completa e Σ é um slice.

Definição: Uma superf́ıcie completa M possui curvatura total finita se a
parte negativa de sua curvatura Gaussiana é integrável. Mais precisamente,
se KM(q) denota a curvatura Gaussiana em M e sua parte negativa é definida
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por
K−

M(q) = max{−KM(q), 0},

então M possui curvatura total finita se∫
M
K−

M <∞.

Teorema: Seja M2 uma superf́ıcie completa tal que∫
M
K−

MdAM < +∞, onde K−
M(q) = max{−KM(q), 0}.

Então qualquer gráfico mı́nimo em um semi-espaço M2 × [0,∞) é um slice.

Proposição: Seja M2 uma superf́ıcie completa que satisfaz∫
M
K−

MdAM < +∞, onde K−
M(q) = max{−KM(q), 0}.

Então qualquer gráfico inteiro Γu contido em M2× [a, b],−∞ < a ≤ b ≤ +∞,
com curvatura média constante e curvatura Gaussiana limitada inferiormente
é um slice.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 O Gradiente de uma função

Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional, X (M) o conjunto dos
campos de vetores de classe C∞ em M e D(M) o anel das funções reais de
classe C∞ definidas em M . Para introduzirmos as definições de Gradiente,
Divergente e Laplaciano, vamos trabalhar com os referenciais descritos a se-
guir:

i) Ortonormal: Sabemos que um conjunto de campos de vetores {e1, · · · , en}
é um referencial ortonormal local em M , quando em cada ponto p ∈ M ,
{e1(p), · · · , en(p)} é uma base ortonormal do plano tangente TpM .

ii) Geodésico: Sabemos que dado p ∈ Mn existe uma vizinhança U ⊂ M
de p e n campos de vetores E1, · · · , En em X (U), ortonormais em cada ponto
de U , tais que em p, ∇Ei

Ej(p) = 0. Uma tal famı́lia E1, · · · , En de campos
de vetores é chamada um referencial (local) geodésico em p.

Definição 1 Seja f : Mn → R uma função suave. O gradiente de f é o
campo vetorial ∇f sobre M , tal que

〈∇f,X〉 = X(f),

para todo campo vetorial X em M .

13
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Proposição 1.1.1 Seja f : Mn → R uma função suave e {e1, e2, ..., en} um
referencial ortonormal em uma vizinhança aberta U ⊂ M . Então, em U ,
temos

∇f =
n∑

i=1

ei(f)ei.

Demonstração.: Como ∇f =
n∑

i=1

αiei, temos que

ej(f) = 〈∇f, ej〉 = 〈
n∑

i=1

αiei, ej〉 = αj.

Logo,

∇f =
n∑

i=1

ei(f)ei. (1.1)

�

A existência do gradiente de uma função suave é assegurada pela Proposição
1.1.1 acima, e é unicamente determinado por (1.1).

Proposição 1.1.2 Se f, g : Mn → R são funções suaves, então
(a)∇(f + g) = ∇f +∇g.
(b)∇(fg) = g∇f + f∇g.

1.2 A Divergência de um campo vetorial

Definição 2 Seja X um campo vetorial em Mn. A divergência de X é a
função suave

divX : M −→ R

p 7→ divX(p) := tr(Y → ∇YX(p)),

ou seja, a divergência é o traço do operador linear (Y → ∇YX), onde Y ∈
TpM .
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Proposição 1.2.1 Seja X um campo suave em Mn e {e1, e2, ..., en} um re-

ferencial móvel em uma vizinhança aberta U ⊂ M . Se X =
n∑

i=1

aiei em U ,

então

divX =
n∑

i=1

(ei(ai)− 〈∇ei
ei, X〉).

Em particular, se o referencial for geodésico em p ∈ U , então, em p, temos

divX =
n∑

i=1

ei(ai).

Demonstração.: Pela definição de divergência de um campo vetorial, temos

divX =
n∑

i=1

〈∇ei
X, ei〉 =

n∑
i=1

{ei〈X, ei〉−〈X,∇ei
ei〉} =

n∑
i=q

{ei(ai)−〈∇ei
ei, X〉.

�

Proposição 1.2.2 Se X, Y são campos vetoriais sobre Mn, e f : Mn → R
é uma função suave, então

(a)div(X + Y ) = div(X) + div(Y ).
(b)div(fX) = fdiv(X) + 〈∇f,X〉.

Lema 1.2.1 Seja X um campo vetorial sobre Mn, e U ⊂ M uma vizinhança
coordenada, com campos coordenados ∂1, ..., ∂n. Se X for dado em U por

X =
∑

i

ai∂i, então a divergência de X é dada em U por

divX =
∑

i

{∂ai

∂xi

+ ai

∑
j

Γj
ij

}
.

Demonstração: Note que

∇∂i
X =

∑
k

∇∂i
(ak∂k) =

∑
k

(∂ak

∂xi

∂k + ak∇∂i
∂k

)
=

=
∑

k

∂ak

∂xi

∂k +
∑

k

∑
j

akΓ
j
ik∂j =

∑
k

∂ak

∂xi

∂k +
∑

k

∑
j

ajΓ
k
ij∂k =

=
∑

k

{∂ak

∂xi

+
∑

j

ajΓ
k
ij

}
∂k.
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Portanto,

divX =
∑

i

{∂ai

∂xi

+
∑

j

ajΓ
i
ij

}
=

∑
i

∂ai

∂xi

+
∑
ij

ajΓ
i
ij =

=
∑

i

∂ai

∂xi

+
∑
ij

aiΓ
j
ji =

∑
i

{∂ai

∂xi

+ ai

∑
j

Γj
ij

}
.

�

Proposição 1.2.3 Seja X um campo vetorial sobre Mn, e U ⊂ M uma
vizinhança coordenada, com campos coordenados ∂1, ..., ∂n. Se X for dado

em U por X =
∑

i

ai∂i, então a divergência de X é dada em U por

divX =
1
√
g

∑
i

∂

∂xi

(ai
√
g).

Proposição 1.2.4 Seja f : Mn → R uma função suave. Dados p ∈ M
e v ∈ TpM , seja c : (−ε, ε) → M uma curva suave, tal que c(0) = p e
dc

dt

∣∣∣
t=0

= v. Então

〈∇f, v〉p =
d

dt
(f ◦ c)(t)

∣∣∣
t=0
.

Em particular, se p é ponto de máximo ou mı́nimo local para f , então
∇f(p) = 0.

Demonstração: Para a primeira parte basta observar que, sendo V uma
extensão local de v,

〈∇f, v〉p = (V (f))(p) =
d

dt
(f ◦ c)(t)

∣∣∣
t=0
.

Suponha agora que p é ponto de máximo local para f (o outro caso é análogo).
Então existe U ⊂M vizinhança aberta de p, tal que f(p) ≥ f(q), para todo

q ∈ U . Se v ∈ TpM e c : (−ε, ε) → U é tal que c(0) = p e
dc

dt

∣∣∣
t=0

= v, então

f ◦ c : (−ε, ε) → R tem um máximo local em 0, donde

〈∇f, v〉p =
d

dt
(f ◦ c)(t)

∣∣∣
t=0

= 0.

Como a relação acima é válida para todo v ∈ TpM , segue-se então que
∇f(p) = 0. �
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Proposição 1.2.5 Seja Mn uma variedade Riemanniana conexa e f : Mn →
R uma função suave. Se ∇f = 0 em M , então f é constante em M .

Demonstração: Fixemos p ∈ M e seja A = {q ∈ M ; f(q) = f(p)}. A
continuidade de f garante que A é fechado. Como A 6= ∅, se mostrarmos
que A é aberto seguirá da conexidade de M que A = M e f será constante.
Seja então q ∈ A e U ⊂M uma vizinhança coordenada e conexa de q. Para
todo q′ ∈ U , existe uma curva suave c : [0, 1] → U com c(0) = q e c(1) = q′.
Agora, segue-se da proposição 1.2.4 que

d

dt
(f ◦ c)(t) = 〈∇f, dc

dt
〉 = 0,

e dáı a função t 7→ (f ◦ c)(t) é constante em [0, 1]. Em particular,

f(p) = f(q) = (f ◦ c)(0) = (f ◦ c)(1) = f(q′),

donde q′ ∈ A. Como o racioćınio é válido para todo q′ ∈ U , conclúımos que
U ⊂ A, que é então aberto. �

Teorema 1 (da divergência) Seja Σ ⊂ R3 uma superf́ıcie regular, com-
pacta e orientada, e seja X ∈ X (Σ) um campo de vetores tangentes sobre Σ.
Então ∫

Σ

divX(p)dp = 0,

onde dp denota o elemento de área da superf́ıcie Σ.
Em particular, ∫

Σ

∆f(p)dp = 0

para toda função f ∈ C∞(Σ).
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1.3 O Laplaciano de uma função

Definição 3 Seja f : Mn → R uma função suave. O Laplaciano de f é a
função ∆f : Mn → R, dada por

∆f = div(∇f).

Proposição 1.3.1 Seja f : Mn → R uma função suave em Mn, e {e1, e2, ..., en}
um referencial móvel em um aberto U ⊂M . Então

∆f =
n∑

i=1

{ei(ei(f))− (∇ei
ei)f}.

Em particular, se o referencial for geodésico em p ∈ U , então tem-se em p

∆f =
n∑

i=1

ei(ei(f)).

Demonstração: Temos que ∇f =
n∑

i=1

ei(f)ei em U . Logo, da definição de

Laplaciano e da Proposição 1.2.1 temos que

∆f =
n∑

i=1

{ei(ei(f))− 〈∇ei
ei,∇f〉} =

n∑
i=1

{ei(ei(f))− (∇ei
ei)f}.

Proposição 1.3.2 Dadas f, g : Mn → R funções suaves, tem-se

∆(fg) = g∆f + f∆g + 2〈∇f,∇g〉.

Em particular,
1

2
∆(f 2) = f∆f + ||∇f ||2.

Demonstração: Das Proposições 1.1.2 e 1.2.2, temos que

∆(fg) = div(∇(fg)) = div(g∇f + f∇g) = g∆f + f∆g + 2〈∇f,∇g〉.

Fazendo f = g, teremos que

∆(f 2) = div(∇(f 2)) = div(f∇f + f∇f) = 2f∆f + 2〈∇f,∇f〉.

Logo,
1

2
∆(f 2) = f∆f + ||∇f ||2.

�
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Proposição 1.3.3 Se f : Mn → R é uma função suave e U ⊂ M é uma
vizinhança coordenada, com campos coordenadas ∂1, ..., ∂n, então o laplaciano
de f é dado em U por

∆f =
1
√
g

∑
ij

∂

∂xi

(
gij√g ∂f

∂xj

)
.

Demonstração: Seja ∇f =
∑

i

ai∂i, onde ai =
∑

j

gij ∂f

∂xj

. Segue-se do

Lema 1.2.1 e da Proposição 1.2.3 que,

∆f = div(∇f) =
1
√
g

∑
i

∂

∂xi

(ai
√
g) =

=
1
√
g

∑
i

∂

∂xi

{∑
j

gij√g ∂f
∂xj

}
=

=
1
√
g

∑
ij

∂

∂xi

{
gij√g ∂f

∂xj

}
.

�

Lema 1.3.1 Seja M uma variedade Riemanniana com tensor métrico g, e
c > 0 uma constante. Se g̃ = cg, e ∆ e ∆̃ denotam respectivamente os
laplacianos de M com respeito a g e g̃, então

∆̃ =
1

c
∆.

Demonstração: Como g̃ = cg e g̃ij = c−1gij, basta aplicar a proposição
1.3.3. �

Teorema 2 (Hopf) Seja Σ ⊂ R3 uma superf́ıcie regular e compacta. Se
uma função f ∈ C∞(Σ) é tal que ∆f(p) ≥ 0 para todo ponto p ∈ Σ, então f
é necessariamente constante (e, portanto, ∆f = 0).

Demonstração: A demonstração é uma aplicação do Teorema da Divergência
em Σ. Com efeito, como ∆f ≥ 0 em Σ e∫

Σ

∆f(p)dp = 0,
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então necessariamente ∆f = 0. Como,

div(f∇f) = f∇f + ||∇f ||2 = ||∇f ||2,

e aplicando de novo o Teorema da Divergência, temos que∫
Σ

||∇f(p)||2dp =

∫
Σ

(f∇f)(p)dp = 0.

Isto implica que ∇f(p) = 0 em todo ponto p. Logo f é constante.

Observação 1 Seja f ∈ D(M). Dizemos que f é subharmônica (resp. su-
perharmônica) quando ∆f ≥ 0 (resp. ∆f ≤ 0). Se M = C, temos que as
únicas funções subharmônicas limitadas são as constantes.

�

Teorema 3 (Prinćıpio do Máximo) Seja u : M → R uma função
diferenciável com ∆u ≥ 0 (respectivamente ∆u ≤ 0) . Então u é constante
em uma vizinhança de cada máximo (respectivamente mı́nimo) local. Em
particular, u tem um máximo (respectivamente mı́nimo) global se e só se u é
constante. Se Lu = 0, onde L é um operador de forma divergente, e se todos
os autovalores de L forem positivos, então u é constante em uma vizinhança
de cada mı́nimo (máximo) local.

1.4 Imersão Isométrica e Curvatura

Para a compreensão do presente trabalho se faz necessário estudar um
pouco da teoria das hipersuperf́ıcies.

Seja f : Mn → M
n+1

uma imersão. Então, para cada p ∈ M existe
uma vizinhança U ⊂ M de p tal que f(U) ⊂ M é uma subvariedade de
M . Isto quer dizer que existem uma vizinhança de U ⊂ M de f(p) e um
difeomorfismo ϕ : U → V ⊂ Rn+1, tais que ϕ aplica f(U)∩U em um aberto
do subespaço Rn ⊂ Rn+1. Para simplificar a notação, identificaremos U com
f(U) e cada v ∈ TqM, q ∈ U , com dfq(v) ∈ Tf(q)M . Usaremos tais identi-
ficações para estender um campo local (em U) de vetores em M a um campo
local (em U) de vetores em M . Se U é suficientemente pequeno, tal extensão
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sempre é posśıvel, como se vê usando o difeomorfismo ϕ.

Para cada p ∈ M , o produto interno em TpM decompõe TpM na soma
direta

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥,

onde (TpM)⊥ é o espaço complemento ortogonal de TpM em TpM . Se
v ∈ TpM , p ∈M , podemos escrever v = v> + vN , v> ∈ TpM, vN ∈ (TpM)⊥.

Denominaremos v> a componente tangencial de v e vN a componente nor-
mal de v. Tal decomposição é diferenciável no sentido de que as aplicações
de TM em TM dadas por

(p, v) → (p, v>) e (p, v) → (p, vN)

são diferenciáveis.

A conexão Riemanniana de M será indicada por ∇. Se X, Y são campos
locais em M e X, Y são extensões locais a M de X e Y , respectivamente,
definimos uma conexão em M por

∇XY = (∇XY )>.

Utilizando as propriedades da conexão ∇ e as propriedades de decomposição
em soma direta, verifica-se que ∇ assim definida é a conexão Riemanniana
de M .

Proposição 1.4.1 Se X, Y ∈ χ(U), a aplicação B : χ(U)× χ(U) → χ(U)⊥

dada por

B(X, Y ) = ∇XY −∇XY

não depende das extensões de X e Y , e é bilinear simétrica.

Prova: Seja f uma extensão de f a U . Dada outra extensão X1 de X, então

∇XY −∇X1
Y = ∇X−X1

Y .
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Como X −X1 = 0 em M , segue que ∇XY = ∇X1
Y em M .

Usando o que foi provado, se Y 1 é outra extensão de Y temos que

∇XY −∇XY 1 = ∇X(Y − Y 1) = 0,

pois Y −Y 1 = 0 ao longo de uma trajetória de X. Logo B está bem definida.
Veja agora que,

B(X1 +X2, Y ) = ∇X1+X2
Y −∇X1+X2Y

= ∇X1+X2
Y −∇X1+X2Y

= ∇X1
Y −∇X1Y +∇X2

Y −∇X2Y

= B(X1, Y ) +B(X2, Y );

B(fX, Y ) = ∇fXY −∇fXY

= ∇fXY −∇fXY

= f · ∇XY − f∇XY

= f(∇XY −∇XY )

= fB(X, Y );

B(X, fY ) = ∇Xf · Y −∇XfY

= ∇Xf · Y −∇XfY

= X(f)Y + f · ∇XY −X(f)Y − f∇XY

= f(∇XY −∇XY ) = fB(X, Y ),

pois X(f) = X(f) em M .

Para mostrar que B é simétrica utilizamos a simetria da conexão Rie-
manniana, obtendo

B(X, Y ) = ∇XY −∇XY

= ∇YX + [X, Y ]−∇YX − [X, Y ]

= ∇YX −∇YX

= B(Y,X),

já que [X, Y ] = [X,Y ] emM . �
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Se p ∈M e η ∈ (TpM)⊥, então a aplicação Aη : TpM → TpM dada por

〈Aη(x), y〉 = 〈B(x, y), η〉,∀x, y ∈ TpM

é linear auto-adjunta.

Observação 2 A aplicação Aη definida no corolório acima é denominada
segunda forma fundamental de M na direção de η.

A proposição seguinte nos dá a expressão da segunda forma em termos
da derivada covariante.

Proposição 1.4.2 Seja p ∈ M , x ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥. Seja N uma ex-
tensão local de η normal a M . Então

Aη(x) = −(∇xN)>.

Prova: Seja y ∈ TpM e X,Y extensões locais de x, y, tangentes a M . Então
〈N, Y 〉 = 0. Logo,

〈Aη(x), y〉 = 〈B(x, y), η〉
= 〈B(X, Y ), N〉(p)
= 〈∇XY −∇XY,N〉(p)
= 〈∇XY ,N〉(p)
= −〈∇XN, Y 〉(p).

Dáı, 〈Aη(x), y〉 = −〈∇xN, y〉,∀y ∈ TpM . Donde Aη(x) = −(∇xN)>.

Observação 3 No caso de 〈N,N〉 = 1, temos que 〈∇xN,N〉 = 0. Donde

∇xN = (∇xN)> ⇒ Aη(x) = −∇xN.

Definição 4 Sendo η um campo de vetores normal a Mn em M
n+1

, chama-
mos de curvatura média de M à aplicação H : M → R dada por

H =
1

n
· traço(Aη).
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Definição 5 A curvatura de uma variedade Riemanniana N é uma cor-
respondência que associa a cada par X, Y ∈ χ(N) a aplicação R(X, Y ) :
χ(N) → χ(N) dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,∀Z ∈ χ(N),

onde ∇ é a conexão Riemanianna de N .

A proposição abaixo, cuja demonstração pode ser encontrada na referência
[4], apresenta algumas propriedades da curvatura R.

Proposição 1.4.3 A curvatura R de uma variedade Riemanianna M goza
das seguintes propriedades: i) R(fX + gY, Z) = fR(X,Z) + gR(Y, Z) e
R(X, fY + gZ) = fR(X, Y ) + gR(X,Z);
ii) 〈R(X, Y )Z, T 〉 = −〈R(Y,X)Z, T 〉;
iii) 〈R(X, Y )Z, T 〉 = −〈R(X, Y )T, Z〉;
iv) 〈R(X, Y )Z, T 〉 = 〈R(Z, T )X, Y 〉;
∀X, Y, Z, T ∈ χ(N) e f, g ∈D(M).

Definição 6 (Curvatura de Ricci) Seja M uma variedade Riemanniana
e {e1, ..., en} um referencial ortonormal local em M . A curvatura de Ricci
segundo o campo X ∈ X (M) é definida por

Ric(X) :=
n∑

i=1

〈R(ei, X)X, ei〉.

Observação: Em particular, a curvatura de Ricci em uma variedade produto
é dada por

RicM1×M2(
−→v ) = RicM1(πM1(

−→v )) +RicM2(πM2(
−→v ),

onde πMi
é a projeção de T (M1 ×M2) sobre TMi, para i = 1, 2.

Definição 7 Dado um ponto p ∈ M e um subespaço bi-dimensional E ⊂
TpM , seja {x, y} ⊂ E uma base de E, chamamos de curvatura seccional de
E em p ao número real

K(x, y) =
〈R(x, y)x, y〉
|x ∧ y|2

,

onde |x ∧ y|2 = 〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2.
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Seja f : Mn → M
n+1

uma imersão isométrica. Com as identificações
feitas no ińıcio da secção relacionaremos as curvaturas seccionais de M com
as curvaturas seccionais de M . Dado p ∈ M , se x, y ∈ TpM ⊂ TpM são
linearmente independentes, indicaremos por K(x, y) e K(x, y) as curvaturas
seccionais de M e M , respectivamente, segundo o plano gerado por x, y.

Teorema 4 (Equação de Gauss) Sejam p ∈M e x,y vetores ortonormais
de TpM. Então

K(x, y)−K(x, y) = |B(x, y)|2 − 〈B(x, x), B(y, y)〉.

Se η ∈ (TpM)⊥, então 〈Aη(x), y〉 = 〈B(x, y), η〉. Se {e1, ..., en} é uma
base ortonormal que diagonaliza Aη, então

B(ei, ej) = αij · η ⇒ αij = 〈B(ei, ej), η〉.

Assim, αij = 〈Aη(ei), ej〉 = 〈λiei, ej〉. Portanto, B(ei, ej) = λi · δij · η.

Definição 8 Uma imersão f : Σ → M2 × R é geodésica em p ∈ Σ se para
todo η ∈ (TpΣ)⊥ a segunda forma fundamental Aη é identicamente nula em
p. A imersão f é dita totalmente geodésica se ela é geodésica para todo
p ∈ Σ.

Observação: Para uma subvariedade Riemanniana M ⊂ M̃ , são equivalen-
tes:
(a) M é totalmente geodésica.

(b) Toda geodésica em M é também uma geodésica em M̃ .
(c) A segunda forma fundamental de M é identicamente nula.

Observação: Quando a variedade Riemanniana tiver dimensão 2, então
a curvatura seccional coincide com a curvatura de Gauss da variedade.



Caṕıtulo 2

Resultados Auxiliares

2.1 Produto Warped

Sejam P e B variedades diferenciáveis e considere a variedade produto P×B.
Utilizando o sistema de coordenadas produto, temos os seguintes resultados:

(i) As projeções
πP : P × B → P , πP(p, q) = p,

πB : P × B → P , πB(p, q) = q,

são aplicações C∞.

(ii) Uma aplicação φ : N → P ×B é C∞ se, e somente se, πP ◦φ e πB ◦φ são
C∞, onde N é uma variedade diferenciável.

(iii) Para cada (p, q) ∈ P × B os subconjuntos

P × q = {(r, q) ∈ P × B; r ∈ P}, p× B = {(p, r) ∈ P × B; r ∈ B}

são subvariedades de P × B.

(iv) Para cada (p, q) ∈ P × B,
πP |P×q

πB|p×B
são difeomorfismos de P × q em P e p× B em B, respectivamente.

26
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(v) Os espaços tangentes

T(p,q)(P × q) T(p,q)(p× B)

são subespaços do espaço tangente T(p,q)(P × B);
Além disso, T(p,q)(P × B) = T(p,q)(P × q) ⊕ T(p,q)(p × B), isto é, cada v ∈
T(p,q)(P ×B) possui uma única expressão v = x+ y, onde x ∈ T(p,q)(P × q) e
y ∈ T(p,q)(p× B).
Introduziremos agora o conceito de levantamento de funções e vetores tan-
gentes de P e B:

(a)Se f ∈ C∞(P), definimos o levantamento de f para P × B como sendo a

função f̃ = f ◦ πP ∈ C∞(P × B);

(b)Se x ∈ TpP e q ∈ B, o levantamento de x para P × B é o único ve-
tor x̃ em T(p,q)(P × q) tal que dπP(x̃) = x;

(c)Se X ∈ X (P), o levantamento de X para P × B é o campo de vetores X̃
que em cada ponto (p, q) é o levantamento de X(p) para P×B. Equivalente-

mente, o levantamento X̃ de X para P ×B é o único campo X̃ ∈ X (P ×B)

tal que dπP(X̃) = X e dπB(X̃) = 0. Neste caso, X̃ é chamado de um levan-
tamento horizontal.

O conjunto dos levantamentos horizontais é denotado por H(P).

Funções, vetores tangentes e campos de vetores em B são levantamentos
para P ×B de maneira análoga usando a projeção πB. Deste modo, obtemos
o conjunto V(B) dos levantamentos verticais.

Notemos que H(P) e V(B) são subespaços vetoriais de X (P × B).
Temos também os seguintes resultados:

(i)Se X̃, Ỹ ∈ H(P), então [X̃, Ỹ ] ∈ H(P) (o mesmo ocorre em V(B);

(ii)Se X̃ ∈ H(P) e Ṽ ∈ V(B), então [X̃, Ṽ ] = 0.

Para provar (i) e (ii), basta observar que dπP [X̃, Ỹ ] = [dπPX̃, dπP Ỹ ] (o
mesmo ocorre com πB).
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Definição 9 Sejam (B, gB) e (F , gF) variedades riemannianas e seja f ∈
C∞(B), f positiva. Chama-se produto warped de B e F com função
warped f a variedade produto M = B ×f F munida da métrica

g := π∗B + (f ◦ πB)2π∗F(gF).

Explicitamente, se x é tangente a B × F em (p, q), então

〈x, x〉 = 〈dπ(x), dπ(x)〉+ f 2(p)(dπF(x), dπF(x))

Como no caso da variedade produto riemanniana, temos que as folhas p ∈
F = π−1

B (p) e as fibras B × q = π−1
F (q) são subvariedades riemannianas de

M, e a métrica warped é caracterizada por:

(i)Para cada q ∈ F , a aplicação πB|B×q é uma isometria sobre B;

(ii)Para cada p ∈ B, a aplicação πF |p×F é uma homotetia positiva sobre

F , com fator de homotetia
1

f(p)
;

(iii)Para cada (p, q) ∈ M, a fibra B × q e a folha p × F são ortogonais
em (p, q).

Proposição 2.1.1 Seja o produto warped M = B ×f F . Se X̃, Ỹ ∈ H(B) e

Ṽ , W̃ ∈ V(F), são os levantamentos de X, Y, V e W , respectivamente. Então

(i)∇X̃ Ỹ ∈ H(B) é o levantamento de ∇XY em B;

(ii)∇X̃ Ṽ = ∇Ṽ X̃ =
X̃(f)

f
Ṽ .

Demonstração:
(i) Como [X̃, Ṽ ] = [Ỹ , Ṽ ] = 0, a fórmula de Koszul,

2〈∇X̃ Ỹ , Ṽ 〉 = X̃〈Ỹ , Ṽ 〉+Ỹ 〈Ṽ , X̃〉−Ṽ 〈X̃, Ỹ 〉−〈X̃[Ỹ , Ṽ ]〉+〈Ỹ [Ṽ , X̃]〉+〈Ṽ [X̃, Ỹ ]〉,

reduz-se a 2〈∇X̃ Ỹ, Ṽ 〉 = −Ṽ 〈X̃, Ỹ 〉 + 〈Ṽ , [X̃, Ỹ ]〉. Sendo X̃ e Ỹ levan-

tamentos de B, tem-se que 〈X̃, Ỹ 〉 é constante nas folhas e, como Ṽ é

vertical, obtém-se Ṽ 〈X̃, Ỹ 〉 = 0. Mas [X̃, Ỹ ] é tangente às fibras assim,
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〈Ṽ , [X̃, Ỹ ]〉 = 0. Logo, 〈∇X̃ Ỹ , Ṽ 〉 = 0, para todo Ṽ ∈ V(F), isto é, ∇X̃ Ỹ
é horizontal. Portanto, como πB|B×q é uma isometria sobre B, segue-se que
∇X̃Ỹ ∈ H(B) é o levantamento de ∇XY em B.

(ii)Como [X̃, Ṽ ] = 0, temos que ∇X̃ Ṽ = ∇Ṽ X̃ e estes campos de vetores

são verticais, pois (por (i)) 〈∇X̃ Ṽ , Ỹ 〉 = −〈Ṽ ,∇X̃ Ỹ 〉 = 0. Assim, todos os

termos na fórmula de Koszul para 2〈∇X̃ Ṽ , W̃ 〉 se anulam, exceto X̃〈Ṽ , W̃ 〉.
Por outro lado, pela definição da métrica warped,

〈Ṽ , W̃ 〉(p, q) = f 2(p)gF(V (q),W (q)),

onde identificamos f := f ◦ πB. Assim, temos 〈Ṽ , W̃ 〉 = f 2(gF(V,W ) ◦ πF),

onde o termo dentro do parênteses é constante nas fibras, as quais X̃ é
tangente. Logo,

X̃〈Ṽ , W̃ 〉 = X̃[f 2(gF(V,W ) ◦ πF)] =

= 2fX̃(f)(gF(V,W ) ◦ πF) =

= 2
X̃(f)

f
〈V,W 〉.

Portanto, segue-se que∇X̃ Ṽ =
X̃(f)

f
V. �

2.2 Problema de Dirichlet

Definição 10 :

(I) Seja M uma variedade Riemanniana compacta (conexa) com bordo. Um
número real λ é dito um autovalor de ∆ se existir uma função f ∈ C∞(M)
não identicamente nula e que satisfaça ∆f = λf . Assim, f é chamada uma
autofunção de ∆ correspondendo ao autovalor λ.

(II) Seja M uma variedade Riemanniana compacta (conexa) com bordo ∂M
(∂M não necessariamente conexa). Denotamos por M0 o interior de M . Se
existir uma função f ∈ C∞(M), não identicamente nula, com f |∂M) ≡ 0
e ∆f = λf em M0 para um número real λ, então λ (respectivamente f) é
chamado um autovalor (respectivamente autofunção) de ∆ com respeito ao
problema de Dirichlet. Vamos considerar o problema de autovalores de Diri-
chlet para um domı́nio compacto Ω com bordo diferenciável em uma variedade
Riemanniana.
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{
∆f = λf, se f ∈M
f = 0, se f ∈ ∂M

2.3 Estabilidade

Com o intuito de obter algumas aplicações importantes a partir do resultado
central que nos propusemos a demonstrar, necessitamos de alguns resultados
básicos sobre estabilidade de domı́nios. Seja ∆ : D(M) → D(M) o operador
Laplaciano em M , e q ∈ D(M). Considere o operador ∆ + q : D(M) →
D(M), dado por (∆+ q)(f) = ∆f + q · f . Diremos que ∆+ q é um operador
positivo se q ≥ 0.

Seja D ⊂M um domı́nio, e λ1(D) ≤ λ2(D) ≤ λ3(D) ≤ · · · os autovalores
do operador positivo ∆ + q.

Definição 11 Se ∆ + q é um operador positivo e λ1(D) é o primeiro auto-
valor de ∆ + q, diremos que D é estável se λ1(D) > 0.

Observação 4 O valor de λ1 é dado por

λ1(D) = inf{
∫

D

(|∇h|2 − qh2)dv; supp h ⊂ D e

∫
D

h2dv = 1}.

Teorema 5 Seja M uma variedade e D ⊂ M um domı́nio. Se existe uma
função positiva g definida em D, satisfazendo ∆g + qg = 0(q ≥ 0), então
λ1(D) ≥ 0.

Prova: Seja g > 0 em D, satisfazendo ∆g + qg = 0. Defina P : D → R por
P (x) = log(g(x)), então

g∇P = ∇g.

Logo, 〈∇g,∇P 〉+ g∆P = ∆g. Deste modo, g||∇P ||2 + g∆P = −qg. Dáı,

∆P = −q − ||∇P ||2.



CAPÍTULO 2. RESULTADOS AUXILIARES 31

Seja h tal que supp h ⊂ D e
∫

D
h2dv = 1, então∫

D

qh2dv +

∫
D

||∇P ||2h2dv = −
∫

D

h2∆Pdv.

Integrando por partes o segundo membro e usando que supp h ⊂ D, obtemos∫
D

qh2 +

∫
D

||∇P ||2h2dv = 2

∫
D

h〈∇h,∇P 〉dv.

Observe que,

2|h| · |〈∇h,∇P 〉| ≤ 2|h| · ||∇h|| · ||∇P || ≤ h2||∇P ||2 + ||∇h||2,

pois (|h| · ||∇P || − ||∇h||)2 ≥ 0. Logo,

0 ≤
∫

D

(||∇h||2 − qh2)dv ⇒ λ1(D) ≥ 0.

Lema 2.3.1 Se D e D′ são domı́nios em uma variedade M , com D ⊂
D′,então λ1(D) ≥ λ1(D

′). Além disso, se D′−D 6= ∅, então λ1(D) > λ1(D
′).

Teorema: As seguintes relações são equivalentes:

(a) λ1(U) ≥ 0, para todo domı́nio com bordo U ⊂ Σ.
(b) λ1(U) > 0, para todo domı́nio com bordo U ⊂ Σ.
(c) Existe uma função g > 0 tal que Jg−qg = 0, para qualquer função q > 0.

Definição 12 Seja Σ uma hiperf́ıcie com curvatura média H em M2 × R e
seja η um campo normal unitário a Σ em M2×R. O operador estabilidade de
Σ é L = ∆+ ||A||2 +Ric(η), onde Ric(η) é a curvatura de Ricci da variedade
ambiente M2 × R na direção de η e A é a segunda forma fundamental da
imersão. Dizemos que Σ é estável se

−
∫

Σ

uLu ≥ 0,

para alguma função diferenciável u com suporte compacto em Σ.
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2.4 Campos Conformes

Seja N uma Variedade Riemanniana de dimensão n+ 1.

Definição 13 Dizemos que um campo de vetores T ∈ X (N) é conforme se

LT 〈, 〉 = 2ϕ〈, 〉,

para alguma função ϕ ∈ C∞(N), onde LT é a derivada de Lie com respeito
a T . Se φ for constante, diz-se que T é um campo homotético e se φ ≡ 0,
diz-se que T é um campo de Killing.

Pela derivação de tensores, e sabendo que LT (V ) = [T, V ], temos que, para
todo V,W ∈ LT (N),

LT 〈V,W 〉 = T 〈V,W 〉 − 〈LT (V ),W 〉 − 〈V,LT (W )〉 =

= 〈∇TV,W 〉+ 〈V,∇TW 〉 − 〈∇TV −∇V T,W 〉 − 〈V,∇TW −∇WT 〉 =

= 〈∇V T,W 〉+ 〈V,∇WT 〉.

Assim, T ∈ X (N) é conforme se, e somente se,

〈∇V T,W 〉+ 〈V,∇WT 〉 = 2ϕ〈V,W 〉, ∀V,W ∈ X (N),

onde ∇ é a conexão de Levi-Civita de (N, 〈, 〉N).

2.5 Curvas velocidade

Definição 14 Se γ é uma curva numa variedade riemanniana, a velocidade
de γ em qualquer tempo t é o comprimento do vetor velocidade de γ, ou seja,
de |γ′(t)|. Dizemos que γ tem velocidade constante se γ′(t) independe de t, e
que γ tem velocidade unitária se |γ′(t)| ≡ 1.

Lema 2.5.1 As seguintes condições são equivalentes para uma conexão ∇
numa Variedade Riemanniana:
(a)∇ é compat́ıvel com a métrica g.
(b)∇g ≡ 0.
(c)Se V,W são campos ao longo de qualquer curva γ,

d

dt
〈V,W 〉 = 〈DtV,W 〉+ 〈V,DtW 〉.
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(d)Se V,W são campos paralelos ao longo de uma curva γ, então 〈V,W 〉 é
constante.
(e)Translação Paralela Pt0t1 : Tγ(t0)M → Tγ(t1)M é uma isometria, para cada
t0, t1.

Lema 2.5.2 Geodésicas são curvas de velocidade constante.

Demonstração: Seja γ uma geodésica. Como γ′ é paralelo ao longo de γ,
seu comprimento |γ′| = 〈γ′, γ′〉1/2 é constante, pelo Lema 2.5.1.

2.6 Função altura

Por uma função altura h de uma superf́ıcie imersa Σ em M2 ×R chamamos
a projeção h : Σ → R no segundo fator, ou seja,

h : Σ −→ R
x 7−→ 〈T, x〉.

Assim, h(x) = T1x1 + ...+ Tnxn. Logo,

∇h =
( ∂h

∂x1

, ...,
∂h

∂xn

)
= (T1, ..., Tn) = T.

Observação: Seja F uma função diferenciável definida sobre um aberto W
de R3 e seja Σ ⊂ W uma superf́ıcie regular contida em W . Denotemos por
f a restrição de F a Σ. Então f ∈ C∞(Σ) e seu gradiente é a parte tangente
do gradiente de F , ou seja, para cada ponto p ∈ Σ, tem-se

∇f(p) = gradF (p)− 〈gradF (p), η(p)〉η(p),

onde gradF denota o gradiente de F .
Desta forma, como o gradH = T , temos que

∇h = H − 〈gradH, η〉η.

∇h = T − 〈T, η〉η = T −Θη = T>.
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Além disso,

||∇h||2 = 〈∇h,∇h〉 = 〈T − 〈T, η〉η, T − 〈T, η〉η〉 =

= 〈T, T − 〈T, η〉η〉 − 〈〈T, η〉η, T − 〈T, η〉η〉 =

= 〈T, T 〉 − 〈T, 〈T, η〉η〉 − 〈〈T, η〉η, T 〉+ 〈〈T, η〉η, 〈T, η〉η〉 =

= 1− 〈T, η〉〈T, η〉 − 〈T, η〉〈T, η〉+ 〈T, η〉〈T, η〉〈η, η〉 =

= 1− 〈T, η〉2 − 〈T, η〉2 + 〈T, η〉2 = 1−Θ2.

Logo,

||∇h||2 = 1−Θ2. (2.1)

A função altura h ∈ C∞(Σ) ao longo de f : Σ → M2 × R é definida como

h = πR ◦ f.

Como o gradiente de πR ∈ C∞(M2 × R) é ∇πR = T , então o gradiente de h
é

∇h = (∇πR)> = T − 〈η, T 〉η,
onde ( )> denota a componente tangente de um campo ao longo de f e η
é um campo normal unitário. Por outro lado, como T é um campo paralelo
em M2 × R, segue-se que

∇X∇h = ∇X(T − 〈η, T 〉η) = ∇XT −∇X(〈η, T 〉η) =

= −(〈η, T 〉∇Xη +X〈η, T 〉η) =

= 〈η, T 〉AX − 〈∇Xη, T 〉η − 〈η,∇XT 〉η =

= 〈η, T 〉AX + 〈AX, T 〉η =

= 〈η, T 〉AX + A〈X,T 〉η = 〈η, T 〉AX = ΘAX.

Definição 15 (Laplaciano de uma imersão isométrica) O Laplaciano de
ϕ induzido pela imersão é definido por

∆ΣX := (∆X)> = 2
−→
H,

onde
−→
H é o vetor curvatura média.

Lema 2.6.1 : Se ϕ : Σ ↪→ M2×R é uma imersão e h : Σ → R é a restrição

da projeção t : M2 ×R → R, ou seja, h =
〈
ϕ,

∂

∂t

〉
, com Σ = grad(h), então

∆h = 2HΘ,

onde Θ = 〈η, ∂
∂t
〉.
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Demonstração: Pela Definição acima,

∆ϕ = 2
−→
H,

onde
−→
H é o vetor curvatura média da imersão isométrica X. Visto que

−→
H = λη,

temos que H := 〈−→H, η〉 = 〈λη, η〉 = λ〈η, η〉 = λ. Assim,

∆ϕ = 2Hη.

Dáı, sendo T =
∂

∂t
paralelo,

∆h =
∑

i

ei(ei(h)) =
∑

i

ei(ei〈ϕ,
∂

∂t
〉) =

=
∑

i

ei(〈∇ei
ϕ,

∂

∂t
〉) =

∑
i

〈∇ei
∇ei

ϕ,
∂

∂t
〉 =

= 〈
∑

i

ei(ei(ϕ)),
∂

∂t
〉 = 〈∆ϕ, ∂

∂t
〉 =

= 〈2Hη, ∂
∂t
〉 = 2H〈η, ∂

∂t
〉 = 2HΘ.

Logo,

∆h = 2HΘ. (2.2)

�



Caṕıtulo 3

Aplicações em M2 × R

3.1 Laplaciano da função ângulo

A Proposição a seguir é o resultado principal em [9] de Suzana Fornari e
Jaime Ripoll.

Proposição 3.1.1 Seja N uma variedade Riemanniana (n+1)-dimensional,
e V um campo de Killing em N . Seja M uma hipersuperf́ıcie de N e
η um campo de vetores unitário normal a M em N . Defina a aplicação
Θ(p) = 〈η(p), T (p)〉, p ∈M . Então

∆Θ = −n〈T,∇H〉 − (Ric(η) + ||Aη||2)Θ,

onde H é a curvatura média de M e ∇H seu gradiente, ||Aη|| a norma
da segunda forma fundamental de M e ∆ o Laplaciano de M na métrica
induzida por N .

A proposição a seguir é uma extensão da proposição 3.1.1.

Proposição 3.1.2 Seja Nn+1 uma variedade Riemanniana munida de um
campo conforme T . Para uma hiperf́ıcie two-sided Σn em Nn+1, o Laplaciano
de Θ ∈ C∞(Σ) dada por Θ = 〈η, T 〉 é

∆Θ = −n〈∇H,T 〉 − (||A||2 +RicN(η))Θ− n(Hφ+ ∂φ/∂η),

onde ∇H é o gradiente da função curvatura média H com respeito ao campo
normal unitário η e ||A|| é a norma da segunda forma fundamental de Σn.

36
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Demonstração: Como T = T> + α(x)η, então

〈T, η〉 = 〈T>, η〉+ 〈α(x)η, η〉 = α(x)〈η, η〉.

Como 〈T>, η〉 = 0 e 〈η, η〉 = 1, então α(x) = 〈T, η〉 = Θ. Assim,

T = T> + Θη,

onde ( )> é a componente tangente de um campo em TN ao longo de Σn.
Como T é conforme, para algum X ∈ TΣ,

〈∇XT, η〉+ 〈∇ηT,X〉 = 2φ〈X, η〉 = 0.

Logo,

〈∇XT, η〉 = −〈∇ηT,X〉.

Assim,

XΘ = X〈η, T 〉 = 〈∇Xη, T 〉+ 〈∇XT, η〉.

Desta forma,

XΘ = −〈AX, T>〉 − 〈∇ηT,X〉,

para algum X ∈ TΣ. Segue-se que

XΘ = 〈X,−AT>〉 − 〈(∇ηT )>, X〉 − 〈(∇ηT )⊥, X〉.

Como 〈(∇ηT )⊥, X〉 = 0, então

XΘ = 〈−AT> − (∇ηT )>, X〉.

Como

XΘ = 〈∇Θ, X〉,

então

∇Θ = −AT> − (∇ηT )>. (3.1)
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A equação de Codazzi para Σn é

(∇XA)Y = (∇YA)X − (RN(X, Y )η)>, (3.2)

onde RN é o tensor curvatura média de Nn+1. Fazendo Y = T> em (3.2),
temos

(∇XA)T> = (∇T>A)X − (RN(X,T>)η)>. (3.3)

Por definição,

(∇XA)T> = ∇XA(T>)− A∇XT
>. (3.4)

(∇T>A)X = ∇T>A(X)− A∇T>X. (3.5)

Assim, substituindo (3.4) e (3.5) em (3.3), temos

∇XA(T>)− A∇XT
> = ∇T>A(X)− A∇T>X − (RN(X,T>)η)>.

∇XA(T>) = ∇T>A(X) + A∇XT
> − A∇T>X − (RN(X,T>)η)>. (3.6)

Tomemos um referencial móvel {e1, ..., en} em Σn, e chamemos X = ei.
Assim, em (3.6),

∇ei
A(T>) = ∇T>A(ei) + A∇ei

T> − A∇T>ei − (RN(ei, T
>)η)>.

Logo,

〈∇ei
A(T>), ei〉 = 〈∇T>A(ei) + A∇ei

T> − A∇T>ei − (RN(ei, T
>)η)>, ei〉 =

= 〈∇T>A(ei), ei〉+ 〈A∇ei
T>, ei〉 − 〈A∇T>ei, ei〉 − 〈(RN(ei, T

>)η)>, ei〉.
Tomando o somatório, temos

n∑
i=1

〈∇ei
A(T>), ei〉 =

n∑
i=1

〈∇T>A(ei), ei〉+
n∑

i=1

〈A∇ei
T>, ei〉

−
n∑

i=1

〈A∇T>ei, ei〉 −
n∑

i=1

〈(RN(ei, T
>)η)>, ei〉.

(3.7)
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Mas, por definição,

n∑
i=1

〈∇ei
A(T>), ei〉 = divAT>. (3.8)

n∑
i=1

〈∇T>A(ei), ei〉 = tr(∇T>A). (3.9)

n∑
i=1

〈(RN(ei, T
>)η)>, ei〉 = RicN(T>, η). (3.10)

Logo, substituindo (3.8), (3.9) e (3.10) em (3.7),

divAT> = tr(∇T>A) +
∑n

i=1〈A∇ei
T>, ei〉

−
∑n

i=1〈A∇T>ei, ei〉 −RicN(T>, η).
(3.11)

Como T é um campo conforme,

〈∇ei
T, ei〉+ 〈∇ei

T, ei〉 = 2φ〈ei, ei〉.

Como {e1, ..., en} é um referencial móvel de Σn, então 〈ei, ei〉 = 1. Logo,

2〈∇ei
T, ei〉 = 2φ ⇒ φ = 〈∇ei

T, ei〉.

Além disso,
〈∇ei

T, ej〉+ 〈∇ej
T, ei〉 = 2φ〈ei, ej〉,

com i 6= j. Mas 〈ei, ej〉 = 0. Logo,

〈∇ei
T, ej〉 = −〈∇ej

T, ei〉.

Escrevendo (∇ei
T )> = (∇ei

T ) =
n∑

j=1

cijej, então cij = 〈∇ei
T, ej〉. Logo,

cij =

{
φ, se i = j

−cji, se i 6= j.
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Assim,
n∑

i=1

〈A(∇ei
T>), ei〉 =

n∑
i=1

〈A[(∇ei
T )> + ΘAei], ei〉 =

=
n∑

i=1

〈A(∇ei
T )>, ei〉+

n∑
i=1

〈AΘAei, ei〉 =

=
n∑

i=1

〈A(∇ei
T )>, ei〉+

n∑
i=1

〈ΘA2ei, ei〉 =

=
n∑

i=1

〈A(∇ei
T )>, ei〉+ Θ||A||2.

Logo,
n∑

i=1

〈A(∇ei
T>), ei〉 =

n∑
i=1

〈A(∇ei
T )>, ei〉+ Θ||A||2 =

=
n∑

i,j=1

cij〈Aej, ei〉 =

=
n∑

i=j=1

cii〈Aei, ei〉+
∑
i<j

cij〈Aej, ei〉+
∑
i>j

cij〈Aej, ei〉 =

=
n∑

i=1

nHφ+
∑
i<j

(−cji)〈Aej, ei〉+
∑
i>j

(cij)〈Aej, ei〉 =

=
n∑

i=1

nHφ+
∑
i<j

A〈(−cji)(ej), ei〉+
∑
i>j

A〈(cij)(ej), ei〉 =

= nHφ.

Diagonalizando, temos Aei = kiei. Assim,
n∑

i=1

〈A∇T>ei, ei〉 =
n∑

i=1

〈∇T>ei, Aei〉 =

=
n∑

i=1

〈∇T>ei, kiei〉 =

= ki

n∑
i=1

〈∇T>ei, ei〉 = 0.
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pois, como 〈ei, ei〉 = 1, então

〈∇T>ei, ei〉+ 〈ei,∇T>ei〉 = 0 ⇒ 〈∇T>ei, ei〉 = 0.

Assim, em (3.11), temos que

divAT> = tr(∇T>A) + nHφ+ Θ||A||2 −RicN(T>, η). (3.12)

Como

tr(∇T>A) =
n∑

i=1

〈(∇T>A)ei, ei〉 =
n∑

i=1

〈∇T>A(ei)− A∇T>ei, ei〉 =

=
n∑

i=1

〈∇T>A(ei), ei〉 −
n∑

i=1

〈A∇T>ei, ei〉 =

=
n∑

i=1

〈∇T>A(ei), ei〉 −
n∑

i=1

〈∇T>ei, Aei〉 =

=
n∑

i=1

〈∇T>A(ei), ei〉,

pois
n∑

i=1

〈∇T>ei, Aei〉 = 0, e como H =
1

n

n∑
i=1

〈Aei, ei〉, então

TH =
1

n
T

( n∑
i=1

〈Aei, ei〉 =
1

n

( n∑
i=1

T 〈Aei, ei〉
)

=

=
1

n

( n∑
i=1

〈∇TA(ei), ei〉+
n∑

i=1

〈Aei,∇T ei〉
)
.

Logo,

nTH =
n∑

i=1

〈∇TA(ei, ei〉+
n∑

i=1

〈ei, A∇T>ei〉.

Como
n∑

i=1

〈ei, A∇T>ei〉 = 0 e TH = 〈∇H,T 〉, então

n〈∇H,T 〉 =
n∑

i=1

〈∇TA(ei), ei〉 =
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=
n∑

i=1

〈∇T>A(ei), ei〉 =

= tr(∇T>A),

ou seja, o traço comuta com a derivada covariante. Assim, em (3.12),

divAT> = n〈∇H,T 〉+ nHφ+ Θ||A||2 −RicN(T>, η). (3.13)

Além disso,

div((∇ηT )>) = div(∇ηT )− div((∇ηT )⊥).

Como

div(∇ηT )− div((∇ηT )⊥) = 0,

então

div((∇ηT )>) = div(∇ηT ) =
n∑

i=1

〈∇ei
(∇ηT ), ei〉. (3.14)

Sabendo que φ =
n∑

i=1

〈∇ei
T, ei〉,

η(φ) = η〈∇ei
T, ei〉 = 〈∇η∇ei

T, ei〉+ 〈∇ei
T,∇ηei〉.

Como 〈∇ei
T,∇ηei〉 = 0, então

η(φ) = η〈∇ei
T, ei〉 = 〈∇η∇ei

T, ei〉.

ou seja,

nη(φ) =
n∑

i=1

〈∇η∇ei
T, ei〉. (3.15)

Desta forma, como

RicN(T, η) =
n∑

i=1

〈RN(T, ei)η, ei〉 =
n∑

i=1

〈RN(η, ei)T, ei〉 =

= 〈∇ei
∇ηT −∇η∇ei

T +∇[η,ei]T, ei〉 =

= 〈∇ei
∇ηT −∇η∇ei

T, ei〉 =

= 〈∇ei
∇ηT, ei〉 − 〈∇η∇ei

T, ei〉,
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pois 〈∇[η,ei]T, ei〉 = 0, segue-se de (3.14) e (3.15) que

RicN(T, η) = 〈∇ei
∇ηT, ei〉 − 〈∇η∇ei

T, ei〉 =

= div((∇ηT )>)− nη(φ).

ou seja,

RicN(T, η) = div((∇ηT )>)− n∂φ/∂η. (3.16)

Assim, de (3.1), (3.12) e (3.16),

∆Θ = div(∇Θ) = div(−AT> − (∇ηT )>) = div(−AT>)− div((∇ηT )>) =

= −div(AT>)− div((∇ηT )>) =

= −n〈∇H,T 〉 − nHφ−Θ||A||2 +RicN(T>, η)− n∂φ/∂η −RicN(T, η).

Como T = T> + Θη, então

RicN(T, η) = RicN(T>, η) +RicN(Θη, η) =

= RicN(T>, η) + ΘRicN(η, η) =

= RicN(T>, η) + ΘRicN(η).

Logo,

∆Θ = −n〈∇H,T 〉 − nHφ−Θ||A||2 +RicN(T>, η)− n∂φ/∂η

− RicN(T>, η) + ΘRicN(η).

Assim,

∆Θ = −n〈∇H,T 〉 − nHφ−Θ||A||2 − n∂φ/∂η −ΘRicN(η).

∆Θ = −n〈∇H,T 〉 − (||A||2 +RicN(η))Θ− n(Hφ+ ∂φ/∂η), (3.17)

como queŕıamos demonstrar.
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3.2 Resultados tipo Bernstein

Seja N3 uma Variedade Riemanniana (talvez não completa) munida de um
campo homotético T . Então Σ = Σ2 é escolhido como sendo uma superf́ıcie
mı́nima two-sided em N3, ou seja, existe um campo normal unitário η definido
globalmente e, assim, a função Θ ∈ C∞(Σ) dada por

Θ(p) = 〈η(p), T (p)〉

é também definida globalmente. Assim Σ é orientável.
O seguinte Teorema é o resultado principal do nosso trabalho.

Teorema 6 Seja Σ uma superf́ıcie mı́nima completa two-sided em N3 tal
que a função Θ não muda de sinal, onde T é um campo conforme. Então ou
Σ é invariante por um subgrupo a 1-parâmetro de homotetias geradas por T
ou Σ é estável. No caso de Σ ser estável, temos:
a)Se RicN ≥ 0, então Σ é totalmente geodésica.
b)Se KN ≥ 0, então Θ é constante e RicN(η) = 0 em todo ponto.

Demonstração: Como Θ não muda de sinal, então mudemos a orientação
de η de tal forma que Θ ≥ 0. Temos que Θ é um campo de Jacobi, pois o
operador de Jacobi (operador estabilidade) J = ∆ + ||A||2 +RicN satisfaz

JΘ = ∆Θ + (||A||2 +RicN(η))Θ = 0

pela Proposição (3.1.2), pois, como Σ é mı́nima, então H ≡ 0, e como T
é um campo conforme, então ∂φ/∂η = 0. Suponhamos que Θ(p0) = 0,
para algum p0 ∈ Σ. Como uma vizinhança suficientemente pequena U de
p0 pode ser vista como um gráfico, e como todo gráfico é estável, então o
primeiro autovalor para o problema de Dirichlet de J satisfaz λ1(J, U) > 0.
Pelo teorema provado por Fischer-Colbrie-Schoen em [8], existe uma solução

positiva g de Jg = 0 em U . Como Θ ≥ 0 e g > 0, então se definirmos
Θ

g
= α,

então α ≥ 0. Além disso, temos que

div(g2∇α) = g2∆α+ 〈∇g2,∇α〉 =

= g2∆α+ 〈2g∇g,∇α〉 =

= g(g∆α+ 2〈∇g,∇α〉).
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Como Jg = 0 e JΘ = 0, ou seja J(αg) = 0, então

0 = J(αg) = ∆(αg) + (||A||2 +RicN(η))(αg) = 0

= α∆g + g∆α+ 2〈∇α,∇g〉+ (||A||2 +RicN(η))(αg) =

= α(∆g + (||A||2 +RicN(η))g) + g∆α+ 2〈∇α,∇g〉 =

= g∆α+ 2〈∇α,∇g〉.

Logo, div(g2∇α) = 0. Assim, como essa equação é de forma divergente,
e como todos os autovalores são iguais a g2 > 0, aplicando o prinćıpio do
máximo para operadores em forma divergente [Proposição 4.2.2, Apêndice,
seção 4.2], temos que α é constante em uma vizinhança de cada mı́nimo
local. Sendo α ≥ 0 em Σ, então α possui mı́nimo local que U , que é α = 0,
já que estamos supondo que Θ(p0) = 0, ou seja, αg = 0. Como g > 0, então
α(p0) = 0. Pelo Prinćıpio do Máximo, α é constante em U , ou seja, α = 0
em U. Conseqüentemente, como Θ = αg, então Θ = 0 em U . Por outro
lado, se α > 0 em p0, então, pelo Prinćıpio do Máximo, α > 0(constante) em
U . Conseqüentemente, como Θ = αg, então Θ > 0 em U . Como p0 ∈ Σ é
arbitrário, então Θ = 0 ou Θ > 0 em Σ.
Se Θ = 0 em Σ, ou seja, 〈η, T 〉 = 0, então T é tangente à Σ. Como T é um
campo homotético, então Σ é invariante por um subgrupo a 1-parâmetro de
homotetias geradas por T .
Se Θ > 0 em Σ, então, pelo Teorema 5, Σ é estável. Uma função arbitrária
ψ com suporte compacto em Σ pode ser escrita como ψ = φΘ, onde φ possui
suporte compacto. Como JΘ = 0, então

Jψ = J(φΘ) = ∆(φΘ) + (||A||2 +RicN(η))(φΘ) =

= φ∆Θ + Θ∆φ+ 2〈∇φ,∇Θ〉+ (||A||2 +RicN(η))(φΘ) =

= φ(∆Θ + (||A||2 +RicN(η))) + Θ∆φ+ 2〈∇φ,∇Θ〉 =

= Θ∆φ+ 2〈∇φ,∇Θ〉.

Assim, teremos que

ψJψ = ψΘ∆φ+ 2ψ〈∇φ,∇Θ〉 =

= φΘ2∆φ+ 2φΘ〈∇φ,∇Θ〉 =

= Θ2φ∆φ+ Θ〈2φ∇φ,∇Θ〉 =

= Θ2φ∆φ+ 〈2φ∇φ,Θ∇Θ〉 =

= Θ2φ∆φ+
1

2
〈2φ∇φ, 2Θ∇Θ〉 =
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= Θ2φ∆φ+
1

2
〈∇φ2,∇Θ2〉.

Como

div(Θ2φ∇φ) = Θ2φ∇φ+ 〈∇(Θ2φ),∇φ〉 =

= Θ2φ∆φ+ 〈Θ2∇φ,∇φ〉+ 〈φΘ2,∇φ〉 =

= Θ2φ∆φ+ 〈∇Θ2, φ∇φ〉,

então ψJψ = div(Θ2φ∇φ)−Θ2||∇φ||2. Assim,

−
∫

Σ

ψJψdAΣ =

∫
Σ

Θ2||∇φ||2dAΣ −
∫

Σ

div(Θ2φ∇φ).

Mas pelo teorema da divergência,

∫
Σ

div(Θ2φ∇φ) = 0. Logo,

−
∫

Σ

ψJψdAΣ =

∫
Σ

Θ2||∇φ||2dAΣ ≥ 0,

e assim, pela definição 11, Σ é estável.
Se a superf́ıcie é estável e se RicN ≥ 0, então, por [24], Σ é totalmente
geodésica. Além disso, se KN ≥ 0, então Σ é totalmente geodésica e, pela
equação de Gauss, temos que

KN = KΣ + detA,

e como A é identicamente nula, então Σ possui curvatura Gaussiana não-
negativa. Em [11], Huber mostrou que uma superf́ıcie completa de cur-
vatura Gaussiana não-negativa é parabólica, ou seja, qualquer função su-
perharmônica não-negativa em Σ é constante. Assim, como Θ ≥ 0, ||A||2 +
RicN(η) ≥ 0 e ∆Θ = −(||A||2 + RicN(η))Θ, então ∆Θ ≤ 0, ou seja, Θ é
uma função não-negativa e superharmônica em Σ, logo Θ é constante. As-
sim, temos que ∆Θ = 0. Além disso, como Σ é totalmente geodésica, então
||A||2 ≡ 0. Logo, de

JΘ = ∆Θ + (||A||2 +RicN)Θ = 0,

então RicN(η)Θ = 0. Como Θ > 0, então RicN(η) ≡ 0, como queŕıamos
demonstrar.
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Proposição 3.2.1 Seja Σ uma superf́ıcie mı́nima completa two-sided imersa
em M2 ×% R, ou seja, o produto M2 × R munido da métrica

〈 , 〉N = π∗M(〈 , 〉M) + %2π∗R(dt2),

onde % ∈ C∞(M). Se a função Θ não muda de sinal e se KM ≥ 0, então Σ é
totalmente geodésica.

Demonstração: Com efeito, como T =
∂

∂t
é um campo de Killing em N3,

e como

KM(p0)(1−Θ2) = RicN(η(p0)),

onde Θ ∈ [0, 1], então, como KM ≥ 0, logo RicN(η(p0)) ≥ 0. Logo, pelo
teorema 6, temos que Σ é totalmente geodésica.

Observação 5 Qualquer função positiva u ∈ C∞(Ω) definida em um domı́nio
Ω ∈ M2 determina um gráfico radial G(u) sobre Ω em R+ ×t M2 dado por
p ∈ Ω 7→ (u(p), p). A variedade produto warped N3 = I ×t M2, onde I é um
intervalo aberto em R+ = (0,+∞) é munida da métrica riemanniana

〈 , 〉N = π∗I (dt
2) + t2π∗M(〈 〉M),

onde πI e πM denotam a projeção no primeiro e no segundo fator, respecti-

vamente. Sendo assim, T = f
∂

∂t
é um campo conforme de N. Com efeito,

denotando ∂t = ∂/∂t. Como 〈∂t, ∂t〉 = 1, então 0 = ∂t〈∂t, ∂t〉 = 2〈∇∂t∂t, ∂t〉.
Assim, pela proposição 2.1.1 (i), temos que ∇∂t∂t = 0. Logo, para todo
V ∈ T (N), temos que V = v0∂t + VF , onde v0 ∈ C∞(M) e VM ∈ V(M), e
usando a proposição 2.1.1 (ii),

∇V T = ∇v0∂t+VF
(f
∂

∂t
) =

= v0f∇∂t∂t + v0∂t(f)∂t +
f∂t(f)

f
VF =

= f ′(v0∂t + VF ) = f ′V.

Portanto, para quaisquer V,W ∈ T (N),

〈∇V T,W 〉+ 〈V,∇V T 〉 = 〈f ′V,W 〉+ 〈V, f ′W 〉 = 2f ′〈V,W 〉.

Assim, em particular, se f(t) = t, então t
∂

∂t
é um campo homotético, e se

f ≡ 1, então
∂

∂t
é um campo de killing.
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Proposição 3.2.2 Seja Σ um gráfico mı́nimo radial completo em N3 =
R+ ×t M2 sobre um domı́nio Ω ⊂ M2. Se KM ≥ 1, então Σ é totalmente
geodésica.

Demonstração: Como T = t
∂

∂t
é um campo homotético em N3, e como

KM(p0)(1−Θ2) = RicN(η(p0)),

onde Θ ∈ [0, 1], então, como KM ≥ 1, logo

RicN(η(p0)) = (1−Θ2)KM ≥ (1−Θ2) ≥ 0.

Logo, pelo teorema 6, Σ é totalmente geodésica.

Definição 16 Um cilindro em N3 = M2×% R sobre uma curva de velocidade
unitária γ : R → M2 é a superf́ıcie em M2 ×% R obtida pela ação em γ de
um subgrupo a 1-parâmetro de translações verticais. Um cilindro é mı́nimo
se kg = %∂%/∂ν, onde kg = 〈∇γ′γ, ν〉 é a curvatura geodésica de γ e ν é
campo normal unitário a γ em M2. Em particular, um cilindro é totalmente
geodésico se, e somente se, γ é uma geodésica, e ∂%/∂ν = 0.

Corolário 3.2.1 Seja Σ uma superf́ıcie mı́nima completa two-sided em N3 =
M2 ×% R, onde M2 não é necessariamente completa. Assuma que KN ≥ 0 e
que Θ não muda de sinal. Então, ou
i)Σ é um cilindro mı́nimo, ou
ii)Σ é totalmente geodésica e % é constante. Além disso, se KM(q) > 0 em
um ponto q ∈ πM(Σ), então Σ é um slice sobre M2 completa.

Demonstração: Pela proposição 2.1.1, sabemos que a derivada covariante
em N3 satisfaz

∇ZT = %−1〈∇%, Z〉T ∇TT = −%∇%, (3.18)

onde Z ∈ TM e ∇% denota o gradiente de % como uma função em N3. Desta
forma, ∇% é o levantamento do gradiente de % em M2.

T =
∂

∂t
é um campo de Killing em N, ou seja, um campo homotético T , com

φ ≡ 0. Além disso, temos Σ ⊂ N3 e Θ não muda de sinal. Logo estamos nas
hipóteses do Teorema 6. Assim, aplicando o Teorema 6, ou Σ é invariante
por um subgrupo a 1-parâmetro de translações verticais ou Σ é estável, ou
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seja, ou Σ é um cilindro mı́nimo (pois Σ é mı́nima, por hipótese) ou Σ é
estável. No último caso,
(i) Se RicN ≥ 0,Σ é totalmente geodésica.
(ii)Se KN ≥ 0,Θ é constante e RicN(η) = 0 em todo ponto.
Como, por hipótese, KN ≥ 0, então Θ é constante (não nula), e RicN(η) = 0
em todo ponto. Logo, pelo Teorema 6, como RicN ≡ 0, então Σ é totalmente
geodésica.
Vamos mostrar que % é constante. Dado qualquer Y ∈ TΣ, sabemos que

Y = Z + αT,

onde Z ∈ TM, ou seja,

〈Y, T 〉 = 〈Z, T 〉+ α〈T, T 〉.

Como 〈Z, T 〉 = 0 e 〈T, T 〉 = %2(T, T ), então

α%2(T, T ) = 〈Y, T 〉.

Como (T, T ) = 1, então
α = %−2〈Y, T 〉.

Logo,

Y = Z + %−2〈Y, T 〉T. (3.19)

Desta forma, como Θ = 〈η, T 〉,

Y (Θ) = 〈∇Y η, T 〉+ 〈η,∇Y T 〉.

Como η é normal a Σ e Y é tangente a Σ, então 〈∇Y η, T 〉 = 0. Logo,

Y (Θ) = 〈η,∇Y T 〉.

Por (3.18) e (3.19), temos

Y (Θ) = 〈η,∇Z+%−2〈Y,T 〉TT 〉 =

= 〈η,∇ZT 〉+ 〈η,∇%−2〈Y,T 〉TT 〉,

e como 〈η,∇%−2〈Y,T 〉TT 〉 = %−2〈Y, T 〉〈η,∇TT 〉, então

Y (Θ) = 〈η,∇ZT 〉+ %−2〈Y, T 〉〈η,∇TT 〉.
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Já que ∇ZT = %−1〈∇%, Z〉T e ∇TT = −%∇%, então

Y (Θ) = 〈η, %−1〈∇%, Z〉T 〉+ %−2〈Y, T 〉〈η,−%∇%〉.

Assim,

Y (Θ) = %−1〈∇%, Z〉〈η, T 〉 − %−1〈Y, T 〉〈η,∇%〉 =

= %−1(Θ〈∇%, Z〉 − 〈Y, T 〉〈η,∇%〉).

Como πM é uma isometria, 〈∇%, Z〉 = 〈∇%, Y 〉. Assim,

Y (Θ) = %−1(Θ〈∇%, Y 〉 − 〈Y, T 〉〈η,∇%〉) =

= 〈%−1(Θ∇%− 〈∇%, η〉T ), Y 〉.

Assim,
∇Θ = %−1(Θ∇%− 〈∇%, η〉T ).

Logo,

||∇Θ||2 = 〈∇Θ,∇Θ〉 = 〈%−1(Θ∇%− 〈∇%, η〉T ), %−1(Θ∇%− 〈∇%, η〉T )〉 =

= 〈%−1Θ∇%, %−1Θ∇%− %−1〈∇%, η〉T 〉 −
− 〈%−1〈∇%, η〉T, %−1Θ∇%− %−1〈∇%, η〉T 〉 =

= 〈%−1Θ∇%, %−1Θ∇%〉 − 〈%−1Θ∇%, %−1〈∇%, η〉T 〉 −
− 〈%−1〈∇%, η〉T, %−1Θ∇%〉+ 〈%−1〈∇%, η〉T, %−1〈∇%, η〉T 〉 =

= %−2Θ2||∇%||2 − %−2Θ〈∇%, η〉〈∇%, T 〉 −
− %−2Θ〈∇%, η〉〈T,∇%〉+ %−2〈∇%, η〉2%2.

Assim,

||∇Θ||2 = %−2(Θ2||∇%||2 −Θ〈∇%, η〉〈∇%, T 〉 −
− Θ〈∇%, η〉〈T,∇%〉+ 〈∇%, η〉2%2).

Como 〈∇%, T 〉 = 0, então

||∇Θ||2 = %−2(Θ2||∇%||2 + %2〈∇%, η〉2).

Como Θ é uma constante não nula, então ∇Θ = 0. Logo ||∇Θ||2 = 0. Assim,

0 = %−2(Θ2||∇%||2 + %2〈∇%, η〉2) =

= %−2Θ2||∇%||2 + 〈∇%, η〉2.
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Logo,
%−2Θ2||∇%||2 = 0 〈∇%, η〉2 = 0.

Já que % 6= 0 e Θ2 6= 0, então ||∇%||2 = 0, ou seja, ∇% = 0, que implica que
% é constante, não nulo. Assim, se em algum ponto tivermos KM(p0) > 0,
então RicN(η(p0)) = 0 é posśıvel somente se Θ = 1, pois

KM(p0) =
〈R(η, ei)η, ei〉

〈ei, ei〉〈η, η〉 − 〈η, ei〉2
,

ou seja,

KM(p0) =
RicN(η(p0))

1−Θ2
.

KM(p0)(1−Θ2) = RicN(η(p0)).

Assim, como RicN(η) = 0 e KM(p0) > 0, então Θ = 1 (pois Θ ∈ [0, 1]), e
como ||∇h||2 = 1 − Θ2, então ∇h = 0. Logo h é constante. Assim, Σ é um
slice, como queŕıamos demonstrar.

Teorema 7 Seja M2 uma superf́ıcie completa com curvatura Gaussiana KM ≥
0.

(i) Qualquer gráfico inteiro de curvatura média constante em M2 × R é to-
talmente geodésica.

(ii) Se, além disso, KM(q) > 0 em algum ponto q ∈ M2, então o gráfico
é um slice.

Demonstração:

Afirmação: divM

( Du√
1 + ||Du||2

)
= 2H, onde Du denota o gradiente de

u ∈ C∞(M) e divM o divergente em M2.
Com efeito,

Du = (ut, us) ⇒ ||Du||2 = u2
t + u2

s,

onde ut, us são campos coordenados. Então, chamando Y (s, t) =
Du√

1 + ||Du||2
,

então Y (s, t) =
1√

1 + u2
t + u2

s

(ut, us).
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Uma parametrização de M2 é X(t, s) = (t, s, u(s, t)). Logo,

Xt = (1, 0, ut) Xs = (0, 1, us).

Xtt = (0, 0, utt) Xss = (0, 0, uss) Xts = (0, 0, uts).

Assim,

Xt ∧Xs = (−ut,−us, 1) ⇒ N =
1√

1 + u2
t + u2

s

(−ut,−us, 1).

Desta forma,
E = 1 + u2

t F = utus G = 1 + u2
s.

e =
utt√

1 + u2
t + u2

s

g =
uss√

1 + u2
t + u2

s

f =
uts√

1 + u2
t + u2

s

.

Como H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
, então

H =
1

2

utt(1 + u2
s)− 2utsutus + uss(1 + u2

t )√
1 + u2

t + u2
s

(1 + u2
t + u2

s)
,

ou seja,

H =
utt(1 + u2

s)− 2utsutus + uss(1 + u2
t )

2(1 + u2
t + u2

s)
3/2

. (3.20)

Por outro lado,

div(Y ) =
( ut√

1 + u2
t + u2

t

)
t
+

( us√
1 + u2

t + u2
t

)
s
.

div(Y ) =
utt + uttus

2 − utusuts

(1 + u2
t + u2

s)
3/2

+
uss + uttut

2 − utusuts

(1 + u2
t + u2

s)
3/2

.

div(Y ) =
utt(1 + u2

s)− 2utsutus + uss(1 + u2
t )

(1 + u2
t + u2

s)
3/2

. (3.21)
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Logo, de (3.20) e (3.21), temos que H =
1

2
div(Y ), ou seja

divM

( Du√
1 + ||Du||2

)
= 2H.

Basta mostrarmos que H = 0, e usarmos o Corolário 3.
(a) Suponhamos que M2 seja compacta. Como Du ∈ TM, logo, pelo teorema
da divergência, ∫

M
2HdAM =

∫
M
divM

( Du√
1 + ||Du||2

)
= 0.

Logo, H = 0, pois H é constante.
(b) Suponhamos que M2 não seja compacta. Por definição,

h(M) = inf
D

comprimento(∂D)

área(D)

é chamada constante de Cheeger, ondeD ⊂ M2 é qualquer domı́nio compacto
com bordo suave. Seja Bp(r) ⊂ M2 o disco geodésico de centro p e raio r.
Como KM ≥ 0, temos, por um resultado de S.Y.Cheng em [6], que o primeiro
autovalor do problema de Dirichlet em Bp(r) satisfaz

λ1(Bp(r)) ≤
c

r2
, 0 < r < +∞,

para uma constante positiva c. Por outro lado, pelo Teorema 11 de Cheeger
[ver apêndice], temos que λ1(Bp(r)) ≥ h2(Bp(r))/4. Obtemos que

h2(M) ≤ h2(Bp(r)) ≤ 4λ(Bp(r)) ≤
4c

r2
,

para qualquer 0 ≤ r < +∞, e assim h(M) = 0.
Pelo Teorema 1 em [22] temos que, se M2 satisfizer que h(M) = 0, então
qualquer gráfico inteiro em M2 × R com curvatura média constante H é ne-
cessariamente mı́nima. Se u ∈ C∞(M) determina um gráfico inteiro qualquer
em M2 × R, temos que

〈Du, ν〉 ≤ |〈Du, ν〉| ≤ ||Du||||ν|| =
√
||Du||2 ≤

√
1 + ||Du||2.

Integrando

divM

( Du√
1 + ||Du||2

)
= 2H,
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sobre um domı́nio D ⊂ M2, e usando o teorema da divergência, temos que∫
D

divXdV =

∫
∂D

〈Du, ν〉√
1 + ||Du||2

ds ≤
∫

∂D

√
1 + ||Du||2√
1 + ||Du||2

ds =

∫
∂D

ds = comp(∂D),

onde X =
Du√

1 + ||Du||2
.

2

∫
D

HdAM = 2 min
D

Hárea(D).

Logo,
2 min

D
H · área(D) ≤ comp(∂D).

Analogamente,
2 max

D
H · área(D) ≥ −comp(∂D).

Assim,

inf
M
H ≤ 1

2
h(M) sup

M
H ≥ −1

2
h(M).

Mas como h(M) = 0, então

inf
M
H ≤ 0 ≤ sup

M
H,

e como H é constante, então

H ≤ 0 ≤ H.

Logo H=0. O resultado segue-se do Corolário 3.2.1.

Proposição 3.2.3 Seja Σ uma superf́ıcie mı́nima completa two-sided em
M2 × R. Suponha que Θ não muda de sinal.

(i) Se KM ≥ 0 ao longo de πM(Σ), então Σ é totalmente geodésica.

(ii) Se, além disso, KM(q) > 0 em algum ponto q ∈ πM(Σ), então ou Σ é
um cilindro sobre uma geodésica completa de M2, ou M2 é necessariamente
completa e Σ é um slice.
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Demonstração: Mudemos a orientação de η de tal forma que Θ ≥ 0. Assim,
como a norma do traço nos dá que

〈A,A∗〉 = 〈A,A>〉 = trA>A> = trAA = trA2,

então

A =

(
λ1 0
0 λ2

)
= A>.

Assim, 〈A,A>〉 = 〈A,A〉 = ||A||2. Logo,

||A||2 = trA2 = −2λ1λ2.

Mas como Σ é uma superf́ıcie mı́nima, então

0 = H =
λ1 + λ2

2
⇒ λ1 = −λ2

Assim,
||A||2 = trA2 = −2λ1λ2 = 2λ1

2.

Desta forma,

1

2
||A||2I = λ1

2I = λ1
2

(
1 0
0 1

)
=

(
λ1

2 0
0 λ1

2

)
= A2,

onde I é a aplicação identidade em TΣ. Assim,

A2 =
1

2
||A||2I.

Usando que ∇Θ = −AT> − (∇ηT )>, temos que

||∇Θ||2 = 〈∇Θ,∇Θ〉 = 〈−AT> − (∇ηT )>,−AT> − (∇ηT )>〉 =

= 〈−AT>,−AT> − (∇ηT )>〉 − 〈(∇ηT )>,−AT> − (∇ηT )>〉 =

= 〈−AT>,−AT>〉+ 〈−AT>,−(∇ηT )>〉 − 〈(∇ηT )>,−AT>〉+

+ 〈(∇ηT )>, (∇ηT )>〉 =

= A2〈T>, T>〉+ 2〈AT>, (∇ηT )>〉+ ||(∇ηT )>||2 =

= A2||T>||2 + 2〈A∇h, (∇ηT )>〉+ ||(∇ηT )>||2 =

= A2||∇h||2 =
1

2
||A||2(1−Θ2),
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ou seja,

||∇Θ||2 = A2||∇h||2 =
1

2
||A||2(1−Θ2). (3.22)

pois 〈A∇h, (∇ηT )>〉 = 0 e ||(∇ηT )>||2 = 0, já que T é paralelo a M2 × R.
Assim, como

X log(1 + Θ) =
XΘ

1 + Θ
=
〈∇Θ, X〉
1 + Θ

=
〈 ∇Θ

1 + Θ
, X

〉
,

então

∇ log(1 + Θ) =
∇Θ

1 + Θ
.

Logo,

∆ log(1 + Θ) = div(∇(log(1 + Θ))) = div
( ∇Θ

1 + Θ

)
= div

( 1

1 + Θ
· ∇Θ

)
=

=
1

1 + Θ
div(∇Θ) + 〈∇

( 1

1 + Θ

)
,∇Θ〉 =

=
∆Θ

1 + Θ
+

〈
− ∇Θ

(1 + Θ)2
,∇Θ

〉
=

∆Θ

1 + Θ
− 1

(1 + Θ)2
||∇Θ||2

Desta forma,

∆ log(1 + Θ) =
∆Θ

1 + Θ
− 1

(1 + Θ)2
||∇Θ||2 (3.23)

Como Σ é mı́nima, H = 0. Logo ∇H = 0. Além disso, T = ∂/∂t é campo
de Killing. Assim, de (3.17),

∆Θ = −n〈∇H,T 〉 − (||A||2 +RicN(η))Θ− n(Hφ+ ∂φ/∂η),

e como φ ≡ 0,

∆Θ = −(||A||2 +RicN(η))Θ (3.24)

Assim, usando (3.22) e (3.24) em (3.23), temos

∆ log(1 + Θ) =
−(||A||2 +RicN(η))Θ

1 + Θ
− 1

2
||A||2 (1−Θ)(1 + Θ)

(1 + Θ)(1 + Θ)
=
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=
−(||A||2 +RicN(η))Θ

1 + Θ
− 1

2
||A||2 (1−Θ)

(1 + Θ)
=

=
1

1 + Θ

(
− ||A||2Θ−RicN(η)Θ− 1

2
||A||2 +

1

2
||A||2Θ

)
=

=
1

1 + Θ

(
− 1

2
||A||2 −RicN(η)Θ− 1

2
||A||2Θ

)
=

=
1

1 + Θ

(
(1 + Θ)

[
− 1

2
||A||2

]
−RicN(η)Θ

)

Como, por definição,

K(η, ei) =
(η, ei, η, ei)

〈η, η〉〈ei, ei〉 − 〈η, ei〉2
,

e como K(η, ei) = KM(π), então

KM(π) =
(η, ei, η, ei)

1− 〈η, ei〉2
=

(η, ei, η, ei)

1−Θ2
=
RicN(η)

1−Θ2
.

RicN(η) = (1−Θ2)KM(π).

Assim,

∆ log(1 + Θ) =
1

1 + Θ

(
(1 + Θ)

[
− 1

2
||A||2

]
− (1−Θ2)KM(π)Θ

)
=

=
1

1 + Θ

(
(1 + Θ)

[
− 1

2
||A||2

]
− (1−Θ)(1 + Θ)KM(π)Θ

)
=

= −1

2
||A||2 −Θ(1−Θ)KM(π).

Como Σ é uma hiperf́ıcie, dado p ∈ Σ e η ∈ (TpΣ)⊥, podemos tomar uma
base ortonormal {e1, e2} de TpΣ tal que Aη = A é diagonal, isto é, A(ei) =
λiei, i = 1, 2, onde λ1, λ2 são os valores próprios de A. Sendo 〈Aη(x), y〉 =
Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉, então, Hη(e1, e1) = λ1 e Hη(e1, e2) = 0. Logo

B(ei, ej) = αij · η ⇒ αij = 〈B(ei, ej), η〉.

Assim, αij = 〈Aη(ei), ej〉 = 〈λiei, ej〉. Portanto, B(ei, ej) = λi · δij · η.
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KΣ(e1, e2)−KΣ(e1, e2) = 〈B(e1, e1), B(e2, e2)〉 − ||B(e1, e2)||2 =

= 〈λ1η, λ2η〉 =

= λ1λ2.

Desta forma,

KΣ = KΣ + λ1λ2.

KΣ = KΣ + detA.

onde KΣ é a curvatura Gaussiana de (Σ, ds2) e KΣ é a curvatura seccional
do plano tangente à Σ em M2 × R.
Definamos dois campos ortonormais X, Y ∈ M, com T , um campo de Killing,
normal a X e Y . Assim, X e Y são ortonormais em TΣ, pois são levados por
uma isometria. Ainda em TΣ, definamos o campo W , ortonormal ao campo
X, onde W = aY + bT . Logo,

1 = 〈W,W 〉 = 〈aY + bT, aY + bT 〉 = 〈aY, aY + bT 〉+ 〈bT, aY + bT 〉 =

= a2〈Y, Y 〉+ 2ab〈Y, T 〉+ b2〈T, T 〉 =

= a2 + b2.

Como X é perpendicular à T , então W tem componente na direção de T ,
isto é, W e T são linearmente dependentes. A projeção de T em Σ, ou seja,
T>, é dada por T> = uX + vW . Logo,

0 = 〈T>, X〉 = u〈X,X〉+ v〈W,X〉 = u.

〈T>,W 〉 = 〈T,W 〉 = u〈X,W 〉+ v〈W,W 〉 = v.

Mas como W = aY + bT , então 〈W,T 〉 = a〈Y, T 〉 + b〈T, T 〉 = b. Como
〈W,T 〉 = 〈W,T>〉 = v, então v = b.
Assim, como u = 0, então T> = vW . Assim, ||T>||2 = 〈T>, T>〉 =
v〈W,T>〉 = v〈W,T 〉 = v2 = b2. Assim,

a2 = 1− b2 = 1− ||T>||2.
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Assim, teremos que

K(X,W ) =
(X, aY + bT,X, aY + bT )

||X ∧ (aY + bT )||2
.

Como ||X∧(aY +bT )||2 = ||X||2·||(aY +bT )||2−〈X, (aY +bT )〉2 = a2+b2 = 1,
então

K(X,W ) = (X, aY + bT,X, aY + bT ) =

= (X, aY,X, aY + bT ) + (X, bT,X, aY + bT ) =

= (X, aY,X, aY ) + (X, aY,X, bT ) +

+ (X, bT,X, aY ) + (X, bT,X, bT ) =

= (X, aY,X, aY ) + (X, aY,X, bT ) +

+ (X, aY,X, bT ) + (X, bT,X, bT ) =

= (X, aY,X, aY ) + 2(X, aY,X, bT ) + (X, bT,X, bT ) =

= a2(X, Y,X, Y ) + 2ab(X, Y,X, T ) + b2(X,T,X, T ).

Como (X, Y,X, T ) = 0 e (X,T,X, T ) = 0, então

K(X,W ) = a2(X, Y,X, Y ) = (1− ||T>||2)(X, Y,X, Y ) = (1− ||T>||2)KΣ(π)

ou seja,

KΣ = (1− ||T>||2)KΣ(π).

E como ||T>||2 = ||∇h||2 = 1−Θ2, então

KΣ = (1− ||T>||2)KΣ(π) = Θ2KΣ(π). (3.25)

Por outro lado, como ||A||2 = 〈A,A〉 = λ2
1 + λ2

2 = (λ1 + λ2)
2 − 2λ1λ2.

Como Σ é mı́nima, então λ1 + λ2 = 0. Assim,

||A||2 = −2λ1λ2.

λ1λ2 = −1

2
||A||2.

detA = −1

2
||A||2.
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Desta forma,

KΣ = Θ2KM(π)− 1

2
||A||2,

e assim teremos que

∆ log(1 + Θ) = −1

2
||A||2 −Θ(1−Θ)KM(π) =

= −1

2
||A||2 −ΘKM(π) + Θ2KM(π) =

= KΣ −ΘKM(π).

Agora, em Σ, iremos introduzir a métrica completa ds̃2 = (1 + Θ)2ds2. Pela
equação (4.1) [Ver Apêndice, seção 4.1], fazendo u = log(1 + Θ), temos que

(1 + Θ)2K̃ = KΣ −∆ log(1 + Θ),

onde K̃ é a curvatura Gaussiana de (Σ, ds̃2). Assim, temos que

(1 + Θ)2K̃ = KΣ −KΣ + ΘKM(π) =

= ΘKM(π).

Logo,

K̃ =
Θ

(1 + Θ)2
KM(π). (3.26)

Em particular, se KM ≥ 0 em π(Σ), então K̃ ≥ 0 em Σ. Entretanto, um
resultado clássico devido a Huber em [11] assegura que superf́ıcies comple-
tas de curvatura Gaussiana não-negativa têm que ser parabólicas. Como a
superharmonicidade é preservada sobre uma mudança de métrica conforme,
então (Σ, ds̃2) e (Σ, ds2) são ambas parabólicas.

Como Θ ∈ [0, 1], pois estamos mudando a orientação de η de tal forma
que Θ ≥ 0, então log(1 + Θ) ≥ 0. Além disso,

∆ log(1 + Θ) = −1

2
||A||2 −Θ(1−Θ)KM(π) ≤ 0.

Com efeito, como KM(π) > 0, se Θ = 0, então

∆ log 1 = −1

2
||A||2 ≤ 0.
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Se 0 < Θ < 1, então (1−Θ) > 0. Assim,

∆ log(1 + Θ) = −1

2
||A||2 −Θ(1−Θ)KM(π) ≤ 0,

e se Θ = 1, então

∆ log(1 + Θ) = −1

2
||A||2 ≤ 0.

Logo, para Θ ∈ [0, 1],

∆ log(1 + Θ) = −1

2
||A||2 −Θ(1−Θ)KM(π) ≤ 0,

ou seja, log(1 + Θ) é uma função não-negativa tal que ∆ log(1 + Θ) ≤ 0, ou
seja, log(1 + Θ) é uma função superharmônica não-negativa. Assim, usando
o resultado clássico de Huber em [11], temos que log(1+Θ) é constante, logo
Θ = Θ0 é constante. Assim, ∆ log(1 + Θ0) = 0, ou seja

0 = ∆ log(1 + Θ) = −1

2
||A||2 −Θ0(1−Θ0)KM(π).

Mas sabemos que

0 ≥ −1

2
||A||2 = Θ0(1−Θ0)KM(π) ≥ 0,

ou seja,

||A|| = 0 e Θ0(1−Θ0)KM(π) = 0.

Sendo ||A|| = 0, então, por definição, Σ é totalmente geodésica. Além disso,
como Θ0(1−Θ0)KM(π) = 0, e como KM(π) > 0, então ou Θ0 = 0 ou Θ0 = 1.
Se Θ0 = 0, ou seja, se 〈η, T 〉 = 0, então T = ∂/∂t, que é campo de Killing,
é tangente à Σ. Logo Σ é invariante por um subgrupo a 1-parâmetro de
translações verticais, ou seja, Σ é um cilindro sobre uma geodésica completa
de M2.
Se Θ0 = 1, como, por (2.1), ||∇h||2 = 1−Θ2

0, então teremos que ||∇h|| = 0,
ou seja, ∇h = 0. Logo h é constante, ou seja, Σ é um slice sobre M2 completa,
como queŕıamos demonstrar.
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Definição 17 Uma superf́ıcie completa M possui curvatura total finita se a
parte negativa de sua curvatura Gaussiana é integrável. Mais precisamente,
se KM(q) denota a curvatura Gaussiana em M e sua parte negativa é definida
por

K−
M(q) = max{−KM(q), 0},

então M possui curvatura total finita se∫
M
K−

M <∞.

Teorema 8 Seja M2 uma superf́ıcie completa tal que∫
M
K−

MdAM < +∞, onde K−
M(q) = max{−KM(q), 0}.

Então qualquer gráfico mı́nimo em um semi-espaço M2 × [0,∞) é um slice.

Demonstração: Como antes, vamos orientar o gráfico Γu de u tal que Θ > 0.
Se ds2 denota a métrica completa em M2 induzida por Γu, então, por (3.26),
temos

K̃ =
Θ

(1 + Θ)2
KM,

onde K̃ é a curvatura Gaussiana da métrica conforme completa ds̃2 = (1 +
Θ)2ds2. Observe que os elementos de área de ds2 e ds̃2 são relacionados

por dÃ = (1 + Θ)2dA. Com efeito, como a dimensão de M é 2, e como
g̃ij = (1 + Θ)2gij, então

dA =

√
det

[
g11 g12

g21 g22

]
,

Assim,

dA =
√
g11g22 − g2

12,

pois g12 = g21. Desta forma, temos que

dÃ =
√
g̃11g̃22 − g̃2

12 =
√

(1 + Θ)4(g11g22 − g2
12)

= (1 + Θ)2
√
g11g22 − g2

12 = (1 + Θ)2dA.
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Como Θ > 0, temos

K̃−dÃ = ΘK−
MdA. (3.27)

Por outro lado, sendo grad o gradiente em M2×[0,∞) e D o gradiente em M2

e como u é função altura, então grad u = T e Du é a componente de gradu
tangente a M2, ou seja, (grad u)> = Du. Assim T − Du = grad u − Du
é normal a M2, já que retiramos de gradu a componente tangente a M2.
Normalizando, temos que

η =
1√

1 + ||Du||2
(T −Du),

obtemos que

〈η, T 〉 = 〈 1√
1 + ||Du||2

T, T 〉 − 〈 1√
1 + ||Du||2

Du, T 〉,

e como 〈Du, T 〉 = 0, temos que

Θ =
1√

1 + ||Du||2
.

Como dA =
√

1 + ||Du||2dAM, então, por (3.27), temos que K̃−dÃ = K−
MdAM.

Conseqüentemente, ∫
M
K̃−dÃ < +∞,

ou seja, M admite uma métrica conforme completa ds̃2 = (1 + Θ2)ds2, e M
possui curvatura total finita com a métrica conforme. Logo, pelo teorema
15 em [11], (M, ds̃2) é parabólica. Conseqüentemente (M, ds2) também é
parabólica. Por (2.2), temos que

∆u = 2HΘ,

e como, por hipótese, o gráfico é mı́nimo, então H ≡ 0. Logo ∆u = 0, ou
seja, u é harmônica em (M, ds2). Assim u é constante, e conseqüentemente
Γu é um slice.
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Proposição 3.2.4 Seja M2 uma superf́ıcie completa que satisfaz∫
M
K−

MdAM < +∞, onde K−
M(q) = max{−KM(q), 0}.

Então qualquer gráfico inteiro Γu contido em M2× [a, b],−∞ < a ≤ b ≤ +∞,
com curvatura média constante e curvatura Gaussiana limitada inferior-
mente é um slice.

Demonstração: Façamos com que Θ > 0. No que segue vemos u como
uma função ao longo de Γu. Como u e a curvatura Gaussiana de Γu são
ambas limitadas inferiormente, pelo Lema 4.5.1 (Prinćıpio do Máximo de
Omori-Yau), existe uma seqüência de pontos {qj} ∈ Γu tal que

lim
j→∞

u(qj) = inf
Γ
u, ||∇u(qj)|| <

1

j
e ∆u(qj) > −1

j
.

Por (2.1) temos

||∇u(qj)||2 = 1−Θ2(qj) <
1

j2

Como Θ ∈ [0, 1], então temos que lim
j→+∞

Θ(qj) = 1, e por (2.2), temos que

∆u(qj) = 2H(qj)Θ(qj) > −1

j
.

Logo lim
j→+∞

H(qj) ≥ 0. Similarmente, como u também é limitada inferior-

mente, existe um seqüência de pontos tal que lim
j→+∞

H(pj) ≤ 0. Assim,

inf
Γ
H ≤ lim

j→+∞
H(pj) ≤ 0 ≤ lim

j→+∞
H(qj) ≤ sup

Γ
H.

Em particular, se H for constante, temos que

H ≤ 0 ≤ H,

ou seja, H ≡ 0. Logo Γu é mı́nima. Assim, pelo Teorema 9 acima, temos
que Γu é um slice.



Caṕıtulo 4

Apêndice

4.1 Métricas Conformes

Definição 18 Seja (Mn, g), com n ≥ 2, uma variedade Riemanniana. Se g̃
é uma outra métrica Riemanniana em M , dizemos que g̃ é conforme a g se
existir uma função positiva u ∈ C∞(M) tal que g̃ = ug.

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana bidimensional, K ∈ C∞(M) a

curvatura Gaussiana associada à métrica g e K̃ ∈ C∞(M) uma função dada.
É posśıvel encontrar uma nova métrica g̃ em M , conforme à g (ou seja,

g̃ = e2ug, para alguma função u ∈ C∞(M)), tal que K̃ seja a curvatura
Gaussiana de M , associada à esta métrica?
A fim de encontrar a equação diferencial que determina u em termos dos
dados K, K̃ e g, usaremos as coordenadas isotérmicas (v, w) em M . Então a
equação de Gauss se reduz a

K = − 1

2σ
{(log σ)vv + (log σ)ww}

e, pelo Lema 1.3.1, o Laplaciano da função φ torna-se

∆φ ≡ ∆gφ =
1

σ

(∂2φ

∂v2
+
∂2φ

∂w2

)
.

Por outro lado, podemos escrever os elementos de comprimento de arco,
relativos as duas métricas, por

ds2 = σ(dv2 + dw2) ds̃2 = σ̃(dv2 + dw2).
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Como as métricas são conformes, obtemos σ̃ = σe2u. Reescrevendo a equação
de Gauss para g̃ e usando a igualdade acima, então

e2uK̃ = − 1

σ

(∂2u

∂v2
+
∂2u

∂w2

)
+K

Logo,

e2uK̃ = K −∆gu (4.1)

4.2 Operadores Eĺıpticos de Segunda Ordem

Dado Ω ⊂ Rn aberto, um operador (diferenciável linear) de segunda ordem
L em Ω é um operador do tipo

L =
n∑

i,j=1

aij
∂2

∂xi∂xi

+
n∑

i=1

bi
∂

∂xi

+ c,

onde aij, bj, c : Ω → R são funções cont́ınuas, com aij = aji, para todos
1 ≤ i, j ≤ n. Para f ∈ C2(Ω), definimos

Lf =
n∑

i,j=1

aij
∂2f

∂xi∂xi

+
n∑

i=1

bi
∂f

∂xi

+ cf.

Um operador L como acima é eĺıptico em x ∈ Ω se a matriz (aij(x)) for
positiva definida. L é eĺıptico em Ω se o for em todo x ∈ Ω. Segue do
teorema espectral para operadores lineares auto-adjuntos que L é eĺıptico em
x ∈ Ω se, e somente se, os autovalores da matriz (aij) forem todos positivos.

Proposição 4.2.1 Se Mn é uma variedade Riemanniana e Φ é um campo
auto-adjunto de operadores sobre M, então o operador L : C∞(M) → C∞(M),
dado por

Lf = div(Φ∇f)

é um operador diferencial linear de segunda ordem em Mn. Além disso, L é
eĺıptico em p ∈ M se, e somente se, Φp : TpM → Tp(M) for positivo definido.

Proposição 4.2.2 Seja Mn uma variedade riemanniana conexa, Φ um campo
auto-adjunto e positivo definido de operadores lineares em M, e Lf = div(Φ∇f).
Se f ∈ C2(M) assume um mı́nimo local em Mn e é tal que Lf ≤ 0, então f
é constante em uma vizinhança de cada mı́nimo local.
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ou melhor,

Teorema 9 (Prinćıpio do Máximo) Seja u uma função real duas vezes
diferenciável satisfazendo a inequação diferencial

L[u] =
n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj

+
n∑

i=1

bi
∂u

∂xi

+ hu ≤ 0

em um domı́nio D ⊂ Rn, onde L é eĺıptico, os coeficientes aij, bi, h são
uniformemente limitados e h ≤ 0. Se u atinge um mı́nimo não negativo c
em um ponto interior de D, então u = c.

Demonstração: A prova pode ser encontrada em [10].

4.3 A fórmula da co-área

Algumas desigualdades isoperimétricas podem ser provadas lançando-se
mão da fórmula da co-área, a exemplo das desigualdades de Faber-Krahn e
de Cheeger. O que apresentamos aqui fixa notação para a demonstração do
teorema de Cheeger que aparece no caṕıtulo 3.

Passamos então a dar um esboço da demonstração.
Dada uma variedade Mn, seja Ω domı́nio de fecho compacto em M e seja

f : Ω −→ R de classe C∞ em Ω e cont́ınua em Ω, a anular-se na fronteira
de Ω, ∂Ω. A medida em f(Ω) ⊆ R do conjunto R\Rf dos valores cŕıticos
de f |

Ω
é nula. Demais, Rf , obviamente a classe dos valores regulares de f |

Ω
,

forma um subconjunto aberto da reta. Tome, pois, (a, b) ⊆ Rf e c ∈ (a, b).
Considere a aplicação

ψ : f−1(c)× (a, b) −→ f−1((a, b))

tal que
(∗) f(ψ(p, t)) = t,

sempre que (q, t) ∈ f−1(c) × (a, b). De fato, restrinja a f−1((a, b)) o campo
df

‖ df ‖2
e escreva Φ para o fluxo proveniente dele, com

ψ(p, t) = Φt−τ (p).
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Prova-se que ψ assim definida obedece a (∗) e também a∣∣∣∣∂ψ∂t
∣∣∣∣ =

1

‖ df ‖
.

E mais,
∂ψ

∂t
é em todo ponto ortogonal à “superf́ıcie de ńıvel” f−1(t), ∀ t ∈

(a, b). Agora, o elemento de volume dV em Ω escreve-se, sobre f−1((a, b)),

dV =
1

‖ df ‖
dAf−1(t)dt;

como de costume, dAf−1(t) é a medida de área, neste caso, em f−1(t). Defina
abaixo as funções:

Ω(t) := {p ∈M : |f(p)| > t}
V (t) := V ol (Ω(t))

Γ(t) := {p ∈M : |f(p)| = t}.

Bem, para t ∈ R|f |, dAt representará a (n−1)- densidade sobre Γ(t) e pomos

A(t) := A(Γ(t)).

Finalmente:

Teorema 10 (Fórmula da co-área) A função V = V (t) ∈ C∞(R|f |) e
sua derivada é

V ′(t) = −
∫

Γ(t)

dAt

‖ df ‖
.

Para todos os g ∈ L1(Ω), vale que∫
Ω

g ‖ df ‖ dV =

∫ ∞

0

dt

∫
Γ(t)

gdAt.

Em particular, portanto,∫
Ω

‖ df ‖ dV =

∫ ∞

0

A(t)dt.

Nota: Observamos que a função Ω é não crescente no seguinte sentido:

t′ ≤ t ⇒ Ω(t) ≤ Ω(t′),

sendo que a segunda relação de ordem é dada pela inclusão no conjunto
{Ω(t) : t ∈ R}. E, evidentemente, também será V (t) não crescente.
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4.4 Um teorema de Cheeger

Seja M uma variedade riemanniana não compacta, de dimensão n = 2, com
fronteira possivelmente não vazia e de fecho possivelmente compacto.

Define-se a constante de Cheeger de M por

h(M) = inf
Ω

comprimento(∂Ω)

área(Ω)
,

em que Ω percorre o conjunto das subvariedades abertas, com fronteira suave
e de fecho compacto em M.

Teorema 11 (Cheeger) Para qualquer domı́nio normal Ω em M, temos

λ(Ω) ≥ h2(Ω)

4
.

Prova: Seja u autofunção de λ(Ω), isto é, suponha que

∆u = λ(Ω)u , u|
∂Ω
≡ 0.

Então,

grad u2 = 2u.grad u ⇒ λ(Ω) =
‖ grad u ‖ 2

‖ u ‖ 2
≥ 1

4

{∫
Ω
|grad u2|dV∫

Ω
u2dV

}2

,

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz.
A fim de estimar o quociente obtido na expressão acima, vamos empregar

a fórmula da co-área aplicada a u2. (Para a fórmula da co-á rea, seção 4.1)
Portanto,∫

Ω

|grad u2|dV =

∫ ∞

0

A(t)dt ≥ h(M)

∫ ∞

0

V (t)dt =

=

{
tV (t)|∞0 −

∫ ∞

0

tV ′(t)dt

}
h(M).

Porque Ω é compacto em M e u2 : Ω −→ R ∈ C0(Ω), u2 atinge um máximo;
desse modo, ∃ t0 > 0 tal que

Ω(t) = ∅ ∀ t > t0.
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Ora, neste caso,

lim
t→∞

tV (t) = lim
t>t0

tV (t) = lim
t>t0

0.t = 0.

Por outro lado, V (0) < ∞. Pela fórmula da co-área, V é cont́ınua em Ru2 .
Logo, lim

t→0
tV (t) = 0. Assim,∫

Ω

|grad u2|dV ≥ −h(M)

∫ ∞

0

tV ′(t)dt =

= −h(M)

∫ ∞

0

t

[
−

∫
Γ(t)

|grad u2|−1dAt

]
dt =

= h(M)

∫ ∞

0

(∫
Γ(t)

t|grad u2|dAt

)
dt =

= h(M)

∫ ∞

0

∫
Γ(t)

t︸︷︷︸
=u2

|grad u2|dAt dt︸ ︷︷ ︸
dV

=

∫
Ω

u2dV,

por definição de Γ(t). Feito isso, chegamos a que∫
Ω
|grad u2|dV∫

Ω
u2dV

≥ h(M).

Temos o teorema.

4.5 Prinćıpio do Máximo de Omori-Yau

Lema 4.5.1 (Prinćıpio do Máximo de Omori-Yau) Seja M uma vari-
edade Riemanniana completa com curvatura de Ricci limitada inferiormente.
Se u ∈ C∞(M) é limitada inferiormente, então existe uma seqüência de pon-
tos {pj} ∈ M tal que

lim
j→∞

u(pj) = inf
M
u, ||∇u(pj)|| <

1

j
e ∆u(pj) > −1

j
.

Prova: Veja [17].
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