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RESUMO

Apresentaremos uma férmula para o Laplaciano da fungao © = (n, T,
onde f : X" — M" x R é uma imersao com codimensao um, X" é uma
hiperficie two-sided, T' é um campo conforme em M"” x R e n é um campo
unitario normal a X" em M" x R. Usaremos tal formula para obtermos al-
guns resultados tipo Bernstein em M? x R.
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Introducao

O classico teorema de Bernstein afirma que os planos sao as unicas su-
perficies minimas no R3 que podem ser escritas como grafico de uma funcao
no R%  Harold Rosenberg observou em [20] que qualquer grifico minimo
inteiro em M? x R sobre uma variedade Riemanniana completa M? com cur-
vatura gaussiana nao-negativa é uma superficie totalmente geodésica. De
acordo com seu raciocinio isto segue-se pois tal grafico é necessariamente
estdvel, e um famoso resultado de Schoen [24] mostra que uma superficie
minima completa estavel em alguma variedade Riemanniana tridimensional
com curvatura de Ricci nao-negativa é totalmente geodésica. Se M? é com-
pleta existe uma abundancia de superficies completas totalmente geodésicas
em M? x R. Primeiramente, existem slices M? x {t} para algum ¢ € R que é
estdvel. Entao, existem cilindros {7} x R para qualquer geodésica completa
v em M? e dependendo de 7 estes podem ou nao ser estdveis. Os slices sdo
graficos sobre M? e cilindros certamente nao sao, mas superficies em ambas
as classes compartilham da propriedade que a funcao angulo entre a aplicacao
normal de Gauss e o campo de vetores (Killing) 7" = 9/0t nao muda de si-
nal. Neste trabalho estendemos mais o resultado de Bernstein as superficies
minimas completas em espacos de curvatura de Ricci nao-negativa munidos
de um campo de Killing. Isto é feito sob a hipdtese de que o sinal da funcao
angulo entre a aplicacao normal de Gauss globalmente definida e o campo de
Killing permanece inalterado ao longo da superficie. De fato, nosso resultado
principal requer somente a presenca de um campo homotético.

Assim, teremos os seguintes resultados:
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Proposigao: Seja N"*! uma variedade Riemanniana munida de um campo
de Killing conforme T'. Para uma hiperficie two-sided ¥ em N"*! o Lapla-
ciano de © € C*(X) dada por © = (n,T) é

A® = —n(VH,T) — (|| Al]* + Ricx(n))® — n(H¢ + 0 /n)

onde VH é o gradiente da funcao curvatura média H com respeito ao campo
normal unitario n e ||A|| é a norma da segunda forma fundamental de ™.

Definicao: Seja X uma hiperficie de curvatura média H em M? x R e seja
n um campo normal unitdrio a ¥ em M2 x R. O operador estabilidade de ¥
¢ L =A+||A||? + Ric(n), onde Ric(n) é a curvatura de Ricci da variedade
ambiente M? x R na direcao de n e A é a segunda forma fundamental da
imersao. Dizemos que Y é estavel se

—/uLuZO,
)

para alguma fungao diferenciavel v com suporte compacto em X..

Teorema: Seja ¥ uma superficie minima two-sided(ou seja, existe um campo
normal unitario 7 globalmente definido, e, assim, a fungao © € C>*(X) dada
por O(p) = (n(p),T(p)), onde T' é um campo homotético, é também global-
mente definida) em N? tal que a fungao © niao muda de sinal. Entao ou X é
invariante por um subgrupo a l-parametro de homotetias geradas por 7' ou
é estavel. No ultimo caso, temos:

a) Se Ricy > 0, entdo X é totalmente geodésica.

b) Se Ky > 0 entao © é constante e Ricy = 0.
Como consequéncia imediata do teorema 1, temos

Proposicao: Seja Y uma superficie minima completa two-sided imersa em
M? x, R, ou seja, o produto M? x R munido da métrica

(0 w=mg((, Jm) + *mp(dt?),

onde p € C>°(M). Se a fun¢ao © nao muda de sinal e se Ky > 0, entao 3 é
totalmente geodésica.
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Proposigao: Seja ¥ um grafico minimo radial completo em N3 = R x, M?
sobre um dominio 2 C M2. Se Ky > 1, entdo ¥ ¢ totalmente geodésica.

Definigao: Um cilindro em N® = M? x, R sobre uma curva de veloci-
dade unitéria v : R — M? é a superficie em M? x, R obtida pela agao em
v de um subgrupo a l-parametro de translagoes verticais. Um cilindro é
minimo se k, = p0p/dv, onde k, = (V.,7,v) é a curvatura geodésica de =y
e v é um campo normal unitdrio a v em M2, Em particular, um cilindro é
totalmente geodésico se, e somente se, v é uma geodésica, e dp/0v = 0.

Coroldrio: Seja X uma superficie minima completa two-sided em N® =
M? x, R, onde M? nao é necessariamente completa. Assuma que Ky > 0 e
que © nao muda de sinal. Entao, ou

)3 é um cilindro minimo, ou

i1)¥ é totalmente geodésica e p é constante. Além disso, se Kpy(q) > 0 em
um ponto ¢ € my(X), entao X é um slice sobre M? completa.

Teorema: Seja M? uma superficie completa com curvatura Gaussiana Ky >
0.

(i) Qualquer grafico inteiro de curvatura média constante em M? x R é to-
talmente geodésica.

(ii) Se, além disso, Ky(g) > 0 em algum ponto ¢ € M?, entdo o gréfico
¢ um slice.

Proposigao: Seja ¥ uma superficie minima completa two-sided em M? x R.
Suponha que © nao muda de sinal.

(1) Se Ky > 0 ao longo de my(X), entao X é totalmente geodésica.

(17) Se, além disso, Ky(q) > 0 em algum ponto ¢ € my(X), entdo ou X é
um cilindro sobre uma geodésica completa de M2, ou M? é necessariamente
completa e ¥ é um slice.

Definicao: Uma superficie completa M possui curvatura total finita se a
parte negativa de sua curvatura Gaussiana é integravel. Mais precisamente,
se Ky(q) denota a curvatura Gaussiana em M e sua parte negativa ¢ definida
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por
Ky (q) = max{—Ku(q), 0},

entao M possui curvatura total finita se

/KN_,H<OO.
M

Teorema: Seja M? uma superficie completa tal que
/ Ky dAy < 400, onde Ky (q) = max{—Kwm(q),0}.
M
Entao qualquer grafico minimo em um semi-espago M? x [0, 00) ¢ um slice.
Proposicao: Seja M? uma superficie completa que satisfaz

/ Ky dAy < 00, onde Ky (q) = max{—Kwu(q),0}.
M

Entao qualquer gréfico inteiro I, contido em M? x [a, b], —c0 < a < b < 400,
com curvatura média constante e curvatura Gaussiana limitada inferiormente
é um slice.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 O Gradiente de uma funcao

Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional, X' (M) o conjunto dos
campos de vetores de classe C*° em M e D(M) o anel das fungoes reais de
classe '™ definidas em M. Para introduzirmos as definicoes de Gradiente,
Divergente e Laplaciano, vamos trabalhar com os referenciais descritos a se-
guir:

i) Ortonormal: Sabemos que um conjunto de campos de vetores {e1, - -, e, }
¢ um referencial ortonormal local em M, quando em cada ponto p € M,
{e1(p),---,en(p)} é uma base ortonormal do plano tangente 7),M.

ii) Geodésico: Sabemos que dado p € M™ existe uma vizinhanca U C M
de p e n campos de vetores Ey, -+, E, em X (U), ortonormais em cada ponto
de U, tais que em p, Vg, E;(p) = 0. Uma tal familia Fy,---, £, de campos
de vetores é chamada um referencial (local) geodésico em p.

Definicao 1 Seja f : M™ — R uma funcao suave. O gradiente de f € o
campo vetorial V f sobre M, tal que

(Vf, X) = X(f),

para todo campo vetorial X em M.

13
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Proposicao 1.1.1 Seja f: M™ — R uma funcdo suave e {ey, e, ...,e,} um
referencial ortonormal em uma vizinhanga aberta U C M. FEntdo, em U,
temos

i=1

n
Demonstracao.: Como Vf = Z e, temos que

) = (V1,60 = (S ouencs) = 0
Logo, .
V= zn:ei(f)ei. (1.1)
[

A existéncia do gradiente de uma funcao suave é assegurada pela Proposicao
1.1.1 acima, e é unicamente determinado por (1.1).

Proposicao 1.1.2 Se f,g: M™ — R sao fungoes suaves, entao
(@)V(f+9)=Vf+Vyg.
b)V(fg) =9V f+fVy.

1.2 A Divergéncia de um campo vetorial

Definicao 2 Seja X um campo vetorial em M"™. A divergéncia de X € a
fung¢ao suave
divX : M — R

p— divX(p) =tr(Y — VyX(p)),

ou seja, a divergéncia é o trago do operador linear (Y — VyX ), onde Y €
T,M.
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Proposicao 1.2.1 Seja X um campo suave em M" e {ey, e, ...,e,} um re-
ferencial movel em uma vizinhanga aberta U C M. Se X = Zaiei em U,

entao

divX = Z (ei(ai) — (Ve,ei, X)).

Em particular, se o referenczal for geodésico em p € U, entao, em p, temos

divX = Zei(ai).
i=1

Demonstragao.: Pela defini¢ao de divergéncia de um campo vetorial, temos

n n

divX =Y (Ve X.e) =Y {elX,e)—(X, Vet =Y {ei(a)—(Veei, X).

i=1 i=1 i=q
[ |
Proposicao 1.2.2 Se X.,Y sao campos vetoriais sobre M™, e f : M™ — R
¢ uma func¢ao suave, entao
(a)div(X +Y) = div(X) + div(Y).
(b)div(fX) = fdiv(X) + (Vf, X).

Lema 1.2.1 Seja X um campo vetorial sobre M™, e U C M uma vizinhanga
coordenada, com campos coordenados O, ...,0,. Se X for dado em U por

X = Zai&, entao a diwergéncia de X € dada em U por

. da; j
divX = ; {axi +%;Fi]}-
Demonstracao: Note que

Vo X = Z Vo, (ar0r) = Z <%ak +apVy, 8k> =
k
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Portanto,
X = S Tar} =g Tar, =
i v g P i P
A £;+2;%W*:2;{£;+%2;WJ'

Proposicao 1.2.3 Seja X um campo vetorial sobre M"™, e U C M uma
vizinhanca coordenada, com campos coordenados 01, ...,0,. Se X for dado

em U por X = Zai@-, entao a divergéncia de X € dada em U por

. 1 0
divX = ﬁ ZZ: 6—%(%\/5)

Proposicao 1.2.4 Seja f : M" — R uma funcdo suave. Dados p € M
ev € T,M, seja ¢ : (—e,e) — M uma curva suave, tal que c¢(0) = p e
dc

— =v. Entao
dt lt=0

d
(V1,0 = 5 f 0 0)(0)
Em particular, se p € ponto de mdximo ou minimo local para f, entdo

Vfp) =0.

Demonstracao: Para a primeira parte basta observar que, sendo V' uma
extensao local de v,
d

(Vo) = (V) = 2 (foc)(t)

Suponha agora que p é ponto de maximo local para f (o outro caso é andlogo).
Entao existe U C M vizinhanga aberta de p, tal que f(p) > f(q), para todo

d
qeU. SeveTl,Mec: (—s,E)HUétalquec(O):ped—Z = v, entao
t=0
foc:(—e,e) — R tem um méaximo local em 0, donde

(Vi) = S(Foan] =0

Como a relacao acima ¢ valida para todo v € T,M, segue-se entao que

Vfp)=0. u
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Proposicao 1.2.5 Seja M"™ uma variedade Riemanniana conexa e f : M™ —
R uma func¢ao suave. Se Vf =0 em M, entio f é constante em M.

Demonstracao: Fixemos p € M e seja A = {q € M; f(q) = f(p)}. A
continuidade de f garante que A é fechado. Como A # (), se mostrarmos
que A é aberto seguird da conexidade de M que A = M e f sera constante.
Seja entao ¢ € A e U C M uma vizinhanga coordenada e conexa de q. Para
todo ¢’ € U, existe uma curva suave ¢ : [0,1] — U com ¢(0) = g e ¢(1) = ¢
Agora, segue-se da proposicao 1.2.4 que

d

dc
S(foat) = (V1. %) =0,

e daf a fungao t — (f o ¢)(t) é constante em [0, 1]. Em particular,

f(p) = f(@) = (f e )(0) = (foc)(1) = f(d),

donde ¢’ € A. Como o raciocinio é valido para todo ¢’ € U, concluimos que
U C A, que é entao aberto. [ |

Teorema 1 (da divergéncia) Seja ¥ C R3 uma superficie regular, com-
pacta e orientada, e seja X € X(X) um campo de vetores tangentes sobre X..
Entao

/ divX (p)dp = 0,
b

onde dp denota o elemento de drea da superficie 3.
Em particular,

LAﬂm@:o

para toda funcao f € C®(X).
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1.3 O Laplaciano de uma funcao

Definicao 3 Seja f: M" — R uma funcgao suave. O Laplaciano de f € a
fungcao Af : M™ — R, dada por

Af = div(Vf).

Proposicao 1.3.1 Seja f : M™ — R uma fun¢ao suave em M™, e{ey, e, ..., €5}
um referencial movel em um aberto U C M. Entao

Af = Z{ei(ez‘(f)) — (Ve f}.

Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entdo tem-se em p
Af =Y eilelf)
i=1

Demonstracao: Temos que V[ = Z ei(f)e; em U. Logo, da defini¢ao de
i=1
Laplaciano e da Proposicao 1.2.1 temos que

Af = Z{ez ei(f)) — (Veen, VI)} = Z{eu — (Ve f}.

Proposicao 1.3.2 Dadas f,g: M"™ — R fungoes suaves, tem-se
A(fg) =gAf+ fAg+2(Vf,Vg).
Em particular,
1
SAG?) = FAF HIIVIIP
Demonstracao: Das Proposigoes 1.1.2 e 1.2.2, temos que
A(fg) = div(V(fg)) = div(gV [ + fVg) = gAf + fAg+2(V [, Vg).
Fazendo f = g, teremos que
A(f?) = div(V(f?)) = div(fVf + [V f) = 2fAf +2(V[, V).

Logo, .
A(f?) = fAf+(IV I
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Proposicao 1.3.3 Se f : M" — R € uma funcao suave e U C M é uma
vizinhanga coordenada, com campos coordenadas Oy, ..., O,, entdo o laplaciano
de f é dado em U por

A= X (Vi)

0
Demonstracao: Seja Vf = Zaz&, onde a; = Zg”a—f. Segue-se do
- - Z;
J

Lema 1.2.1 ¢ da Proposicio 1.2.3 que,
Af = div(Vf) = Za
- —Z@{Zgijﬁa—%} -
- _Zax { ”fax]}

Lema 1.3.1 Seja M uma variedade Riemanniana com tensor métrico g, e
¢ > 0 uma constante. Se g = cg, e A e A denotam respectivamente 0s
laplacianos de Ml com respeito a g e g, entao

1
A =-A.
c

Demonstragao: Como g = cg e g = ¢ 'g;;, basta aplicar a proposi¢ao
1.3.3. [ ]

Teorema 2 (Hopf) Seja ¥ C R3 uma superficie reqular e compacta. Se
uma fungao f € C®(X) € tal que Af(p) > 0 para todo ponto p € ¥, entdo f
€ necessariamente constante (e, portanto, Af = 0).

Demonstracao: A demonstragao é uma aplicagao do Teorema da Divergéncia
em Y. Com efeito, como Af >0 em X e

/E Af(p)dp =0,
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entao necessariamente Af = (0. Como,
div(fVf) = fVf+IVFP =V

e aplicando de novo o Teorema da Divergeéncia, temos que

[1vs0ira= [ v nw=o

Isto implica que V f(p) = 0 em todo ponto p. Logo f é constante.

Observagao 1 Seja f € D(M). Dizemos que f é subharménica (resp. su-
perharmonica) quando Af > 0 (resp. Af < 0). Se M = C, temos que as
unicas funcoes subharmonicas limitadas sao as constantes.

Teorema 3 (Principio do Maximo) Seja u : M — R uma fun¢ao
diferencidvel com Au > 0 (respectivamente Au < 0) . Entao u € constante
em uma vizinhan¢a de cada mdzimo (respectivamente minimo) local. Em
particular, u tem um mdzimo (respectivamente minimo) global se e sé se u é
constante. Se Lu = 0, onde L é um operador de forma divergente, e se todos
os autovalores de L forem positivos, entao u € constante em uma vizinhanga
de cada minimo (mdzimo) local.

1.4 Imersao Isométrica e Curvatura

Para a compreensao do presente trabalho se faz necessario estudar um
pouco da teoria das hipersuperficies.

Seja f : M" — M uma imersdo. Entao, para cada p € M existe
uma vizinhanca U C M de p tal que f(U) C M é uma subvariedade de
M. Isto quer dizer que existem uma vizinhanca de U C M de f(p) e um
difeomorfismo o : U — V C R™!, tais que ¢ aplica f(U)NU em um aberto
do subespaco R” C R"*!. Para simplificar a notacao, identificaremos U com
f(U) e cada v € T,M,q € U, com df,(v) € Ty M. Usaremos tais identi-
ficagoes para estender um campo local (em U) de vetores em M a um campo
local (em U) de vetores em M. Se U ¢ suficientemente pequeno, tal extensio
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sempre ¢ possivel, como se vé usando o difeomorfismo .

Para cada p € M, o produto interno em T,M decompde T,,M na soma
direta

TPM =T,M® (TpM)L»
onde @M )+ ¢ 0 espago complemento ortogonal de T,M em TpM. Se
v e T,M, pe M, podemos escrever v =v' + vV v" € T,M, v € (T,M)*.

T N

Denominaremos v' a componente tangencial de v e v a componente nor-

mal de v. Tal decomposi¢ao é diferencidvel no sentido de que as aplicagoes
de T'M em T'M dadas por

(pv) = (p,v') e (p,v) — (p,0")

sao diferenciaveis.

A conexao Riemanniana de M serd indicada por V. Se X,Y sdo campos
locais em M e X,Y sao extensoes locais a M de X e Y, respectivamente,
definimos uma conexao em M por

VY = (V7).
Utilizando as propriedades da conexdo V e as propriedades de decomposicao
em soma direta, verifica-se que V assim definida é a conexao Riemanniana

de M.

Proposigao 1.4.1 Se X,Y € x(U), a aplicagio B : x(U) x x(U) — x(U)*
dada por

B(X,Y)=VyY - VyY

nao depende das extensoes de X eY, e € bilinear simétrica.

Prova: Seja f uma extensao de f a U. Dada outra extensao X; de X, entdo

VxY -V Y =Vx kY.
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Como X — X; =0 em M, segue que VY = vE? em M.
Usando o que foi provado, se Y é outra extensdo de Y temos que

VY —VxY; =Vx(Y - Y;) =0,

pois Y =Y = 0 ao longo de uma trajetéria de X. Logo B esta bem definida.
Veja agora que,

B(X1+X5,Y) = VxixY — Vxx,Y

= VyiuxY — ViixY
= Vg,V - Vx Y + V5 Y - VY
= B(X1,Y)+ B(Xy,Y);

B(fX,Y) = VY —VixV
= VY — VY
= [-VxY - fVxY
= f(VxY — VyxY)
= [BX.)Y);

B(X,fY) = Vxf Y —VxfY
= Vxf Y - VxfY
= X(NY + - Vx¥ = X()Y - fVxY

f(VxY = VxY) = [B(X,Y),

pois X (f) = X(f) em M.

Para mostrar que B é simétrica utilizamos a simetria da conexao Rie-
manniana, obtendo

B(X,Y) = VgY —VyY
= VX +[X,Y] - VyX - [X,Y]
= VX - VyX
= B(Y,X),
jdque [X,Y]=[X,Y]em M. [ |
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Sep € M en e (T,M)", entao a aplicagao A, : T,M — T,M dada por

(Ay(z),y) = (B(z,y),n),Yr,y € T,M

¢ linear auto-adjunta.

Observacao 2 A aplicacao A, definida no coroldrio acima € denominada
sequnda forma fundamental de M na direcao de 1.

A proposicao seguinte nos dé a expressao da segunda forma em termos
da derivada covariante.

Proposicao 1.4.2 Sejap € M, v € T,M en € (T,M)*. Seja N uma ex-
tensao local de n normal a M. Entao

AW(I) = _(va)T-

Prova: Sejay € T,M e X,Y extensoes locais de z,y, tangentes a M. Entao
(N,Y) =0. Logo,

(Ay(z), )

= —(VxN,Y)(p).
Dai, (A,(z),y) = —(V.N,y),Vy € T,M. Donde A,(z) = —(V,N)'.
Observacao 3 No caso de (N, N) = 1, temos que (V,N,N) = 0. Donde
V.N = (V,N)" = A,(z) = =V.N.

Definicao 4 Sendo n um campo de vetores normal a M™ em Mnﬂ, chama-
mos de curvatura média de M a aplicacao H : M — R dada por

1
H=—-¢ A
- ra¢o(Ay)
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Definicao 5 A curvatura de uma variedade Riemanniana N € uma cor-
respondéncia que associa a cada par X,Y € x(N) a aplicagio R(X,Y) :
X(N) — x(N) dada por

R(X, Y)Z =VvVxZ -VxVyvZ + V[)@y]Z, VZ € X(N),

onde V € a conexao Riemanianna de N.

A proposigao abaixo, cuja demonstracao pode ser encontrada na referéncia
[4], apresenta algumas propriedades da curvatura R.

Proposigao 1.4.3 A curvatura R de uma variedade Riemanianna M goza
das segquintes propriedades: i) R(fX + gY,Z) = fR(X,Z) +gR(Y,Z) e
R(X,fY +9Z)=fR(X,Y)+ gR(X,Z);

i) (R(X,Y)Z,T)=—(R(Y,X)Z,T);

iii) (R(X,Y)Z,T)=—(R(X,Y)T,Z);

iv) (R(X,Y)Z,T)=(R(Z,T)X,Y);

VX,Y,Z, T € x(N) e f,g €D(M).

Definigao 6 (Curvatura de Ricci) Seja M uma variedade Riemanniana
e {e1,...,en} um referencial ortonormal local em M. A curvatura de Ricci
sequndo o campo X € X(M) € definida por

n

Ric(X) =Y (R(e, X)X, e;).

i=1

Observacao: Em particular, a curvatura de Ricci em uma variedade produto
¢é dada por

Richng (7) = RiCMl <7TM1 (?)) + R’iCMZ (7TM2 (?),
onde myy, é a projegao de T (M; x My) sobre T'M;, para i =1,2.

Definicao 7 Dado um ponto p € M e um subespago bi-dimensional E C
T,M, seja {x,y} C E uma base de E, chamamos de curvatura seccional de
E em p ao numero real

(o) = R0

Y

onde |z Ay|* = (z,2)(y,y) — (z,y)*.
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Seja f : M™ — M uma imersdo isométrica. Com as identificagoes
feitas no inicio da secc¢ao relacionaremos as curvaturas seccionais de M com
as curvaturas seccionais de M. Dado p € M, se x,y € T,M C TPM Sa0
linearmente independentes, indicaremos por K(x,y) e K(z,y) as curvaturas
seccionais de M e M, respectivamente, segundo o plano gerado por z, y.

Teorema 4 (Equagao de Gauss) Sejam p € M e z,y vetores ortonormais
de T,M. Entao

K(z,y) — K(z,y) = |B(z,y)]> — (B(z,z), B(y,y)).

Se n € (T,M)*, entdo (A,(z),y) = (B(z,y),n). Se {e1,...,e,} é uma
base ortonormal que diagonaliza A,, entao

Blei ej) = aij -n = aij = (Blei, €5),1m).
Assim, Q5 = <An(ei); €j> = <)\i€i; €j>. Portanto, B(ei, ej) = >\z : 67;]' -1n.

Definicao 8 Uma imersio f : X — M? x R € geodésica em p € X se para
todo n € (T,X)* a sequnda forma fundamental A, € identicamente nula em
p. A imersao f € dita totalmente geodésica se ela € geodésica para todo
peE .

Observacao: Para uma subvariedade Riemanniana M C M , sa0 equivalen-
tes:

(a) M é totalmente geodésica.

(b) Toda geodésica em M é também uma geodésica em M.

(¢) A segunda forma fundamental de M é identicamente nula.

Observacgao: Quando a variedade Riemanniana tiver dimensao 2, entao
a curvatura seccional coincide com a curvatura de Gauss da variedade.



Capitulo 2

Resultados Auxiliares

2.1 Produto Warped

Sejam P e B variedades diferencidveis e considere a variedade produto P x B.
Utilizando o sistema de coordenadas produto, temos os seguintes resultados:

(i) As projegoes
e PXB—P, wpp.q)=p
WB:PXB_)Pa WB(p7q>ZQﬂ
sao aplicagoes C*.

(il) Uma aplicagao ¢ : N'— P x B é C* se, e somente se, mp 0 ¢ e 750 ¢ sao
C*, onde N ¢ uma variedade diferencidvel.

(iii) Para cada (p,q) € P x B os subconjuntos
Pxq=1(r.q) € PxBir e P},pxB={(p,r) € Px B;r e B}

sao subvariedades de P x B.

(iv) Para cada (p,q) € P x B,
7.‘—7>|’P><q

WB‘PXB

sao difeomorfismos de P x ¢ em P e p x B em B, respectivamente.

26
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(v) Os espagos tangentes

Ty (P xq)  Tipg(p x B)
sao subespagos do espaco tangente T{, o) (P x B);
Além disso, Ty (P x B) = Tipq)(P X q) @ Tpq)(p x B), isto é, cada v €
T(p.q) (P x B) possui uma tinica expressao v = x +y, onde x € T, (P X q) €

y € Tip.g(p X B).
Introduziremos agora o conceito de levantamento de funcoes e vetores tan-

gentes de P e B:

(a)Se f € C*°(P), definimos o levantamento de f para P x B como sendo a
fungao f = fomp € C(P x B);

(b)Se = € T,P e q € B, o levantamento de x para P x B é o unico ve-
tor & em T{;, (P x q) tal que dmp(Z) = w;

(c)Se X € X(P), o levantamento de X para P x B é o campo de vetores X
que em cada ponto (p, q) é o levantamento de X (p) para P x B. Equivalente-
mente, o levantamento X de X para P x B é o tnico campo X € X (P x B)

tal que drp(X) = X e dng(X) = 0. Neste caso, X é chamado de um levan-
tamento horizontal.

O conjunto dos levantamentos horizontais ¢ denotado por H(P).
Fungoes, vetores tangentes e campos de vetores em B sao levantamentos
para P x B de maneira analoga usando a projecao mg. Deste modo, obtemos

o conjunto V(B) dos levantamentos verticais.

Notemos que H(P) e V(B) sao subespagos vetoriais de X (P x B).
Temos também os seguintes resultados:

(i)Se X,Y € H(P), entdo [X,Y] € H(P) (o mesmo ocorre em V(B);
(ii)Se X € H(P) e V € V(B), entdo [X,V] = 0.

Para provar (i) e (ii), basta observar que drp[X,Y] = [drpX,drpY] (0
mMesmo OCoITe com 7g).



CAPITULO 2. RESULTADOS AUXILIARES 28

Definicao 9 Sejam (B, gs) e (F,gr) variedades riemannianas e seja f €
C>(B), f positiva. Chama-se produto warped de B e¢ F com fungao
warped f a variedade produto M = B x; F munida da métrica

g =75+ (fomp)mr(gr).

Explicitamente, se x é tangente a B x F em (p, q), entao

(x,2) = (dr (), dn(2)) + f*(p)(dnr(x), drF(z))

Como no caso da variedade produto riemanniana, temos que as folhas p €
F = m5'(p) e as fibras B x ¢ = m7'(q) sdo subvariedades riemannianas de
M, e a métrica warped ¢é caracterizada por:

(i)Para cada ¢ € F, a aplicagao mp|px, ¢ uma isometria sobre B;

(ii)Para cada p € B, a aplicagdo mz|,x+ ¢ uma homotetia positiva sobre

F, com fator de homotetia ——;

fp)’

(iii)Para cada (p,q) € M, a fibra B x ¢ e a folha p x F sdo ortogonais
em (p, q).

Proposigao 2.1.1 Seja o produto warped M = B x; F. Se X,Y € H(B) e
V., W € V(F), sao os levantamentos de X, Y,V e W, respectivamente. Entdo
(z)v)}? € H(B) € o levantamento de VxY em B;

- _ - X(H~
(1i)VzV =VypX = %V.

Demonstragao:
(i) Como (X, V] =[Y,V] =0, a férmula de Koszul,

2VY, V) = XV, V)+Y(V, X)-V(X,Y)—(X[Y, V)+(Y [V, X])+(V[X,Y]),
reduz-se a 2(V3Y, V) = —V(X,Y) + (V,[X,Y]). Sendo X e Y levan-
tamentos de B, tem-se que (X,Y) é constante nas folhas e, como V ¢é
vertical, obtém-se V(X,Y) = 0. Mas [X,Y] é tangente as fibras assim,
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(V,[X,Y]) = 0. Logo, W;ﬁ/, V) = 0, para todo V € V(F), isto é, V;(f/
é_ horizontal. Portanto, como 73|p«, ¢ uma isometria sobre B, segue-se que
V5 € H(B) é o levantamento de VxY em B.

(ii)Como [X, V] = 0, temos que v)ﬂN/ = 7‘7;{ e estes campos de vetores
sdo verticais, pois (por (i) (VgV,Y) = —(V,VY) = 0. Assim, todos os

termos na formula de Koszul para 2(65(17, W) se anulam, exceto X <I~/, W>
Por outro lado, pela definicao da métrica warped,

(V,W)(p,q) = f2()g=(V(q), W(q)),

onde identificamos f := f o mg. Assim, temos <‘7,W> = fA(gr(V,W)omg),
onde o termo dentro do parénteses é constante nas fibras, as quais X ¢
tangente. Logo,

XV, W) = X[ (gr(V.W) omr)] =
Qf;X(f)(g}'(V7 W)omg) =
2¥<V,W).

~—

X(

=

Portanto, segue-se que VX‘N/ = V. [

k’j ‘

2.2 Problema de Dirichlet

Definicao 10 :

(I) Seja M uma variedade Riemanniana compacta (conexa) com bordo. Um
nimero real \ € dito um autovalor de A se existir uma fungao f € C(M)
nao identicamente nula e que satisfaca Af = \f. Assim, f é chamada uma
autofuncdao de A correspondendo ao autovalor \.

(I1) Seja M uma variedade Riemanniana compacta (conezxa) com bordo OM
(OM ndo necessariamente conexa). Denotamos por M° o interior de M. Se
existir uma funcao f € C*(M), nao identicamente nula, com flon) = 0
e Af = \f em M° para um mimero real \, entdo \ (respectivamente f) é
chamado um autovalor (respectivamente autofuncao) de A com respeito ao
problema de Dirichlet. Vamos considerar o problema de autovalores de Diri-
chlet para um dominio compacto 2 com bordo diferenciavel em uma variedade
Riemanniana.
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Af = Nf, se feM
f =0, se feoM

2.3 Estabilidade

Com o intuito de obter algumas aplicacoes importantes a partir do resultado
central que nos propusemos a demonstrar, necessitamos de alguns resultados
bésicos sobre estabilidade de dominios. Seja A : D(M) — D(M) o operador
Laplaciano em M, e ¢ € D(M). Considere o operador A + ¢ : D(M) —
D(M), dado por (A+q)(f) = Af+q- f. Diremos que A + ¢ é um operador
positivo se g > 0.

Seja D C M um dominio, e A\ (D) < A\y(D) < A\3(D) < --- os autovalores
do operador positivo A + q.

Definigao 11 Se A + q € um operador positivo e A\ (D) € o primeiro auto-
valor de A + q, diremos que D € estdvel se A\;(D) > 0.

Observacao 4 O valor de Ay € dado por
M (D) = mf{/ (|Vh|* — gh®)dv; supp h C D e / h*dv = 1}.
D D

Teorema 5 Seja M uma variedade e D C M um dominio. Se existe uma
fung¢ado positiva g definida em D, satisfazendo Ag + qg = 0(q > 0), entao
M (D) = 0.

Prova: Seja g > 0 em D, satisfazendo Ag + qg = 0. Defina P : D — R por
P(z) =log(g(x)), entao

gVP =Vg.
Logo, (Vg,VP) + gAP = Ag. Deste modo, g||VP||* + gAP = —qg. Dali,

AP = —q—|[VP|].
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Seja h tal que supp h C D e [, h*dv =1, entdo

/qthv—i—/ HVPH?h?dv——/ h?APdv.
D D D

Integrando por partes o segundo membro e usando que supp h C D, obtemos
/ qh® + / IV P||*h*dv = 2/ h(Vh,VP)dv.
D D D

Observe que,

2| - [(VRh, VP)| < 2[h| - |[VA[| - ||V P|| < ||V P|* + || VA%,
pois (k[ - |[VP|| = [|VA][)* > 0. Logo,
0< / (||Vh|[* = gh*)dv = A\ (D) > 0.
D

Lema 2.3.1 Se D e D' sao dominios em uma variedade M, com D C
D' entao \{(D) > M\ (D’). Além disso, se D'—D # (), entio A\ (D) > M\ (D’).

Teorema: As seguintes relagoes sao equivalentes:

(a) A1 (U) > 0, para todo dominio com bordo U C 3.
(b) A1 (U) > 0, para todo dominio com bordo U C X.
(c) Existe uma fungao g > 0 tal que Jg—qg = 0, para qualquer funcdo g > 0.

Definicao 12 Seja X uma hiperficie com curvatura média H em M? x R e
seja n um campo normal unitdrio a X em M2 xR. O operador estabilidade de
Y é L =A+||A|]*+ Ric(n), onde Ric(n) é a curvatura de Ricci da variedade
ambiente M? x R na direcio de n e A € a sequnda forma fundamental da
imersao. Dizemos que X € estdvel se

—/uLuZO,
b

para alguma funcao diferencidvel u com suporte compacto em 3.



CAPITULO 2. RESULTADOS AUXILIARES 32

2.4 Campos Conformes

Seja N uma Variedade Riemanniana de dimensao n + 1.

Definicao 13 Dizemos que um campo de vetores T € X (N) € conforme se

para alguma fungio ¢ € C*(N), onde L1 ¢ a derivada de Lie com respeito
aT. Se ¢ for constante, diz-se que T é um campo homotético e se ¢ = 0,
diz-se que T" € um campo de Killing.

Pela derivagao de tensores, e sabendo que Lr(V) = [T, V], temos que, para
todo V. W € Lp(N),

Lo(V,W) = TV.W) = (Lp(V),W) = (V. Lr(W)) =
= (VoV, W)+ (V,VeW) — (NpV = Vy T, W) — (VN W — Vy T) =
= WVT W) +(V,VyT).

Assim, T' € X(N) é conforme se, e somente se,
(VvT, W) +(V.VwT) = 2p(V,W), VWV, IW € X(N),

onde V é a conexdo de Levi-Civita de (N, (, )y).

2.5 Curvas velocidade

Definicao 14 Se v € uma curva numa variedade riemanniana, a velocidade
de v em qualquer tempo t € o comprimento do vetor velocidade de v, ou seja,
de |4'(t)|. Dizemos que v tem velocidade constante se +'(t) independe de t, e
que vy tem velocidade unitdria se |y'(t)| = 1.

Lema 2.5.1 As sequintes condigoes sao equivalentes para uma conexao V
numa Variedade Riemanniana:

(a)V € compativel com a métrica g.

(b)Vg = 0.

(c)Se V,W sao campos ao longo de qualquer curva 7,

d

VW) = (DV.W) + (V. DY),
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(d)Se V,W sao campos paralelos ao longo de uma curva vy, entio (V,W) é
constante.

(e) Translagao Paralela Py, : TyoyM — Ty yM € uma isometria, para cada
to, t1.

Lema 2.5.2 Geodésicas sao curvas de velocidade constante.

Demonstragao: Seja 7 uma geodésica. Como 7' é paralelo ao longo de 7,
seu comprimento || = (v/,7')}/? é constante, pelo Lema 2.5.1.

2.6 Funcao altura

Por uma funcdo altura h de uma superficie imersa ¥ em M? x R chamamos
a projecao h : % — R no segundo fator, ou seja,

h:» — R
r — (T, x).

Assim, h(z) = Tyzy + ... + Tz, Logo,
oh oh

oxy 7 0wy,

Vh:( ):(Tl,...,Tn):T.

Observagao: Seja F' uma funcao diferenciavel definida sobre um aberto W
de R? e seja ¥ C W uma superficie regular contida em . Denotemos por
f arestricdo de F' a ¥. Entao f € C*°(X) e seu gradiente é a parte tangente
do gradiente de F', ou seja, para cada ponto p € X, tem-se

Vf(p) = gradF(p) — (gradF(p),n(p))n(p),

onde gradF' denota o gradiente de F'.
Desta forma, como o gradH =T, temos que

Vh =H — (gradH,n)n.

Vh=T—-{(T,n)n=T—-0n="T".
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Além disso,

IVA|[* = (Vh,Vh) = (T = (T,n)n, T —(T,m)n) =
= (T = (T,m)n) = (Tomyn, T —= (T, m)m) =
= <T7T> < 7< i >77> - <<T 77>777 > <<T7 >777 <T777>77> =
= 1=A{T,n)(T,n) = (T,n)(T,m) + (T, n) (T, n)(n,n) =
=1 <7>2 <’>2+<T777> =1-06%
Logo,
||Vh|]?=1- 0% (2.1)
A fungdo altura h € C*°(X) ao longo de f : X — M? x R é definida como
h=mgro f.

Como o gradiente de g € C°(M? x R) é Vg = T, entdo o gradiente de h
é
Vh=(Vrg)" =T —(n,T)n,

onde ()T denota a componente tangente de um campo ao longo de f e n
¢ um campo normal unitario. Por outro lado, como 7" é um campo paralelo
em M? x R, segue-se que

VxVh = Vx(T'—(n,T)n) =VxT -Vx((n,T)n) =
= —((n,T)Vxn+X(n,T)n) =
= (0, T)AX —(Vxn,T)n—(n,VxT)n =
= (n,TYAX + (AX,T)n =
(n, TYAX + A(X,T)n=(n,T)AX = OAX.

Definicao 15 (Laplaciano de uma imersao isométrica) O Laplaciano de
@ induzido pela vmersao € definido por

AsX = (AX)T =2H,
onde H ¢ o vetor curvatura média.

Lema 2.6.1 : Se p: ¥ — M? xR € uma imersdo e h : X — R € a restrigdo
da projecao t : M?> x R — R, ou seja, h = <g0, %>, com ¥ = grad(h), entdo
Ah =2HO,

onde © = (n, %).
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Demonstracao: Pela Defini¢ao acima,
Ay = Qﬁ,
onde H é o vetor curvatura média da imersio isométrica X. Visto que
H =,
temos que H := (ﬁ,m = (An,n) = X(n,n) = \. Assim,

Ay = 2Hn.

Dai, sendo T = % paralelo,

M= Y ede() = Y elede. o) =

7 i

0 0
- Zz:el(<vezsp7 at>) ;(velvezwﬂ 8t>
0 0
- <;e@-<el< N2y = (a0 2y -
(9 3
Logo,
Ah =2HO.
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Aplicacgées em M? x R

3.1 Laplaciano da funcao angulo

A Proposi¢ao a seguir é o resultado principal em [9] de Suzana Fornari e
Jaime Ripoll.

Proposicao 3.1.1 Seja N uma variedade Riemanniana (n+1)-dimensional,
e V. um campo de Killing em N. Seja M uma hipersuperficie de N e
n um campo de vetores unitdrio normal a M em N. Defina a aplica¢ao

©(p) = (n(p), T(p)),p € M. Entio

A® = —n(T, VH) — (Ric(n) + ||4,|*)®©,

onde H € a curvatura média de M e VH seu gradiente, ||A,|| a norma
da sequnda forma fundamental de M e A o Laplaciano de M na métrica
mduzida por N.

A proposicao a seguir é uma extensao da proposicao 3.1.1.

Proposicao 3.1.2 Seja N"*' uma variedade Riemanniana munida de um
campo conforme T. Para uma hiperficie two-sided X" em N"*1 o Laplaciano

de © € C>(X) dada por © = (n,T) ¢
A® = —n{VH,T) — (||Al]* + Ricx(1))© — n(H¢ + 9 /),

onde VH € o gradiente da funcao curvatura média H com respeito ao campo
normal unitdario n e ||A|| € a norma da sequnda forma fundamental de ¥".
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Demonstragao: Como T =TT + a(x)n, entdo
(T,m) = (T",n) + (a(@)n, ) = alz){n,n).
Como (T'",n) =0e (n,n) =1, entdo a(x) = (T,n) = O. Assim,
T=T"+6n,

onde ( )T é a componente tangente de um campo em TN ao longo de X"
Como T é conforme, para algum X € 7>,

(VxT,n) 4+ (V,T,X) =2¢(X,n) =0.
Logo,
(VxT,n) = —(V,T,X).
Assim,

X0 =X(n,T)=(Vxn,T)+(VxT,n).

Desta forma,
X0 = —(AX,T7) - (V,T, X),
para algum X € TY. Segue-se que

X6 = (X, ~ATT) — (V,1)7.X) — (V,T)" X).

Como ((V,T)*, X) = 0, entdo
X0 = (-AT" —(V,T)", X).
Como
X0 = (VO, X),
entao

Ve =-AT" — (V,T)". (3.1)
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A equacao de Codazzi para X" é
(VxA)Y = (VyA)X — (Ru(X,Y)n) ", (3.2)

onde Ry é o tensor curvatura média de N**!. Fazendo Y = T em (3.2),
temos

(VXA)TT = (Vyr A)X — (Bn(X, TT)U)T- (3.3)
Por definicao,

(VxA)TT =VxA(T") — AVXT". .
(VprA)X = Vir A(X) — AV X, (3.5)

Assim, substituindo (3.4) e (3.5) em (3.3), temos
VxAT") = AVxT" = V;r A(X) — AV X — (Rn(X, T )"

VxA(T") = Vr AX) + AVXT"T — AV X — (Ry(X, Tn)". (3.6)

Tomemos um referencial mével {ey,...,e,} em X" e chamemos X = e;.
Assim, em (3.6),

Vo, A(T") = Vit Aey) + AV, T — AV re; — (Ru(ei, TTn) "
Logo,
(Vo, AT, e;) = (VyrA(e;)) + AV T — AVyre; — (Ru(ei, TT)n) ", e) =
= (VrrA(e;),ei) + (AV., T e;)) — (AVyres, e) — (Ry(ei, TT)n) T, e:).

Tomando o somatério, temos

n n n

S UVLAT ) e) = ) (VirAler),e) +Z AV, TT e

i=1 =1

— z”: AVrre;, e;) — Z ((Ry eZ,TT ,)
= =1
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Mas, por definic¢ao,

n

D (VL ATT), &) = divATT (3.8)
Z(vTTA(ei), e;) = tr(Vyr A). (3.9)
Z«RN(@, T ", e;)) = Riew(T T, 7). (3.10)

Logo, substituindo (3.8), (3.9) e (3.10) em (3.7),

divATT =  tr(VprA)+ >0 (AV. T e;)

_ Z?:I <AVTT€i; 6i> — RiCN(TT,n). (3.11)

Como T' é um campo conforme,
(Vo,T,e)) + (V. T,e;) =2¢(e;, ;).
Como {ey, ..., e,} é um referencial mével de X", entao (e;, e;) = 1. Logo,
2V, T e)=20 = ¢=(V.T,e).

Além disso,

(V.. T, e;) + <vejT, e;) = 2¢(e;, €5),
com i # j. Mas (e;, e;) = 0. Logo,

(VeT,ej) = —(V,,T,e).

n

Escrevendo (V.,7)" = (V,,T) = Zcijej’ entdo ¢;; = (V,,T,¢e;). Logo,

j=1

o ¢, se =7
Y e, se i # 7
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Assim,
Y HANVLT ) e) = > (A[(Ve, D) +04e],e;) =
=1 i=1
= > (A(V.D)T, +Z AOAe;, ¢;) =
=1 =1
= Y (AN e + > (0A%;, ¢) =
i=1 i=1
= Y (AT e) + 0|l
=1
Logo,

SUAVLT ) e) = SANLT) e) +Ol[A|? =

n
i=1 i=1

n

E Cij<A€j7€i> =
t,j=1

= Z Cii<Aei7 €i> + Z Cij <A€j, €i> + Z Cij <A€j, €i> =

i= j 1 i<j i>j

- Z”H‘HZ —cii)(Aej,ei) + > (cij){Aej, e5) =

1<j i>7

= ZanzSJrZA —cii)eg)sen) + ) Alle)(ey), i) =

1<J i>7

= anb.

Diagonalizando, temos Ae; = k;e;. Assim,

n n

Z<AVTT€Z‘, €i> = Z<vTT€i7 A€1> =
=1 =1
= i<vTTei, k}eZ) =
=1

= k’z Z(VTTGZ‘,GZ‘> =0
=1
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pois, como (e;, e;) = 1, entao
(Vrres )+ (e, Vyre;) =0 = (Vpre,e) =0.
Assim, em (3.11), temos que
divAT" = tr(Vyr A) + nHe + O||A||> — Rien(T T, n). (3.12)

Como

n n

tr(VerA) = D (VrrAJesei) = > (VprAle;) — AVpres, e) =

i=1 i=1
n n

= Z(VTTA<61‘)7€@‘> - Z<AVTT%€1‘> =
i=1 i=1

- Z<VTTA(€¢)762'> - Z(VTT‘%A‘%> =

= > (VrrAle), e),

i=1

n

& 1
pois Z<VTT€Z',A€Z‘> =0, e como H=— Z(Aei,ei% entao
— n

=1

TH — %T(Zn; (Aey, e;) = (ZTAez,el):

— i(Z(VTA(eI ), e:) +Z AGZ,VT€z>>

=1

Logo,
nlT'H = Z<VTA(61'7 €i> + Z<€i7 AVTT€i>.
=1 =1

Como Z(ei,AVTTeZ) =0eTH = (VH,T), entao
i=1

n

n(VH,T) = Z<VTA<€1')7€¢>:

i=1
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n

= Z(VTT Ale;), e;) =

= tT’(VTTA),

ou seja, o trago comuta com a derivada covariante. Assim, em (3.12),

divAT" = n(VH,T) +nH¢ + O||A|]* — Rien(T", 7). (3.13)
Além disso,
div(V,T)") = div(V,T) — div((V,T)*).
Como
div(V,T) — div((V,T)*) =0,

entao

div((V,T)") = div(V,T) = > (Ve (V,T),e:). (3.14)

Sabendo que ¢ = Z<veiT7 €),

=1

77(¢) - n(vez'Tv ei> = <vnveiT’ ei> + <ve-Ta vn€i>'

7

Como (V,,T,V,e;) = 0, entdo
77(¢) = n<v6¢T7 €i> = <vnve¢T7 67,'>-

ou seja,
n

() = > (VyVe, T, es). (3.15)

i=1
Desta forma, como

n

<RN<T7 61')777 62‘) = Z<RN<7]7 ei)Tv 62‘) =

=1
7 T — aneiT -+ V[mei]T, 62-) =
VT =V, V. T,e) =
Vol e)) — (V, VT, e,

NgE

Rien(T,n) =

Il
< 2| a I

=
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pois (V¢ T, e;) = 0, segue-se de (3.14) e (3.15) que

RiCN(T, 77) = <veivﬂT7 €i> - <vnveiT7 ei) =
= div((V,T)") — m(9).

ou seja,

Ricn(T,n) = div((V,T)") — ndg/on. (3.16)

Assim, de (3.1),(3.12) e (3.16),

A©

= div(VO) = div(—AT" — (V,T)") = div(-=AT") — div((V,T)") =
= —div(AT") — div((V,T)") =
= —n(VH,T) —nH¢— O||A||* + Riew(T",n) — ndp/On — Ricn(T,n).

Como T =T + On, entao

Logo,

Ricn(T,n) = Ricy(T",n) + Ricx(0n,n) =
= Ricn(T",n) + ORicy(n,n) =
= Ricen(T",n) + ORicy(n).

Assim,

AO = —n(VH,T)—nHg¢—O||A||*> + Ricy(T",n) —ndp/on
—  Rien(T",n) + ©Ricx(n).
A = —n(VH,T)—nH¢ — O||A||> —ndp/On — ORicx(n).

AO = —n(VH,T) — (||A|]* + Ricy(n))© —n(H¢ + 0¢/dn),  (3.17)

como queriamos demonstrar.



CAPITULO 3. APLICACOES EM M2 x R 44

3.2 Resultados tipo Bernstein

Seja N3 uma Variedade Riemanniana (talvez nao completa) munida de um
campo homotético T. Entao ¥ = ¥? é escolhido como sendo uma superficie
minima two-sided em N3, ou seja, existe um campo normal unitdrio n definido
globalmente e, assim, a fungao © € C*°(X) dada por

é também definida globalmente. Assim > é orientdavel.
O seguinte Teorema é o resultado principal do nosso trabalho.

Teorema 6 Seja ¥ uma superficie minima completa two-sided em N? tal
que a funcao © nao muda de sinal, onde T' € um campo conforme. Entdao ou
Y} € tnvariante por um subgrupo a I1-parametro de homotetias geradas por T’
ou X € estavel. No caso de Y3 ser estdvel, temos:

a)Se Ricy > 0, entao ¥ € totalmente geodésica.

b)Se Ky > 0, entao © € constante e Ricy(n) =0 em todo ponto.

Demonstracao: Como © nao muda de sinal, entao mudemos a orientagao
de n de tal forma que © > 0. Temos que © é um campo de Jacobi, pois o
operador de Jacobi (operador estabilidade) J = A + ||A||? + Ricy satisfaz

JO = AG + (||A||* + Rien(n))© = 0

pela Proposigao (3.1.2), pois, como ¥ é minima, entdo H = 0, e como T
¢ um campo conforme, entdo d¢/dn = 0. Suponhamos que O(py) = 0,
para algum py, € ¥. Como uma vizinhanga suficientemente pequena U de
po pode ser vista como um grafico, e como todo grafico é estavel, entao o
primeiro autovalor para o problema de Dirichlet de J satisfaz A (J,U) > 0.
Pelo teorema provado por Fischer-Colbrie-Schoen em [8], existe uma solucao
positiva g de Jg = 0em U. Como © > 0 e g > 0, entao se definirmos — = «a,

g
entao a > 0. Além disso, temos que

div(¢*’Va) = ¢*Aa+ (Vg Va) =

= ¢*Aa+ (2gVg,Va)
= g(gAa+2(Vyg, Vo))
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Como Jg=0e JO =0, ou seja J(ag) = 0, entao

0=J(ag) = Alag)+ (|[A|]* + Ricex(n))(ag) =0
= alAg+gAa+2(Va,Vg) + ([[A|]* + Rien(n))(ag) =
a(Ag + (||A[|* + Rien(n))g) + gAa + 2(Va, Vg) =
gAa +2(Va,Vg).

Logo, div(g?Va) = 0. Assim, como essa equagao ¢ de forma divergente,
e como todos os autovalores sdao iguais a g> > 0, aplicando o principio do
méximo para operadores em forma divergente [Proposigao 4.2.2, Apéndice,
secao 4.2], temos que « é constante em uma vizinhanca de cada minimo
local. Sendo a@ > 0 em 3, entao a possui minimo local que U, que é a = 0,
j& que estamos supondo que O(pg) = 0, ou seja, ag = 0. Como g > 0, entao
a(pg) = 0. Pelo Principio do Maximo, « é constante em U, ou seja, o = 0
em U. Conseqiientemente, como © = ag, entao © = 0 em U. Por outro
lado, se @ > 0 em py, entao, pelo Principio do Méximo, a > 0(constante) em
U. Conseqiientemente, como © = ag, entao © > 0 em U. Como py € ¥ é
arbitrario, entao © =0 ou © > 0 em .

Se © =0 em X, ou seja, (n,T) = 0, entdao T é tangente a X. Como T é um
campo homotético, entao > é invariante por um subgrupo a 1-parametro de
homotetias geradas por 7.

Se ©® > 0 em X, entao, pelo Teorema 5, ¥ é estavel. Uma funcao arbitraria
1) com suporte compacto em Y pode ser escrita como 1) = ¢©, onde ¢ possui
suporte compacto. Como JO = 0, entao

Ji=J(¢0) = A(¢0) + ([|A]]* + Ricw(n))(¢0) =
= ¢AO +OAG+2(V, VO) + (|| A||> + Ricw(n))(¢0) =
= $(A8 + (||A|* + Ricx(n))) + ©A) +2(V, VO) =
= OA)+2(Ve,VO).

Assim, teremos que

YJY = YPOAP+29(Vp,VO) =
= $O*A¢ +200(Vp, VO
= O%A¢+ 6020V, VO
= O%A¢+ (20Vp,0V0O) =

— O2AG+ %<2¢v¢, 20V0O) =

) =
) =
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1
= O%pA¢ + §<V¢2, V@2>.
Como

div(@*¢Vp) = ©2¢pV¢+ (V(0%9), Vo) =
= ©%9A¢ + (0°V¢, Vo) + (9% Vo) =
O%pA¢ + (VO?, ¢V 9),

entao Y Ji = div(0?¢pVe) — ©%||Ve||?. Assim,
—/ijdAg :/@2||v¢||2d,42—/div(@%w).
) ) )

Mas pelo teorema da divergeéncia, / div(6?¢V¢) = 0. Logo,
b

—/WWAE :/G)QHV(bHQdAg > 0,
> )

e assim, pela definicao 11, X é estéavel.

Se a superficie é estdvel e se Ricy > 0, entao, por [24], ¥ é totalmente
geodésica. Além disso, se Ky > 0, entao X é totalmente geodésica e, pela
equagao de Gauss, temos que

KN = KE +detA,

e como A é identicamente nula, entao X possui curvatura Gaussiana nao-
negativa. Em [11], Huber mostrou que uma superficie completa de cur-
vatura Gaussiana nao-negativa é parabdlica, ou seja, qualquer funcao su-
perharmonica nao-negativa em ¥ é constante. Assim, como © > 0, ||A||> +
Ricy(n) > 0 e AO = —(||A]|* + Ricn(n))O, entao AG < 0, ou seja, O é
uma funcao nao-negativa e superharmonica em X, logo © é constante. As-
sim, temos que A© = 0. Além disso, como X é totalmente geodésica, entao
||A||* = 0. Logo, de

JO = AO + (||A||* + Ricy)© = 0,

entdo Ricn(n)® = 0. Como © > 0, entdo Ricy(n) = 0, como querfamos
demonstrar.
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Proposicao 3.2.1 Seja X uma superficie minima completa two-sided imersa
em M? x, R, ou seja, o produto M* x R munido da métrica

(0 Inv=mu((, Jm) + " mi(dt?),

onde p € C*(M). Se a fungdo © nao muda de sinal e se Ky > 0, entdo ¥ €
totalmente geodésica.

Demonstracao: Com efeito, como T = g ¢ um campo de Killing em N3,
€ como

Ku(po)(1 — ©%) = Rien(n(po)),

onde © € [0,1], entdo, como Ky > 0, logo Ricy(n(po)) > 0. Logo, pelo
teorema 6, temos que X é totalmente geodésica.

Observagao 5 Qualquer fung¢ao positivau € C*(Q) definida em um dominio
Q € M? determina um grdfico radial G(u) sobre Q em Ry x; M? dado por

p € (ulp),p). A variedade produto warped N*> =1 x; M?, onde I é um
intervalo aberto em Ry = (0,4+00) € munida da métrica riemanniana

(o In=mde?) + Em((C m),
onde my e my denotam a proje¢ao no primeiro e no sequndo fator, respecti-

vamente. Sendo assim, T = fa ¢ um campo conforme de N. Com efeito,

denotando 0, = 0/0,. Como (0,,0,) = 1, entdo 0 = 0,(0;, ;) = 2(V,0;, 0;).
Assim, pela proposi¢ao 2.1.1 (i), temos que V0, = 0. Logo, para todo
V e T(N), temos que V = v90; + Vg, onde vy € C*(M) e Viy € VM), e
usando a proposi¢ao 2.1.1 (i1),

va = vvoat—',-VF (f%) -
= 00 fVa,0 +vo0i(f)0; + %(JC)VF -

= f(vo0 + Vp) = f'V.
Portanto, para quaisquer V,W € T(N),
(VvT, W) +(V,VyT) = (f'V,W) +(V, f'W) = 2 (V,W).

0
Assim, em particular, se f(t) = t, entao t— € um campo homotético, e se

ot

0
f =1, entao e ¢ um campo de killing.
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Proposigao 3.2.2 Seja ¥ um grdfico minimo radial completo em N3 =
R, x, M? sobre um dominio Q C M2. Se Ky > 1, entdo ¥ € totalmente
geodésica.

~ 0
Demonstragao: Como T = t— é um campo homotético em N3, e como

ot
Ku(po)(1 — ©%) = Rien(n(po)),

onde O € [0, 1], entao, como Ky > 1, logo
Ricx(n(po)) = (1 — ©*) Ky > (1 — 62) > 0.
Logo, pelo teorema 6, > é totalmente geodésica.

Definigao 16 Um cilindro em N* = M? x ,R sobre uma curva de velocidade
unitdria v : R — M? € a superficie em M? x, R obtida pela acio em v de
um subgrupo a I-parametro de translacoes verticais. Um cilindro é minimo
se kg = p00/0v, onde ky; = (Vyy,v) € a curvatura geodésica de v e v €
campo normal unitdrio a v em M?. Em particular, um cilindro é totalmente
geodésico se, e somente se, 7 € uma geodésica, e Dp/0v = 0.

Corolério 3.2.1 Seja X uma superficie minima completa two-sided em N? =
M? x, R, onde M? ndo € necessariamente completa. Assuma que Ky > 0 e
que © nao muda de sinal. Entao, ou

)% € um cilindro minimo, ou

i1)¥ € totalmente geodésica e p é constante. Além disso, se Ky(q) > 0 em
um ponto q € my(X), entdo X € um slice sobre M*> completa.

Demonstracao: Pela proposicao 2.1.1, sabemos que a derivada covariante
em N3 satisfaz

VT =0 Vo, Z)T VT = —oVop, (3.18)

onde Z € TM e Vp denota o gradiente de p como uma funcdo em N3, Desta
forma, Vo é o levantamento do gradiente de p em M?2.

T = — é um campo de Killing em N, ou seja, um campo homotético T', com

ot

¢ = 0. Além disso, temos ¥ C N* ¢ © ndo muda de sinal. Logo estamos nas
hipéteses do Teorema 6. Assim, aplicando o Teorema 6, ou ¥ ¢é invariante
por um subgrupo a l-parametro de translagoes verticais ou X é estavel, ou
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seja, ou ¥ é um cilindro minimo (pois ¥ é minima, por hipdtese) ou ¥ é
estavel. No ultimo caso,

(1) Se Ricy > 0,% é totalmente geodésica.

(i1)Se Ky > 0,0 é constante e Ricy(n) = 0 em todo ponto.

Como, por hipdtese, Ky > 0, entdao O é constante (nao nula), e Ricy(n) =0
em todo ponto. Logo, pelo Teorema 6, como Ricy = 0, entao X é totalmente
geodésica.

Vamos mostrar que o é constante. Dado qualquer Y € T, sabemos que

Y =7Z+aT,
onde Z € TM], ou seja,
(Y, T)=(Z,T)+ (T,T).
Como (Z,T) =0e (T,T) = 0*(T,T), entao
a®(T,T) = (Y, T).

Como (7,T) = 1, entao
a=0 Y, T).

Logo,
Y =7+ o0 (Y, T)T. (3.19)
Desta forma, como © = (n, T,
Y(©) = (Vyn,T) + (n,VyT).
Como 7 é normal a ¥ e Y é tangente a X, entdo (Vyn, T) = 0. Logo,
Y(0) = <777VYT>'
Por (3.18) e (3.19), temos

Y(Q) = <navZ+g*2<Y,T>TT> =
= <7% vZT) + <777 VL)*2<Y,T)T71>a

e como <77,v9—2<y’T>TT> = o0 2{Y, T)(n,V+T), entdo

Y(0) = (n,VT) + o (Y. T)(n, V1T).
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Ja que VT = 07 (Vo, Z)T ¢ V1T = —oVo, entdo
Y(©) = (1,07 (Vo, Z2)T) + 0 (Y, T){(n, —oV o).
Assim,

Y(0) = 0 Vo, Z)(n, Ty — o (Y, T)(n, Vo) =
= 0 (6(Vo,Z) — (Y, T)(n,Vo)).

Como my é uma isometria, (Vo, Z) = (Vo,Y). Assim,

Y(O) = o '(O(Ve,Y)— (Y, T)(n Vo)) =
= (07(®Vo— (Vo,nT),Y).

Assim,
VO =o' (0Vo — (Vo,n)T).
Logo,
VO[> = (VO,VO) = (0" (0Vo— (Vo,nT),0 " (OVe — (Vo,n)T)) =
(07'OV,07'0Vo — 07 (Vo,n)T) —
— (0" (Vo,mT,0'0Vo— o " (Vo,n)T) =
= (07'0Vp,07'0Vp) — (¢7'6V0, 0 (Vo,n)T) —
— (0 " (Vo,mT,07'0Vp) + (0 (Vo,nT, 0 (Vo,n)T) =
= 07|Vl — 0 ’0(Vo,n)(Vo,T) —
020V o,n)(T, Vo) + 0 *(Vo,n)*0".
Assim,

IVOl? = @‘2_(@2||79H2_—@<7_0,n>(7@,T>—
O(Vo.n)(T, Vo) + (Vo,n)*0%).

Como (Vp,T) = 0, entdo
IVOI[* = o *(©*[[Vel* + 2*(Vo.m)?).
Como O é uma constante nao nula, entao VO = 0. Logo ||[VO||? = 0. Assim,

0 = o0 (©*|Vol|]*+ 0*(Vo,n)?) =
0?0°||Vo||* + (Vo,n)*.
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Logo,

020%|[VollP =0 (Vo,m)* =0.
Ja que o # 0 e ©% #£ 0, entdo ||[Vo||? = 0, ou seja, Vo = 0, que implica que
0 é constante, nao nulo. Assim, se em algum ponto tivermos Ky (pg) > 0,
entao Ricn(n(po)) = 0 é possivel somente se © = 1, pois

<R(77’ ei)na ei)

Kuulro) = e — n,e®
ou seja,
Knm(po) = —RiiN_(ng;O)).

Ku(po)(1 — ©%) = Ricn(n(po))-

Assim, como Ricy(n) = 0 e Ky(po) > 0, entdao © = 1 (pois © € [0,1]), e
como ||[Vh||? =1 — 02 entao Vh = 0. Logo h é constante. Assim, ¥ é um
slice, como queriamos demonstrar.

Teorema 7 Seja M? uma superficie completa com curvatura Gaussiana Ky >

0.

(1) Qualquer grdfico inteiro de curvatura média constante em M? x R € to-
talmente geodésica.

(i1) Se, além disso, Ky(q) > 0 em algum ponto q € M2, entdao o grdfico
é um slice.

Demonstracgao:

Du
V' 1+ || Dul|?
u € C®(M) e divys o divergente em M?.
Com efeito,

Afirmacgao: divM< ) = 2H, onde Du denota o gradiente de

Du = (ug,us) = HDuH2 = uf +u§,
Du

1+ |]Du||27

onde uy, ug sdo campos coordenados. Entao, chamando Y'(s,t) =

1

—(Uy, Ug).
Jrara

entdo Y (s, t) =
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Uma parametrizagao de M? é X (t,s) = (t,s,u(s,t)). Logo,
X, =(1,0,u) Xs = (0,1, uy).
Xtt = (07 07 utt) Xss = (07 07 uss) th = (07 Ou uts)-

Assim,

1

Xo A Xy = (—ug, —tg,1) = N = ——e (g, —uy, 1).

V14 uf + u?

Desta forma,
E=1+v] F=wu, G=1+u’

Uyt - Uss - Ugs

€= e 9T e [T s
V14 ui + g V14 ui + g V14 up + g

1eG — 2fF + gE

Como H = 5 B _Fr entao
utt(l + U/g) - 2utsutus + uss(l + uf)
g1 M1+§+w@ |
2 (14 uf + u2)
ou seja,
H— (1 + uﬁ) — 2usugts + ugs (1 + uf)

2(1 + uf + u2)3/?
Por outro lado,

. Ut Ug
i) = () + (=) .
&) V1+u?+u?/t V1+u?+u?/s

U + uttusz — UpUsUts Ugs + uttth — UpUsUgs

R e R (1+ uf +u2)"7?

utt<]- + Uz) - 2utsutus + uss(]- + U?)

div(Y) = (52 1 alr2

52

(3.20)

(3.21)
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1
Logo, de (3.20) e (3.21), temos que H = §div(Y), ou seja

D
v (2 ) Zon
1+ ||Dul|?
Basta mostrarmos que H = 0, e usarmos o Corolério 3.

(a) Suponhamos que M? seja compacta. Como Du € TM, logo, pelo teorema
da divergencia,

Du
2HdAy = di -} =0
/M " /M ZUM<I1+|—|1>1,L||2>

Logo, H = 0, pois H é constante.
(b) Suponhamos que M? nao seja compacta. Por definigao,

.. comprimento(0D)
h(M) = inf
(M) D area(D)

¢ chamada constante de Cheeger, onde D C M? ¢ qualquer dominio compacto
com bordo suave. Seja B,(r) C M? o disco geodésico de centro p e raio 7.
Como Ky > 0, temos, por um resultado de S.Y.Cheng em [6], que o primeiro
autovalor do problema de Dirichlet em B,(r) satisfaz

c

M (By(r)) < 0 <7 < +oo,

r2’
para uma constante positiva c. Por outro lado, pelo Teorema 11 de Cheeger
[ver apéndice], temos que Ay (B,(r)) > h*(B,(r))/4. Obtemos que

h2<M) < h2(Bp(7")) < 4>‘(Bp(r)) < =

para qualquer 0 < r < 400, e assim h(M) = 0.

Pelo Teorema 1 em [22] temos que, se M? satisfizer que h(M) = 0, entdo
qualquer gréfico inteiro em M? x R com curvatura média constante H é ne-
cessariamente minima. Se v € C°°(M) determina um grafico inteiro qualquer
em M? x R, temos que

(Du,v) < |(Du,v)| < ||Dulll[v]| = VIIDul]* < /1 + | Dul[>.

Integrando

1+ ||Dul|?
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sobre um dominio D C M?, e usando o teorema da divergéncia, temos que

\/1 Dul|?
/dz’deV: _ADwy) / V1+[[Dul®,
D ap \/1+ || Dul |2 oD

/ ds = comp(0D),
oD

1+ [[Dul? |2
D
onde X = ———20
1+ ||Du||?
2/ HdAy = 2min Harea(D).
I D
Logo,
2m5nH -area(D) < comp(9D).
Analogamente,
leé)LXH -area(D) > —comp(9D).
Assim,

1 1
iI{lﬂfH < §h(M) ssﬂp]—] > _§h(M>'
Mas como h(M) = 0, entao

inf H <0 <supH,
M M

e como H é constante, entao
H<0<LH.

Logo H=0. O resultado segue-se do Corolario 3.2.1.

Proposicao 3.2.3 Seja ¥ uma superficie minima completa two-sided em
M? x R. Suponha que © ndio muda de sinal.

(i) Se Ky > 0 ao longo de my(X), entdo X € totalmente geodésica.

(17) Se, além disso, Ky(q) > 0 em algum ponto q € my(X), entao ou X €
um cilindro sobre uma geodésica completa de M2, ou M € necessariamente
completa e X2 € um slice.
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Demonstracao: Mudemos a orientagao de 7 de tal forma que © > 0. Assim,
como a norma do traco nos da que

(A, A%) = (A, AT) = trATAT = trAA = tr A2,

(a0 o
()

Assim, (A, AT) = (A, A) = ||A||?. Logo,

entao

||A||2 = tTA2 = —2)\1)\2.
Mas como Y é uma superficie minima, entao

AL+ Ao

0=H= :>/\1:—)\2

Assim,
HA||2 = tTA2 = —2)\1)\2 = 2)\12.

Desta forma,

Looier var 210N _ (M 0\ _
e =ar=x? (o $)= (75 )=

onde [ é a aplicacao identidade em 7. Assim,
1
A? = S||AlPT
2

Usando que VO = —ATT — (V,T)T, temos que

IVO[*? = (VO,Ve) = (-AT" —(V,T)",-AT" — (V,T)") =
(ATT, —ATT —(V,T)") = (V,])",—AT" — (V,T)7) =
= (—AT" —ATT) + <—ATT,—(V77 )Y = ((V,T)T, —AT ) +
(V,D)",(V,T)T) =

= A® <TT TT)+2(ATT (V, 1)) + [[(V, D) TI]? =

= AT+ 2(AVh, (V,)") + ||(V,T)T]]? =

1
AR = S|IAI - 82),

+
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ou seja,
1
IVOII* = A%[|VA[]* = SlIAIF(L - ©7). (3.22)

pois (AVh, (V,T)T) = 0e [|(V,T)T|* = 0, j& que T é paralelo a M? x R.

Assim, como

X0  (VO,X) Ve
1 1 == = =
Xlog1+0) =175 =776 <1+@’ >
entao vo
log(1 =
Vlog(1+ 0) )
Logo,
1
Alog(1+0) = div(V(log(l+©))) = dw(lv+99> - div(l 5 VG) -
1 1
= (Vo) + (V(H—@),V@ -
A© Ve A© 1 )
_1+@+<_u+@yﬂ@>_1+@_u+eﬂww‘
Desta forma,
A© 1 ,
= — 2
Alog(1+0) = 15 = 71Vl (3.23)

Como ¥ é minima, H = 0. Logo VH = 0. Além disso, T = 0/0t é campo
de Killing. Assim, de (3.17),

A® = —n(VH,T) — (||A[]* + Rien(n))© — n(He + 9¢/0n),
e como ¢ = 0,
A® = —(||A]]* + Ricw(n))© (3.24)
Assim, usando (3.22) e (3.24) em (3.23), temos

—(IAI* + Rien(n))©
1+0©

—QMWU_QO+@L=

Alog(1+6) = (1+0)(1+0)
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_ —(||A[* + Ricn(n))© 1||AH2@ =
1+6 2 (1+6)

1

o7

. 1 1
= ——=(—114IP® = Riea(mo - 51141 + 5l14I0) =

1+06

— _1 2 _ py; _1 2 —
= ——= (= 3lIAIP = Rieu(me - 5]|AIP0) =

= (o)~ Sl141] - Riex(e)

—t

—+

Como, por definicao,

N (7’], 6i77776i)
K& = G i ened — e

e como K (n,e;) = Ky(r), entao

(77761'777762') (77761'7777 ei) RZCN(U)
K = = = )
w (™) 1 —(n,e;)? 1—-02 1-062

Ricn(n) = (1 — ©2)Ky().

Assim,

Alog(1+0) = —((1+0)[ ~ JJIAIF] - (1 - 69 Kuu(m)e) =

= o (a+0)[ LAl - (1 - ©)1 + ©)Kiu(me) =

1+6
1
= —§||A||2 — O(1 - ©)Ky(m).

Como ¥ é uma hiperficie, dado p € X e n € (7,X)*, podemos tomar uma
base ortonormal {e1, es} de T,X tal que A, = A é diagonal, isto é, A(e;) =
Niei, 1= 1,2, onde Aj, Ay s@o os valores préprios de A. Sendo (A4, (x),y) =

H,(z,y) = (B(x,y),n), entdo, Hy(e1,e1) = A\ e Hy(e1,es) = 0. Logo

Blei, ej) = agj - = iy = (Bles, €5),m).

Assim, a;; = (A, (i), e;) = (Nies, e5). Portanto, B(e;, e;) = A - ;5 - .
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Ks(e1,e5) — Kx(er1,e2) = (Bley,e1), Blea,e)) — || B(er, e2)|]” =
</\17],/\277> =
A1\,

Desta forma,

KE — FZ + )\1)\2.

Ky = Ky, + det A.

onde Ky é a curvatura Gaussiana de (¥,ds?) e Ky é a curvatura seccional
do plano tangente & ¥ em M? x R.

Definamos dois campos ortonormais X,Y € M, com T, um campo de Killing,
normal a X e Y. Assim, X e Y sdo ortonormais em 7', pois sao levados por

uma isometria. Ainda em 7%, definamos o campo W, ortonormal ao campo
X, onde W =aY + bT. Logo,

1=(W,W) = (aY +0T,aY +bT) = (aY,aY + bT) + (bT,aY + bT) =
= a*(Y,Y) +2ab{(Y,T) + b*(T,T) =
= a®+ b
Como X é perpendicular a T, entao W tem componente na direcao de T,

isto é, W e T sao linearmente dependentes. A projecao de T' em X, ou seja,
TT, ¢ dada por TT = uX + vW. Logo,

0={(T",X)=u(X,X)+ov(W,X) =u.

(TT, WY = (T, W) = uw(X, W) +o(W,W) = .

Mas como W = aY + bT, entao (W,T) = a(Y,T) + b(T,T) = b. Como
(W, T) = (W, TT) = v, entao v = b.

Assim, como u = 0, entdo T" = oW. Assim, |[TT|]*> = (TT,TT) =
v(W,TT) = (W, T) = v? = b?. Assim,

a?=1-0"=1—||T"|%
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Assim, teremos que

(X,aY +bT, X, aY + bT)
| X A (aY +bT)||?

K(X, W) =

Como || X A(aY +bT)|[2 = [|X|[2]|(aY +bT)|[2— (X, (aY +bT))? = a?+b? = 1,

entao

KX, W) = (X,aY +bT,X,aY +bT) =
X,aY, X,aY +bT) + (X, bT, X,aY +bT) =
X,aY, X,aY) + (X,aY, X,bT) +

(
(
(
(X, 0T, X,aY) + (X, bT, X, bT) =
(
(
(

+

X,aY, X,aY) + (X,aY, X, bT) +

X,aY, X,bT) + (X,bT, X,bT) =

X,aY,X,aY) +2(X,aY, X,bT) + (X, 0T, X,bT) =
= d*(X,Y,X,Y) +2ab(X,Y, X, T) +0*(X,T, X, T).

_|_

Como (X,Y, X, T)=0e (X,T,X,T) =0, entdo
K(X,W)=a*(X,Y,X,Y) = (1~ [|IT"")(X,Y, X,Y) = (1 [|T"[]*) Kx(r)
ou seja,
Ky = (1 ||IT"|")Kx(m).
E como ||TT||? = ||[Vh||? = 1 — ©2%, entdo
Ky =(1—||IT"|")Kx(r) = ©Kg(m). (3.25)

Por outro lado, como ||A[|? = (4, A) = A2 + A2 = (A + A2)% — 2X\ s
Como XY é minima, entao A\; + Ay = 0. Assim,

IJA|]? = —2X\1 .

1
)\1)\2 - —§HAH2

1
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Desta forma,
K = 6% Kuu(r) — 5| AP
e assim teremos que
Alog(1+0) = —%||A||2 —O(1 - 0)Ky(r) =
_ —%HAHQ — OKy(r) + 02Ky (r) =
= Ky — OKy(m).

Agora, em ¥, iremos introduzir a métrica completa ds* = (1 + ©)2ds?. Pela
equagao (4.1) [Ver Apéndice, se¢ao 4.1], fazendo u = log(1 + ©), temos que

(1+0)’K = Ky — Alog(1 + 0),
onde K é a curvatura Gaussiana de (3, ds?). Assim, temos que
(1+ 02K = Ky — Ky, +O0Ky(r) =
= OKy(m).
Logo,

~ )

K = mKM(w). (3.26)

Em particular, se Ky > 0 em 7(X), entao K > 0 em Y. Entretanto, um
resultado cldssico devido a Huber em [11] assegura que superficies comple-
tas de curvatura Gaussiana nao-negativa tém que ser parabdlicas. Como a
superharmonicidade é preservada sobre uma mudanca de métrica conforme,
entao (3, ds?) e (3, ds?) sao ambas parabdlicas.

Como © € [0,1], pois estamos mudando a orientacao de n de tal forma
que © > 0, entdo log(1 + ©) > 0. Além disso,

1
Alog(l+©) = —§\|AH2 —0(1 — ©)Ky(r) <0.
Com efeito, como Ky (m) > 0, se © = 0, entao

1
Alogl = —§||A||2 <0.
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Se 0 < © < 1, entao (1 — ©) > 0. Assim,
Alog(1 +6) =~ |A|]* ~ ©(1 — €)Fie(r) <0,
e se ©® =1, entao
Alog(1 + ) — —%||A||2 <.
Logo, para © € [0, 1],
Alog(1 + ©) = —%||A\|2 — 01 — ©)Ku(m) <0,

ou seja, log(1 4+ ©) é uma func¢do nao-negativa tal que Alog(1l + ©) <0, ou
seja, log(1 + ©) é uma fungao superharmonica nao-negativa. Assim, usando
o resultado classico de Huber em [11], temos que log(1+ ©) é constante, logo
© = Oy é constante. Assim, Alog(1+ Og) = 0, ou seja

0= Alog(1 +6) = | A|]" ~ €y(1 — O)Kis(r).
Mas sabemos que
02 —SIAI] = €y(1 - 80 Kiu(r) 2 0,
ou seja,
I|A|| =0 e Op(1 — Og)Kym(m) = 0.

Sendo ||A]| = 0, entao, por defini¢ao, 3 é totalmente geodésica. Além disso,
como Og(1—0g) Ky (m) =0, e como Ky (m) > 0, entdao ou ©g = 0 ou Oy = 1.
Se ©g = 0, ou seja, se (n,T) = 0, entdao T = 9/0t, que é campo de Killing,
¢é tangente a . Logo X é invariante por um subgrupo a l-parametro de
translacoes verticais, ou seja, > ¢ um cilindro sobre uma geodésica completa
de M2,

Se ©y = 1, como, por (2.1), ||VA||> = 1 — ©2, entdo teremos que ||Vh|| = 0,
ou seja, Vh = 0. Logo h é constante, ou seja, 3 é um slice sobre M? completa,
como queriamos demonstrar.
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Definicao 17 Uma superficie completa M possui curvatura total finita se a
parte negativa de sua curvatura Gaussiana € integrdvel. Mais precisamente,
se Ky(q) denota a curvatura Gaussiana em M e sua parte negativa é definida
por

Ky (g) = max{—Ku(q), 0},

entao M possui curvatura total finita se

/KM<oo.
M

Teorema 8 Seja M? uma superficie completa tal que
/ Ky dAy < 400, onde Ky (q) = max{—Kwu(q),0}.
M

Entao qualquer grifico minimo em um semi-espaco M? x [0,00) é um slice.

Demonstracao: Como antes, vamos orientar o grafico I, de u tal que © > 0.
Se ds? denota a métrica completa em M? induzida por T, entao, por (3.26),
temos o
-9 Kk
(1+0)2 ™

onde K é a curvatura Gaussiana da métrica conforme completa d3* = (1+
©)%ds*. Observe que os elementos de drea de ds* e ds® sdo relacionados
por dA = (1 + ©)2dA. Com efeito, como a dimensdao de M é 2, e como

gij = (1+ ©)2g;;, entao
dA — det g11 9gi12
g21 922 |’

dA = \/ 911922 — 9%27

pois g2 = go1. Desta forma, temos que

Assim,

dA = G11922 — Jio = \/(1 + ©)* (911922 — 9%5)

= (1+ @)2\/ gi1922 — g% = (1 + ©)*dA.
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Como © > 0, temos
K~ dA = 0K dA. (3.27)

Por outro lado, sendo grad o gradiente em M? x [0, 00) e D o gradiente em M?
e como u é funcao altura, entao grad uw =T e Du é a componente de gradu
tangente a M2, ou seja, (grad u)' = Du. Assim T — Du = grad u — Du
¢ normal a M?, ji& que retiramos de gradu a componente tangente a M?.
Normalizando, temos que

1

N = ————=(T - Du),
1+ HDuH2(

obtemos que
(0.T) = (————T.T) ~ (————Du.T)
T]’ = T ) - B T =T u? )
V' 1+ ||Dul|? V14 ||Dul|?
e como (Du,T) = 0, temos que
1

\/1+HDUH2.

Como dA = /1 + || Dul||?d A, entao, por (3.27), temos que K-dA = Ky dAy.
Conseqiientemente,

L/Ewg<ﬂn
M

ou seja, M admite uma métrica conforme completa ds? = (1 + ©?)ds?, e M
possui curvatura total finita com a métrica conforme. Logo, pelo teorema
15 em [11], (M, ds?) é parabdlica. Conseqiientemente (M, ds?) também é
parabdlica. Por (2.2), temos que

Au=2HO,

e como, por hipdtese, o grafico é minimo, entao H = 0. Logo Au = 0, ou
seja, u é harmonica em (M, ds?). Assim u é constante, e conseqiientemente
I', é um slice.
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Proposigao 3.2.4 Seja M? uma superficie completa que satisfaz
/ Ky dAy < 400, onde Ky(q) = max{—Kwu(q),0}.
M

Entao qualquer grdfico inteiro T, contido em M? x [a, b, —00 < a < b < +00,
com curvatura média constante e curvatura Gaussiana limitada inferior-
mente € um slice.

Demonstracao: Facamos com que © > 0. No que segue vemos u como
uma funcao ao longo de I',. Como u e a curvatura Gaussiana de I', sao
ambas limitadas inferiormente, pelo Lema 4.5.1 (Principio do Méximo de
Omori-Yau), existe uma seqiiéncia de pontos {¢;} € I',, tal que

. . 1 1
lim u(g;) = infu,  [[Vu(g)]] < i Au(g;) > t

J—00

Por (2.1) temos
1
IVu(gy)[|* =1 - 6%g)) < 7

Como O € [0, 1], entdo temos que lim O(g;) =1, e por (2.2), temos que

j—oo
1
Au(g;) = 2H(q;)0(g;) > 5
Logo -hin H(g;) > 0. Similarmente, como u também é limitada inferior-
j—+o0

mente, existe um seqiiéncia de pontos tal que lim H(p;) < 0. Assim,
j—Foo

il%fHS lim H(p;) <0< lim H(gj) <supH.
r

j—-+oo Jj—+o0
Em particular, se H for constante, temos que
H<0<H,

ou seja, H = 0. Logo I', é minima. Assim, pelo Teorema 9 acima, temos
que I', é um slice.



Capitulo 4

Apeéendice

4.1 Meétricas Conformes

Definigao 18 Seja (M", g), com n > 2, uma variedade Riemanniana. Se g
¢ uma outra métrica Riemanniana em M, dizemos que g é conforme a g se
existir uma fun¢do positiva u € C°(M) tal que g = ug.

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana bidimensional, K € C®(M) a
curvatura Gaussiana associada & métrica g e K € C°°(M) uma funcio dada.
E possivel encontrar uma nova métrica g em M, conforme & g (ou seja,
g = €%g, para alguma funcao u € C*(M)), tal que K seja a curvatura
Gaussiana de M, associada a esta métrica?

A fim de encontrar a equagao diferencial que determina u em termos dos
dados K, K e g, usaremos as coordenadas isotérmicas (v, w) em M. Entao a
equacao de Gauss se reduz a

1
K= —%{(log 7)o + (108 0 ) }
e, pelo Lema 1.3.1, o Laplaciano da funcao ¢ torna-se
0%¢ 8%)
ovr  ow?/)’

Por outro lado, podemos escrever os elementos de comprimento de arco,
relativos as duas métricas, por

Aququs:%(

ds® = o(dv® + dw?) ds® = 5 (dv® + dw?).

65
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Como as métricas sao conformes, obtemos & = oe**. Reescrevendo a equacao

de Gauss para ¢ e usando a igualdade acima, entao
Pu O*u
2u
K=-- (— ) K
a2 " awt) T

Logo,
K = K — Agu (4.1)

4.2 Operadores Elipticos de Segunda Ordem

Dado €2 C R™ aberto, um operador (diferencidvel linear) de segunda ordem
L em ) é um operador do tipo

L= Zawa 8$Z+Zb

3,j=1

onde a;;,bj,¢ : @ — R sao funcoes continuas, com a;; = aj;, para todos
1 <i,j <n.Para f € C*(Q), definimos

Lf = Za% - +Zb

3,j=1

Um operador L como acima é eliptico em x € Q se a matriz (a;;(x)) for
positiva definida. L é eliptico em 2 se o for em todo x € 2. Segue do
teorema espectral para operadores lineares auto-adjuntos que L ¢ eliptico em
x € () se, e somente se, os autovalores da matriz (a;;) forem todos positivos.

Proposicao 4.2.1 Se M" € uma variedade Riemanniana e ® € um campo
auto-adjunto de operadores sobre M, entao o operador L : C*°(M) — C°(M),
dado por

Lf = div(®Vf)

¢ um operador diferencial linear de sequnda ordem em M™. Além disso, L é
eliptico em p € M se, e somente se, ®, : T,M — T,,(M) for positivo definido.

Proposicao 4.2.2 Seja M" uma variedade riemanniana conexa, ® um campo
auto-adjunto e positivo definido de operadores lineares em M, e Lf = div(®V f).
Se f € C*(M) assume um minimo local em M" e € tal que Lf <0, entao f
¢ constante em uma vizinhanc¢a de cada minimo local.
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ou melhor,

Teorema 9 (Principio do Maximo) Seja u uma fungdio real duas vezes
diferencidvel satisfazendo a inequacao diferencial

n

Ll =2 ”a a Z

1,7=1

em um dominio D C R", onde L € eliptico, os coeficientes a;j,b;, h sao
uniformemente limitados e h < 0. Se u atinge um minimo ndao negativo c
em um ponto interior de D, entao u = c.

Demonstragao: A prova pode ser encontrada em [10].

4.3 A formula da co-area

Algumas desigualdades isoperimétricas podem ser provadas lancando-se
mao da féormula da co-area, a exemplo das desigualdades de Faber-Krahn e
de Cheeger. O que apresentamos aqui fixa notacao para a demonstragao do
teorema de Cheeger que aparece no capitulo 3.

Passamos entao a dar um esboco da demonstracao.

Dada uma variedade M™, seja {2 dominio de fecho compacto em M e seja
f:Q — R de classe C® em Q e continua em 2, a anular-se na fronteira
de 2, Q. A medida em f(©2) C R do conjunto R\R; dos valores criticos
de f|,, ¢ nula. Demais, R, obviamente a classe dos valores regulares de f|,,
forma um subconjunto aberto da reta. Tome, pois, (a,b) C Ry e ¢ € (a,b).
Considere a aplicacao

v fHe) x (a,0) — f7H((a,]))

tal que
(x)  fW(p1) =t
sempre que (¢,t) € f~1(c) x (a,b). De fato, restrinja a f~*((a,b)) o campo
d

e escreva ® para o fluxo proveniente dele, com

Idf |7
¢(pv t) - (Pt—’r(p>'
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Prova-se que 1 assim definida obedece a (*) e também a

ov)_ 1
ot df Il

0
E mais, o ¢ em todo ponto ortogonal & “superficie de nivel” f~1(t), Vt €
(a,b). Agora, o elemento de volume dV em € escreve-se, sobre f~!((a,b)),

1
dV = mdAf—l(t)dt;

como de costume, dA -1 é a medida de drea, neste caso, em f~!(t). Defina
abaixo as fungoes:

Q) = {peM:|f(p)>1}
V(t) = Vol (9At))
I'@t) = {peM:|f(p)|=t}

Bem, para t € Ry, dA; representara a (n — 1)- densidade sobre I'(¢) e pomos
A(t) := A(T(¢)).
Finalmente:

Teorema 10 (Férmula da co-drea) A funcao V = V(t) € C®(Ryy) e

sua derivada € A
V/(t) = — / L
ray || df ||

Para todos os g € L'(Q), vale que

/gudfudv:/ dt/ gd A,
Q 0 I'(t)

Em particular, portanto,

/QH df || dV:/OOOA(t)dt.

Nota: Observamos que a funcao €2 é nao crescente no seguinte sentido:

<t = Q) <Qt),

sendo que a segunda relacao de ordem ¢ dada pela inclusao no conjunto
{Q(t) : t € R}. E, evidentemente, também serd V (¢) nao crescente.
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4.4 Um teorema de Cheeger

Seja M uma variedade riemanniana nao compacta, de dimensao n = 2, com
fronteira possivelmente nao vazia e de fecho possivelmente compacto.
Define-se a constante de Cheeger de M por

comprimento(0S2)

area(Y) ’

h(M) = 1IS12f

em que ) percorre o conjunto das subvariedades abertas, com fronteira suave
e de fecho compacto em M.

Teorema 11 (Cheeger) Para qualquer dominio normal Q2 em M, temos

h*(€)

ANQ) =

Prova: Seja u autofungao de A(Q2), isto é, suponha que
Au=AXQu , ul,, =0.

Entao,

dul|? _1([,|gradu?|dV >
2 9u. q) = lgradullZ 1 fJg
gradu w.gradu = \(Q) [ul2 ~4 JourdV ’

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz.
A fim de estimar o quociente obtido na expressao acima, vamos empregar
a férmula da co-drea aplicada a u®. (Para a férmula da co-4 rea, segao 4.1)
Portanto,

[laradatiav = ["aar= oo [ v -
- {tV(t)|8° _ /0 N tV’(t)dt} h(M).

Porque Q é compacto em M e u?: Q — R € C°(Q), u? atinge um maximo;
desse modo, dty > 0 tal que

Qt) =0 VYt>t.
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Ora, neste caso,

lim tV(t) = limtV(t) = lim 0.t = 0.

t—o0

t>1o t>to

70

Por outro lado, V(0) < oco. Pela férmula da co-drea, V' é continua em R,:.
Logo, PI% tV(t) = 0. Assim,

/ |grad u?|dV
Q

>

—h(M) /OOO tV'(t)dt =

—h(M)/ t[—/ |gradu2|_1dAt} dt =

0 ()

h(M)/ (/ t\gradu2|dAt) dt =

/ / gradu2|dAt dt = / u?dV,
Q

h(M

por definigao de I'(t). Feito isso, chegamos a que

Temos o teorema.

4.5 Principio do Maximo de Omori-Yau

o lgradu?|dV

Jqu2dv

> h(M).

V

Lema 4.5.1 (Principio do Méaximo de Omori-Yau) Seja M uma vari-
edade Riemanniana completa com curvatura de Ricci limitada inferiormente.
Seu € C®(M) € limitada inferiormente, entao existe uma seqiiéncia de pon-

tos {p;} € M tal que

lim u(p;) =

J—00

Prova: Veja [17].

inf u,
M

1
[Vulps)ll < 5 e

Au(p;) > —
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