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Resumo

Os objetivos deste trabalho sao os seguintes: Primeigsaptar a prova, de-
vida a N.C. Ankeny, S. Chowla e H. Hasse, de que o0 nUmero dsedé/ (p)
do subcorpo real maxim&(¢, + C;l) de Q(¢,) & maior do que, para os pri-
mosp = (2¢qn)? + 1 com primoq impar en > 1 inteiro. E depois mostrar a
condicao suficiente, dada por Hideo Yokoi, para que o marde classe$/ (4p)
do subcorpo real maxim&l({y, + @,1) deQ(¢4p) seja maior do qué, ondep séo

primos do tipo((2n + 1)q)* £ 2, comg primo impar en > 0 inteiro.



Abstract

The objectives of this work are the following: First presém proof, due
to N.C. Ankeny, S. Chowla and H. Hasse, of that the class numiki@) of
the maximal real subfiel@(¢, + ¢, ') of Q(¢,) is greater thar, for the prime
p = (2gqn)? + 1 with ¢ odd prime and: > 1 integer. And then show the sufficient
condition, given by Hideo Yokoi, for that the class numbB&ep) of the maximal
real subfieldQ((4, + @,1) of Q((4p) is larger tharl, wherep are prime of the type
((2n + 1)q)* £ 2, with ¢ odd prime and: > 0 integer.
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Introduc ao

O objetivo deste texto & apresentar alguns resultad@divias ao numero de
classes do subcorpo real maximal de um corpo ciclotdmiaca Bso, iremos no
Capitulo1, aplicar a representacao geométrica dos ideais de ypo cameérico
para provar a finitude do grupo das classes de ideais. OuBapjtdedicado aos
anéis de fracdes tem por objetivo da ao leitor 0s pgeHegtos necessarios para a
compreensao do préximo capitulo. Ja no Capitulesaremos as informacgdes ob-
tidas sobre anéis de fracdes, para fazermos um brewsoestbre a decomposicao
de ideais primos em uma extensao. Em seguida, no Cagitafwresentaremos o
subcorpo real maximdD(¢,, + ¢;,') do corpo ciclotdomicd)(¢,,) e usaremos al-
guns resultados relativos a caracteres e somas gausgaregistificar na integra
a imersao do corpo quadrati@(y/m) em Q(Cu, + (5) - Tal imersdo & men-
cionada no artigo de Itaru Yamaguchi denominado On the -clas®oer of the
maximal real subfield of a cyclotomic field. Feito isso, ficats focados em dois
artigos, o primeiro de N.C. Ankeny, S. Chowla e H. Hasse, egarsdo de Hideo
Yokoi. Ambos tém por objetivo, estudar o nimero de clasesubcorpo real
maximal de um corpo ciclotdmico. No artigo do Chowla, & trexo que para
0s primosp = (2¢qn)? + 1 com ¢ primo impar en > 1 inteiro, 0 nimero de
classesH (p) do subcorpo real maximad(¢, + ¢, ') deQ(¢,) &€ maior do que.
Este resultado sera provado no Capitulala no artigo do Yokoi, & apresentada

uma condicao suficiente para que o numero de clad%és) do subcorpo real

11



Introducéo 12

maximalQ({y, + @}) deQ(¢4p) seja maior do qué, ondep sao primos do tipo
((2n+ 1)g)* + 2 com¢ primo impar en > 0 inteiro. Essa condicao sera dada

pelo Gltimo teorema do Capituto



Capitulo 1

A Finitude do Grupo das Classes de

ldeais

1.1 Preliminares sobre os grupos discretos dR”

Um subgrupo aditivd? deR" é discreto se e somente se para todo compacto

K deR™, aintersecadf N K é finita.
Exemplo 1.1 Z™ & subgrupo discreto d&".

Teorema 1.1 SejamA um anel principal, M/ um A - mbdulo livre de dimer&o

finitan e M’ um submdulo de)M . Enfo:
(@) M’ élivre de dimerdoq, 0 < g < n;

(b) SeM’ # (0) en&o existe uma basg;,...,¢,) de M e elementos &o-
nulosa, ..., a, € Atal que(aes,...,a.e,) € umabase dé/’ eq; divide

Ajt1, pal’ai = 1,2,...,(]— 1.

Demonstrag@o: Ver [10], pagina21.

13



A Finitude do Grupo das Classes de Ideais 14

Teorema 1.2 SejaH um subgrupo discreto dR”. Entio H & gerado (comd. -

modulo) porr vetores linearmente independentes sdbi@nder < n).

Observago 1.1 Temos quée{ & subgrupo discreto dR”, logo, H & subgrupo
aditivo deR™. Mas, comoR" & grupo aditivo abeliano, edb H & subgrupo
aditivo abeliano. Logo, poss@yJo comoZ - modulo. Basta definir a seguinte

operag@o externa.

- ZxH—H
h+h+...+h, se ¢>0
(C,h)l—}Ch: c vezes
(=h)+(=h)+...+(=h), se c<0
c\?gzes

E facil verificar que,
a-(x4y) =a-xz+ay , a(b-z)=(ab)x , (a+b)-x =ax+bzx , l.x =21

Va,be Zex,y € H.
Demonstra@o (Teorema 1.2):Seja(ey, . . ., e,) um sistema de elementos de

linearmente independentes solre tais que- seja maximo. Seja

P = {Za,ezmgal < 1} Cc R"

=1
o paralelepipedo construido sobre estes vetores; ergeidjue” & compacto,

e portantoP N H & finito. Seja entda: € H. Dado o carater maximal de

;

(e;), x se escreve da seguinte forma—= Z Ae; com)\; € R. Consideremos
=1

entao parg € Z, o elemento,

T

(%) x; =jor— Z[j)\,»]ei

i=1
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(onde [1« ] designa a parte inteira de< R).
Logo,

s s T

Ty = j- Z)\iei - Z[j)\i]ei = Zj)\iei - Z[j)\i]ei
i=1 i=1 i=1 i=1

= > Ghe = [idde) = D Gxi = A e

i=1 i=1
Como,0 < jA; — [jA] < 1 entdoz; € P. De (x) concluimos queg; € H.
Assim,z; € PN H. Temos quez = z; + i[Ai]ei. Logo, 0Z - moduloH é
gerado poi® N H, e portanto, é de tipo finit(;.ZIPor outro lado, coo H é finito
e Z € infinito, entao, existem dois inteiros distintps & tais quer; = z;. Mas,

note que,

r

Tj =T = Z (A = [N & = Z (kAi = [kA]) €

= Z (JAi = [GAi]) ei — Z (kAi — [kAi]) es =0

= D> (G = A = (kA = [kA])) e = 0
i=1
= (N — DA — (kN = [kN]) =0,Vi=1,...,r
= )\i:M,Vi:L...,T
Jj—k
= \NeQVi=1,...r

Assim, 0Z-modulo H & gerado por um namero finito de elementos que sao

combinacdes lineares a coeficientes racionais(dgs Sejad um denominador
T

comum(d € Z,d # 0) destes coeficientes; entddl C ZZ@Z-. Logo, pelo

=1

Teorema 1.1, existe uma bagg) do Z- modulo ) ~ Ze;, e inteirosa; € Z tais
=1
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que(a fi, ..., a.f.) geramdH. Como 0Z-modulodH tem a mesma dimensao

que H, e dado quel O > Ze;, a dimensao déH &> r; portanto, & igual

ar e 0Sq; sao nado-nulos. Assim como ¢s;), temos que 0s$f;) sao também
linearmente independentes soeentdo,dH (e em consequéncid), é gerado

(sobreZ) porr elementos linearmente independentes s&bre

Definicdo 1.1 Um subgrupo discreto de diméisn deR™ se chama uma rede de
R™.

Segundo o Teorema 1.2, uma redeRieé gerada sobré& por uma base de
R™, que & entdo umZ-base da dita rede. Para cdfidasee = (eq,...,¢e,) de

uma redef], se designara pa?. o paralelepipedo semi-aberto,

P, = {Z&Z€Z|0§Oél < 1}

=1
Assim todo ponto d&®”™ & congruente moédulé/ a um ponto e somente um
ponto deP, (se diz entao qué&, € um dominio fundamental para).
Designaremos por a medida de Lebesgue eRf'; assim para toda parte
integravelS de R”, u(S) designara sua medida (que também chamaremos seu

volume).

1.2 Propriedades do Volume

SejamC e C’ subconjuntos d&™ que sao reunides finitas de paralelepipedos,

entao valem as seguintes propriedades:

@) u(P,) = |deta;;)| sendov; = Zaw e;(i=1,...,m;a; € R);
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(b) p(z+ C) = pu(C), para qualquer € R™;
(©) p(y-C)=+"-pu(C) para qualqued < v € R;
(d) SeC' N C’ =0 entaop(C U C") = u(C) + u(C");

De (a) resulta imediatamente ques= (vy, ..., v,) & base de uma rede &
se e somente g P,) # 0.

Usando a multiplicatividade do determinante, concluimgse se,

w; = szj -v;(i=1,...,n), comw;; € R. Entdo,u(P,) = |def(w;;)| - pn(Py).
j=1

Lema 1.3 O volumeyu(FP,) & independente da baselegida para a redéd.

Demonstra@o: Sejaf = (fi,..., f,) outra base dé/. Como cadaf; € H

ee = (e1,...,e,) €7 - base da redél, entdo temos qug; = Zazj - e; com
j=1

a;j € Z. Logo,u(Py) = |det(a;;)|- p(Pe). Mas, comalet(a;;) € um determinante

de mudanca de baseug € Z(i,5 = 1,...,n) entaodet(a;;) & invertivel entZ.

Logo,det(a;;) € {1, —1} = |det(a;;)| = 1. Portantou(Py) = p(F.).
|

Definicdo 1.2 O volume de um qualquer d@% se chama o volume da redé e

se escreve(H ).

Teorema 1.4 (Minkowski) SejamH uma rede deR™ e S um subconjunto in-
tegravel deR” tais quen(S) > v(H). Enio, existem dois elementosy de S

distintos tais que: — y € H.

Demonstra@o: Sejame = (ey,...,e,) UMAZ - base deH e P, o parale-
lepipedo semi - aberto construido sobre Como P, &€ um dominio fundamen-

tal paraH, entdo,S & a reuniao disjunta doS N (h + P.)(h € H), ou seja,
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S = U SN (h+ P.). Logo, pelo item (d) das propriedades do volume, temos
heH
que,u(S) = Z uw(S N (h+ P.)). Pelo item (b) das propriedades do volume, te-

heH
mos quey é invariante por translacdes, logdSN(h+P,)) = p((—=h+S)NP.).

Mas, os conjunto$—h + S) N P.)(h € H) nao podem ser disjuntos dois a dois,

caso contrariou(P.) > Z(—h + S) N P.), contrariando a hipbtese de que

heH
v(H) < p(S). Assim, existem dois elementos distinfog’ € H tais que,

(=h+S)NPYN((=h'+S)NP)#A@=P.Nn(-h+S)N(-h +95) # 2.

Logo,da € P. talquea = —h +x ea = —h' + y(z,y € S) . Note quex # v,
poish # h'. Ealemdisso-h+xr=—-h+y=zx—y=h—h € H.

Definicdo 1.3 Um subconjuntoX de R" sera chamado sirgtrico se, para qual-

quera € X, tivermos que-a € X.

Definicao 1.4 Um subconjuntoX de R™ sera chamado convexo se, para quais-
querz,y € X, oconjunto{p -z + (1 — p) - y|0 < p < 1} estiver contido enX..
Note que este conjunto consiste dos pontos situados emrtig na reta que liga

estes dois pontos.

Por exemplo um circulo, um quadrado, uma elipse, ou umgtiép sao con-

vexos enR?, mas uma coroa circular ou um “quarto crescente” nao sao.

Corolario 1.1 SejamH uma rede d&R™ e S uma parte integavel sinétrica em

relacdo a0 e convexa d&®". Se supe que uma das rel@gs seguintes certa :
(@) Tem-seu(S) > 2" - v(H)

(b) Tem-seu(S) > 2™ - v(H) e S & compacto.
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Ento, S N H coneém um ponto distinto de

~ . 1 .
Demonstrag@o: No caso (a) se aplica o Teorema 1.4'a= 58 (pois,

, 1 1\" 1 1, B

u(s) =1 (55) = (3) +(8) = qunls) > 5 - 2'0(ar) = o()).
Logo, existem dois pontos distintgsz de .S’ tais quey —z € H. Comoy, z € S’
entéo,y:%T(TES)éQyESez:%S(SES)=>2z€S=>—2z€S. Da

convexidade dé, temos que,
1 1 1 1
5-2y+(1—§) -(—22)€S=>§~2y+§-(—2z)65:>y—z65.

Assim, temos quge—z # 0 (pois,y e z sao distintos) g—z € SNH. Logo,SNH
contém um ponto distinto de No caso (b) se aplica o caso (a)la+)S(c > 0).

Pois,
p((1+e)S)=1A+e)" - u(S)>1+e)"-2" - v(H)>1-2"-v(H)=2"-v(H).

Logo, peloitem (a) existe # x € HN(1+¢)S. Pondo,H' = H—{0} temos que,
r € HN(1+¢)S,ousejaH N(1+¢)S énao-vazio. E & finito por ser compacto

e discreto. Entdo, temos q@ H' N (1+¢)S nao é vazio. Logo, existec R
e>0
talqueb e (JH' N(1+e)SebeH ebe (1+)SVe>0s0£be H
e>0

ebe ﬂ(l +¢e)S =5« 0+#0be SN H. Portanto,5 N H contém um ponto

e>0

distinto de0.

Definicdo 1.5 Se chama corpo de&imeros al@bricos (ou corpo nuérico) a toda
extenfio de grau finito (e portanto aéprica) de. Dado um corpo nu#érico K,

o grau|K : Q] se chama o grau d&".

Exemplo 1.2 K = corpo quadético & um corpo nu@rico, pois,[K : Q] = 2.
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Teorema 1.5 Sejami” um corpo de caractéstica0 ou finito, K’ uma exten&o de
grau finiton de K e C' um corpo algebricamente fechado que @n#. Enfio,

existemn K-isomorfismos distintos d&’ emC.

Demonstrag@o: Ver [10], paginas3.

1.3 A imersao carbnica de um corpo nurerico

SejaKk um corpo numérico @ seu grau. Entao, pelo Teorema 1.5 existem
Q-isomorfismos distintos; : K — C.

Sejaa : C — C a conjugacao complexa, ou sejdz) = z,z € C. Entao,
para toddi, o o 0; € um dosy;, e é igual a; se e somente sg(K) C R. Seja
r1, 0 numero dos indicestais ques;(K) C R; entdo os demais indices sao em
namero paer,, e tem-sey; + 2r, = n.

Numeraremos 0%; de modo quer;(K) C R paral < i < r; e que
Ojir(r) = oj(x) parar, + 1 < j < 7, + ry; assim osr; + ry, primeiroso;

determinam 08, restantes. Parac K, ponhamos
O-(‘I> = (0'1(1’), co s Oty ([L’)) e R™ x C™.

Chamaremosg de a imersao candnica dé emR"™ x C", a qual € um homo-
morfismo injetivo para as estruturas de anel. Frequentemetentificaremos

R™ x C™ comR™.

Observa@o 1.2 No que segue, quandda for especificado o significado de
qualquer uma das notéeso, K, n, 1, 7, enio elated 0 mesmo significado dado

acima.

Definicdo 1.6 Sejam B um anel eA um subanel deB tal que B seja um

A- modulo livre de dimer&o finitan. Para(zy,...,z,) € B", se chama o dis-
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criminante do sistemér, . . ., z,) ao elemento del definido por,
D(l‘l, S ,l’n) = det(TrB/A(.CL'i.CL'j» .

Proposicdo 1.1 Se(y,, ..., y,) € B™ & outro sistema de elementosBetal que,

Y = Zaij - 2; COMa;; € AenBo D(yy,...,yn) = (detay;)) - D(z1, ..., 2,).

j=1

Demonstrag@o: Ver [10], paginass.

Proposicdo 1.2 SejamK um corpo finito ou de caractestica0, L uma exter&o
de grau finiton de K e o¢,...,0, 0sn K - isomorfismos distintos de em um
corpo algebricamente fechado que conéem K. Se(zy,...,x,) € uma base de

L sobreK, ento D(z,, . .., z,) = det(o;(z;))* # 0.
Demonstrago: Ver [10], paginaso.

Proposicdo 1.3 SeM & um subZ-modulo livre de dimer@on de K, e s€(x;)1<i<n

&€ umaZ-base deV/, enfioo (M) € uma rede d&®™, cujo volumee dado por,
v(o(M)) =27 - |det(oi(z;))] . 1<ij<n.

Demonstrag@o: Para fixo, as componentes déx;) com respeito a base candnica

deR" sao dadas por

01 (:L’Z), s Ory (:L’Z), R(O-T-l-l(xi))v ](O-T-I-l(xi))? B R(UT1+T2 (IZ))v ](0T1+T2 (*TZ>)

onde R e I designam a parte real e imaginaria. Calculemos o detemeia
cujai-ésima coluna é formada pelas componentes(de) com respeito a base

candnica de&R™.
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o1(x1) . o1(x;) . o1(zy)

o (1) . Oy (T5) . o (zn)
D— R(or41(21) .o R(ovqa(xi)) .. Rloyq1(z))
I(on41(z1) oo I(opsa(xi) oo I(or41(zn))
R(OTH—M (xl)) ce R(UTH—M ($Z)) ce R(UTH—M (xn))
I(OTH—W (xl)) ce I(UT1+T2 ($Z)) s I(OTH—W (xn))

Utilizando as formulagk(z) = %(z +z)el(z) = 2%_(2 —Z)(z € C)ea
linearidade com respeito as filas, se obtém= +(2:)~" - det(o;(x;)). Como,
(2;)1<i<n € UmaZ-base do sutz-moduloM C K e K & um corpo numérico de
graun entao(z;)i<;<, € base dd{ sobreQ (ja que,(z;)1<i<, L.l. SObreZ =
= (2;)1<i<n L.1. SObreQ). Logo, pela Proposi¢ao 1.2 temos quedgtr;)) # 0.
Assim, D # 0. E dai, os vetores(z;) sao L.I. emR", ou seja,(o(7;)),<;, €

base d&R". ConsequentementeZmodulo gerado pelos vetoresz; ),
Zo(xy) + Zo(xa) + ... + Zo(xy,)

& umarede d&”. Mas, note QU&Zo (1) + Zo(xs) + ...+ Zo(x,) = o(M). De

fato,

a € Zo(xy) + Zo(xg) + ...+ Zo(zy,)
a=2z0(x1)+ 200(x2) + ...+ 2,0(p),2i €2

a=o(zn1)+0o(200)+...+0(2,20),2i €Z
a=o0(z121+ 2000+ ...+ 2,0p),2 €L

= a€o(M).
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bea(M) = b=o(z121 + 2202 + ... + 2p,2y), 2 € Z
= b=z0(x1) + 220(x2) + ... + 2p0(xy), 2 € Z
o € z-linear
= b€ Zo(xy)+ Zo(xs) + ...+ Zo(zy,).

Entdo,o (M) & umarede d&", cujaZ-base & = (o(z1),...,0(x,)). Logo,

v(o(M)) = pu(Py) = |defo(zr)---o(zn)]] = [ £ (20)7" - defo;(z:))| =
= 277 - |def(o;(xi))|-

Corolario 1.2 SejamR um anel eA um subanel de?. O conjuntoA’ dos ele-

mentos d€? que K0 inteiros sobred & um subanel d& que conémA.
Demonstrag@o: Ver [10], paginao.

Corolario 1.3 SejamA um anel principal integralmente fechad@,seu corpo de
fracOes, L uma exter&o de grau finiton de K e A’ o fecho integral ded em L.

Supe-seK de caracterstical. Ento, A’ € umA-modulo livre de dimer&on.

Demonstrag@o: Ver [10], pagina0.

1.4 Terminologia dos Corpos Nunéricos

Dado um corpo numéricé’, os elementos d& que sao inteiros sobté se
chamam os inteiros d&. Esses elementos formam um subahdbte K) que é
um Z - modulo livre de dimensapkx : Q| (Coroléarios 1.2 e 1.3). Os discrimi-

nantes das bases @o- modulo A (chamadas bases integrais/de) diferem em
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um elemento invertivel dé, que & inclusive um quadrado (Proposicao 1.1). Este
elemento nao pode ser outro gué, de modo que os discriminantes das bases do
7 - mbdulo A sao todos iguais. O discriminante de uma base integratjgqaatie

K & chamado discriminante absolutoeou discriminante do corpfy’.

Exemplo 1.3 Considere K = Q(y/m) um corpo quadatico.  Seja
a =1+ sy/m(r,s € Q) um elemento qualquer d€ = Q(y/m). Temos que,

o =12+ 2rsv/m + s°m = r* + s°m + 2rsvm

(i)
(a—7r)=sm=a’2rat+r’=sm=a*-2ra+r*—sm=0=
= X2 —2rX +r% — s*m & o poliomio minimal dex sobreQ.

(ii)

(o = (1 + SQm))2 = 4r’s*m =
= (a®)? =2 (r*+s*m)a’ + (r* + s*m)* = 4r°s’m =
= (a?)? =2(r’+ s°m)a’ + (r* + $’m)* — 4?*s>m =0 =
= X2 —-2(r* + s°m)X + (r* + s°m)* — 4r’s*m
€ o polirdomio minimal de o> sobre Q.
Logo,
Tr(a) =2r e Tra?) =2(r* + s°m).
E dd,
Tr(1) Tr(a) 2-1 2r
Dgio(l, o) = det = det
Tr(a) Tr(a?) 2r  2(r* 4+ s*m)

= 4r? +48°m — 41 = 4s°m.
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. 1
Em particular, D g(1, vm) = 4m e Dgg (1, +2\/ﬁ) = m. Comol,/m
+v/m
2
em quen = 2 ou3(mod 4) (respectivamentes 1) mod 4 enfio conclimos que
o discriminantel deQ(,/m) & dado por,

: 1
(respectivamentg,

) formam uma base integral dé = Q(,/m) no caso

4 4m, sem =2 ou3(mod 4)

m, se m = 1(mod4).

SejamA um anel de integridade E seu corpo de fracOes. Se chama ideal
fracionario deA (ou de K respeito ad) a todo sub -A - médulo/ de K tal que
existe0 # d € A que verifiquel C d~!A. Isto equivale a dizer que os elementos

de [ tem um “denominador comum’ € A.
Exemplo 1.4 Os ideais fracioarios deZ sao da formarZ onde0 # r € Q.

Os ideais fracionarios (corh= 1) sao chamados de ideais ordinarios (ou inteiros)
de A.
Os ideais fracionarios nao - nulos déormam um monodide (isto &, um semigrupo

com unidade) comutativo para a multiplicacao.

Teorema 1.6 SejamA um anel eV um A - mbdulo. As condiges seguintess®

equivalentes:

(a) Toda fanilia ndo vazia de subfdulos deM coném um elemento maximal

(sob a relago de inclugo).

(b) Toda seq@éncia crescentéM,, ).~ (paraarelago de inclufo) de subradulos

de M é estacioaria (istoé, existen, tal queM,, = M,, paratodon > n,).
(c) Todo subradulo deM é de tipo finito.

Demonstrag@o: Ver [10], pagina0.
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Definicdo 1.7 Um A - mddulo M & chamado noetheriano se satisfaz as cabesg
equivalentes do Teorema 1.6. Um aded chamado noetheriano se considerado

comoA - moduloé um nddulo noetheriano.

Definicdo 1.8 Um anel A & chamado anel de Dedekind senoetheriano, inte-
gralmente fechado (portanto, de integridade) e se todoligeano ndo - nulo de

A & maximal.
Exemplo 1.5 Z & um anel de Dedekind.

Teorema 1.7 SejamA um anel de Dedekindix seu corpo de fra@es, L uma
extenfio de grau finito de e A’ o fecho integral deA em L. Su@e-seK de

caracteiistica0. Entio A’ & um anel de Dedekind e um- mbdulo de tipo finito.
Demonstrago: Ver [10], pagina9.

Do Teorema 1.7, concluimos que o anel dos inteiros de unogarmeérico &
um anel de Dedekind.

Corolario 1.4 SejamA um anel integralmente fechad&, seu corpo de frages,
L uma extendo de grau finito deK e x um elemento d€. inteiro sobre A.
Supe-seK de caractetstica0. Ento, os coeficientes do polimio caractetstico
de = com respeito aL e K, em particular Tp,x(z) € Nyx(x)

sa0 elementos dd.

Demonstrag@o: Ver [10], paginass.

1.5 Normade um Ideal

Proposicdo 1.4 SejamK um corpo nurarico,n seu grau eA o anel dos inteiros

de K . Sex € um elementodo - nulo deA en&o |N(x)| = Card(A/Ax).
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Demonstrag@o: Ver [10], paginas2.

Observago 1.3 Comoz € A entio N(x) € Z (Corolario 1.4). De modo que, a

formula escrita tem sentido.

Observago 1.4 EscrevemosV(x) no lugar deNg q(x) para designar a norma

do elementa.

Definicdo 1.9 Sejamk um corpo nurarico e A o0 anel dos inteiros dé&’. Dado
um ideal inteiro @o - nulo/ de A, se chama norma dg, e se escrevéV (1), 0
nimero CardA/I).

N(I)=Card(A/I).

Notemos que]N (I) & finito. Com efeito, se & um elemento nao - nulo de
entdo Aa C I, e A/I se identifica a um quociente dd/Aa, donde,
CardA/I) < Card A/Aa), que é finito pela Proposicao 1.4. Por outro lado,
isto mostra que para um ideal principéll, tem-seN (Ab) = |N(b)].

Proposicdo 1.5 Sejam/A um corpo nurérico e A 0 anel dos inteiros dé&’. Sel

e J sao dois ideais inteiros@o - nulos ded enBo N(IJ) = N(I) - N(J).
Demonstrag@o: Ver [10], paginas2.

Proposicao 1.6 Sejamd o discriminante absoluto d&, A seu anel de inteiros, e

I um ideal inteiro @o - nulo deA. Ento,0(A) eo(I) so redes e tem-se que:
v(o(A)) =27 |d]> e v(o(I)) =272 |dz- N(I).

Demonstra@o: Temos qued e [ saoZ - modulos livres de dimensao Assim,
podemos aplicar a Proposicao 1.3. Por outro lad¢zSe<;<, & umaZ - base de

A, entéo,d = D([L’l, . ,l’n). Como,(l'i)lgign €Z - base de4, entao,(%i)lgign
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sao L.I. sobreZ, 10go (z;)1<i<, S&0 L. |. sobreQ. Assim,(z;)1<i<, & uma base
de K sobreQ, logo, pela Proposi¢&o 1.2(z1,. .., z,) = det(o;(z;))*. Entdo,
temos que,
d = D(x,...,x,) = det(oi(z;))” = det(o(z;) - 05(x;)) =
= det(o;(x;)) - det(o(x;)) =
= |d| = |det(oi(x;)) |- |det(oi(z;)) | = |det(o;(x;)) |”
= |d* = |det(oi(x,))

Usando agora a Proposicdo 1.3 , temos qué,) e o(/) sao redes d&”. E

além disso,
v(o(A)) =277 - |det(oy(x;))| = 2772 - |d]?.

Para deduzir a formula do volume da red@), basta usar a formula do
volume da reder(A), notar ques(7) &€ um subgrupo de indic& (I) deo(A),
e que portanto se obtém um dominio fundamehRtphra a rede (1) pela reuniao

disjunta deV (/) dominios fundamentais’,, . . ., Pn(y)) paraarede(A). Temos

entao que,

v(o(1)) = p(P) = p(P) + ...+ p(Puny) = v (0(A)) + ... + v (0(A)) =

N (I)parcelas

= N(I)-v(o(A)=NI)-27"|d|z =27 -|d| - N(I).

1.6 Finitude do grupo das classes de ideais

Proposicdo 1.7 Sejam/ um corpo nurarico, n Seu grau,r; € r, 0S inteiros
definidos anteriormente] seu discriminante absoluto um ideal inteiro @o-

nulo deK . Enfio, I coneém um elementodo-nulox tal que,

Moo < (2) 5 lalt - ),

™



A Finitude do Grupo das Classes de Ideais 29

Demonstra@o: Sejac a imersao canonica d& emR"™ x C™. Sejamt um

namero real positivo eBt 0 conjunto doS Yy, - .-, Yrys 21, - - -5 2ry) € R™ x C"2,

tais quez lyi| +2 - Z |z;| < t. Entdo,B; &€ um conjunto compacto, convexo
=1 7j=1
e . . , r2 "
e simétrico com respeito(ge cujo volume é dado pog,(B;) = 2" - <f)

2 nl’

Escolhamos tal que,u(B;) = 2" - v (o(1)), isto &, tal que

™2 t"
21”1 . <_) R 2n 72 d ’
s - N (D)

ou seja, tal que” = 27" . 72 . nl - |d|z - N(I). Por outro lado, comd3, &
compacto g:(B;) = 2"-v (o(I)) entdo pelo item (b) do Corolario 1.1, temos que,

30 #y € B,No(l),ousejadl # x € [ tal ques(x) = y € B;. Calculemos sua

norma,
N(I) = Ol(x) et Opy (ZL’) ’ 07’1+1(I) -5,«1+1(ZL’) et O-T1+T2(I> 'ET1+T2(‘I>
IN(@)| = low(@) ... o (@)] - o, 1 (2)] - [Tr 42 (2)] -

: ‘UT1+T2(w)‘ ' ‘ET1+T2('I)‘

IN@)| = lou@)] ... low @)] - lor(@)]” - o (@)
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Usando agora a desigualdade entre as médias aritmétmaneetrica, temos

que,
VNer@)] - ow, (@)] - lon 1 (@)] - e 1 (@)] - 01 ()] - [Ty ()] <
< lo@[+. . A lon @) +lon (@) + [T (@) 4 A 0 ()] + [T 4 (2))]
B n
= Jo1(@)] .o (@)] o1 (@) - o ()] <
< U@+ Hlon@[+2-|onn(@)|+ .. +2-|onm@)])" N
< —
= 0" (low(@)] o (@) Jor (@) o (@)]F) <
< (lo@)]+ ...+l @)+ 2 (lop 1 () + .o+ orsn(@)])" =
r1 r1+72 n
- (Z'@W +2: 2 |aj<x>\> < st N@) <t
i=1 J=rit+l o(x)EBy
o N < L — o d N =
- nn - ' nn o
n! 1
— o g N(T) =
LA |d| (1)
! 22y2 )
= 9. U gis L N(]) = (2 I d)E NI =
nn ﬂ-?"z nTL
4 "2 n' 1 4 2 n' 1
= (3) BN = IN@I < () Sl N
m n m n

Teorema 1.8 SejamA um anel de Dedekind £ o conjunto dos ideais primos

nao-nulos deA. Ento:

(a) Todo ideal fracio@rio nao-nulo B de A pode ser unicamente expresso na

formaB = [] 7*/'?, onde, para qualquey € P, n,(B) € Z e, para

JeP
quase todo/ € P, n;(B) = 0.

(b) O mordide dos ideais fracidarios rAo-nulos ded & um grupo.

Demonstrago: Ver [10], paginas0.
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Observago 1.5 n;(B) designa o expoente dena decomposép deB em pro-

duto de ideais primos.

Observago 1.6 (i) n;(BB') = ny(B) + ns(B’).
(i) BC A< ny(B) > 0paratodoJ € P.
(i) BC B'< ny(B) > ny(B') paratodoJ € P.

Nota 1.1 Temos que o mdaide /(A) dos ideais fracioérios rao-nulos de um
anel de Dedekin@ um grupo. Os ideais fraci@nios principais (istog, da forma
Az, x € K*) formam um subgrup6'(A) del(A) (pois,(Az)-(Ay)~! = Azy™1).
Por outro lado, o grupol(A) & abeliano. Com efeito, sejam J ideais fra-
cionarios réo nulos ded. Enfio, existem) # d,g € Ataisquel C d'Ae

J C g~'A. Note agora que,

xeu@x:%%+...+%%:%%+...+%%eu
ondeq;, b; € A.
Ou seja,
IJ=JI.

ComoI(A) é abeliano erdo F(A) & um subgrupo normal d&(A). O grupo
quocienteC'(A) = I(A)/F(A) se chama o grupo das classes de ideaiside

Observa@o 1.7 Sejam/K um corpo nurarico e A o anel dos inteiros dé&’. Te-

mos queA & um anel de Dedekind, éa, podemos definir o grupo quociente
C(A) = I(A)/F(A), queé neste caso chamado, grupo das classes de ideais de
K.

Observa@o 1.8 J~! = {x € K'|zJ C A}, onde,A & o anel dos inteiros d&” e

K' & o corpo de fra@es deA.
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Observa@o 1.9 Sejam/ e J dois ideais fracioarios do anelA dos inteiros de
K e K’ o corpo de frafes deA. Enfao, [ e J pertencem a mesma classe de ideais

deK & 3y € K'talquel = ~J.

Corolario 1.5 Com as mesmas nofaes, toda classe de ideais deconem um

ideal inteiro [ tal que,

() ' )
N(I) < (é) ).
nn

™

Demonstrag@o: SejaJ’ um ideal da classe dada. Por homotetia podemos supor
que.J = J'~! € um ideal inteiro. Entao, pela Proposicao 1.7, existeelemento

nao-nulox de J, tal que,

V@l < (2) 2 lalt )

™

E dai, temos qud, = xJ~! & um ideal inteiro da classe dada. De fato,

reJCA=>rxeA=ze K (corpodefracdes deA)

ze€] = zExJ_l=>z:xy,y€J_1:>Z=xy,yJCA

= z=yr,y) CA=>z2z€ A ICA

z,yeK’

Temos entao que,

I=2J"' = 2=J-1= N(z)=N(J-I) = NU) NI =
= N =5 = VDI = [ <
(! :



A Finitude do Grupo das Classes de Ideais 33

Corolario 1.6 SejamK um corpo nuraérico, n seu grau el seu discriminante

3 n—1 ]
absoluto. Eréio, paran > 2 temos qudd| > T e est
3 4 log|d|
limitado por uma constante independentefde
~ 4 "2 n! 1
Demonstra@@o: Temos que] < N(I) < (—| -— -|d|2, logo,
™ n"
4\" n! ! ! ™2 n" T\2r2  n*"
- -—-d5>1:>d5><—> -—:>d><—) S
<7T) n”H_ 7 = 4 n! 4] 2 4 (n!)?

Como0 < % < 1e2ry < nentao,

D" =@ =0" (Z!)? > (7)" (Z!)?‘

Logo,

1= (3) (TS;’
n

2n

ou seja)d| > a,(¥n € N) ondea,, = G)n . Temos entao que,

(nt)*”

™2 2t 7, o7 T
w=(3) 2-F P57

()" s () g ey

an <7r)n n B <7r)n n
4 (n!)? 4 (n!)?
 (n+1D)> 1w [(n+1\" =« 1\
= .Y _ . . (1+=) .
4 n2n 4 n 4 n

Usando agora a formula do bindmio de Newton, concluimues g

an—l—l

1\ y
(1 + —) =1+ 2 + termos positivos
n
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Assim,

) 3
Ant1 _ % - (1 4 2 + termos positivos> ZW
an

. 2 /3r\"?
Afirmacao:a,, > % . (ZF) , Vn > 2.

2
De fato, parar = 2 teriamos que, > % (o que é verdade). Suponha que a desi-

gualdade acima seja verdadeira para um certo= k£ > 2, ou seja,

2 3 k—2 .
ay > — - (Zﬂ—) . Entao, para = k + 1, temos que,

Mas, note que,

72 /3a\""% 72 /3x\"' /3r\ ! 7 (3r\"" 4 T
. R — . R . R = T-—- N  — = .
4 4 4 4 4 4 \ 4 3 3

Portanto,
T 3r\"!
|d| > 3\ 71 ,Vn > 2.

L ~ . n , .
A limitacao uniforme dm se obtém tomando logaritmos.
0g

Teorema 1.9 (Hermite - Minkowski) Para todo corpo nur@rico K # Q, o dis-

criminante absolutad de K & # +1.

Demonstraggo: Como K # Q entdao[K : Q] # 1. Consequentemente,

3 4
> 1. Logo,|d| > 1. Portantod # +1.

n—1
[K : Q] > 2. Assim pelo Corolario 1.6, temos qué| > T, (3—7T> . Mas,
3

i
note ue,— > le
quey 1
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Teorema 1.10 (Dirichlet) Para todo corpo nui@rico K, o grupo das classes de

ideais dek é finito.

Demonstra@o: SejaGG o conjunto dos ideais inteirdsde K, cuja norma & um

certog € Z.
G={I C A|ll éidealeN(I) = q}.

Afirmacgao:G é finito.
De fato, se/ € G entdaoN () = ¢. Ou seja, Car@d/]) = q. Temos queA/I é

anel quociente, logos A/I,+ > & grupo abeliano.

AT X AT AL

(a+1,d+1)—(a+ 1)+ (d+1)=(a+d)+1,Va,d € A

Note que,l € A (pois,1 € Q C K el éraizdeP(X) =X —1 € Z[X]). Logo
1+ 1€ A/I. Assim,

1+ DAMN =04 T= 1+ DNAAD =04+ T=14+1)1=0+1
=q+I=1=q+b=0bVel)=qg=V—-bel=qel

Consequentementdy C /. Entao, nossos idealsestao entre os que contém
a Aq. Pelo item (a) do Teorema 1.8 podemos decompor de maneia as
ideais Aq e I como produtos dos ideais primos nao-nulosAleSejam entao,

Jraa L gnas A g D

. JQ"S”) tais decomposicoes, ondg, . . ., J,
sao os ideais primos nao-nulos de ComoAg C I entao pela Observacgao 1.6,
0 < ny(I) < ny(Aq) para todoJ;(i = 1,...,s). Assim, existe apenas um

namero finito desses ideais |. Log® £ finito. E dai, o conjunto dos ideais inteiros
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4\" n! - -
I de K tal que,N(I) < (—) Ny |d\% é finito. Mas, pelo Corolario 1.5, toda
™ nm

classe de ideais d& contém, um ideal inteird de K tal que,
4\ n!
< () o la
nn

Logo, a quantidade de classes deve ser finita. Portanto,po gias classes de
ideais dekK é finito.



Capitulo 2

Aneéis de Fra@es

Definicdo 2.1 SejaA um anel de integridadell’ seu corpo de fraes eS uma
parte deA, estivel para a multiplicago (istoé,a-b € S para quaisquern, b € S),
que réo coném o “0” e sim 0 “1”. Se chama anel de frdes deA respeito as,
e se escrevé ' A ao conjunto dos elementé:se Kcomae Aese S.

S‘lA:{%eK;aeA e seS}.

Observago 2.1 (a)S~'A & um anel comutativo com identidade multiplica-

tiva, pois
! / ! ! /
a a sa—+a's _ a a a-a _
B e e < . N - W e S7LA.
s g ss’ s g s-s

o , _. . " r o, . : o
1 é a identidade aditiva ei é a identidade multiplicativa

(b) S—'A conemA, poisl € S (a - % € 571A,Va e A).

(c) SeS & o conjunto dos elemento@mnulos ded enfio S~ A = K.
-1 —1 a
S71A = (A\{0}) Az{geK;aeA e seA\{O}}:K.

(d) SeS = {1} ou S est formado pelos elementos inviedis deA (isto €,

S =AenBoS 1A= A.

37
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Proposicdo 2.1 SejamA um anel de integridadey uma parte multiplicativa fe-

chada deA que coném ol e rdo coném 00, e A’ = S~ ! A.

(1) Para todo idealt’ de A’ tem-se(b’ N A)A’ = b’ de modo qué’ — b’ N A
€ uma inje@o crescente (para a inclés) do conjunto de ideais d¢’ no

conjunto de ideais dd.

(2) A aplicaggo p’ — p’ N A & um isomorfismo do conjunto ordenado (por
inclusio) dos ideais primos dd’ sobre o conjunto dos ideais primpsie

Atais quep NS = (). A aplicag@o inversaép — pA’.

Observago 2.2 b’ N A & um ideal ded , para todob’ ideal ded’ = S~ A.

Com efeito, sejarhe b’ N Aea € A. Logo,

becA e acA = ba € A
/
beb e ac ACA = baeb/:>baebﬂA
v € ideal dex

Observag@o 2.3 SejaC' o conjunto dos ideais d&’ e D o conjunto dos ideais de

A. Ento a aplica@o
p:C — D
b — b'NA
est bem definida, isté, ¢(b’') € D, Vb’ € C.

O item (1) nos diz entdo que para quaisqtigrb, € C tal queb; C b, tem-se

(b)) C ¢(by) (crescente para a inclusao).

Demonstrag@o (Proposi@o 2.1):
(1) Sejab’ um ideal deA’. Temos qué’ N A C b’ logo, (b’ N A)A” C b’ poisb’ é

um ideal deA’. Tome agora,

a
reb=x=—- com acA e scf.
S
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Por outro lado,

a
reb e seScAcCA = rseEb == -s5eb =ach.
VT S
» € um ideal dev

Assim temos que; € b’ N A.
E dai,
e('NAA".

{o1-

cA’
Logo,b’ C (b'N A)A’. Portanto (b’ N A)A" = b’ paratoda’ € C.

Considere agora a aplicacao,

0:D — C
b — bA.

Afirmacao 2.1 bA’ € um ideal ded’ para todo idealb de A.

Com efeito, sejam € bA’ ex € A'. Logo,

€A
a ~
c=b-—bebacA e s€8 a t at
!/
" =>c=b-—-=b-— =>crebA
r=-,t€A eres s T N,
r €s

Com isso,d esta bem definida, isto &(b) € C,Vb € D. E dai, a aplicacao

fop:C — Céaidentidade. Com efeito,
(0op)(b)=0(0(6))=0(6'NA)= (' NAA =1 Vb eC.

Afirmacao 2.2 ¢ € injetiva.

Com efeito,

p(b1) = (b)) = 0 (p(b1)) = 0 (p(ba)) = (0 0 9) (b1) = (60 ) (bs) > b1 = ba.
9op=1d
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E além dissoyp € crescente para a inclusao, isthe,C by = ¢(by) C ¢(by).

Com efeito,

[31CbgiblﬂACbgmAicp(bl)CQO(bQ).

(2) C’: conjunto dos ideais primos d€.

D’: conjunto dos ideais primgsde A tais quep N S = ().
Afirmacao 2.3 A aplicag@o
¢p:C" — D
p = pNA
€ um isomorfismo (no sentido bijetivo) e crescente para asiol

Vejamos isso:

Sejap’ um ideal primo ded’ = S~ A.
Afirmacao 2.4 p = p’ N A & um ideal primo del.

Com efeito,p’ N A # A, caso contrario,

o 1eA:p’mA:>1ep’:>%ep/ép/:A/(CONTRADICAO)

e Sejamz,y € Atais query € p' N A.

wepPNA=ayep =zecp ou yep'=zecpNnA ou yep nA

E alem dissop N .S = (). Caso contrario, teriamos:

sepNS=secpesecS=

L1 ligeay _ p' = p' = A’ (CONTRADICAO)
S

~
(2.1) € (2.2) abaixo
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reAY = x=ap+...+aypn,a; € A ep €y = reyp (2.1)
p €ideal dea

1
pr'ing, com peAeseS:>x:§:I-§eA’p’. (2.2)

Ou seja, para todo ideal prinpb de A’ tem-se que = p’ N A & um ideal primo
deAtal quep NS = (.

Inversamente, seja um ideal primo deA tal quep NS = (. Vamos
demonstrar ques A’ € um ideal primo del’ e quep A’ N A = p.

Note primeiro qug A’ € o conjunto dod compepeseS.
S

B;pep e sGS}.
S

pA' = {
Com efeito,

1
02:p~—€pA’,Vp€p e sESé{E;pep e seS}CpA/
S S S

a a
oa:GpA/:>x:p1—1+...+pn—n:
S1 Sn
cA €A cA
oy b ot
a a a
D e b 4 combESesES =
S S S
€p €p €p
b + pab + + ppb
P101G1 + P20202 ... T Ppbpan {p }
= T = Eq—;pE e s€S5y;.
LV S Sp P
p € ideal da

Afirmacdo2.51 ¢ pA’
Com efeito,

lepA = 1= paraalgum p € p eparaalgum se S

Y

» |3

= —scS=pnS+().(CONTRADICAO
p =s p #0.( CAO)

€p
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Comol ¢ pA’ entaopA’ # A’. Demonstraremos qued’ € um ideal (ja justifi-
cado em {)) primo de A’. Sejamg e A e? e A’ tais que,g . % e pA’, logo,
%-% :%compepeueS,dondmbu:p%ep. ComopnNS=0eues
entdou ¢ p. Mas,abu € p ep & um ideal primo del, logoab € p. E dai, pelo
mMesmo Motivog € p oub € p.

Consequentement%, € pA ou% € pA’. PortantopA’ & um ideal primo de

A’. Demonstraremos finalmente qpe= p A’ N A.

1
x:p:p-IepA’

0x6p2>33:p€p:>{ =zrzepAnA

repCA

. prA’ﬂAiprA’éx:p

;(pep e seS)=sr=pep

ComopnNS =0es e Sentdos ¢ p. Mas,p € ideal primo ded e sz € p, logo,
x € p.
As formulas,p’ = (p’ N A)A’ para todo ideap’ de A’ (vimos em ()) e

p = pA’ N A para todo ideal primo dd mostram que a aplicacao
¢:C" = D
p = pnNnA
€ um bijecao, cuja inversa €

B:D —

p = pA.
Com efeito,
(@0 B)(p) =0 (Bp)) = d(pA") =pA'NA=p.
(Bod) () =pL(o(p) =BMP'NA) =(ENANA ="

Alem disso,p e 5 sao trivialmente crescentes para a inclusao.
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L4 p17p2 EC/
PLCPp=pNACPNA= ¢(p1) C P(p2)

o p.poe D

p1 C P2 = P A C A" = [(p1) C Blpa).
u

Corolario 2.1 Se A € um anel noetheriano de integridade @mttodo anel de

fracdesS—!A & noetheriano.

Observag@o 2.4 ComoA’ = S~ A & um anel, efdto os ideais del’ sdo os sub-
A’-mbdulos deA’, pois todo ideal ded’ &€ um subA’-mbddulo deA’ e todo subA’-

modulo deA’ & um ideal ded’.
Demonstrago (Corolario 2.1): Temos pela Proposicao 2.1)(que a aplicacao
o:C — D
b — b'NA
€ uma injecao crescente para a inclusao. §gjg.y uma sequéncia crescente de

sub-A’-modulos ded’, isto &, de ideais dd’. E dat,

b; C bi+1,Vi eN cp(b,) C (,0([3,‘+1),Vi eN

=
L

» € injecao crescente
(para a inclusao)

= { ©(b;) }ien € sequéncia
——

ideais de A

crescente de sub-A-modulos de A

= _ {p(b;)},cn € estacionaria
A & noetheriano
= 3i, € N tal quep(b;) = ¢(b;,), Vi > i,
:> | Ji, € N tal queb; = b;_,Vi > i,
¢ € injetiva

= {b;},.y € estacionaria
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Como {b;},.y € uma sequéncia crescente arbitraria de 4uimodulos deA’

entao, concluimos qué’ = S—!A & noetheriano.

Proposi¢do 2.2 SejamR um anel de integridaded um subanel d&?, S uma
parte multiplicativa estvel deA com1 € S e0 ¢ S, e B o fecho integral ded
emR. Ento, o fecho integral d¢'AemS—'Ré S~ 'B.

Observa@o 2.5 O anel A tamkemé de integridade, poid & subanel de um anel

de integridade.
Observag@o 2.6 S & tami&m uma parte multiplicativa éstel deR.

Observa@o 2.7 B € um subanel d& que conemA. Logo, B é de integridade e

S & taml&m uma parte multiplicativa estel deB.

Demonstrag@o (Proposi@o 2.2): Note que faz sentido falarmos nos anéis de
fracdesS—1A, S~'R e S~ B devido as observacdes acima.
Sejamz € S™'B Cc ST'R. Entdo,z = g comb € Bes e S. Comob € B
entdo existe®(X) = X" +a, 1 X" ' +...+a; X +ap € A[X]tal queP(b) = 0.
E dai,
"+ a, 0"+ . .+ ab+ag =0, coma; € A (2.3)

Dividindo (2.3) pors™, obtemos entao que,

b " Ay —1 b n-l ay b Qo
- + - +...+——= =]+ = =0,
S S S S S S

—— N—— ~~

€sS—1A4 esS—1A4 €S-1A

b, . . . .

0 que mostra que = - & inteiro sobre5S—! A. Logo,x pertence ao fecho integral
S

deS~'AemS—!R.
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Reciprocamente, se}%(a € R,s € S) um elemento d&'R inteiro sobre
S

S~1A. Logo, existe

Q(X) = X"+ %X"* T %X + % € STIA[X]
n—1 1 0

tal queQ (%) = 0. E dai,

OO 2@ (@) e

coma; € Aet; € S. Multiplicando (2.4) por(stg - t1 - ...-t,_1)" teremos que,
(at0t1 Lt tnfl)n + é’ . an,1t0 : tl Lt tn,%(&totl Lt tnfl)nil + ...+
eA
+ 5" gt (toty o tey)" - (atoly - tyq) +
eA
+ 8" apty ity .t q)" = 0.
O que nos diz questpt - ... - t,_1 € R € inteiro sobred. Mas, B & o fecho
integral deA em R. Logo,atot; - ...-t, 1 € B. Comisso,
a 1
= catoty - ... ty,_1 € STIB.
S Stotl'...'tn,1 N ~ .
~ ~~ ~ €B
es

Portanto,5~' B & o fecho integral d& 'R em S~ A.
|

Corolario 2.2 SeA & um anel integralmente fechado @otodo anel de frages

S—1A & integralmente fechado.

Demonstra@o: SejaK o corpo de fracdes dd. Como A & integralmente fe-
chado entaol € de integridade e o fecho integral dem K & o proprioA. Aqui

temos queS & uma parte multiplicativamente estavelle

Afirmacao 2.6 Q(S 'A) = S~'K ondeQ(S~'A) & o corpo de frages deS—* A.
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Com efeito,

Q(S”A):{%;a,beS”A e b#o} ; SlK:{é;keK e seS}.

~
~
~

a a'r
a -1 E_E_Z/T_/ a’r’ i—L -1
bEQ(S A):>b—b/_8, b,_b/ 3,_ s GS K
-
a
k kb 1 k
Nes k= ob 2 22 P cps1a)
s s s b s bs ]

Temos queK & um anel de integridade} & subanel d€<, S & uma parte
multiplicativamente estavel dé e A € o fecho integral del em K. Entao, pela
Proposicado 2.2, o fecho integral fe' AemS—1K €S~ A, e alem dissa§ 1A é

de integridade, poid € integralemente. Portants; ! A & integralmente fechado.

Proposigdo 2.3 SeA & um anel de Dedekind, &t todo anel de fragesS—1A &

um anel de Dedekind.

Demonstra@o: Temos queA é anel de Dedekind, logol & noetheriano, inte-
gralmente fechado (portanto, de integridade) e além gdisglo ideal primo nao
nulo deA & maximal. E daiS—!'A & noetheriano (Corolario da Proposicao 2.1)
e também é integralmente fechado (Corolario da Propos2c?). Resta mostrar
que todo ideal primo ndo nulo d& 1A & maximal.

Sejap’ um ideal primo nao nulo dd’ = S~ A.
Afirmacao 2.7 p’ € um ideal maximal de’.

Com efeito, seja/’ um ideal deA’ tal quep’ C J' C A’. Pela Proposicao 2.2),
temos quep’ N A € um ideal primo nao nulo dé tal que(p’ N A)N.S = (). Como



Anéis de Fracbes 47

todo ideal primo nao nulo dé & maximal entap’ N A é ideal maximal del. Por

outro lado,

pPNACITNACANA=A = JNA=pNA ou JNA=ANA

= o(J) =) ou (J)=p4)
= J'=p ou J =4

onde

¢ + C—D

p—=pnA

é injetiva e crescente para a inclus@bg o conjunto dos ideais d&' e D € o
conjunto dos ideais d4.

Com isso,p’ & ideal maximal ded’. Portanto,4A’ = S~'A & um anel de
Dedekind.

Proposicio 2.4 SejamA um anel de Dedekingh, um ideal primo @o nulo deA
eS = A —p. Enfio, S~ A & um anel principal, e existe um elemento pripe

S~1A tal que oslnicos ideais &0 nulos deS—! A s30 0s(p"),,>0-

Demonstra@o: Inicialmente afirmamos qyeé o Unico ideal primo nao nulo de
A que nao intercepté (p N S = ). Com efeito, sejg um ideal primo nao nulo
de Atalqueqn S = 0. Logo,q C p C A (x). Mas, comoA é anel de Dedekind
entdoq & um ideal maximal del. E dai, temos dé«) quep = q oup = A. Note
que a Ultima igualdade nao pode ocorrer, pois ideal primo deA. Portanto,
p=aq.

Com isso, pela Proposicao 2} podemos dizer também que existe um tnico

ideal primo ndo nulo dé—' A, que & dado poB = pS—1A.
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ComoA é de Dedekind entagi—' A & de Dedekind. Logo, podemos decompor
qualquer ideal ndo nuld de S~ A como produto de ideais primos néo nulos de
S~tA, mas coma3 & o Gnico ideal primo ndo nulo d&'A. E dai,J = B"
para algum > 0. Com isso, 0s Unicos ideais nao nulos$ie A sao da forma

B™(n > 0). Note queB ¢ B2. Caso contrario,
Bc B = ng(B) >np(B*)=1>2 (ABSURDO).

Logo,B — B2 # (.
Tomemos entag; € B— B2. O ideal(p) esta contido en$ e ndo esta contido
em 32, Como(p) & um ideal nao nulo d&~'A entdo(p) = B™ para algum

m > 0.

(p) € B = nz((p) > ng(B) = m2>1
=1<m<2=m=1.

() ¢ B = ns(lp) < nsB’) = m<2

E dai,(p) = B. Alem disso,B & ideal primo de5~' A, entaop & elemento primo
deS~1A. ComoB = (p) entdaoB" = (p").
Portanto, os Unicos ideais ndo nulostie A sdo ogp") e alem dissoS—' A

€ principal.
[

Proposicdo 2.5 SejamA um anel de integridadeS uma parte multiplicativa
estivel deA (1 € S,0 ¢ S) em um ideal maximal del tal quem N S = 0.
Entao,

STtA/mSTTAX~ A/m.

Demonstra@o: Temos que,
p: A — S7A

a
a = =
1



Anéis de Fracbes 49

p:ST'TA — S7'A/mSTA
L — S 4+mSA
S S
sao homomorfismos. E dai,
B=1ogp: A — StA/mS 1A
a % +mS 1A
€ um homomorfismo.

Afirmacao 2.8 Ker3 = mS—1AnN A.

Com efeito,

reKerf & €A e 6(m)=%+m51A

0
o reAd e %erS‘lA:IerS‘lA
reEA e E—%EmSlA

K[

reA e “emStA

—_

<~
<~
& reA e remStA
=

remS AN A.

Comom & um ideal maximal del entdom & um ideal primo ded. E além disso,
mN S = (. Logo, pelo que foi visto na demonstragao da Propostciptemos
quemS~tANA=m.

Temos entao que,

B:A — S'A/mS'A

a %+m5’1A

€ um homomorfismo e Kér = m, logo, pelo Teorema dos Homomorfismos,

existe um Gnico homomorfismo injetive : A/m — S~ 'A/mS~'A tal que



Anéis de Fracbes 50

B = poh,onde

h:A — A/m

a — a+m
€& o0 homomorfismo candnico. Com isso,

o(a+m) = p(h(a)) = B(a) = % tmS~IA,Va € Al

Resta mostrar que & sobrejetiva. Seja% +mS1tA € STTA/mST1A. E dai,

se€ S.Mas,mN S = (. Logo,

sgm=s—-0¢dm=sZ0(modm)=s+m#0+m=

= db+meA/mtalque(s+m)(b+m)=(b+m)-(s+m)=1+m
A/m € CcOrpo

= db+me A/mtalquebs +m=1+m

= Jb € Atalquebs — 1 € m.

Entao,” — ab = 2(1 —bs) € mS~A. Ou seja,
S S

& = ab(modmS—4) = <+ mS™'A = ab+ mS~'A = p(ab + m).
S S N——"
€A/m
Portanto,

STTA/mSTIA X A/m.



Capitulo 3

Decomposi@o dos ideais primos em

uma extensio

3.1 Ideais Primos e Maximais

SejaA um anel comutativo com identidade multiplicativa

Definicdo 3.1 Um ideal P de A & dito ser um ideal primo quando ele satisfaz as

seguintes condags:
(@) P # A.
(b) Sea,b€ A,a-be Penooua € Poub € P.
Conseqiencia: P & um ideal primo del se, e so sed/P & um dominio.
Definicdo 3.2 Um ideal M de A & dito ser um ideal maximal quando:
(@ M #A
(b) Nao existe/ de A talqueM C J C A.

Conseqencia: M & um ideal maximal del se, e s6 sed/M & um corpo.

Logo, todo ideal maximal & um ideal primo.

51
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3.2 Decomposigo de um ideal primo em uma ex-

tensao

SejamA um anel de Dedekind de caracteristica zéfagseu corpo de fracoes,
L uma extensao de grau finitode K e B o fecho integral deA em L. Pelo
Teoremal.7, temos queB & um anel de Dedekind e uAarmodulo de tipo finito.

Sejap um ideal primo nao nulo dd. Entao,Bp € um ideal nao nulo d&, e

portanto, ideal fracionario nao nulo dg
Bp = {byp1 + ... + bypm:b; € Bep; € p}.

SendoB de Dedekind entao podemos decompprcomo produto de ideais pri-

mos nao nulos d&, isto &,
q
By =[] 57" (3.1)
=1

onde 03] s sao ideais primos dB, distintos dois a dois, e @%s sao inteiros> 1.

Proposiggo 3.1 Os Bis sao exatamente os ideais primd3 de B tais que
DNA=p.

Demonstrag@o: Afirmamos que para um ideal prinid de B, tem-se que,
DNA=p< DDpB.
(=)repB=>z=pibi+ ...+ pubm;b; € Bep,epCD=z€D
.DDpB

(<) Tem-se qué)N A C A éideal primo ded. Com efeito, sejam,y € A C B

tais query € D N A. Logo,

xy €D = reDouyeD = xeDNAouye DNA
D éideal primo deB z,y€A
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.. DN A éideal primo deA.

SendoD N A ideal primo deA entaoD N A # A. Por outro lado,

pCpB C D = pNACDNA=pCDNACA
(*) hipotese pCA

(%)

= DNA=pouDNA=A = DNA=p
~—
DNA#£A

x):Vpeptem-sep=p-1€pB
xx): p & ideal maximal del (pois, A & de Dedekind)

i): formulario dos anéis de Dedekind(Observacao 1.6)

(
(
(
(74): Afirmacao apresentada no inicio da demonstracao.

Seja P o conjunto dos ideais primos nao nulos Be Temos que, para todo

i=1,...,q,1 < e; = expoente dés; na decomposicao ge5. Logo,

ny;(pB) > n;(B;) paratodo/ € P (:j pB C B; (:>) B;NA=p.

Assim A/p se identifica a um subanel d& 15;. Com efeito,
Sejama : A — B e : B — B/B; homomorfismos de anéis dados por
a(a) = aep(b) = b+ B;. Logo,
p=pfoa : A— B/B;
ar— a-+ Bz
€& um homomorfismo de anéis cujo nlcleo Kex B, N A = p. E dai, pelo
Teorema dos homomorfismos de anéis, existe um Unico hornfismo injetivo
p:A/p — B/B; tal que,py = p o h onde
h : A= Alp

arra-+p.



Decomposicao dos ideais primos em uma extensao 54

Note que a identificacao se da do seguinte modo:
a+p — a+ BZ

Estes dois anéis sao corpos. Veja

p €ideal primo nao nulo dé S p € ideal maximal dd
A € anel de Dedekind
= A/p @& corpo
B; € ideal primo nao nulo de = B; € ideal maximal d8
B € anel de Dedekind
= B/B; & corpo

Temos entdo qué/B; € um anel de divisdo (pois, & corpo}ié¢p & um subanel
de B/B;. Logo, B/B; € um espaco vetorial sobre/p.
ComoB & umA-modulo de tipo finito, isto &3 = At; + ... + At,(t; € B),
entdaoB/B; & um espaco vetorial de dimensao finita sabfe. Com efeito,
r€B/B;, & rz=b+DB,beB
& x=(at; + ...+ anty,) + B;
= (a1t + B) + ... + (ant, + B;)
= (a1 +B;) (t1 + B;) + ...+ (an + B;) (t, + B;)
=(a+p) (L1 +B)+...4+(a,+p)(tn+ B) €
€(t1+B)A/p+ ...+ (tn+ Bi) A/p.
Logo,
B/B;=(ti+Bi)A/p+ ...+ (t. + Bi) A/p.
Ou seja,B/B; & gerado sobrel/p pelos elementos + 5;,...,t, + B;. E dai,

podemos extrair do conjunto de geradofes+ B, . .., t, + B;}, uma base para

B/B,;, consequentemeni8/B; : A/p] é finito.
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Designaremos pof; esta dimensao e a chamaremos de o grau residual de
sobreA.
fi =[B/Bi: A/p].
O expoente;; em (3.1) se chama o indice de ramificagadsgeobreA. No-

temos, finalmente quBp N A = p.

pCA
° =pC BpnNA.

p C Bp

e rceBpNA=zxc BpexecA

xEBp:ﬁBfié

=1

= x:a%aé-...-a}-...-aé—i—a%a%-...-a?-...-a2+...+
+ay*ay ..o a - -a)  com al € B Yj=1,...,m
= .CL'EB?CBZ
B éideal des

E dai,x € B;ex € A. Logo,z € p = B, N A.
S.BpNACH.

Note queB/Bp € um A/p-mbdulo eA/p & corpo, logoB/Bp € um espago
vetorial sobred/p. Afirmacao: B/Bp & um espaco vetorial de dimensao finita

sobreA/p. Com efeito, considere os homomorfismos de anéis abaixo:
A S B % B/Bp
a — a +— a+ B/Bp

Entao,

p=0Foa : A— B/Bp

a— a+ Bp
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€ um homomorfismo de anéis. E além disso, o nuclewkerBp N A = p.
Logo, pelo Teorema dos homomorfismos de anéis existe uro lnmomorfismo

injetivop : A/p — B/Bp tal quey = % o h onde

h : A= Alp

ar—a-+p.
Com isso podemos identifical/p a um subanel d&/ Bp.
a+p<a+ Bp=p(a+p).
SendoB um A-modulo de tipo finito enta® = Aty + ...+ At,(t; € B).

Afirmacdo 3.1 B/Bp = (t; + Bp) A/p+ ...+ (t, + Bp) A/p.

r€B/Bp & xz=b+Bp,beB
< = (amt;+ ...+ ayt,) + Bp
= (a1t; + Bp) + ... + (a,t, + Bp)
= (a1 + Bp) (t1 + Bp) + ... + (a, + Byp) (t, + Bp)
=(a;+p)(t1+Bp)+...+ (an+p) (t, + Bp) €
€ (ty+Bp)A/p+...+ (t. + Bp) A/p.

Ou seja,B/Bp € gerado sobrd /p pelos elementos + By, ..., t, + Bp. Como
B/Bp & umA/p-espaco vetorial, entdo podemos extrair do conjunto chdgees
{t1 + Bp, ..., t, + Bp}, uma base par8/Byp, consequentement8/Bp : A/p]

é finito.

Teorema 3.1 Com as mesmas nof@es, tem-se que,

Y eifi=[B/Bp:Afp] =n=[L:K]. (3.2)

=1
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Demonstra@o: A primeira igualdade é facil. Consideremos a sucessadedas
de B,

B D BiOBD>..OB!DB'B,DB'B; D ... D BB D
S BUB2By O BUBRBE S ... D BUBLBY
S D BUBS ... B = By.

Dois termos consecutivos sao da foriia B53;. Por outro lado, como nao
existem ideais compreendidos estritamente eBtre B5; entdoB/B5; &€ um
espaco vetorial de dimensacsobre3/B;. Logo, B/5; € um espago vetorial
de dimensag; sobreA/p.

Note também que, na sucessao acima existemuocientes de termos
consecutivos da formB/BB;, comi dado. E dai, a dimensd®/Bp : A/p| &
igual a soma das dimensoes destes quocientes, isto €,

q

Soeifi =3 (ei- [B/Bi: Afp).

=1
A segunda igualdade & simples no caso em guweum A-modulo livre, em
particular quando! é principal. Com efeito, uma bage,, .. ., z,,) do A-mbddulo
B da por reducdo modp, uma base d&/Bp sobreA/p. Veja:

Seja(zy,. .., x,) base de&B sobreA. Obviamente, que
(x1+ Bp)A/p+ ...+ (x, + Bp)A/p C B/Bp

jaqueB/Bp € umA/p-espaco vetorial.
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E além disso,

r€B/Bp = z=b+Bp,beB
= = (qx1+...+ax,) + Bp,a;, €A e z,€B
= x=(mz+ Bp)+...+ (a,z, + Bp)
= (a1 + Bp))(x1 + Bp) + ... + (a, + Bp))(x, + Bp)

< (@ +p)(e+ Bp)+ ...+ (an +p))(zn + Bp)

a;+pra;+DBp
= zx€(x+Bp)A/p+...+ (x, + Bp)A/p.

Portanto,

B/Bp = (x1+ Bp)A/p+ ...+ (z, + Bp)A/p.
Por outro lado{z, + Bp,...,z, + Bp} &€ linearmente independente sob¥ép.
Veja,

(ay+9p) - (x1+Bp)+...+ (an+p) (v, + Bp) =0+ Bp =

= (a1 +Bp) - (x1+Bp) +...+ (an + Bp) - (v, + Bp) =0+ Bp =

= (@x1+ ...+ ayx,) + Bp=0+ Bp =
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=>&1x1+...+@nxn€Bp

S
:>a1x1+...+anxn:Zbipi,bi € Bep;ep
i=1

S

= aTy + ... anr, = E (a1 + ... 4 @inxn)pis
B=Az1+..4Azxn i=1

a; €A(t=1,...,8,5=1,...,n)

s

= a4+ ...+ apT, = Z(aﬂpi T+ D Ty,
1=1 cp cp

a; €A(t=1,...,8,5=1,...,n)

s

N = a1x1+...+anxn:Z(ri1$1+...+rinxn),
p € ideal dey =1
Tl-jEp(izl,...,s;jzl,...,n)
€p
= a1x1+...—i—an$n:(7‘11+r21+...+7‘51)x1+
€p €p

7 N e N\

+(T12—|—T22+...+7‘52)I2+...—|—(T1n—|—rgn—|—...+7‘sn)l’n

= a1y + ...+ ATy = C1T1 + ... F CpTy, Cj € P
= (a1 —c)z+...+ (ap —cn) =0
—— ——
€A €A
= ap—c1=0,...,a,—¢c, =0
~—~
{z1,..zn} LI SObDre A
= ay=c1EP,...,a, =CL €EP
= ag—0€p,...,a,—0€p
= a+p=0+p,...;a, +p=0+0p.

Comissofx; + Bp,...,x, + Bp} € umabase d8/Bp sobreA/p. Logo,
[B/Bp : A/p] = n.

Vamos nos reduzir a este caso considerando a parte mutipimente estavel
S = A—pdeAeosanéis de fracoe = S~'A e B’ = S~'B. Pela Proposicao

z

2.4 temos qued’ € um anel principal, cujo Gnico ideal maximapd’. E pela
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Proposicao 2.2B’ = S~!'B & o fecho integral del’ = S~'AemL = S~'L.
Como A’ & principal entao,B’ = S~!B & um A-mbdulo livre de dimensao

n = [S™'L: S7'K]. E dai, pelo que vimos acima,
[B'/B'pA": A'/pA'l =n, istoe, [B'/pB :A/pA]=n.
Consideremos entao a decomposu;ao do ipBaho anel de Dedekind (pois,
B & de Dedekind)3’. DepB = HBEZ se deduz queB’ = H (B'B;)". Como

=1
B; N A =p (Proposicao 3.1) entélﬁi NS = (), ondeS = A — p. Caso contrario,

existiriaz tal que,
reBNS=xecB, e reS=A—p=
—zeBNA=p e z¢p (CONTRADICAO).

Logo, pela Proposicao 2.13'B; &€ um ideal primo nao nulo d&’ tal que

Portanto, a primeira parte da demonstragao nos da,

[B'/B'p: A'[pA'1 = ¢;[B'/B'B;: A'/pA]

=1

onde[B'/B'B; : A'/pA’] = f; € o grau residual d8'B; sobreA’.
ComopnNS=0(pcAeS=A-p)eB;NS = (entao pela Proposicao 2.5,

S1A/pSTA~ AJp e S 'B/B.S'B=B/B,

isto &,
A/pA'= A/p e B'/B;B' = B/B,.

Logo,
[B/Bi: Afp] = [B'/B;B": A'/pAT].

E dai,

q

n=[B/Bp: AJAp] = (e;-[B/Bi: Afp]) = [B/Bp: A/Ap].

=1
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Lema 3.2 Se um ideal prime de um aneld coném um produtaa; - .. .- a, de

ideais endio p conm um deles.

Demonstra@o: Suponha quey; ¢ p para todai. Logo, existes; € a; tal que
a; ¢ p. Comop & primo entdoa; - ... - a, ¢ p. Por outro lado,
Q... Gy €01y - ... a, C p (CONTRADICAO).

Lema 3.3 SejamA um anel §a;);<;<, uma fanilia finita de ideais ded tais que

a;+a; = Aparai # j. Enfio, existe um isomorfismo damico ded/a;a;-.. .- a,

T

sobreH Ala;.
=1
Demonstrag@o: Ver [10], paginal 8.

q
Proposicao 3.2 Com as mesmas nofés, o aneB/Bp & isomorfo aH B/B;".

=1
Demonstrag@o: Temos ques; € ideal maximal B; & ideal primo deB e B & de
Dedekind) deB que conténi3;* (B;' C B;).

Afirmacgao 3.2 B; & olnico ideal maximal com tal propriedade.
Com efeito, seja/ um ideal maximal (logo, & primo) dB que conténi3;". Logo,

BcJCB L:> B,CcJCB
ema 3.2

, \:ﬁ./ J=DB; ou J= B(essaigualdade
B; € maximal

(ndo pode ocorrer, pois J & ideal primo de B

= J:Bz,
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0 que mostra a unicidade d&. Da afirmac@o segue-se que/ + B, = B,
Vi # j. Com efeito, suponha parg/ j queB;’ + 5’ # B entaos;' + B;’ C M,

para algum ideal maximal/ de B. E dai,

BicBi+B’cMcB = M=5 .
| | = B; = B;(CONTRADIGAO).
B CcB'+B’CcMCB = M=D5,

q
Entao pelo Lema 3.3 existe um isomorfismorglg3;* - . . . - By* sobreH B/B;,

i=1

q
ou seja,B/Bp & isomorfo aH B/B;.

i=1

3.3 Exemplo dos Corpos Cicladmicos

Sejamp um numero primoy € N e z € C uma raiz primitivap”-ésima da
unidade. As raizeg -ésimas da unidade e@ sdo entda’(j = 1,...,p"). Eas
raizes primitivag”-ésimas da unidade saodgais quej ndo seja multiplo de.

Portanto, existe um nUmero de
gD(pr) _ pr _prfl — prfl(p _ 1)

raizes primitivag”-ésimas da unidade, ongee a funcao de Euler.
Estas raizes primitivag -ésimas da unidade sao as raizes do polindmio ci-

clotdmico,

Xp"‘ - 1 T— T— T
F(X) = < = X7 oD x4 x4 1 (3.3)

Note quew? ' +# 1 para qualquew raiz primitivap”-ésima da unidade.
O nosso objetivo agora & mostrar q@z| : Q] = p"!(p — 1), isto &, que
F(X) & irredutivel sobré).
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Ponhamosg = p"~!(p — 1) e sejamzy, .. ., 2, as raizes primitivag”-ésimas

da unidade. Temos que,
FIX4+1) =X+ 0D (X 41 02 ¢ (X1 41
Logo, o termo constante dé(X + 1) &,
FO+1) =0+ D p0+1)" ¢4 1 (0+1)" +1=p.

Afirmacgao 3.3

Com efeito,

Neste caso, temos que o anel dos inteiro®H&é B = Z[z]. E claro quez; € B
(pois,z; € Q[z] e z; é raiz deF' (X)) € Z[X]).

Note também que, os ideai$(z, — 1) sdo todos iguais, isto &,
B(z, — 1) = B(z; — 1),k # j. Com efeito, par& # j temos quez;, z; Sao0

geradores do grupo cicli@@ das raizeg"-ésimas da unidade.
G = (z) (3.4)

G = (z) (3.5)

Mas, z; & uma raizp”-ésima da unidade, logo, de (3.5) temos gue= z/. Por

outro lado,z;, & uma raiz"-ésima da unidade, logo, de (3.4) temos gile- z;.
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—r€B(z—1) = x=0bz—-1),beB

=y )5 1) € Bz - 1)
€B 7

—xe€B(z;—1) = x=0b—1),beB
= z=bzl-1)=b-(z—1)- (I +. . 2z +1)=

= b (T at Dz —1) € Bz — 1)
€B 6‘1’3

E dai,Bp = B(z; — 1)¢. Com efeito,

€

m::B@@:B(H@_n):Bwrﬁy@—n-ux%—m

J=1

= B(zm1—1)-B(zpg—1)-...B(z. — 1) -

Os B(z-1) sao todosiguais

= B((z1—1)-(;1—1)-...- (21— 1)) = Bz — 1)°.

Como B é de Dedekind, entao

Bp = ﬁ B
i=1

onde og5}s s@o ideais primos dB. Temos queBp = B(z;—1)¢ = (B(z; — 1))".
Logo a decomposicao dé(z; — 1) em produtos de ideais primos, deve necessa-

riamente, apresentar o0s mesmos ideais primos que aparecgecomposicao de
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Bp, caso contrario, perderiamos a unicidade da deconfamdigBp em produto

de ideais primos. Entao
B(x 1) =[] 5"
E dai,
¢ q
Bp = (B(z — 1)) (HB ) anieie.
=1
Usando agora a unicidade da decomposicaggem produto de ideais primos,

concluimos que,
e; =¢ee,Vi = ele,Vi = ¢ €emlltiplode e,Vi.

Pelo Teorema 3.1,

>_eifi=[B/BpZL:2/pZ] = Q] : Q] <

i=1 (3.3)

e.

Com isso,

e>efi+...+efy = mefi+...+refy=(1fi+.. . +rofy)e>

ele;,Vi

Z1-e:e:>e:elf1+...+6qfq=[@[2’]3@]:>

= [Q]: Q=e=p""(p—1).
Da igualdade¢ = e, f; + ... + ¢, f, € do fato de|e;, Vi concluimos que,
e=efi=ze=riefi=nrfi=l=>rn=1 e fi=1=e¢e=¢ € f =1
Logo,
=B'=(B(z1 — 1)) =(B(z1 — 1))" = B, = B(z — 1)

= B(z; — 1) €éum ideal primo de B de grau residuaf,; = 1.

Resumindo, temos o seguinte:



Decomposicao dos ideais primos em uma extensao 66

@ [Qz]: Q] =e=p"'(p—1).
(b) B(z; — 1) € um ideal primo d€3, de grau residuadl.

(c) Bp = B(z — 1)~

3.4 Discriminagao e Ramifica@o

q
Com as mesmas notacdes (ou séja, = HB?‘), dizemos que um ideal

primo p de A se ramifica emB (ou emL) se ulr:n1 dos indices de ramificacéo
€ maior ou igual 2. Diremos também qué & nao ramificada se nenhum ideal
primop de A se ramifica enB (ou emL).

Fazendo uso da teoria dos discriminantes, iremos agorendee os ideais
primos deA que se ramificam en®, e ver que existe somente um namero finito

de tais ideais. Alguns lemas sobre discriminantes sdgis. U

Defini¢cdo 3.3 SejamB um anel e4d um subanel d& tal que B seja umA-modulo
livre de dimenao finita. Se chama discriminante esobreA, e se escrevBg 4,

ao ideal principal deA gerado pelo discriminante de qualquer baseHisobre
A.

Lema 3.4 SejamA um anel.By, .. ., B, anéis que cordmA e que §0.A-modulos
q
livres de dimen&o finita eB = H B; seu anel produto. E&b,
=1
q
Dpa = H,DBl-/A-
=1
Demonstra@o: Basta demonstrar para= 2, pois o resultado ficara provado

usando recorréncia e também o seguinte fato:

B =By x By = DB/A = DBl/A . DBQ/A'



Decomposicao dos ideais primos em uma extensao 67

Sejam entadzy,...,x,) € (vi,...,y,) bases deB, sobreA e de B, sobreA,
respectivamente. Com a identificacao classicBde B, comB; x (0) e (0) x B,
tem-se quéxy, ..., T, Y1, - -, Y,) € umabase dB = By x B, sobreA. Usando

a definicao da estrutura de anel produto, podemos tamb@aiuir quex;y; = 0.

Veja,
xiEBlNBl><(O) = xi:(ali,...,ami,O,...,O)
=
ijBQN(O)XBQ = yj:(O,...,O,blj,...,bnj)
E dai, T(x;y;) = 0. Assim, o determinant®(x, ..., Zy, y1, ..., Yn) SE €SCreve

do seguinte modo:

TI'(I'Z‘IZ‘/) O
O Tr(y;y,)

= det (Tr(z;xy)) - det (Tr(y;y,7)) -

Portanto,

D(xy, .. Ty Y1, Yn) = D(xy, ooy xm) - D(ya, -2y Yn)-

Lema 3.5 SejamB um anel,A um subanel dé& e a um ideal deA. Assuma que
B & um A-mddulo livre com baséz,...,z,). Paraxz € B escrevar para a
classe residual de emB/aB. Enfo, (71, ...,7,) € uma base d&/aB sobre
A/a e alem disso,

D(T1,...,Tn) = D(1,. .., 7).

Demonstrag@o: Ver [10], paginar3.
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Defini¢cdo 3.4 Dado um aneld4, umaA-algebraé um anelB dotado de um ho-
momorfismap : A — B. SeA & um corpoyp & injetivo, e identificamos e A

com sua imagem(A) (queé um subanel d&).
Sejamy : A — B homomorfismo el corpo. Entao,

Kerp @umidealde A =  Kerp={0} ou Kerp=A
A €& corpo
= Kerp = {0}, pois ¢(es) =ep

onde e4 e ep saoasidentidades multiplicativasdel e B

= ¢ éinjetiva
Lema 3.6 Em um anel noetheriano reduzidp o ideal (0) & interseéo finita de
ideais primos.

Demonstrag@o: Ver [10], paginass.

Proposicdo 3.3 SejamB um doninio de integridade el um subanel dés tal que

B seja inteiro sobred. En&o, B & corpo se, e somente ség corpo.
Demonstrago: Ver [10], paginao.

Lema 3.7 SejamK um corpo finito ou de caractestica zero, €. umaK-algebra
de dimena&o finita sobreK. Para queL seja reduzida (ist&, 0 (zero)é o Unico

elemento nilpotente di), &€ necesario e suficiente qu®y,/x # (0).

Observago 3.1 (i) D,k € ideal principal dek gerado pelo discriminante

de qualquer base dé sobrekK.

(i) Sendo L uma K-algebra, existe edb um homomorfismo injetivo

¢ : K — L. E dd, podemos identificak’ a um subanel dé& (k < ¢(k)).
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Demonstragio (Lema 3.7): (<) Suponha qué. n&o é reduzida &, # (0).

Seja entaar € L um elemento nilpotente ndo nulo (existe tal elemento,, fois
(zero) nao € o Unico elemento nilpotente/de Sejaxr; = x. Como o elemento
r1 = x # 0 entdao podemos construir uma baseldsobre K a partir desse

elemento. Sejar,, ..., z,) tal base. Logoz, z; € nilpotente.

oy 0 L= L

m
Afirmacao 3.4 € um endomorfismo nilpotente.

Yy = 175y

Com efeito,
Mg,z (y1 +y2) = 2125 (1 + y2) = ;190 + 125y = Mg,z (y1) + Mgz, (y2).
Sejay € L nilpotente, logoy™ = 0 para algumn. Entao,
(Mara, (y))" = (1259)™ = (z125)™ - y™ = 0 = may,, (y) € nilpotente
E dai, todos os valores proprios @de, .., sao nulos. E com isso,
Tr(z12;) = Tr(mg,.,;) = 0.

Logo, a matriz déTr(z,x;)) tem uma fila nula. Veja,

0 0 . 0
Tr(xexy) Tr(xexs) ... Tr(xem,)
Tr(x,z) Tr(r,xs) ... Tr(x,z,)

Com isso,
det(Tr(z;2;)) = 0= D(x1,...,2,) = 0= Dy = (0) (CONTRADIGAO).

(=) Suponha agora quk é reduzida. Temos que & um K-modulo de tipo

finito, logo todo subK-médulo deL € de tipo finito. Como todo sub-mbédulo
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de L & um sub&-modulo del, entao concluimos que, todo sililbmodulo del
é de tipo finito. Portantol, € um anel noetheriano. E além disgoé reduzido.
Logo, pelo Lema 3.6, o idedD) de L & intersec¢ao finita de ideais primos He

isto €,

ondeB; é ideal primo dd, Vi.
Afirmacao 3.5 L/B; € umaéalgebra de integridade de dimdisfinita sobrek'.

Com efeito,L/B; & de integridade (poi; é ideal del)) e & umak-algebra (pois,

€ um homomorfismo). Considere agdra, ..., z,) base

de L sobreK. Entao,L/B; € umak-combinacao linear de, + B;, . . ., =, + B;.
Vejamos:

, . 9K — L/B , ,
ComoK & corpo entao €& um homomorfismo injetivo, e dai,
podemos identificak” a um subanel dé/5;.

ke K< ok)=k+B; (3.6)

[L'EL/BZ = .CL':Z+BZ,ZEL
= w:(k1x1++kna:n)+l31,k]€[(
= z= (ko +8B)+...+ (kyx,+Bi)kj € K
= $:k1($1+61)++kn($n+Bl),k]€K

—
w
)

)
Temos qud./B; € um anel de divisao & &€ um subanel dé/B; que & corpo,

logo, L/BB; € um espago vetorial sob#i€. Como{x; + B;,...,z, + B;} € um
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conjunto de geradores de/B3; sobreks, entdao podemos extrair dele uma base
de L/B; sobreK. Portanto,L/B; &€ umal -algebra de integridade de dimens&o

finita.
Afirmacao 3.6 L/B; & inteiro sobrek.

Com efeito,[L/B; : K] < oo entdo o anel./5; & algébrico sobré’. ComoK
é corpo entad./B; & inteiro sobreX. E dai, pela Proposicao 3.B/B; & corpo.

Logo, B; € ideal maximal dé€..
Afirmacao 3.7 B; + B; = L parai # j.
Com efeito,

Bi C Bz—i—BJ CcL = = BZ+B] = Bz ou Bz—i—BJ = L.
B; €ideal maximal de r

A'igualdadeB; + B; = B; nao pode ocorrer paia# j. Vejamos,

BjCBi—FBj:BiCL = BZ:BJ ou B,=L=
B; €ideal maximal de L

— B, =B; (CONTRADIGAO).
w:L — L/By-...-B, _ . .
Temos que, eum |somorf|smo, pois
{ =+ Bl Lt Bq

Kerp=8By-...-B,CBiNByN...NB, = (0) = Kery = (0).

Além disso, 0 Lem&.3 nos garante queL/Bl ..- B, & isomorfo ao produto

H L/B;. Logo, L & isomorfo ao produtﬂ L/B,.

=1
E dai, pelo Lema 3.4 concluimos que,

q
Dk = | [ Diwssox-

i=1
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Observe quel./B; € umK-modulo livre de dimensao finita, pols/3; € uma
K-algebra de dimensao finita.

Por outro lado, comé € finito ou de caracteristica zero, entao pela Proposic”
1.2,

D8,k 7 (0).
Portanto,
Dk # (0).
[

Definicado 3.5 Sejamk e L dois corpos nur@ricos comk C L, A e B 0s areis
dos inteiros de¥ e L. Se chama ideal discriminante desobreA (ou deL sobre

K), e se escrev®p,4 ou Dy k ao ideal deA gerado pelos discriminantes das

bases dd. sobreK que eslo contidas enB.

Nota 3.1 Se (z1,...,z,) & uma base de. sobre K contida emB enfo

TI'L/K(IZ‘IJ') € A.
Com efeito,

z;,x; € B=2,x; € B= z;x; €um elemento de L que & inteiro sobre A.

A eéoaneldosinteirosdeX = A & de Dedekind=

= A éintegralmente fechado.

Logo, pelo Corolario 1.4k (z;x;) € A.
E dai,
D(xy,...,x,) = det (Tr(z;z;)) € A.

Assim,
DB/A = D(:L’l, ... ,$n)A CcCA
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€ um ideal inteiro ded. E além disso, pela Proposi¢ao 112z, ..., x,) # 0.

Portanto,
DB/A 7é (0)

Nota 3.2 QuandoB & um A-mbdulo livre (por exemplo, sel & principal) ja
definimos o ideal discriminant®z,4 como o ideal gerado poP(ey,...,e,)
onde(ey, ..., e,) & uma base d& sobre A (Definigdo 3.3). Esta defindp coin-
cide com a que acabamos de apresentar, pois para toda (hasee L sobre K

contida emB, tem-se que,
T; = Zaijej com ay;; € A.
j

E dd, pela Proposi&o 1.1 temos que,

D(xy,...,2,) = det(a;;)*- Dley,...,e,) € A.
—_——— ——— ——
€A €A
Teorema 3.8 Com as nota@es da definigo, para que um ideal primp de A se
ramifique emB, & necesario e suficiente que contenha o ideal discriminante
Dp/a. E alem disso, existe somente utmrero finito de ideais primos dé que

se ramificam enB.

Demonstra@o: A segunda afirmacao segue-se da primeira. Senao vejah@s,

de Dedekind €5,4 € um ideal nao nulo dd. Logo,
Dp/a =p'ps’ .. p

onde og; sao ideais primos nao nulos dedistintos dois a dois e ds< ¢; € Z.

Considere agora um ideal primo deA que se ramifica enB. Usando a
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primeira afirmacao do Teorema 3.8, temos que,

PP . pe Cp = p; C p,paraalgum |

» € ideal
primo

= p; Cp C A paraalgumj

» & ideal
primo

\:f/ p = p;, para algum j

»; € ideal
maximal
= p €eumideal primo de A que aparece na

decomposicao deDg/ 4.

Como ha somente um namero finito de ideais primosiagpie aparecem na
decomposicao dBp/4(p1,po, - - -, ps), €NtAO eXiste somente um numero finito de
ideais primos del que se ramificam ens.

Vamos entao agora demonstrar a primeira afirmacao.

Sejap um ideal primo ded. ComoB & de Dedekind, entao,

q
Bp = H B
=1

onde 0sBjs sao ideais primos nao nulos de distintos dois a dois e 0s

1 <¢s € Z. Pela Proposi¢ao 3.2 temos que

B/Bp ~ f[B/B?.

=1

Afirmacao 3.8 p se ramifica enB < B/Bjp € rnfo reduzido.

Suponha que se ramifica emB entao existes; > 2 para algumj. Seja

¢; € B; nao nulo. Logo,

q
r=(0+B70+B2, ... .c;+B7 0+ B ,...,0+87) € || B/B ~ B/Bp.

i=1



Decomposicao dos ideais primos em uma extensao 75

E dai,

a9 = (09 + By, 0% + B2, ... ¢ + B, 09 + B, .09 + Byt

= (0+B,0+B32,...,0+B7,0+B,...,04+B),

ou seja,x & um elemento nilpotente nao nulo & Bp. Portanto,B/Bp & nao
reduzido. .

Mostraremos agora que quando o aBghB ~ HB/B? € nao reduzido
entaop se ramifica enB. -

Suponha que nao se ramifique em®. Entdo, os indices de ramificacg®sao

todos iguais d. E dali,

q
B/pB ~ [] B/B:
i=1

q

Considere agorab; + Bi,...,b, + B,) € B/pB ~ HB/BZ» um nilpotente
=1

qgualquer. Logo, existe um inteiro positive tal que,

(b1 +By,...,00+B,)" =0+By,...,0+ 85, =

bT+81:0+81 bTEBl
= : = 9 : » |:> |
m m ; € 1deal primo des
b+ B, =0+ B, | breB, © P
bleBl b1+81:0+81
= =
b, € B, | b, +B,=0+5,

Com isso, nao existe elemento nilpotente nao nuldBd&p. Portanto, o anel
B/Bp & reduzido.

Por outro lado, o Lema 3.7 nos garante que,

B/Bp & nao reduzides Dz, pp)/a) = (0),
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jaqueA/p &um corpo finito €3/ Bp € umaA/p-algebra de dimensao finita sobre
Alp.

A = B — B/Bp A % B/Bp _
, homomorfismos
a — a +— a+ Bp a +— a+ Bp

Kerp = BpnN A =p,

e : A/p — B/Bp homomorfismo injetivo tal que; = @ o h onde

h: A — Alp | ] .
€& o0 homomorfismo candnico.
a = a+p

atprplat+p)=a+ Bp

Ponhamoss = A —p, A’ = S7'A B’ = S 'Beyp = pA'. Entdo,A’ &€ um anel
principal (Proposicao 2.45’ € umA-moédulo livre, e além disso, pela Proposi¢ao
2.5 tem-se que,
Alp~A'/y' e B/pB~DB'/p'B.

Seja(ey, ..., e,) uma base d&’ sobreA’. Pelo Lema 3.5¢7,...,¢€,) & base
de B'/p'B’ sobreA'/p’ e D(e1,...,&,) = Dey,...,e,) € A'/p', ondeg; € a
classe de; em B’ /p'B'.

ComoA/p ~ A’'/p’ e B/pB ~ B'/p’'B’ entdo(ey,...,¢,) & base d&B/pB
sobreA/p. Logo,

Ds/pp)/(af) = D(Er, .. en) A/p.

E dai temos a seguinte equivaléncia,

/

Ds/py)/a = (0) & Dler, ... e,) €9
Com efeito,
D(ey,...,en) €p' & Dley,...,en) —0€p & Dley,...,e,) =0&

& D(E,...,e) =0 D(er,...,e)A/p =0 Dn/spyjan =

(]
I

(0).
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Temos entao que,

p seramificaem B < D ppy/am = (0) < Diey,...,e,) €,
onde(ey, ..., e,) & base dé3’ sobreA’.
Logo, seD(ey,...,e,) € p' €(z1,...,x,) € uma base dé sobreK contida
em B entao,

vy =Y aje; com aj; €A (pois,BC B).

Em decorréncia disso,

D(zy,...,x,) :det(a;j)2~D(el,...,en) = D(xy,...,x,) €.
eAr ey’ p  €idealde a

Comop’ N A = p entdo podemos deduzir que(zy,...,z,) € p, ja que
D(zy,...,z,) € ApelaNota 3.1.
E dai,

Dpja = D(w1,...,2,) ACp=Dga Cp.

€p

Ou seja, quande se ramifica emB vale a seguinte inclusap O Dg/ 4.

Reciprocamente, sg O Dp/4 entaoD(es,...,e,) € p’' (isto &,p se ramifica
em B). Com efeito, come; € B’ = S~!B entao podemos escrevey,= Y com
S

y; € Bes e Sparal <1 < n. Consequentemente,
D(ey,...,e,) = s D(y1,...,yn) € A’DB/A CAp=yp =

= D(ey,...,e,) €p' = p seramificaem B.
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3.5

ldeais primos que se ramificam em um corpo

quadratico

Tomemosk = Q e L = Q[v/d] onded & um inteiro sem fatores quadrados.

(a) Sed = 2 ou3(mod 4) entao(1, v/d) & uma base do ané dos inteiros de

(b)

L = Q[v/d]. ComoTr(1) = 2, Tr(v/d) = 0 e Tr(d) = 2d entao,

DAV = det Tr(1-1)  Tr(1-+/4d)
| Te(Vd- 1) Te(Vd-Vd)

e | W Tr(\/a)} — det { 20 } — 4d,
| Te(Vd)  Tr(d) 0 2d

O ideal discriminanté®,, & um ideal deZ gerado porD(1, \/3), isto &,
Dpjz = 4dZ.

Um ideal primopZ de Z se ramifica enB3 se, e sb seldZ C pZ se, e sO

se,p divide 4d. Comop & primo enta@ = 2 oup € um divisor primo del.

Portanto, os ideais primos @eque se ramificam er® (ou emL = Q[/d))

S2027Z e pZ ondep € um divisor primo del.

1+ \/E> ,
2

Sed = 1(mod 4) entéo(l, € uma base do anel dos inteiros de

L =Q[Vd].
o on () (59
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entao,
Tr(1) Tr 1+2\/E>
1
D1, +vd = det 2
2 1++d 1++/d
Tr Tr
2 2
K
= det| 4,1 |=d+1-1=d
1 -
L 2

Assim, Dp/; = dZ. Logo, um ideal primgpZ se ramifica emB se, e

somente selZ C pZ se, e somente sgdivide d.

Portanto, os ideais primos @eque se ramificam er® (ou emL = Q[v/d))
sao da formaZ ondep & um divisor primo del.
Vimos na Se¢ad.3 que o polindmio ciclotdmico,

F(X)=XV""e-0p xr'e-2) o 4 x4

(ondep € um nimero primo e € N) & irredutivel sobr&). Parar = 1 € N temos

0 seguinte resultado:

Teorema 3.9 Para todo riumero primap, o polindmio ciclobmico
Xl XP2 4+ X 41

é irredufvel emQ[.X].

Teorema 3.10 Sejamp um rimero primo e uma raiz primitivap-ésima da uni-
dade (emC). Entio, o anelA dos inteiros do corpo cicléimicoQ|z] € Z[z], e

(1,2,...,2P?) € uma base d@- modulo A.

Demonstrag@o: Ver [10], paginat3.
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3.6 Ideais primos que se ramificam em um corpo
ciclotdomico

Sejamp um numero primoz € C uma raiz primitivap-ésima da unidade e
L = Q|z] o corpo ciclotdmico correspondente. Sabemos pelo TeoBet@aacima
que o anelB dos inteiros dd. admite(1, z, . .., 27~%) como base sobr#, e pelo
Teorema 3.9 temos que o polindmio mininkdlLX ) de = sobreQ satisfaz a equacgao
(X -1)F(X)=X?—-1,jaque

XP—1

FX)=XP14+XP24+ .  +X+1= T

Vamos calcular o ideal discriminari®;.;; utilizando a formula,

(p—1)(p—2)
2

D(1,z,...,2""%) = N(F'(2)) - (=1)
Derivando a equacdoY — 1)F(X) = X? — 1 obtemos,
FX)+ (X -1)F(X)=p-XP1

E dai,F(z) +(z — 1)F'(z) = p- 2’~!, implicando entao que,
=0

(z — 1) F'(2) = pP L. (3.7)

Por outro ladoN(p) = p?~! e N(z) = +1. Além disso, decorre do Teorema 3.9
que,N(z — 1) = +p.
E de (3.7), temos que,

N(z = 1) N(F/(2)) = Np)(N () =

= (£p) - N(F'(2)) = p" - (1)

(p—1)(p—2)

= N(F'(2) =4p" 2= D(1,2,...,277) = (&p" ) - (=1)" 2 =4p' 2
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Com isso,
Dypyyz = D(1, 2, .. ., PTL = +pP 27 = pP .

Entdo, um ideal prim@Z deZ se ramifica enZ[z] (ou emQ|z]) se, e somente
se,p’~?Z C qZ se, e somente se|p’~? se, e somente sejp. Comop e g Sao
primos entag = q.

PortantopZ € o Unico ideal primo d& que se ramifica erfi|z] (ou emQ|z]).

Proposicdo 3.4 SejamL um corpo nurérico de grau: sobreQ e (z1, . .., x,) in-
teiros deL que formam uma base desobreQ. Se o discriminant®(z, ..., z,)
ndo tem fatores quadrados &at(z1, ..., z,) € uma base sobi® do anel B dos

inteiros deL.

Demonstra@@o: Temos queB & umZ-modulo livre de dimensag. : Q| = n.
Seja entadey, . .., e,) uma base dé& sobreZ. Como osz;s sao inteiros de.
entador; € B, Vi. Logo,

n
XT; = Zaijej com a;; € 7.
j=1

E dai,

D(l’l, c. ,l‘n) = det(aij)Q . D(el, ey €n)

D(xy,...,2,) = [det(a)]” - Dles, ..., en).
ComoD(xy,...,z,) nao tem fatores quadrados entia(a;;) = £1. Ou seja,

det(a;;) # 0. E dai, osts sa&o linearmente independentes sdbre

Portanto(xy, ..., z,) € uma base d8 sobreZ.
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3.7 Decomposigo de um mimero primo em um corpo
quadratico

Nos dois Gltimos capitulos deste texto precisaremos exarhos tipos de
decomposicdes de ideais primos em um corpo quadratioayue segue, iremos
usar a igualdade fundamental

q
Z eifi =[L: K]
=1
para classificar tais decomposigoes.
Sejamd € Z um inteiro sem fatores quadrados, o corpo quadratico
L = Q[V/4d], B o anel dos inteiros d& e p um nimero primo. Considere agora a

decomposicao do ideal estendiBp em produto de ideais primos d isto &,

Bp = ﬁBfi.
i=1

q
A férmulaz e;f; = 2 nos diz que; < 2 e que somente podem ocorrer 0s

trés casos abéi:xlo:
@) g=2,e1 =ey=1, f; = fo = 1, se diz entao que se decompde ern.
(b) g =1,e; =1, f1 = 2; se diz entdo que & inerte en..
(c) ¢ =1,e =2, f; = 1; isto significa que se ramifica end..

Enunciaremos agora um resultado que estabelece coadiglieientes para

cada uma dessas classificacoes.

Proposicio 3.5 Sejal, = Q[v/d] um corpo quadatico, onded € Z n3o tem

fatores quadrados.



Decomposicao dos ideais primos em uma extensao 83

(a) Se decomiem eml, 0s rumeros primo$mparesp tais qued seja resduo

quadratico mbdulop, e2 sed = 1(mod 8);

(b) SAo inertes end., 0os rumeros primo$mparesp tais qued seja rao resduo

quadratico mbdulop, e2 sed = 5(mod 8);

(c) Se ramificam enl, os divisores primo$mpares ded, e 2 sed = 2
ou 3(mod 4).

Demonstrag@o: Ver [10], paginarr.



Capitulo 4

O subcorpo real maximal de um

corpo ciclotomico

4.1 Caracteres de Grupos Abelianos Finitos

SejaG um grupo abeliano (com a operacao escrita multiplicatmate) con-
tendon elementos. Sej&* o grupo multiplicativo dos nUmeros complexos nao

nulos, isto éC* = C — {0}.

Definicdo 4.1 Todo homomorfismg : G — C* & chamado um cater deG

(com valores complexos).

Entdo,x(a) # 0,Va € G e x(ab) = x(a) - x(b),Va,b € G. Em particular, se
e € aidentidade multiplicativa d&@ entaoy (eq) = ecs = 1.

Sex & um carater d& ea™ = e paratoda: € G, entdo nés deduzimos que,

(x(a))" = x(a") = x(eq) =1 = x(a) €éraiz n-ésima da unidadeya € G;

84
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logo, x(G) & um subgrupo do grupo multiplicativo ciclico das rairessimas da

unidade. E daiy(G) & um grupo multiplicativo ciclico.

x(G) C {raizes n-ésimas da unidgde

grupo multiﬁﬁcativo ciclico
z,y €X(G) = v =x(a) e y=x(b)sabeC.
—1

vyt =x(a) x(b"") = x(gb ) € x(G) = x(G) & subgrupo
e

Seja@ o conjunto dos caracteres dgisto &,
G = {x : G — C* x &homomorfism.
Definamos agora uma opera(;éo(muItipIicativa)@rda seguinte forma,

G

)

/

—
= XX

G x
(x, X'

~—

XX : G—C*
(x-X)a) = x(a)-X'(a),Va€G.
Com essa operagao o conjun@cpassa a ser um grupo multiplicativo.
A identidade multiplicativa d& & o carater,, definido pory,(a) = 1 para
todoa € G. E o inverso dey € G & dado pory!(a) = (x(a))”"' para todo

a€ (.

Definicdo 4.2 Se a ordem de um cater x € igual a2, nbs chamamos ele um

carater quadatico.
O(x) =|{x)| =2 = x &um carater quadratico
2 __ —
X =Xo XX = Xo-

Definicdo 4.3 Sejam > 1 um inteiro. Uma aplicago y : Z — C & chamada

carater modular (com rdulom) quando ela satisfaz as seguintes codds;:
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(1) x(a) = 0 se, e somente seydc(a, m) > 1;
(2) Sea = b(mod m) en@o x(a) = x(b); e

(3) x(ab) = x(a) - x(b).

O suporte de( é{a € Z; mdc(a, m) = 1}.

Note que,x(1) = 1. De fato,

x(1) =x(1-1) =x(1) - x(1)

(@]

D

s{b 4o

3

o
=
=
I
]
o
c
—_
|
=
=
I
]

{v v

mdc(1,m)=1=x(1)#0

Claramentey(a) = 1 para toda: € Z tal quea = 1(mod m).

Definicao 4.4 O carater trivial x, mdédulom, & definido da seguinte forma:

Yo(a)=1 , quando mdc(a,m) =1
{ Xo(a) =0 , quando mdc(a,m) > 1.
Proposi¢do 4.1 Para todom > 1 existe uma correspodcia naturall — 1 entre
os caracteres do grupo multiplicativB(m) = (Z/(m))*® e os caracteres modu-

lares com mdulom.

Demonstrag@o: Ver [9], paginad73.

Sejax um carater modulon. Considere o seguinte conjunfd, de inteiros

m’ > 1 que satisfazem a seguinte propriedade:

Se mdc(a,m) =mdc(b,m)=1 e a=bmodm') entdo x(a) = x(b).
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Cada elemento d&/, & chamado um modulo de definicaode
Por exemplon € M,,.

Sem, € M, em, dividem, entaom, € M,.

mi|ms = mq = rmy, COMr € Z.

Sejaa, b € C tais quemdc(a, m) = mde(b,m) =1e
a = b(mod my) = mal(a —b) = a — b = smy = srmy; =
= m1|(a — b) = a = b(mod m,).
E dai, coman, € M, entdox(a) = x(b). Portantoym, € M,,.

Definicéo 4.5 O menor inteiro positivo pertencerdel/, € chamado o condutor

de x e denotado por, .

Defini¢ao 4.6 Um carater ¢» modulo f, com condutorf,, = f & chamado um

carater primitivo.

Observa@o 4.1 Se o caater y modulom corresponde a um cater quadatico

do grupoP(m), nbs dizemos qug & um caéter quadético modular.

Definicdo 4.7 Sejamp um primoimpar ea um inteiro réo-nulo que Ao seja
maltiplo de p. Nos definimos oimbolo de Legendr{g) dea, relativo ap, da
P

seguinte forma:

<a) { 1, quando a € um resduo quadatico mbdulo p

—1 , quando a & um rao resduo quadatico mbdulo p

Proposicao 4.2 O smbolo de Legendre tem as seguintes propriedades:

(L1) Sea = b(mod p) ento (%) = <§)

@ (2)-¢) ()
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Demonstrag@o: Ver [9], paginat3.

Proposicdo 4.3 Sejap um primoimpar. Olnico caiater quadéatico mbdulop é
x dado pelo ambolo de Legendrey(a) = (9) para todoa € 7Z; este caéteré
p

primitivo com condutop.

Demonstrago: Ver [9], paginad77.

. , , 2 ) 2
Sejamm > 2, y um carater modulan e { = cos (—W) + isen (—W)
m m

Definicéo 4.8 As expresses

(X)) = Z x(a)¢®* parak=0,1,...,m—1

acP(m)
1<a<m

sao chamadas as Somas Gaussianas associadas atecar(e a raiz primitiva

m-ésima da unidade).

Parak = 0 nO0s temos,

¢(m) , quando x = x,
0 , quando x # Xo-

acP(m)
1<a<m

A Soma Gaussiana Principal &

()= Y x(a) ¢

acP(m)
1<a<m

4.2 O subcorpo real maximal deQ(¢,,)

Sejamm um inteiro positivo e(,, uma raiz primitivam-ésima da unidade.
Considere os corpd3(¢,, + ¢,,') e Q(¢n), ondeQ € o corpo dos nimeros racio-

nais.
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Proposiggo 4.4 Q(¢,, + ¢,,') & o subcorpo real maximal do corpo ciddmhico

Q(Gm)-

Demonstrag@o: Temos que,Q(¢, + ¢,,') € Q(¢n) pois Q(¢,) € corpo e
Gm € Q(Cm)-

Por outro lado,

=1 = (m=T1=1=, =1=>¢"-Cn =1
_m— ~_: _: —1
= (Cn-Cn) =1 = Cn Cn=1=(n=0C,"
c e€ecorpo 0<CmCm=|¢(m|2€R
E dai,

G+l =Cn+Gn=2-Re((n) € R
E além disso X? — ({,, + (') X + 1 & o polindmio minimal de,, sobre

Q (G + ¢t L0go, [Q (G + ¢') (Gm) = Q (G + ¢1)] = 2, OU seja,
[Q(Cn) - Q(Cm+¢0)] =2
Com isso, sé¢ & um subcorpo real arbitrario @((,,) tal que,
Q(Cn+¢') CK CQ(¢m)

entdok = Q (¢ + ¢,Y)-

Portanto@Q ({,, + ¢,,') € o subcorpo real maximal d&((,,).

4.3 Imersio deQ(v/m) emQ(Cum + (i)

4.3.1 O smbolo Kronecker

Sejal # a € Z e p um numero primo qualquer. Nos definimos o simbolo

Kronecker{g} = {a/p} da seguinte forma: Sgla entdo{a/p} = 0; sep é
p
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impar ep 1 a entdao{a/p} = (a/p) (0 simbolo de Legendre); Se = 2, n0s

definimos
+1 , Se a

}: —1 , Se a

1(mod 8),
5(mod 8),

nao definido , se a = 3(mod 4).

Seb=p;-...-p (p1,...,p, Primos impares, nao necessariamente distintos),

(-{sh-a{s}

Seb = 20/, ondeec > 1 el € impar, entdo nbés definimos

nos definimos

{g} , Se e épar

{g}{g} , se e é&impar

(Note que{%} = (0 see & impar eq & par, e ele & nao definido quandé
impar ez = 3(mod 4)).

Seb = —1, nos definimos

{_il} — sign(a).

Note quesign(a) = 1 sea > 0 esign(a) < 0 sea < 0.

Propriedades:

@ () =) )

(b) Sea = 0oul(mod 4) entdo,

{ a }_ 1, quando a >0

la| =1 1, quando a <0
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(c) Sea=0o0ul(mod4)eb= —(mod |a|) entdo,

a {%} quando a >0
{5}_ —{3} quando a <0

bl

Essas propriedades podem ser vistas em [9], pa&dina

4.3.2 Caracteres Primitivos Reais

Caracteres primitivos reais sao faceis de caracterizhembre que um
discriminante fundamental Eou o discriminante de um corpo quadratico real,
em outras palavras & um inteiro livre de quadrados contgwEnmodulo4, ou4

vezes um inteiro livre de quadrados congruerea 3 modulo4.

- , o . D
Proposicao 4.5 SeD & um discriminante fundamental, iorgolo Kronocke»{—}
n
define um caater primitivo real nbdulom = |D|. Reciprocamente, se & um

carater primitivo real nodulom ento D = x(—1)m & um discriminante funda-

mental ex(n) = {%}

Demonstrag@o: Ver [3], pagina43.

Proposicdo 4.6 Seja y um cater primitivo real ndodulo m, de modo que

D o
x(n) = {—} paraD = x(—1)m um discriminante fundamental. B,
n

%) m'/?  se x(—1)=1,
TI\X) =
m'/?i se x(—1)=—1.

Demonstrag@o: Ver [3], pagina49.

Teorema 4.1 Sejam um inteiro positivo livre de quadrados. B, & = Q(/m)

est imerso no subcorpo real maximal, = Q(Cyn + (4) de Q(Cun), isto &,

k=Q(vm) C K, = Q(Cam + (i)
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Demonstra@o: Como(y,, € uma raizim-ésima da unidade entao,

—4m

dm = CIm —T=1=Cpn =1
m ——4m S —
= jllm Cam = \:i_/ (C4m ) C4m>
c & corpo
= Cam * Cam = 1 = Gm = G-
0<|Cam[?=Cam-CamER
Logo,
=2 -2 =3 -3 —(4m—2)/2 —(4m—2)/2
C4m = C4m ) C4m - C4m ) s ) C4m = G4m .
E dai,
Gam + Cin = Cam + Cam € R
_ — —5—
m— m— 4m 2 2
ﬁlm 2)/ + C4 (4m-2)/2 _ ﬁ% 2)/2 X C o )2 _ ﬁlm 2)/ + C(4m 2)/ 2R

; pOiSC4m € Q(C4m)

Note que(]  + (.7 € Q((um) paratodo =1, ...,
e Q(Cin) & COrpO
Com isso,

Q(Cm + Cam) € Q(Cum) € um subcorpo real deQ(Cun)

Q& +¢.2) € Q(lym) € um subcorpo real deQ((yn)

Q(Cﬁfnm 24 Cam (4m=2) /2) C Q(l4m) € um subcorpo real deQ(Cy,y,).

Mas,Q((um + (;,) € 0 subcorpo real maximal d&(y,,). Entao,

(

Q¢ + Carm) € Q(Cam + Cim)
Q¢ + Com) C Q(Cam + Cam) N

QUE 2 4 U2 € Q(Cam + Gl

L 4m
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(Gt Com € Q(Cam + Cam)
Gt Cos € Q(Cam + Capm)

| G P+ G € QUG + i)

Sejad o discriminante do corpo quadratico réal\/m). Logo,

4 4m, sem =2 ou3(mod 4)
m, se m = 1(mod4).
Comod & um discriminante fundamental entdo pela Proposic&o4simbolo
Kronocker{—} define um carater primitivo real modulo|d| = d. Seja(, uma

a
raiz primitiva d-ésima da unidade. Considere agora a Soma de Gauss Principa

associada ao caratgre a(y,

Temos também quey(—1) = {—il} = sign(d) = 1, poisd > 0. Entado pela
Proposicao 4.6,
d
=Vd d= — - (9.
nx)=vd = vd=)> {a} ¢

acP(d)
1<a<d

Analisemos agora 0s seguintes casos= 2 ou3(mod 4) em = 1(mod 4).

() m=2o0u3(mod4) —d=4m

4 4 4 4
N S A e e P e

acP(4m)
1<a<4m

Note que,

m = 2ou3(mod 4) = 4m = 8 ou12(mod 4) = 4m = 0(mod 4) e 4m > 0.

Além disso,
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1

—(4m — 1)(mod |4m|)

2 = —(4m — 2)(mod |4m)|) am| _ [ _4m
: (© :
Propriedades (c
4m 4dm
— —1=—(—+4+1) (mod |4m
2 ( 2 )( [4m]) 4dm B 4m
4m ) 4m
— =1 — 41
2 2 *
E dai,
4dm dm | 5 4m 4m 4m, 4m
\/4m—{T}<4m+{7}<4m+ 9N Tm Camp  + Tm am T
2 2
dm B 4m 4m—2 4m am—1
—+1
2
Temos também da igualdadg” = 1 que,
= Cim

4m—2 -2
417771T :C4m

4m—(4m _1) —(4m _1)
\ C4m 2 = C4m 2

E além disso,
dm\ _ [4m _ ) famo o fam) g
2 2m ~ 2 m ~~ m [
Propriedades (a Definicao
Com isso,
4m 1 4m 9 g
vim = B [C4m+C4m}+ - [C4m+c4m]+
——— ———

2

cK, SN—— €K,
€ZCQCK, €ZCQCK,
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4m 4m—2 _(4m=2
+...+{—4m2}[§4m2 +C4n(1 ek, =
2 .

/

~
€ZCQCK, €K,

=Vime K, = 2ym e K, = vm € K,.
Portanto,

k=Q(vm) C K, = Q(Cum + C3)).-

() m=1(mod4) - d=m

T S R E e

aeP(m) 2
1<a<m

m m+l m m
e . ) o L m—2 e . rm—1
+{mT+l} m +...+{m_2} Com +{m_1} (G

Temos quen = 1(mod 4), m > 0 e além disso:

(11 -1)
1=—(m—1)(mod |m|)
9 = _(m—g>(mod ml) = {E} B {m}
: Propriedades (c)
m—1_ m+1
= _T(mod Im|) m m
m—1( Ym+1
T2 2

Temos também da igualdad@ = 1 que,

Gt =Gt

Gn =G

Com isso,
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Temos que,

)™ = (Gi=1"=1L

c écorpo
Logo,(,, € uma raiztm-ésima da unidade. E dai,

Cn = (Gam)”,  paraalgum r.
ComoQ(Curm) € corpo entadCsy,)" € Q(Cum)- LOgo,

— Cma Cn_zl € @(C4m) = Cm + Cn_ql € Q(C4m)
——

€R

= Q(Cn + ¢ € Q(Cum) € subcorpo real d@((y,m)
= QU+ ") € QGum + Cam)

= Cm + C;zl € Q(C4m + 647171) = Ko

= (2,0 €Qlm) = G +6nk € QGm)
(SN

= Q¢ +¢.3) C Q(Cum) € subcorpo real d&((y,y,)
Q¢+ 6?) € QCam + Cam)

= 467 €QUlm+ ) = K,

4

m—1

St o €EQlm) = CnF +Cn? € QCam)
R

= QT 4G T ) C Q)

e subcorpo real d&((y,,)

= QUnT +6n ) CQCum + Y
T € Qe + L) = K,

m—1
2

= (m
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Entao,

m _ m _

vm= {2} [+ G+ {5} [Gra+
€ZCQCK, €Ko €ZCQCK, €Ko
m m—1 _m—1
* E\I’(o
€ZCQCK,

Portanto,

k=Q(vm) C K, = Q(Cum + (i)



Capitulo 5

O numero de classes do subcorpo

real maximal de Q(¢p)

Sejamm um inteiro positivo,(,, uma raiz primitiva m-ésima da unidade e
H(m) o nmero de classes do subcorpo real maxi@@l, + ¢;,') deQ(¢n)-

Designaremos pdr(m) o nUmero de classes do corpo quadratico@ggm).

O objetivo deste capitulo & mostrar que para os primosrdasfp = (2¢gn)?+1

comg primo impar en > 1 inteiro, o nUmerad” (p) & maior do quéd.

Teorema 5.1 Sep = (2¢n)” + 1 € um primo, cong primoimpar en > 1 inteiro,

en@oh(p) > 1.

Para provarmos o Teorema 5.1 precisaremos do seguinte Lelmalguns

resultados relativos a decomposicao de ideais primosneanextensao.
Lema 5.2 Sejami, m inteiros positivos en um rao quadrado. A equap
v — (P+1)0* =+m (5.1)

nao tem soluges em inteiros, v, @ menos que: > 21.

98
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Demonstrag@o: Suponha quéu’, v') seja uma solucdo em inteiras§ v’ de (5.1).
Afirmacao 5.1 v # 0

Com efeito,
u? — (P +1)0"? = £m
vV =0=u?=+m = u?=m,contradicdo, pois ndo & quadrado.

u'2=—m<0

Afirmac&o 5.2 Existe uma solWp (u,v) de (5.1) tal ques,v € Z comu > 0 e

v 0 menor inteiro positivo poseel.

Com efeito,
vV'>0—=1u| >0 e o >0— Bastatomar (u,v) com u=|u|

e v=min{w €Z;0<w<v e (Ju]|,w) ésolugdode (5.})

vVV<0—=u|>0 e —o'>0-— Bastatomar (u,v) com u=|u|

e v=min{w e Z0<w<-v e (Ju],w) €solugdode (5.1)

SeK = Q (V2 +1) entaoNg g (u — vV + 1) = £m.

Com efeito,

r=u—vVl+1 = z—u=—-vVE2+1=2>2ur+u®=0*("+1)

= 27— 2ur +u —*(P+1)=0=2>—2ur+m =0

Temos entdo quey/l2+1 & um elemento primitivo deQ(vi?2 +1)|Q e
X? — 2uX + m € o polindbmio minimal de//? + 1 sobreQ. Nesse caso, 0
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polindmio caracteristico de — v+/I?> + 1 com respeito & e QQ coincide com

o polindmio minimal de: — v+/72 + 1 sobreQ. Logo,
Nkio <u — v\/m) — +m = produto das raizes deX? — 2uX +m. (5.2)

Usando esse mesmo argumento, conclui-se que,
Nxjo (l + m) ~ 1 (5.3)

r=14+VE2+1l=a-1=VE2+1=22-2x+P=0P+1= 22—2lx—1=0.

Multiplicando (5.2) e (5.3) teremos que,

NK‘Q <u—v\/m> 'NK‘Q <l+\/ﬁ) =4m =
= Nkl ((u—v\/ﬁ) . <l+\/m>> =+m

= Nkjo (“l +uVP+1—vlVE+1— v+ 1)) = +m

= Nkjo ((lu —o(P+1)) + (u— )V + 1) = +m.
Note que,
r=(lu—v(l®+1)+(u—lWw)VP2+1=z—(lu—v(*+1)) = (u—lw)VI>+1

=" —2(lu—v(l®+1))z+ (lu—v(l2+1))2 = (u—1MW)* (2+1)

=>:1:2—2(lu—v(12+1))x+(lu—v(l2+1))2—(u—lv)2~(l2+1):O.

[ J/

produto?ias raizes
Entao,
X?=2(lu—v(PP+1)) X + (lu—v(*+ 1))2 —(u—l)*- (P+1)

€ 0 polindbmio minimal délu — v(I* + 1)) + (u — lv)V/I? + 1 sobreQ.
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Com isso,
m = Nigig ((lu = v(l? + 1) + (u = o) VE+1) =
= [lu— o+ 1)]* = (=) (P+1) = [lu—o(® + 1)]* = (u—1)>-(I>+1) =
= [lu—o(P+ D" = (@ +1) - Ju— ]

Portanto, (|lu — (I* + 1)v|, |u — lv|) € uma solugdo em inteiros de (5.1) tal
quellu — (I* + 1)v| > 0 e|u — lv| > 0, ja quem nao & um quadrado. Por causa

da escolha minima deg necessariamente — [v| > v, isto &,

u—Ilv>w ou —(u—1lW)>v=
=su>lv+v ou u—Ilv < —v

=u>(l+1v ou 0<u<lv—v= (-1
Inserindo essas informacgdes em (5.1), obtemos que,
tm =’ — (P +1)v* >+ 1)%° - (P+ 1) =
=(P4+2+1—17—1)*=20*>2=m > 2l

(pois,—m > 2l = m < —2] < 0 = m < 0(contradicag)

ou,
tm=u’— P+ 1) < (=1 = (P+1)* =P -2+1)0* = (P+ 1)’ =
=1%0? =22+ 0 —2? =t = 2? < 2= —m < =2l = m > 2.
[

SejaA um dominio qualquer & seu corpo de fragdes. Vimos no Capitulo
que umA-moédulo M, contido emi, € dito ser um ideal fracionario déquando

existe um elemente € A, a # 0, tal queaM C A.
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Conseqlencias:

(i) Todo ideal ded &€ também um ideal fracionario.

_ + o IxI — 1
I CA ideal ,
IxA — 1T

I éumA-moduloel C K (pois,] CACK);0#£1€ Ael-I C A.
(i) O proprioK nao é ideal fracionario de (a menos qued = K).

Suponha queé{ = (corpo de fracdes) é ideal fracionario do domidio Entao,

. 1
Ja € A,a#0talqueaK C A,ousejadl #a € AtalqueK C A <E>'

Note que A (l) C K (pela definicao do conjunt). Logo, K = A- (1)
a a

, 1 .
Note também qued C A (—) (com efeito,
a

1 1 1
CEA:>c:ca-—€A-<—) ACA(—)).
a a a

, o 1
Afirmag¢ao 5.3 — € A.
a

Com efeito,

~—

1 1 1 1
—EK:A~<—):>—:Z?~ com be A a:bEA.
a#0

Q
)
Q|

1 . 1
E dai,A - (5) C A. OusejaA - (5) = A. Portanto X = A.
Demonstragio (Teorema 5.1):SejaB o anel dos inteiros d@(,/p). Como
p = 1(mod 4) entao os elementos desao da formau + v,/p)/2 comu,v € Z
de mesma paridade.
Temos quep &€ um residuo quadratico modujppoisp = 1%(mod ¢) e 1 €

um residuo quadratico modudp pois1 = 1%(mod ¢). Logo, pela definicdo de

0)-()-

simbolo de Legendre,
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ComoB & um anel de Dedekind que nao é corpBgé um ideal deB entao

Bq se decompde como produto de ideais primos nao-nulds dau seja,

Bq=]]B"
i=1
onde 0s3;s sao ideais primos nao nulos @ distintos dois a dois e a$s (intei-
ros> 1)sao os indices de ramificacao BesobreZ.

Temos queB/B; € um espaco vetorial de dimensao finitaobreZ/qZ. Essa

dimensao & exatamante o grau residuaBdsobreZ.
'

Pelo Teorema 3.1 temos quE e.fi = [Q(v/p) : Q = 2. E dai,

=1

erfi +eafs =2

etfitefot. ... tef,=2 r<2= ou

=
~—
) erfr=2

(x) Ser > 2 entao,
2<r=1414...+1<efit+efo+...+e.fr =2 (contradicao)

Além disso, podem ocorrer somente 0s seguintes casos:

@ r=2¢e =e =1, fi = fo = 1; se diz entdo que se decompde em
Q(y/p). Neste casa3q = B, B..

(b) r =1,e; = 1, fi = 2; se diz entao que & inerte enQ(,/p). Neste caso,
Bq == Bl-

() r =1,e = 2, fi = 1, isto significa que; se ramifica enQ(,/p). Neste

caso,Bq = B3.

Comog & um primo impar tal quey € residuo quadratico modulp entao

pela Proposicao 3.3,se decompde ed(,/p). Logo, Bg = Q' ondeQ), Q' séo
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ideais primos distintos dB. E dali,

N(Q) =q.
Com efeito,
N(Q) - N(Q) = N(@QQ) = N(Bq) = [Ng(miola)] = ¥V = ¢ =
= N(@Q)-NQ)=¢=N@Q)|¢*= N@Q)=1,qoug’.

Se,
NQ)=1=Card(B/Q)=1=B=Q =

= () Nao & ideal primo dé& (contradi¢cao)

N@) =¢ = NQ) =N@Q)- NQ)=N@Q)=1= Card(B/Q) = 1

= B=Q = Q' nao é ideal primo d& (contradi¢ao)

Portanto,
N(@Q) =q.

Sejal(B) o monobide (semigrupo com unidade) dos ideais fracionarém-
nulos do anel de Dedekinl. Ja sabemos qui B) & um grupo e que os ideais
fracionarios principais (isto &, da fornfaw, » € Cf(B)) formam um subgrupo

normal F'(B) de(B). Considere entao, o grupo quociente:
C(B) = 1(B)/F(B),

isto &, o grupo das classes de ideaisQlg/p). O Teorema de Dirichlet nos

garante qué(p) é finito. Suponha agora qué€p) nao seja maior do que Entao
h(p) = 1.

Afirmacao 5.4 B & um dorinio principal.
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Com efeito,

Pelo Teorema de Lagrange, temos que,
[1(B)|=[F(B)|- [[(B): F(B).
—_——

indice der(B) emi(B)
Sendoh(p) = 1, temos:

E dai,

[I(B)| = |F(B)|-1=|F(B)] = I(B)=F(B).
F(B)CI(B)
Considere agord um ideal ndo nulo qualquer d8. Logo, J & um ideal

fracionario nao nulo d&. E dai,
JelB)=F(B)=JecF(B)=J=Bz, onde zec Cf(B).
Por outro lado,/ & um ideal d&B3. Entao,
JCB= BxCB.
E dai,
r=1-ze€eBxCB=zebB.

Ou seja,J & um ideal principal dé3. Portanto,B € um dominio principal.
, . - +
Como Q &€ um ideal deB entao) = B (%W) ondeu,v € Z e

tuvp

., ~ u v
u = v(mod 2), ja que, os elementos d&sao da formaT, comu,v € Z

eu = v(mod 2). Com isso,

¢=N(@) =N (B <%W)) = ’N@m)@ <%W) '

Note que,

u+vy/p u v 9 u? w2
v 2 TTR T VP S duw =
W 02 u? — v2p
= 2 -2ur+———p=0=2>-2ur + ——— = 0.

4 4 4
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2 —po?, o u+v
Entdo, X% —2uX + L polindmio minimal de2—\/]3 sobreQQ. Como

Q(vp) =Q (%U\/ﬁ) entélo%v\/]6 € um elemento primitivo d@(.,/p) so-
VP

A , . u+v .
breQ. Nesse caso, 0 polindmio caracterlstlc&eleQ—p com respeito @(\/ﬁ)

. A - U+ v ,
e Q coincide com o polindmio minimal dez—\/ﬁ sobreQ. E dai,

u+vy/p u? — pv?
No(yp)le 5 ==
Logo,
u+v\/p u? — pv?
q= ’NQ(\/JBHQ (T)‘ 1 =
u? — pv?

1 =4g=u? —pv® =+dg =’ — ((2qn)2 + 1) v? = +4q

= (u,v) @ésolugdode z° — ((2qn)*+1)y* = +4q
Como2gn, 4¢q sao inteiros elg nao & um quadrado (poig.e primo) entao, pelo

Lema 5.2, concluimos que,
4q > 2(2qn) = 4gn = 1 > n (contradi¢do), pois n > 1.

Portanto,
h(p) > 1.

Teorema 5.3 Sejamk um corpo de imeros algbricos,K |k uma exter&o finita

e seja h(k), h(K) o niumero de classes dé, K, respectivamente. Se
nenhuma exte@® abeliana Ao ramificada dek est contida emK, enfio
h(k)|h(K).

Antes de provarmos o Teorema 5.3, precisaremos de algurfiag@les e de
alguns resultados relativos a teoria de Galois e ao cormbedses de Hilbert de

um corpo nuUMerico.
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5.1 Teoriade Galois

Dados um corpd. e um conjuntas de automorfismos dé, o conjunto dos
x € L tais ques(z) = x paratodar € G &, como podemos vé imediatamente,

um subcorpo dé., que se chama o corpo dos invariantes.de
W={zxelL ; o(x)=x paratodo o€ G}.

Observe que,

r,ye W CL
o@-y )=o) oy ) =a-y ' =ayteW

Por outro lado, dada uma extensdode um corpok, o0 conjunto dos
K-automorfismos dd. € um grupo para a composi¢ao de aplicagdes. O corpo

dos invariantes desse grupo cont&m

Teorema 5.4 SejaL uma exter&o de grau finiton de um corpoK finito ou de

caracteiistica zero. As seguintes condés §io equivalentes:
(a) K €& o corpo dos invariantes do grugodos K -automorfismos dé;

(b) Para todox € L, o polinomio minimal der sobre K tem todas as suas

raizes envu;
(c) L é gerada pelas fizes de um polidmio sobrek'.

Nestas condiies o grupd~ dos K -automorfismos dé temn = [L : K] elemen-

tos.
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Demonstrag@o: Ver [10], paginase.

Definicdo 5.1 Se 6o satisfeitas as condiges do Teorema 5.4, se diz gu€ uma
extenfio de Galois sobré(, e queG & o grupo de Galois dé sobreK, o qual
denotaremos pot'(L|K). SeG(L|K) & abeliano (respectivamentilico) se diz

que L & uma exterd abeliana (respectivamentelica) de K.

Corolario 5.1 SejamK um corpo finito ou de caractestica0 (zero), L uma ex-
tensio de grau finitor de K, e H um grupo de automorfismos deque admitell’
como corpo de invariantes. B, L € uma exter&#o de Galois dg{ e H € seu

grupo de Galois.
Demonstrag@o: Ver [10], paginagr.

Teorema 5.5 SejamK um corpo finito ou de caractestica0 (zero), L uma ex-
tensio de Galois dd¥, e GG seu grupo de Galois. A todo subgrupb de G lhe
associamos o corpo dos invarianteg>’) de ', e a todo subcorpd” de L que

contenhak’ Ihe associamos o subgrug6k’) C G dosK’-automorfismos dé.

(a) As aplica@esg e k sao bijeges regprocas entre si, decrescentes para as
relagdes de inclugdo. E abm disso & extendo de Galois de todo corpo

intermedario K’ (istoé, K C K' C L).

(b) Para que um corpo intermed@iio K’ seja exter&o de Galois dé&¥, é ne-
cessrio e suficiente que(K”’) seja um subgrupo invariante d&(normal
de G). Neste caso o grupo de Galois @& sobre K se identifica com o

grupo quocienté&s/g(K').
Demonstrag@o: Ver [10], paginagr.

Definicdo 5.2 Sejak uma extenso dek’, sejamL, L’ subcorpos dés contendo
K. O compsito deL, L' emK & o menor subcorpo d& contendal e L'. Nos

denotamos ele pab ' ou L' L.
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Observa@o 5.1 Se L| K & uma exter# de Galois, erdto o compsito LL' &
uma exter®o de Galois dd.’ e G(LL'|L') ~ G(L|L N L'). Explicitamente, todo
(LNL'")-automorfismo dé& pode ser unicamente estendido a ifvautomorfismo
deLL'.

Observago 5.2 SeL|K e I'| K sao exten8es de Galois, efib o compsito L L'

€ taml&m uma exterd@® de Galois d&x.

5.2 O corpo de classes de Hilbert de um corpo
numerico

Defini¢cdo 5.3 Seja/’ um corpo de imeros algbricos, e sejd.| K uma exten&o
galosiana de grau finitoL € dito ser o corpo de classes de HilbertBeguando a
seguinte cond#po é satisfeita: Odinicos ideais primos d&’, que se decon@em
completamente em ideais primos de grau residusbre(Q, sio os ideais primos

principais com grau residual sobreQ.
Com esta definicao, Hilbert provou os seguintes teoremas:

Teorema 5.6 (Exiséncia e Unicidade) Para todo corpo de iimeros al@bricos
K, existe um e somente um (a menosidesomorfismo) corpo de classes de

Hilbert de K.

Teorema 5.7 (Isomorfismo)Se L & o corpo de classes de Hilbert dé, engo
G (L|K) ~ C(B) = I(B)/F(B) (grupo das classes de ideais #89.

Nota 5.1 SejaL o corpo das classes de Hilbert dé. Logo pelo Teorema 5.7
G(LIK)~ I(B)/F(B). Edd, |G(LIK)| =|I(B)/F(B)|. Como[L : K| < o0
endo |G(L|K)| = [L : K]. Com isso, temos que,

[L:K]=|G(L|IK)|=|I(B)/F(B)| = n°de classes dex.
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Como(C(B) = I(B)/F(B) & abeliano eG(L|K) ~ C(B) entio G(L|K) &

abeliano. Portanto/, € uma exteré abeliana dex’.

Teorema 5.8 (O discriminante) SeL & o corpo de classes de Hilbert deen&o
o ideal discriminanteD;, x de L sobreK & o ideal unidadeBx (anel dos inteiros
de K).

Nota 5.2 Do Teorema 5.8 segue-se que todo ideal primd<de rao ramificado
no corpo de Classes de Hilbert dé.
Com efeito, sejd. o corpo de Classes de Hilbert dé. Suponha que seja um
ideal primo deBy (ou de K) que se ramifica enh.. Ent&o pelo Teorema 3.8,
temos que,

PO Dk

Mas, o Teorema 5.8 nos diz qlg ,x = B (anel dos inteiros dé(). Enfio,
p D Bx = p = Bk,

0 queé um absurdo (pois € ideal primo).
Logo, nenhum ideal primo d& se ramifica ent..

Portanto, | K & réo ramificada.

Teorema 5.9 (Decomposip) Os ideais primos ddé{ se decomfem no corpo

de classes de Hilbert de K, de acordo com a seguinte regra: $e> 1 & o0

menor inteiro tal quep’ & um ideal principal de<, enfiop se decomipe em um
[L: K]

produto deT ideais primos distintos dé, cada um com grau residugl

sobrekK.

Demonstra@o (Teorema 5.3): Temos quek : Q] < oo, poisk & corpo
numeérico. Por hipbteséy |k & uma extensao finita, isto B : k] < co. Com

iSSO,
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Logo, K & um corpo numérico. Considere agora (pelo Teoremaise5)< 0s

corpos de classes de Hilbert He K, respectivamente.

Afirmacao 5.5 (K Nk) |k € uma exter#o abeliana @o ramificada contida em

K.

Com efeito, sendé o corpo de classes de Hilbert dentdok|k € galoisiana
de grau finito (Definicdo 5.3). E dai, pela Observacdotém-se queik|K &
de Galois, e aléem diss6; (Kk|K) ~ G (k|K Nk). ComoG (k|k) & abeliano
e G (k|K Nk) & um subgrupo dé€ (k|k) entdaoG (k|K Nk) & um subgrupo
invariante deG (k|k) (isto &,G (k|K Nk) < G (k|k) ). E dai, pelo item (b) do
Teorema 5.5K N k|k & de Galois e

G (K Nklk) =~ G (k|k) /G (k|K Nk).

Mas, G (k|k) /G (k|K N'k) & abeliano, poisG (k|k) & abeliano. Logo,
G (K Nk|k) & abeliano, isto €KX N k|k & abeliana. Por outro lado, contk
é nao ramificada ental N k|k & nao ramificada (pois, se tivesse algum ideal
primop que se ramificasse efi N k ele se ramificaria erh).
Como (K Nk) |k &€ uma extensdo abeliana nao ramificada contidakgm

entao da hipotese que temos, concluimos Gue,k = k.
Afirmagao 5.6 Kk|K & uma exter#o abeliana éo ramificada.
Com efeito, na afirmacao anterior vimos que,
G (Kk|K) ~ G (k|KNk).
Mas, por outro ladoi Nk = k. E dai,

G (KF|K) ~ G (TJk).,
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que & abeliano. Logd; (Kk|K) € abeliano, ou sejds k| K & abeliana.

Comok|k & nao ramificada & (Kk|K) ~ G (k|k) entdoKk|K & também
nao ramificada.

Temos também quéy® & maximal (isto &, sé& & qualquer outra extenso
abeliana n&o ramificada dé entaok c K).

Logo, Kk C K.

Afirmacao 5.7 [Kk : K| = [k : k.

Com efeito, como k|k & de Galois entaoKk|K & de Galois e

G (Kk|K) ~ G (k| K n'k). Note agora que,
G (KkK|K) ~G (k|[KNk) = |G (Kk|K)| = |G (kK|IKNk)| =
= [Kk:K]=1[k: KNk]=[k: k.

ComoKk C K entao decorre que,

K : K| =[K: Kk|-[Kk: K] = [K : Kk]-[k - k] = [k : k]|[K : K] = h(k)|h(K).

<o

Definicao 5.4 Com as mesmas not@gs da Sefp 3.2, diremos que o ideal primo

pdeAdé

(a) totalmente decomposto el quandog = n, ou seja, quande; = f; = 1

para todos.
(b) totalmente inerte enl.,, quandoq = 1 ee; = 1, ou seja, quando
fi=n=[L:K].

Lver [13], pagina399
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(c) totalmente ramificado emd, quandog = 1 e f; = 1, ou seja, quando
eg=n=[L:K].

Lema5.10 SejaK C L C L' uma torre de corpos nuenicos, e sejaP um
ideal primo deK. SeP é totalmente ramificado ef| K, en&o P & totalmente

ramificado eml| K.
Demonstrag@o: Ver [4], pagina32.

Proposic¢ido 5.1 SejamK C L C L’ corpos de imeros al@bricos, com a@is
de inteirosA C B C B’; seja’ um ideal primo @o nulo deB’, QQ = Q' N B,
P=0QnNA.Enoe” =ed, f" = ff', ondee, f correspondem respectivamente,
ao indice de ramificao e ao grau residual d& em L| K, e similarmente’, f’

correspondendo ' em/L'|L ee”, f” correspondendo &' em L’ | K.
Demonstrago: Ver [8], paginal62.

g

Proposicdo 5.2 SeBP = HQ?‘ e g. € o rtumero de decomposiQ de(); em
=1 g

L'|L ento o rimero de decomposio deP emL'|K &g" = ) ..

=1

g
Proposicdo 5.3 SeL| K &€ uma exter&o galoisiana de graw, BP = HQ?’ e
=1

[B/QZ-:A/P]:fiGHQOelz...:egefl:...:fg.

Demonstrag@o: Ver [8], paginal63.

A Proposicao 5.2 pode ser vista também em [8], pagiiza
Proposicdo 5.4 (Critério de Euler) Sejap um primoimpar e sejaz um inteiro

nao multiplo dep. Ento,

p

(2) = a® Y2 (mod p).
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Demonstra@o: Sejaa = w'(mod p), ondew & uma raiz primitiva modulo
pel <t < p-—1. Comow ndo &€ um quadrado el (p) = (Z/(p))* e

w®~Y/2 = —1(mod p), entdo temos que,

(2) _ (ﬁ) _ (E)t (1) = (@) = (1) P2 = q-D/2(mod p).

Proposigdo 5.5 -1 & um re&duo quadatico nbdulo p se, e somente se,
p = 1(mod 4).

-1 o AT
Demonstrag@o: (—) = (—=1)®Y/2(mod p) (Critério de Euler) implica na
p

: —1 ., o - .
|gualdade(—) = (—1)®~1/2 (ja que estes inteiros sdo dwu —1). E dai,
p
-1
<—) = 1 exatamente quando= 1(mod 4).
p
[ |

Usaremos agora o Teorema 5.3 e um teorema auxiliar pararprosa se-

guinte teorema:
Teorema 5.11 Sep & um primo tal que = 1(mod 4) en@o h(p)|H (p).

O teorema auxiliar &€ o seguinte:

Teorema 5.12 Sejap um rimero primampar, e seja(n) = (ﬂ) o smbolo de
p

Legendre. Eréo,

G p'/? sep = 1(mod 4),
1 pu—
p/%i sep = 3(mod 4).

Uma prova do Teorema 5.12 pode ser vista em [3], pagiina
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Demonstra@o (Teorema 5.11):Sejamy o carater quadratico moédutadado

pelo simbolo de Legendre,

2w 2w . o , . . .

e (, = cos (—) + isen (—) raiz primitiva p-ésima da unidade. Considere
p p

agora a soma de Gauss Principal associada ao cgratarraiz primitivap-ésima

da unidade),,

n= 3 (%) o

1<m<p

Comop = 1(mod 4) entao pelo Teorema 5.12 concluimos que,

n=vi = vi- > (2)g (5.9)

mEP(p) p
1<m<p

Senda(, raiz p-esima da unidade entao,

G =1 = F=1=1=("=1

= Q= 2 G)=1=
c é corpo
S 6 e=126=6"
OSKP‘Q:CP'QGR
Logo,
Cl= (o e —p-1)/2 _ (e
CP :Cp2 ) Cp :Cpg s e Cpp :Cp(l’ n/2
E dai,

GG =G+GeR

GHGI=G+G =G+ GER

C}()p—l)/? + Cp—(p—l)/? _ C]Sp—l)/2 +<77(1071)/2 _ ngp—n/z + ngpfl)/Q cR.
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Com isso,
Q(¢2+¢,?) € Q(¢) & um subcorpo real deQ(¢,)

Q¢ +¢,°) C Q(¢) & um subcorpo real deQ((,)

Q¢ 4 ¢, @=1%) c Q(¢,) & um subcorpo real deQ(¢,).

Mas,Q(¢, + ¢, ') & o subcorpo real maximal d&(¢,).

Entao,

QG +6G2) QG+ G+ eQ(Gp+¢)
QG +67) CcQG+¢h G+G eQG+¢M

QG +G T caG+¢h TG G+ G

—1
Por outro lado, com({—) = 1, entao

©)-(5)-() (2)-(3) -
_ (%) _ (?) Ml<m<p, (5.5)

Retornando agora a igualdade (5.4) temos que,

a3 () (e (e

meP(p)
1<m<p

4 (M) CISP—U/2 .+ (p;l) Cg—l'
p D

Note também que,

—1=(p-1)(modp) e =1 = (_—1) = (p;l) e Cg’l = C;l
p p
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—2 = (p—2)(mod p) e G=1 = (_—2) = (1);2) e §5_2 = CP_Q
b p

2 2
~—_——
pt+1
2
p—1 p+1
- ptl _p=1
= 2 = | 23— e Cpr = (p E
p p
Logo,
m 1 -1\ _ 2 P—2\ o
- 2 B[O G [0 (5947
VP m;p)<p) ! Kp) T\p /) p) " p )
1<m<p
(p—1)/2 (p—1)/2 —(p—1)/2 —(-1)/2| _
e [ 02) g (<2102 ]
(5.5)
€ZCQCK=Q((p4¢ Y €ZCQCK=Q((p+¢p 1)
/-/1\ ?
= (—) (GG (—) (GG
p —_——— P —_———
EK=Q((p+¢ 1) EK=Q((p+¢ 1)
€ZCQCK=Q((p+¢ )
(p—1)/2 _ o
+ (T .Ecép vz ¢ (» 1)/2) ]
EK=Q(p+¢ 1Y)
Ou seja,
VP EK =Q(G+¢ ).
Portanto,

Qvp) C QG+ G ).
Temos ent&o qué)(,/p) & um corpo numerico ®(¢, + ¢, ') & uma extensao

finita deQ(,/p).
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Afirmag&o 5.8 Nenhuma exte@® abeliana @o ramificada de)(,/p) est con-
tida emQ(¢, + ¢, ).

Com efeito, suponha que exista uma extensao abelianaand@icadal. de
Q(/p) contidaenmQ(¢,+¢,"). SenddL : Q(,/p)] > 1 segue-se quig. : Q] > 3.
Comop é totalmente ramificado ef@(¢,)|Q entao pelo Lema5.10,é totalmente
ramificado emL|Q. Logo, o indice de ramificacad (p) dep em L|Q é igual a
[L : Q]. Temos também quese ramifica completamente &@1,/p), poisp &€ um
divisor primo impar de. E dai, o indice de ramificacaép) dep emQ(,/p)|Q &
igual a[Q(,/p) : Q] = 2. Ou seja, s&3 representa o anel dos inteiros@e, /p)
entdo,Bp = ¢%, ondeg &€ um ideal primo des.

ComoL é corpo intermediario da extensao ciclotomi@g,,) de Q entaoL
é extensao de Galois d& e dai,L & extensao de Galois d&(,/p).

Por outro lado, comd|Q(,/p) & néo ramificada ent&o o indice de ramificagao
¢'(q) deq emL|Q(,/p) € igual al.

Usando agora a multiplicatividade do indice de ramifica¢jarantida pela

Proposicao 5.1) obtém-se que,
d'(p)=e(p)-€(q)=[L:Q=2-1=2=2=[L:Q] >3 (contradi¢ao)

Portanto, nao existe extensao abeliana ndo ramificad@(dé) contida em

Q(¢y + ¢, "). E dai, pelo Teorema 5.8(p)|H (p).
n
Usaremos agora os Teoremas 5.1 e 5.11 para provarmos otsegoirema:

Teorema 5.13Sep = (2gn)? + 1 € um primo, cong primoimpar en > 1 inteiro

en&o H(p) > 1, mais precisamentd] (p) > 2.

Antes de provarmos o Teorema 5.13 vamos enunciar um regujtetambém

sera usado em tal prova.
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Proposicao 5.6 Sep & um primo tal que = 1(mod 4) entio o rumero de classes

h(p) do corpo quadatico realQ(,/p) &impar.

O resultado acima pode ser visto em [2], pagdiba

Demonstra@o (Teorema 5.13): Pelo Teorema 5.1 e pela Proposicao 5.6
acima temos qué(p) > 1 e impar, ou sejai(p) > 2. Por outro lado, como
p = 1(mod 4) entdo pelo Teorema 5.11, concluimos dug)|H(p). E dai,
H(p) > h(p) > 2. PortantoH (p) > 2.

Tomando por exemplg = 2,3, 5 emp = (2¢gn)* + 1, vemos facilmente que
para 0s seguintes primos menores qU#o0 : p = 257,401, 577, 1297, 1601, 2917,
3137,4357,7057,8101 temosH (p) > 2.



Capitulo 6

O numero de classes do subcorpo

real maximal de Q((yp)

SejaH(m) o nimero de classes do corpd = Q((,, + ¢,;!), ondeQ é o
corpo dos nimeros racionaig g € uma raiz primitivan-ésima da unidade para
um inteiro positivom.

No (§1) iremos considerar as equagdes diofantirtas py?> = +4¢ comp, g
primos impares distintos e estabelecer uma condigaeseada e suficiente para
que elas tenham solucdo. Em seguida(§20 mostraremos que pagaq primos
impares distintos satisfazenge= ((2n + 1)¢)* +2 comn > 0 inteiro, a equagao
diofantinaz? — py? = +¢ nédo tem solugadr, y) em inteiros, exceto para o caso
p="Tn=0,q=3).

Alem disso, na Sec¢aty daremos uma condicao suficiente para que o nimero
de classe#(p) do corpo quadratico red)(,/p) seja maior do qué, ondep sao
primos do tipo((2n + 1)¢)* + 2 com¢ primo impar en > 0 inteiro. Aplicando
este resultado ao subcorpo real maximal de um corpo cioiot)) apresentaremos
também uma condi¢ao suficiente para @lep) seja maior do qué, ondep sao

primos do tipo((2n + 1)¢)* + 2 comg primo impar en > 0 inteiro.

120
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Para finalizar, apresentaremos a lista de todos os ppmod00000 satisfa-
zendop = ((2n+1)q)* — 2 comg = 1 ou 3(mod 8) primo (n > 0 inteiro) e
p = ((2n+1)g)> + 2 comq = 1 ou 7(mod 8) primo (n > 0 inteiro), para 0s
quaish(p) e H(4p) sao maiores do que

6.1 Solubilidade da equago z? — py? = +4¢q

Consideraremos nesta secao, a equacao diofarttina/> = +4q para primos
impares distintog, ¢. No entanto, o seguinte fato &€ notavel: Quando a equacao
r? — py* = +¢ tem uma solugagu, v) em inteiros, o dobro da solu¢@®u, 2v) &

também uma solucdo da equagdo- py? = +4q. Veja,
(2u)? — p(20)? = 4u® — 4pv® = 4(u® — pv?) = 4(dq) = F4q.

Reciprocamente, no casp #* 1(mod 4) todas as solucdes de
x? — py? = +4q¢ podem ser obtidas das solucdeside py? = +¢, enquanto que
no cas@ = 1(mod 4) nem todas as solu¢des podem necessariamente ser achadas
das solucdes de&* — py? = +q.

O resultado que segue ira relacionar a solubilidade dag@gua—py? = +4q

com o nimero de classes do corpo quadratico@gaip).

Teorema 6.1 Sejamp e ¢ dois primosimpares distintos. E&b, a equago di-
ofantinaz? — py?> = +4¢ tem pelo menos uma sol (x,y) em inteiros se,
e somente se, 0 primpse decom@e completamente no corpo quatico real
Q(/p) como produto de um ideal primo principglcom graul e seu conjugado
q9:Bg=q-9,(@#4d,N(g) =N()=q¢, 9= (w),q = (v) comw,w em
B).

Observago 6.1 No enunciado acim# representa o anel dos inteiros @ /p).
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Demonstragio: Se existe uma solu¢da, v) em inteiros der? — py? = +4g,
entdou® — pv?* = +4¢ implicando quepv? = v?(mod ¢). Ou seja,pv? &€ um

residuo quadratico médutp E dai,

2 2
=)= () (5) - ()= ()
q q q q q
= p €umresiduo quadratico modulg

= ¢ se decompde completamente eni)(/p).

\BDBq\ )

Logo, Bq = q - q' ondeq, g’ s&o ideais primos distintos de

Por outro lado,

W —po? = +4g = (g) ( )2:iq

N (u+v\/_) (u—v\/_) tq
b((455). (52 -sau-s

= B(%W)-B(u_; p) Bg=q-q

() ()

q:B(u—;\/ﬁ) e =B (u—l—vf)
= q e ¢ saoideais primos principais deB

=

Além disso,
N(q) - N(a) = N(aq') = N(Bq) = | Ng(yp)o(@)] = ¥V = ¢* =
= N(q)-N(q)=¢>= N(q)l¢* = N(q) = 1,q oug’.

Se,
eN(q)=1=Card(B/q)=1=B=q=
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= q nhao éideal primode B (contradicao)

eN(q)=¢*> = N(q)=N(q)-N()= N(q)=1= Card(B/q) =1=

= B=4q =q naoéideal primode B (contradicao)

Logo, N(q) = g.
Analogamente, conclui-se qué(q’) = q.

Portanto, g e q' sao ideais primos principais d8 de graus residuais
iguais al.

Reciprocamente, suponha guse decompde completamente @i, /p) como
produto de um ideal primo principglde grau residudl e seu conjugadd, isto &,
Bq=q-q',ondeq # q', N(q) = N(q') = ¢, 9 = (w), ¢’ = (w') comw, w' € B.

Comop & primo impar entap = 1 ou3(mod 4).

— p = 3(mod 4)

Neste casop = {u + v\/p;u,v € Z}.

Com isso, existem, v € Z tais quew = u + v,/p ew’ = u — v,/p. Logo,

¢ =N(q) = N((w)) = N(Bw) = | No(p)e(w)| =
= [u® — pv?| = u® — p® = £q =
= (u,v) € umasolugdo em inteiros para a equagaod — py”> = +q

= (2u,2v) & uma solugio em inteiros para a equacac — py* = +4q.

— p = 1(mod 4)

U+ v o . .
Neste caso,B = {T\/ﬁ; u,v € Z e téem a mesma panda}de Com isso,
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u—+v uUu—"v
T\/ﬁew/:J

existemu, v € 7Z tais quew = 5

. Logo,
u? — pv?

=
4

q=N(q) = N((w)) = N(Bw) = |Ng(p),(w)| =

u? — pv?
4
= (u,v) € umasolugado em inteiros para a equacad — py? = +4q.

= 4q = u? — pv® = +4q

Exemplo 6.1 Sejamp e ¢ dois primosimpares satisfazende = 4¢*> + 1 ou
p = ¢* + 4. Ento, a equago z*> — py*> = +4¢ tem uma solugo (2¢ + 1,1)
ou (g +2,1) em inteiros, respectivamente. Por outro lado, o prigrse decomipe
completamente ef@(,/p), da seguinte forma:

qul—i—\/ﬁ) . q,:(2qi1—\/ﬁ)

B:~,‘:
qqqaq<2 5

ou
qt2 \/]_7 / q:l:Q—\/]_)
q= 5 € q = B )

respectivamente.
Usando o Teorema 6.1 podemos deduzir facilmente o segesuéado:

Corolario 6.1 Sejanmp e q dois primosmpares satisfazendo= (nq)* + r* para
nmeros naturais, ». Ento, o rumero de classées(p) do corpo quadatico real
Q(y/p) ndoéiguala 1 (isto&, h(p) > 1) sex? — py*> = +4¢ ndo tem solugo

(x,y) em inteiros.

Demonstrag@io: Comop = (nq)* + r? entdop = r?(mod ¢). Ou sejap & um

residuo quadratico modulp E dai,q se decompde completamente &1t,/p).
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Ou seja,Bq = q - q' ondeq, q' sao ideais primos distintos de. E claro que,
N(q) = N(da) = ¢

\BDBq\ ]

Suponha agora qugp) = 1 e que a equagad — py* = +4q nao tenha solugao

(x,y) em inteiros. Da igualdadgp) = 1 conclui-se que3 & um dominio princi-
palt. Edai,q = (w) eq = (v') ondew,w’ € B.

Com isso,q se decompde completamente €, /p) como produto de um
ideal primo principalj = (w) de graul e seu conjugadg = (w’). Decorre entao
do Teorema 6.1 que a equac&o— py* = +4¢ tem pelo menos uma solucao

(x,y) em inteiros (contradi¢ao). Portantdp) > 1.

6.2 Solubilidade da equago z? — py?> = +¢
parap = ((2n +1)q)” £ 2

Teorema6.2Sejam p e ¢ dois primos Iimpares satisfazendo
p = ((2n+1)¢)> £ 2 comn > 0 inteiro. Enfo, a equaBo diofantina
r? — py? = +q tem pelo menos uma solg (x,y) em inteiros se, e somente
se,p = 7eq = 3(n = 0), isto&, somente a equag »* — 7y* = —3 tem uma

solu@o em inteiros, por exemple;, y) = (2, 1).

Demonstraggo: (1) Sejam p e ¢ dois primos impares satisfazendo

= ((2n + 1)¢q)* — 2 comn > 0 inteiro e ponhd = (2n + 1)g.

Lver Afirmacao 5.4



O namero de classes do subcorpo real maxim&dg,) 126

Assuma primeiro que? —py? = ¢ tenha pelo menos uma solucao em inteiros,
e sejd (u,v) uma solugdo de? — py? = ¢ tal queu > 0 e v € 0 menor inteiro
positivo possivelu? — pv? = q.

No casoq > 2v? ondeq = u® — pv* = u® — [*v? + 20* temos que
(u—lw)(u+Iv) =qg—2v? >0. Comoa = u+ v > 0 entdob = u — v > 0.
Além disso,l = GQ—_Ub eq = ab + 2v?. Por outro lado, coma > 1,b > 1e

(a+1)(b—1)=ab—a+b—1,entdoab — 1 > a — b. Portanto,

—b
0§2nq:l—q:a

—ab—2v2:2i(a—b—2vab—4v3)§
v

1 —1
< %(ab —1—2vab — 4*) = 5 ((4v® +1) + (20 — 1)ab) < 0,

0 que é claramente um absurdo.

No casog < 20?2, considere os elementos

P=1+IVP2-2,u—v/i2-2¢€ K=QWI2—-2).

Note agora que,

r=0C—-14+1V72-2 r—(P=1)=I1VI2 -2
2?2 -Daz+ (P -1)°=07-(P-2)

2 =2 D+ =22 +1-1"+2°=0

R

2> —2(P -1z +1=0.

2Ver Afirmagao 5.2
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z=u—vWPF -2 = z—u=vVI?-2
= 22 —2uz+ut=v"-(I*-2)
= 22 2uz+u -+ 20P=0
= 22— 2uz+¢q=0.
Logo, X% —2(I* —1)X + 1 & o polindmio minimal dé* — 1 + [1/{> — 2 sobre
Qe X? —2uX + q & o polindmio minimal de: — v/12 — 2 sobreQ.
Alemdisso/? — 1+ V12 — 2 eu — v/I? — 2 sdo elementos primitivos d€
sobreQ, ja que,
QWE—2)=Q ((z? )+ IVES 2) e Q(WE—2)=Q(u—v/E_2).

Nesse caso, o polindmio caracteristicoffe- 1) + [1/I? — 2 com respeito a
K eQ coincide com o polindmio minimal dg? — 1) + 11/ — 2 sobreQ. Pelo
mesmo motivo, o polindmio caracteristicode v+v/I1?> — 2 com respeito d& e Q

coincide com o polindmio minimal de — vv/12 — 2 sobreQ. E dai,
Nko <(l2 -1+ zm) =1 e Ngqo <u -~ v\/l?j) —q.
Multiplicando ambos os membros das igualdades acima olsterseguinte:
g = Nigo (= 1)+ IVE=2) Nyjq (u—ovZ—2)
= N [(2-D+1VE=2) - (u- oV —3)]
= Nig [{( = Du— 1o = 2)} + {lu — (2 = )o}VE 2]
= {(P=Du—Ww®-=2)} —(*-2){lu—(I* - 1)v}?
= (= Vu— @ =2)" —p|lu— 1 —1)|".

Ou seja,(|(I* — 1)u — lw(* = 2)|, [lu — (I* — 1)v|) & uma solugdo em inteiros

positivos der? — py? = ¢. Da minimalidade de concluimos que,

‘lu —(I* - 1)1}‘ > v.
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Selu — (I — 1)v > v (isto &,u > [v) entdo,
q=u*— (I* = 2)v* > *0* — (I* = 2)v* = 2%,
0 que contradiz o fato dgser menor quév?.
Se(l? — 1)v — lu > v (isto &,(I* — 2)v > [u) entao,
Pg=1u? —P(*-20* < (IP—2)%* —P(* -2 =
= (P-2%F-2-1=-2*-2n*<0,
que é também uma contradi¢ao.
Portanto, & impossivel que para o primo= ((2n + 1)¢)° — 2 a equagio
2? — py? = ¢ tenha uma solugao em inteiros.
Assuma agora que* — py? = —q tem pelo menos uma solucao em inteiros,
e sejd (u,v) uma solugéo de? — py? = —q tal queu > 0 e v € 0 menor inteiro
positivo possivelu? — pv? = —q.
No casog = 3,v = 1 temos que,
3=—q=v—-pP=v*-1PF+2 = (I-uw)(l+u)=5=
= |l—u=1lel+u=5=[=3eu=2
E dai,p = 7. Iremos concluir que esse € o Unico caso possivel deiidade da
equacaa:? — py? = +¢ (em inteiros) para = ((2n + 1)q)* £ 2.
No casog = 3,v > 20uq > 3,v > ¢ iremos proceder analogamente ao que

ja haviamos feito para® — py? = ¢q. Considere as normas,
Nko <(12 - 1)+ l\/ﬂj) =1 e Ngp (u - vx/ﬂ) = —q
dos elemento§? — 1) + V2 — 2,u —vV/I2 —2 € K = Q(+/12 - 2).
K=QWPE-2)—

O,

3Ver Afirmagao 5.2
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Multiplicando membro a membro obtemos o seguinte:

~¢ = Nigo ((B=1)+1VE=2) - Nigg (u— v/ —2)
= N [(@ -0+ vP=2) - (w0 2)]
= Nkio [{(F Du— Ww(l® = 2)} + {lu— (2 —1)1)}\/@]
= {(®=Du—Ww(@® -2 — (12 =2){lu— (> —1)v)?
= (1>~ Du—lw@®-2)|" = pllu— (1)

Ou seja,(|(I* — 1)u — lw(* — 2)|, [lu — (I* — 1)v|) & uma solugdo em inteiros

positivos der? — py? = —q. Da minimalidade de concluimos que,
}lu — (I - 1)1}} > v.
Selu — (I* — 1)v > v entao,
—q=u?— (> = 2)v* > I?v* — (I* - 2)v* = 20* > 0,

que & uma contradicao.

Se(l? — 1)v — lu > v entao,
—1Pq=1Pu? —P(1* - 2)0* < (P = 2)%° - P(I* = 2)v* =
= —2(* = 2)v* = I’¢ > 2(I* — 2)v*

Portanto, no caso de= 3 ev > 2, 31> > 2(I* — 2)v* > 8(I* — 2) implicando
entdo quel6 > 5/ > 45, que & uma contradicdo. No casode> ¢ > 3,
v > [2q > 2[*v* — 4v? implicando entao quév? > (20? — v)I* > v(2v — 1)¢?,
e dai

9 4v

2
q < =2+ <24 - <3,

20—-1 = 2v-—1 5
que & uma contradicao.

No casoqg > 3,v < gonde—q = u? — pv? = u? — [*v? + 20? tem-se

que, (lv —uw)(lv+u) = ¢+ 2v* > 0,a = lv —ueb = lv+ u SA0 inteiros
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. a+b 5
positivos,l = oy eq = ab — 2v°. Por outro lado, coma > 1,b > 1 e
(%

(a—1)(b—1)=ab— (a+b)+ 1entdoab+ 1 > a + b. Portanto,

b 1
0§2nq:l—q:i—ab+2v2:—(a+b—21)ab+4v3)§
2v 2v

1 1
< 2—(ab+ 1 —2vab + 4v%) = % ((40° + 1) — (20 — 1)ab) =
v v
4% + 1
= 4°+1> (20— 1)ab= ab < v .
2v—1
E dai,
43 + 1 202 41 1
q=ab—20v*< v 2 =2 i =v+ v .
20—-1 20—-1 2v—1
~ v+1 , o
Sev =1o0u2entdog < v+ 51 3, que & uma contradic3o.
/l}_
x 1 N 1
Sev > 3 entaol < vt <1,que|mpllcaerrq§v+UJr <v+1,
2v—1 2v—1

contradizendo o fato dgser maior que (isto &, deg ser maior ou igual @ + 1).
Portanto, & impossivel (exceto para o cas@ de7,q = 3(n = 0)) que para

p=((2n+ 1)q)*> — 2 a equagaa? — py?> = —q tenha uma solugao em inteiros.

(2) Sejam p e ¢ dois primos impares satisfazendo
p=((2n+1)¢q)> + 2 comn > 0 inteiro e ponhd = (2n + 1)g.

Assuma primeiro que? —py? = ¢ tenha pelo menos uma solucao em inteiros,
e sejd (u,v) uma solugado de? — py?> = ¢ tal queu > 0 e v € 0 menor inteiro
positivo possivelu? — pv? = q.

No casog > v, ondeq = u? — [?v? — 2v% tem-se qu€u — [v)(u + lv) =
b—a

=q+2v? >0,a =u—Iveb = u+ lvsao inteiros positivod, =
v

4Ver Afirmacao 5.2
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q = ab — 2v%. E dai, pelo que ja vimos,

b— 1
0<2ng=I0—q= &—(ab—2v2):2—(b—a—2vab+4v3)§
v
1 1
< %(ab—l—Qvab%—élv?’):%((4113—1)—(21)—1)(119):>
N b<4v3—1
a :
T 2v—-1
Portanto,
b 22<4v3—1 , 207 —1 +1)—1 ot
=ab—2v — 20 = = v
1 = w1 20— 1 20— 1 ’

0 que contradiz o fato dgser maior que (isto &, dey ser maior ou igual a+ 1).
No casog < v, iremos proceder de modo analogo ao que ja haviamos feito

ema? — py? = ¢ comp = ((2n + 1)¢)* — 2. Considere as normas,
NK/|Q <(l2+1) +lvl2—|—2> =1 e NK/‘Q (u—vvl2+2> =q
dos elemento§? + 1) + V12 + 2,u —vV/I? +2 € K’ = Q(VI2 + 2).

QWP +2)— B
\Q\ Z

Multiplicando membro a membro obtemos o seguinte:

¢ = Nijg ((B+1) + WP +2) - Nog (u— oV +2)
= N [(B+ D) +VE+3) - (u— VP +3)]
= Niogg [{(2 + Du— b +2)} + {lu— (2 + Do }VE+2]
= {u(P+1) =l +2)} — ([ +2){lu— (> + 1)v}?

K' =

= |u(@+1) =@+ 2)‘2 —pllu— "+ 1)1}‘2.

Ou seja, (|u(i* + 1) — lw(l* + 2)|, |lu — (I* + 1)v|) € uma solugao em inteiros

positivos der? — py? = ¢q. Da minimalidade de concluimos que,

[lu— (P + 1)v| > .
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Selu — (I + 1)v > v (isto &,lu > (1> + 2)v ) entdo,

Pq=1Pu? =22 +2)0% > (124202 = (2 +2)v = 2(12+2)0* > 2(12+2)¢°,

2

; 1 , .
edaig < 5 < 37 gue & uma contradicao.

(12+2)
Se(l? +1)v — lu > v (isto &,u < [v) entao,

g=u’— (P +2)0* <P® — (P +2)0* = —20° < 0,

que é também uma contradicao.

Assuma agora que’ — py? = —q tenha pelo menos uma solugao em inteiros,
e sejd (u,v) uma solugdo de? — py?> = —g comu > 0 € v 0 menor inteiro
positivo possivelu? — pv? = —q.

No casoq > 2% onde —¢ = u? — [*v? — 20® tem-se que
(lv—uw)(lv+u) =qg—2v* >0,a =Ilv—ueb= v+ u sdo inteiros posi-

_ b . I
tivos,l = % eq = ab + 2v°. E dai, pelo que ja vimos,
v

0<l—q=

1
— (ab + 20%) = %(a+ b — 2uab — 40°) <

1 —1
< %(ab + 1 — 2vab — 40°) = P ((2v = 1)ab+ (40° - 1)) <0,

que € um absurdo.

No casoy < 2v?, considere as normas,
NK/|Q <(l2 + 1) +lv12 +2> =1 e NK/|Q <u—vv12 +2> = —q
dos elemento§? + 1) + V12 + 2,u —vV/I? +2 € K’ = Q(VI? + 2).

QWP +2)— B
\Q\ Y/

K' =

SVer Afirmagao 5.2
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Multiplicando membro a membro as igualdades acima, obtenseguinte:
—q = NK’\Q ((l2 + ].) +l\/l2 —|—2) 'NK/|Q <U—U\/l2+2)
= Ngig [((F +1) + V2 + 2) : <u —oVI2+ 2)}
— Ngio [{(52 D) — (P +2)} + {lu— (> + DupVE + 2]
= {u(P+1)—lWw®+2)}*— ([ +2){lu— (" + 1)v}?
= |u(@P®+1) —l(*+ 2)}2 —pllu— (P + 1)1}}2 :

Ou seja, (|u(l* + 1) — lw(l* + 2)|, |lu — (I* 4+ 1)v|) & uma solugdo em inteiros

positivos der? — py? = —¢. Da minimalidade de concluimos que,
[lu— (P + 1)v| > .
Selu — (I + 1)v > v (isto &,lu > (1> + 2)v ) entdo,
—1Pq = Pu® =P (P 4+2)v* > (12 4+2)%0° = P(P +2)v* = 2(* +2)v* = 2pv* > 0,

gue &€ uma contradicao.

Se(l? + 1)v — lu > v (isto &,u < [v) entdo,
—q=u?— (I +2)v* < *0* — (I* + 2)v* = =20,

0 gue contradiz o fato dgser menor quév?.
Portanto, & impossivel que para= ((2n + 1)¢)*+2 a equagiae®—py? = +¢

tenha uma solugao em inteiros.

6.3 O nimero de classes de subcorpos reais de um

corpo ciclotdomico

Nesta se¢ao, vamos considerar o nUmero de clagseslo corpo quadratico

realQ(,/p) € o nimero de classés(4p) do subcorpo real maxima&d((s, + @})
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do corpo ciclotdmicd)((y,) :

Q C Q(vp) € Qlap + C5p') € QLap)-
Usaremos agora os Teoremas 6.1 e 6.2 para provar 0 segoirasge

Teorema 6.3 (1) Sep = ((2n 4 1)¢)* — 2 & um primo, onde & um primdmpar
satisfazendg = 1 ou3(mod 8) en > 0 & um inteiro, erio o rtimero de classes
h(p) do corpo quadatico real Q(,/p) nao & iguala 1 (exceto para o caso de
p="T(n=0,q=3)),Iistoé, h(p) > 1.

(2) Sep = ((2n + 1)q)* + 2 & um primo, ondg & um primdimpar satisfazendo
g =1ou7(mod 8) en > 0 & um inteiro, erdio o rimero de classédsp) do corpo

quadratico realQ(,/p) ndoéigualal, istoé, h(p) > 1.

Antes de provarmos o Teorema 6.3, vamos enunciar uma pgdoposlativa

a residuos quadraticos, que sera usada em tal prova.

Proposigdo 6.12 & um refduo quadatico nmbdulo p se, e somente se,
- 2
p = £1(mod 8); exphmtamente(—) = (—1)®*-1/8,
p

A prova da Proposicao 6.1 pode ser vista em [9], pagina
Demonstragio (Teorema 6.3): (1) Comop = ((2n + 1)q)* — 2 & um primo e

n > 0 & um inteiro entag = —2(mod ¢). E dai, pelas propriedades do simbolo

0)-()-Q)-)

Suponha primeiro quegy = 1(mod 8). Entdo, pelas Proposicoéss e 6.1

de Legendre,

. N ; - 3 (-1
concluimos que-1 e 2 sao residuos quadraticos moédyloou seja,<—) =
q

2 .

= (—) = 1. Admita agora queg = 3(mod 8). Nesse casg; # 1(mod4) e
q

q # £1(mod8). Decorre entdo das Proposi¢ces e 6.1 que—1 e 2 sao nao

. L ; . —1 2
residuos quadraticos modujo ou seja,(—) = (—) = —1. Em qualquer
q q



O namero de classes do subcorpo real maxim&dg,) 135

caso,p € um residuo quadratico médujo E dai,q se decompde completamente
emQ(,/p). Vamos agora supor qugp) = 1 (isto &,h(p) nao & maior do que).
Logo, o anelB dos inteiros de&Q(,/p) & principaf. Desse modoy se decompde
completamente erf)(,/p) como produto de um ideal primo principal de grau re-
sidual1 e seu conjugado. Vimos no Teorema 6.1, que quando iSSo aeoate
equacaa? — py? = 4¢ tem pelo menos uma solucéo em inteiros. Por outro lado,
excetuando o cago= 7(n = 0,¢ = 3), iss0 & uma contradicdo ao Teorema 6.2.
Portanto, com exceg¢ao do cgse- 7(n = 0, ¢ = 3), 0 nUmero de classégp) do

corpo quadratico red)(,/p) &€ sempre maior do quie

(2) Comop = ((2n+1)g)> + 2 &€ um primo en > 0 & um inteiro entdo

p = 2(mod ¢). E dai, pelas propriedades do simbolo de Legendre,

(0)-6)

Temos queg = 1 ou 7(mod 8), isto &, = +1(mod8). Entao, pela Proposicao
6.1 concluimos qué & um residuo quadratico moédujo ou seja,(g) = 1.
Consequentementg,e um residuo quadratico médujo E dai,q se glecomp(”)e
completamente erfd(,/p). Vamos agora supor qugp) = 1 (isto &,h(p) nao

& maior do quel). Logo, o anelB’ dos inteiros deQ(,/p) & principal. Desse
modo,q se decompde completamente &f/p) como produto de um ideal primo
principal de grau residudl e seu conjugado. Pelo que vimos no Teorema 6.1,
quando isso acontece a equagdo- py? = +q tem pelo menos uma solugao
em inteiros. Por outro lado, isso € uma contradicao aoehea 6.2. Portanto, o

namero de classégp) do corpo quadratico re&(,/p) &€ sempre maior do que

SVer Afirmagao 5.4
"Ver Afirmagao 5.4
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A condi¢ao suficiente para qué(4p) seja maior do qué sera determinada a

partir do seguinte teorema:

Teorema 6.4 Para um inteiro positivon, seja¢,, uma raiz primitivam-ésima da
unidade e denote porH(m),h(m) o nimero de classes do corpo
K = Q(n + ¢,'), Q(/m) respectivamente. Se um primo satisfaz
p = 3(mod 4), en@o h(p)|H (4p).

Antes de provarmos o Teorema 6.4, vamos enunciar um resuiael sera

usado em tal prova.

Proposicdo 6.2 Sejam ¢ um primo impar e ( uma raiz primitiva ¢g-eésima
da unidade. Erdto, £ = Q(¢) coném exatamente um corpo quatco E’, a
saber,
E'=Q ( (—1)(‘1‘”/2q) :
A prova da Proposicao 6.2 pode ser vista em [14], pagina
Demonstrag@o (Teorema 6.4):Considere a soma de Gauss
d a
Vi= 3 {g} ap

acP(|d|)
1<a<|d|

onded & o discriminante d&(,/p) e {g} representa o simbolo Kronecker. Ja
vimos no Teoremal.1 que usando tal soma e as propriedades do simbolo de
Kronecker, conclui-se qué@(,/p) esta imerso enik = Q((y, + ¢,,), isto &,
Q(/p) C K = Q((ap + ¢, Pela Proposicéao 6.2)(¢,) contém exatamente um

corpo quadréatico, a saber,
Q ( (—1)(7"”/219) :

-1 T
Comop = 3(mod 4) entéo% nao pode ser par, caso contradalividiria 1.
Logo,
Q ( (—1)(p‘1)/2p) = Q(vV-p).
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Ou sejafQ(y/—p) & o Unico corpo quadratico contido &pf(,).

Q(Cp) Q(le)
p_1 QCap + ¢
2 D
QW) L
Q — Q(v/p)

ComoQ(,/p)|Q & galoisiana entaQ(,/p)Q(¢,)|Q(¢,) € galoisiana, e alem
disso, os grupos de Galais(Q(,/p)Q(G,)|Q((,)) G (Q(v/P)|Q(y/P) NQ(E))

sao isomorfos. Logo,

|G (QVP)Q(G)IQUG))| = |G (Q(vP)IQ(VP) NQ(E))] -

Por outro lado, como as extens@@s,/»)Q(¢,)|Q(¢,) e Q(/p)|Q(/p) N Q(¢p)

sao finitas, entao:

[Q(\/@Q(Cp) : Q(Cp)] = |G (Q(\/Z_?)Q(Cp”@@p)” =

=G (@QVP)IQVP) NQ(G)) = [Q(vP) : QvP) NQ(G)] -

Mostraremos agora qu&(,/p) N Q(¢,) = Q e Q) = Q(/P)Q(Ep)-
Suponha queR(,/5) N Q(,) # Q. Entao,Q(/p) N Q(¢,) = Q(y/F). Logo,
Q(y/p) € Q(¢p), e dai,Q(,/p) € um corpo quadratico diferente d&./—p)
contido emQ(¢,) (contradi¢ao), poi&(,/—p) &€ o tnico corpo quadratico com tal
propriedade. Portant®(,/p) N Q(¢,) = Q. Essa igualdade implica na seguinte

relacao entre os graus:

[Q(VPIQG) : QlvP) NQ(G)] = [Q(VPIQG) = QG)Q(G) - Q(vp) NQ(G)]
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[Q(vP)Q(&) - Q = [Q(VP) - QLVP) NQ(G)] - [QE) : Q(VP) NQ(E)]
[Q(VP)QG) - Q = [Qvp) : QI - [QG) : Q
[QVPIQG) : Ql =2-¢(p) =2-(p—1).

Por outro lado,

Q(vP) C QU +¢s) C QGy) & Q) € Qewy) = QAVPIQ(G) C QGyp)-

E além disso,

Q) @) = ¢ldn) = () = 2)5l) =2 (1= 3 ) (0-1) = 2(p-1).

Logo, [Q(¢sp) : Q(/P)Q(¢y)] = 1. Implicando entao que,
Q(¢ap) = Q(vP)Q(Gp)-

Afirmag&o 6.1 Nenhuma exte@® abeliana @o ramificada de)(,/p) est con-
tida emQ(Cy, + ¢5)')-

Com efeito, suponha que exista uma extensao abelianaamaibcadalZ de

Q(y/p) contida emQ(¢yy + ¢;,). Entdo,n = [L : Q(/p)] > 2 ja que,
QG+ ¢') - QD) = £ e impar.

SejamB, B’ e B” os anéis dos inteiros d@(,/p), L e Q((4,), respectiva-
mente. ComaQ((4,)|Q & galoisiana entdo pela Proposicao 5.3 os indices de
ramificacao sao todos iguais, 0 mesmo ocorrendo paraaws gesiduais. Se-
jam entac:"(p) o indice de ramificacao deemQ((y,)|Q, f”(p) 0 grau residual
dep emQ((4,)|Q er”(p) o nUmero de decomposi¢ao demQ((4,)|Q. Logo,

pela igualdade fundamental,

e"(p)- f"(p)-r"(p) =pldp)=2-(p - 1) =

_ 21
f//(p) . T//(p)'

= ¢"(p) (6.1)
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Sendop um divisor primo impar de entdaop se ramifica completamente em
Q(y/p). Logo, seu indice de ramificacatp) emQ(,/p)|Q € igual a2, seu grau
residualf (p) emQ(,/p)|Q & igual al e seu nimero de decomposigédp) & igual
al. Sejag o primo que aparece na decomposicadgeisto &, Bp = ¢?). Como

L & corpo intermediario da extensao ciclotomid@,,) deQ entaoL & extensao
de Galois de, e dai,L & extensao de Galois d&,/p). Considere entae;(q) o
indice de ramificacao dgem L|Q(,/p), f'(¢) o grau residual de em L|Q(,/p)

e r'(¢) o numero de decomposicao deem L|Q(,/p). Como L|Q(/p) & nao

ramificada entae’(¢) = 1. Ou seja,

Ba=q @ .. @

ondeg; é ideal primo d&B’ para todoj = 1,...,7'(q).

ComoL & corpo intermediario da extensao galoisi@géy, ) |Q entaoQ((y, )| L
é galoisiana.

Para cadg = 1,...,r'(q) sejame”(g;) o indice de ramificagdo dg¢ em
Q(Cap)| Ly f"(gj) 0 grau residual dey; em Q((y)|L € r"(g;) 0 nUmero de
decomposicao dg emQ((y,)|L. Ou seja,

B'q, = (811 . Blr//(ql))e (q1)

B/IQQ = (821 L BQT//(qQ))e (a2)

(4 (q))

B'qy(q) = <Br'<q>1 el Br’(q)r//(qrfw)

ondeB,... , Blr”(q1); Bai, ..., Bgr//(qz); cey BT/(q)l, RN BT’(Q)T"(QT/(Q)) sao ideais

primos deB”. Pela Proposicao 5.1 temos entao que,
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"(p) = e(p) - €(q) - "(@1) = e(p) - " (q)

"(p) = e(p) - €(q) - " (q2) = e(p) - " (q2)

E dali,

ee((pp)) =e'(q) =e€"(g)=... =" (¢9)
Analogamente,

]JC”/((ZJJ)) = ") = f"@2) = - = ["(av0):

Pela Proposicao 5.2, temos também que,

r"(p) = r"(q1) +r"(q) + ...+ 7" (g (g) (6.2)

E além disso,

6”(q1)f”(q1)7"”(q1) _ 6//(QQ)f//(QQ)T//(QQ) B

" p—l

= (@) " (@ @) (@) = ——

Substituindo essas igualdades em (6.2), obtemos que:

) p—1 1 1 1
re = [e”(ql)f”(ql) IO TIC R eff(qr«q»f"(qr/(q))}
_ p—1_[ 1 . 1 L 1 }
no Le"(@)f" (@) €la)f(a) (@) f" (@)
_p=1 g
no (@) f"(q)
= 1"(q)r'(q).

Usando agora a igualdade fundamental/g@(,/p), tem-se que:

¢(q)- f'(q)-r'(q) =n= f(q)-7"(q) = n.
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Retornando a igualdade (6.1), obtém-se que:

2-(p—1) . 2-(p—1

e//(p) = f’(q) . f”(fh) . 7“"(611) . r’(q) B n - f”(Ch) .T//(ql) =
= w =€"(p) - f"(q) - " (@)
= ¢'(p) divide w

\:E/ //()_2'(];_1)<p_1

= €¢'(p)<p-1

Comop se ramifica completamente e@((,)|Q entdo o indice de ramificacao

e(p) dep em@Q(¢,)|Q é igual &p(p) = p — 1. Alem disso, com@)({,) C Q((up)
entaoe(p) dividee”(p). Logo,

¢"(p) >e(p)=p—1 (contradigdo)

Portanto, nao existe extensao abeliana ndo ramificad@(dé) contida em
Q(¢ap + ¢5,))- E dai, pelo Teorema 5.3, concluimos qhigs)| H (4p).

Observago 6.2 A Afirmag@o 5.8 pode ser tan@m justificada com os mesmos

argumentos que foram usados na Afirda®.1. Veja,
C(p G n=I[L:Q/p)]

" p—- 1 " " e
= < — < p—1= <p—1 (contradi@o
e’ (p) - e’(p) < — P "(p) <p ( @o),
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Vamos agora finalmente apresentar a condicéo suficieraegpaH (4p) seja
maior do quel, ondep & um primo da form&(2n + 1)q)2 +2, comg primo impar

en > 0 inteiro.

Teorema 6.5 (1)Sep = ((2n + 1)¢)*—2 & um primo, onde & um primdmpar
satisfazend@ = 1 ou 3(mod 8) en > 0 & um inteiro, eréio o rtimero de

classesH (4p) de Q((4p, + 44;1) & maior do quel (exceto para o caso de

p=T71n=0,q=3)).

(2) Sep = ((2n + 1)q)* +2 & um primo, ondg & um primdmpar satisfazendo
g = 1ouT7(mod 8) en > 0 & um inteiro, eréio o rtimero de classeH (4p)

deQ((yp + ¢;,') € maior do quel : H(4p) > 1.

Demonstrago: (1) Comog = 1 ou 3(mod 8) entdog* = 1 ou9(mod 8). Em

qualquer casoy® = 1(mod 8). E dai 4 divide ¢> — 1. Por outro lado,
p—3=(2n+1)¢)’ =5=02n+ 1P -5=An*+4n+1)¢* =5 =
=4’ +4ng®> + (¢* — 1) —4=4 divide p— 3= p=3(mod 4).

Com isso, pelo Teorema 6.4(p)|H(4p). Consequentementé](4p) > h(p).
O Teorema 6.3() nos garante também qué&p) > 1 (exceto para o caso de
p="T7(n=0,q = 3)). Portanto, o nUmero de classE$4p) de Q({y, + @,1) e
maior do quel (exceto para o caso ge= 7 (n = 0,q = 3)).

(2) Comog = 1 ou7(mod 8) entdog = 1 ou —1(mod 8). Em qualquer caso,

¢*> = 1(mod 8). E dai,4 divide ¢*> — 1. Por outro lado,
p—3=(2n+ 1)q)2 — 1 =4’ +4ng* + (- 1) =
=4 divide p—3 = p=3(mod4).

Com isso, pelo Teorema 6.4(p)|H (4p). Consequentementé(4p) > h(p). O
Teorema 6.3Y) nos garante também qég¢p) > 1. Portanto, o numero de classes

H (4p) deQ(¢yp + ¢5,') & maior do que .
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Vamos finalizar com a apresentacao da lista de todos o®gfire: 100000,
satisfazendp = ((2n + 1)¢)* — 2 comg = 1 ou3(mod8) primo (2 > 0 inteiro),
ep = ((2n+1)g)°> + 2 comg = 1 ou 7(mod8) primo (» > 0 inteiro), para os
quaish(p) e H(4p) sao maiores do que

Para esta apresentacao consultamos a tabela do nUmelassles de corpos

quadraticos reais em [12].
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Tabela 6.1p = ((2n + 1)¢)* — 2

p n q hip) p n q hip)

7 03 1] 37 0 19 3

79 13 3/ 1087 1 11 7
223 2 3 3| 1847 1 11 7
439 3 3 5/ 3023 2 11 3
727 4 3 5| 5927 3 11 5
1.087 53 7] 7919 0 89 7
3.967 10 3 5§ 11.447 0 107 7
4759 11 3 1314159 3 17 9
5623 12 3 914639 5 11 17
8.647 15 3 1317.159 0 131 15
13.687 19 3 2119319 0 139 11
18.223 22 3 1731327 1 59 27
31.327 29 3 2742023 2 41 15
33.487 30 3 1944519 0 211 11
53.359 38 3 3753.359 10 11 37
56.167 39 3 2754.287 0 233 15
71.287 44 3 1961.007 6 19 15
74527 45 3 2364.007 11 11 11
77.839 46 3 3766.047 0 257 13
81.223 47 3 3371287 1 89 19
91.807 50 3 4581.223 7 19 33
95.479 51 3 3390599 3 43 19
99.223 52 3 2997967 0 313 25
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Tabela 6.2p = ((2n + 1)q)% + 2

p n q hp) p n g h(p
443 1 7 3)56171 1 79 11
11.027 7 7 965027 7 17 21
15131 1 41 1574531 19 7 17
21.611 10 7 1595483 1 103 11
47963 1 73 9
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