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da Universidade Federal do Ceará, para
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Resumo

Os objetivos deste trabalho são os seguintes: Primeiro apresentar a prova, de-

vida a N.C. Ankeny, S. Chowla e H. Hasse, de que o número de classesH(p)

do subcorpo real maximalQ(ζp + ζ−1
p ) deQ(ζp) é maior do que2, para os pri-

mosp = (2qn)2 + 1 com primoq ı́mpar en > 1 inteiro. E depois mostrar a

condição suficiente, dada por Hideo Yokoi, para que o número de classesH(4p)

do subcorpo real maximalQ(ζ4p+ ζ
−1
4p ) deQ(ζ4p) seja maior do que1, ondep são

primos do tipo((2n + 1)q)2 ± 2 , comq primo ı́mpar en ≥ 0 inteiro.



Abstract

The objectives of this work are the following: First presentthe proof, due

to N.C. Ankeny, S. Chowla and H. Hasse, of that the class number H(p) of

the maximal real subfieldQ(ζp + ζ−1
p ) of Q(ζp) is greater than2, for the prime

p = (2qn)2 + 1 with q odd prime andn > 1 integer. And then show the sufficient

condition, given by Hideo Yokoi, for that the class numberH(4p) of the maximal

real subfieldQ(ζ4p+ ζ
−1
4p ) of Q(ζ4p) is larger than1, wherep are prime of the type

((2n+ 1)q)2 ± 2 , with q odd prime andn ≥ 0 integer.
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1.4 Terminologia dos Corpos Numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.5 Norma de um Ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.6 Finitude do grupo das classes de ideais . . . . . . . . . . . . . . .28

2 Anéis de Fraç̃oes 37
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Introduç ão

O objetivo deste texto é apresentar alguns resultados, relativos ao número de

classes do subcorpo real maximal de um corpo ciclotômico. Para isso, iremos no

Capı́tulo1, aplicar a representação geométrica dos ideais de um corpo numérico

para provar a finitude do grupo das classes de ideais. O Capı́tulo 2, dedicado aos

anéis de frações tem por objetivo dá ao leitor os pré-requisitos necessários para a

compreensão do próximo capı́tulo. Já no Capı́tulo3, usaremos as informações ob-

tidas sobre anéis de frações, para fazermos um breve estudo sobre a decomposição

de ideais primos em uma extensão. Em seguida, no Capı́tulo4, apresentaremos o

subcorpo real maximalQ(ζm + ζ−1
m ) do corpo ciclotômicoQ(ζm) e usaremos al-

guns resultados relativos a caracteres e somas gaussianas,para justificar na ı́ntegra

a imersão do corpo quadráticoQ(
√
m) emQ(ζ4m + ζ−1

4m) . Tal imersão é men-

cionada no artigo de Itaru Yamaguchi denominado On the class-number of the

maximal real subfield of a cyclotomic field. Feito isso, ficaremos focados em dois

artigos, o primeiro de N.C. Ankeny, S. Chowla e H. Hasse, e o segundo de Hideo

Yokoi. Ambos têm por objetivo, estudar o número de classesdo subcorpo real

maximal de um corpo ciclotômico. No artigo do Chowla, é mostrado que para

os primosp = (2qn)2 + 1 com q primo ı́mpar en > 1 inteiro, o número de

classesH(p) do subcorpo real maximalQ(ζp + ζ−1
p ) deQ(ζp) é maior do que2.

Este resultado será provado no Capı́tulo5. Já no artigo do Yokoi, é apresentada

uma condição suficiente para que o número de classesH(4p) do subcorpo real

11



Introdução 12

maximalQ(ζ4p + ζ−1
4p ) deQ(ζ4p) seja maior do que1, ondep são primos do tipo

((2n+ 1)q)2 ± 2 com q primo ı́mpar en ≥ 0 inteiro. Essa condição será dada

pelo último teorema do Capı́tulo6.



Caṕıtulo 1

A Finitude do Grupo das Classes de

Ideais

1.1 Preliminares sobre os grupos discretos deRn

Um subgrupo aditivoH deRn é discreto se e somente se para todo compacto

K deRn, a interseçãoH ∩K é finita.

Exemplo 1.1 Zn é subgrupo discreto deRn.

Teorema 1.1 SejamA um anel principal,M umA - módulo livre de dimens̃ao

finita n eM ′ um subḿodulo deM . Ent̃ao:

(a) M ′ é livre de dimens̃ao q, 0 ≤ q ≤ n;

(b) SeM ′ 6= (0) ent̃ao existe uma base(e1, . . . , en) deM e elementos ñao-

nulosa1, . . . , aq ∈ A tal que(a1e1, . . . , aqeq) é uma base deM ′ eai divide

ai+1, parai = 1, 2, . . . , q − 1.

Demonstraç̃ao: Ver [10], página21.

13



A Finitude do Grupo das Classes de Ideais 14

Teorema 1.2 SejaH um subgrupo discreto deRn. Ent̃aoH é gerado (comoZ -

módulo) porr vetores linearmente independentes sobreR (onder ≤ n).

Observaç̃ao 1.1 Temos queH é subgrupo discreto deRn, logo,H é subgrupo

aditivo deRn. Mas, comoRn é grupo aditivo abeliano, então H é subgrupo

aditivo abeliano. Logo, posso vê-lo comoZ - módulo. Basta definir a seguinte

operaç̃ao externa.

· : Z×H → H

(c, h) 7→ c · h =





h+ h+ . . .+ h︸ ︷︷ ︸
c vezes

, se c ≥ 0

(−h) + (−h) + . . .+ (−h)︸ ︷︷ ︸
c vezes

, se c < 0

É fácil verificar que,

a·(x+y) = a·x+a·y , a·(b·x) = (a·b)·x , (a+b)·x = a·x+b·x , 1·x = x

∀a, b ∈ Z ex, y ∈ H.

Demonstraç̃ao (Teorema 1.2):Seja(e1, . . . , er) um sistema de elementos deH

linearmente independentes sobreR e tais quer seja máximo. Seja

P =

{
r∑

i=1

αiei|0 ≤ αi ≤ 1

}
⊂ Rn

o paralelepı́pedo construı́do sobre estes vetores; é evidente queP é compacto,

e portantoP ∩ H é finito. Seja entãox ∈ H. Dado o caráter maximal de

(ei), x se escreve da seguinte forma,x =

r∑

i=1

λiei comλi ∈ R. Consideremos

então paraj ∈ Z, o elemento,

(∗) xj = jx−
r∑

i=1

[jλi]ei
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(onde [µ ] designa a parte inteira deµ ∈ R).

Logo,

xj = j ·
r∑

i=1

λiei −
r∑

i=1

[jλi]ei =

r∑

i=1

jλiei −
r∑

i=1

[jλi]ei

=
r∑

i=1

(jλiei − [jλi]ei) =
r∑

i=1

(jλi − [jλi]) ei.

Como,0 ≤ jλi − [jλi] < 1 entãoxj ∈ P . De (∗) concluimos que,xj ∈ H.

Assim,xj ∈ P ∩ H. Temos que,x = x1 +

r∑

i=1

[λi]ei. Logo, oZ - móduloH é

gerado porP ∩H, e portanto, é de tipo finito. Por outro lado, comoP ∩H é finito

eZ é infinito, então, existem dois inteiros distintosj e k tais quexj = xk. Mas,

note que,

xj = xk ⇒
r∑

i=1

(jλi − [jλi]) ei =
r∑

i=1

(kλi − [kλi]) ei

⇒
r∑

i=1

(jλi − [jλi]) ei −
r∑

i=1

(kλi − [kλi]) ei = 0

⇒
r∑

i=1

((jλi − [jλi])− (kλi − [kλi])) ei = 0

⇒ (jλi − [jλi])− (kλi − [kλi]) = 0, ∀i = 1, . . . , r

⇒ jλi − [jλi] = kλi − [kλi], ∀i = 1, . . . , r

⇒ (j − k)λi = [jλi]− [kλi], ∀i = 1, . . . , r

⇒ λi =
[jλi]− [kλi]

j − k
, ∀i = 1, . . . , r

⇒ λi ∈ Q, ∀i = 1, . . . , r.

Assim, oZ-móduloH é gerado por um número finito de elementos que são

combinações lineares a coeficientes racionais dos(ei). Sejad um denominador

comum(d ∈ Z, d 6= 0) destes coeficientes; entãodH ⊂
r∑

i=1

Zei. Logo, pelo

Teorema 1.1, existe uma base(fi) doZ- módulo
r∑

i=1

Zei, e inteirosαi ∈ Z tais
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que(α1f1, . . . , αrfr) geramdH. Como oZ-módulodH tem a mesma dimensão

queH, e dado queH ⊃
r∑

i=1

Zei, a dimensão dedH é ≥ r; portanto, é igual

a r e osαi são não-nulos. Assim como os(ei), temos que os(fi) são também

linearmente independentes sobreR, então,dH (e em consequênciaH), é gerado

(sobreZ) porr elementos linearmente independentes sobreR.

�

Definição 1.1 Um subgrupo discreto de dimensãon deRn se chama uma rede de

Rn.

Segundo o Teorema 1.2, uma rede deRn é gerada sobreZ por uma base de

Rn, que é então umaZ-base da dita rede. Para cadaZ-basee = (e1, . . . , en) de

uma redeH, se designará porPe o paralelepı́pedo semi-aberto,

Pe =

{
r∑

i=1

αiei|0 ≤ αi < 1

}
.

Assim todo ponto deRn é congruente móduloH a um ponto e somente um

ponto dePe (se diz então quePe é um domı́nio fundamental paraH).

Designaremos porµ a medida de Lebesgue emRn; assim para toda parte

integrávelS deRn, µ(S) designará sua medida (que também chamaremos seu

volume).

1.2 Propriedades do Volume

SejamC eC ′ subconjuntos deRn que são reuniões finitas de paralelepı́pedos,

então valem as seguintes propriedades:

(a) µ(Pv) = |det(aij)| sendovi =
n∑

j=1

aij · ej(i = 1, . . . , n; aij ∈ R);
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(b) µ(x+ C) = µ(C), para qualquerx ∈ Rn;

(c) µ(γ · C) = γn · µ(C) para qualquer0 < γ ∈ R;

(d) SeC ∩ C ′ = ∅ entãoµ(C ∪ C ′) = µ(C) + µ(C ′);

De (a) resulta imediatamente que,v = (v1, . . . , vn) é base de uma rede deRn

se e somente seµ(Pv) 6= 0.

Usando a multiplicatividade do determinante, concluı́mosque se,

wi =

n∑

j=1

ωij · vj(i = 1, . . . , n), comωij ∈ R. Então,µ(Pw) = |det(ωij)| · µ(Pv).

Lema 1.3 O volumeµ(Pe) é independente da basee elegida para a redeH.

Demonstraç̃ao: Sejaf = (f1, . . . , fn) outra base deH. Como cadafi ∈ H

e e = (e1, . . . , en) éZ - base da redeH, então temos que,fi =
n∑

j=1

aij · ej com

aij ∈ Z. Logo,µ(Pf) = |det(aij)| ·µ(Pe). Mas, comodet(aij) é um determinante

de mudança de base eaij ∈ Z(i, j = 1, . . . , n) entãodet(aij) é invertı́vel emZ.

Logo,det(aij) ∈ {1,−1} ⇒ |det(aij)| = 1. Portanto,µ(Pf) = µ(Pe).

�

Definição 1.2 O volume de um qualquer dosPe se chama o volume da redeH e

se escrevev(H).

Teorema 1.4 (Minkowski) SejamH uma rede deRn e S um subconjunto in-

tegrável deRn tais queµ(S) > v(H). Ent̃ao, existem dois elementosx, y deS

distintos tais quex− y ∈ H.

Demonstraç̃ao: Sejame = (e1, . . . , en) uma Z - base deH e Pe o parale-

lepı́pedo semi - aberto construı́do sobree . ComoPe é um domı́nio fundamen-

tal paraH, então,S é a reunião disjunta dosS ∩ (h + Pe)(h ∈ H), ou seja,
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S =
⋃

h∈H
S ∩ (h + Pe). Logo, pelo item (d) das propriedades do volume, temos

que,µ(S) =
∑

h∈H
µ(S ∩ (h+ Pe)). Pelo item (b) das propriedades do volume, te-

mos que,µ é invariante por translações, logo,µ(S∩(h+Pe)) = µ((−h+S)∩Pe).
Mas, os conjuntos(−h + S) ∩ Pe)(h ∈ H) não podem ser disjuntos dois a dois,

caso contrário,µ(Pe) ≥
∑

h∈H
(−h + S) ∩ Pe), contrariando a hipótese de que

v(H) < µ(S). Assim, existem dois elementos distintosh, h′ ∈ H tais que,

(−h + S) ∩ Pe) ∩ ((−h′ + S) ∩ Pe) 6= ∅ ⇒ Pe ∩ (−h + S) ∩ (−h′ + S) 6= ∅.

Logo,∃a ∈ Pe tal quea = −h + x e a = −h′ + y(x, y ∈ S) . Note que,x 6= y,

poish 6= h′. E além disso,−h + x = −h′ + y ⇒ x− y = h− h′ ∈ H.

�

Definição 1.3 Um subconjuntoX deRn seŕa chamado siḿetrico se, para qual-

quera ∈ X, tivermos que−a ∈ X.

Definição 1.4 Um subconjuntoX deRn seŕa chamado convexo se, para quais-

querx, y ∈ X, o conjunto{ρ · x+ (1− ρ) · y|0 ≤ ρ ≤ 1} estiver contido emX.

Note que este conjunto consiste dos pontos situados entrex e y, na reta que liga

estes dois pontos.

Por exemplo um cı́rculo, um quadrado, uma elipse, ou um triângulo são con-

vexos emR2, mas uma coroa circular ou um “quarto crescente” não são.

Corolário 1.1 SejamH uma rede deRn e S uma parte integŕavel siḿetrica em

relação a0 e convexa deRn. Se sup̃oe que uma das relações seguinteśe certa :

(a) Tem-seµ(S) > 2n · v(H)

(b) Tem-seµ(S) ≥ 2n · v(H) eS é compacto.
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Então,S ∩H cont́em um ponto distinto de0.

Demonstraç̃ao: No caso (a) se aplica o Teorema 1.4 aS ′ =
1

2
S (pois,

µ(S ′) = µ

(
1

2
S

)
=

(
1

2

)n
· µ(S) = 1

2n
µ(S) >

1

2n
· 2nv(H) = v(H)

)
.

Logo, existem dois pontos distintosy, z deS ′ tais quey−z ∈ H. Comoy, z ∈ S ′

então,y =
1

2
r(r ∈ S) ⇒ 2y ∈ S e z =

1

2
s(s ∈ S) ⇒ 2z ∈ S ⇒ −2z ∈ S. Da

convexidade deS, temos que,

1

2
· 2y +

(
1− 1

2

)
· (−2z) ∈ S ⇒ 1

2
· 2y + 1

2
· (−2z) ∈ S ⇒ y − z ∈ S.

Assim, temos quey−z 6= 0 (pois,y ez são distintos) ey−z ∈ S∩H. Logo,S∩H
contém um ponto distinto de0. No caso (b) se aplica o caso (a) a(1+ε)S(ε > 0).

Pois,

µ ((1 + ε)S) = (1+ ε)n ·µ(S) ≥ (1+ ε)n · 2n · v(H) > 1 · 2n · v(H) = 2n · v(H).

Logo, pelo item (a) existe0 6= x ∈ H∩(1+ε)S. Pondo,H ′ = H−{0} temos que,

x ∈ H ′∩ (1+ε)S, ou seja,H ′∩ (1+ε)S é não-vazio. E é finito por ser compacto

e discreto. Então, temos que,
⋂

ε>0

H ′ ∩ (1 + ε)S não é vazio. Logo, existeb ∈ Rn

tal que,b ∈
⋂

ε>0

H ′ ∩ (1 + ε)S ⇔ b ∈ H ′ e b ∈ (1 + ε)S, ∀ε > 0 ⇔ 0 6= b ∈ H

e b ∈
⋂

ε>0

(1 + ε)S = S ⇔ 0 6= b ∈ S ∩ H. Portanto,S ∩ H contém um ponto

distinto de0.

�

Definição 1.5 Se chama corpo de números alǵebricos (ou corpo nuḿerico) a toda

extens̃ao de grau finito (e portanto alǵebrica) deQ. Dado um corpo nuḿericoK,

o grau[K : Q] se chama o grau deK.

Exemplo 1.2 K = corpo quadŕatico é um corpo nuḿerico, pois,[K : Q] = 2.
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Teorema 1.5 SejamK um corpo de caracterı́stica0 ou finito,K ′ uma extens̃ao de

grau finiton deK eC um corpo algebricamente fechado que contémK. Ent̃ao,

existemn K-isomorfismos distintos deK ′ emC.

Demonstraç̃ao: Ver [10], página33.

1.3 A imersão can̂onica de um corpo nuḿerico

SejaK um corpo numérico en seu grau. Então, pelo Teorema 1.5 existemn

Q-isomorfismos distintosσi : K → C.

Sejaα : C → C a conjugação complexa, ou seja,α(z) = z, z ∈ C. Então,

para todoi, α ◦ σi é um dosσj , e é igual aσi se e somente seσi(K) ⊂ R. Seja

r1, o número dos ı́ndicesi tais queσi(K) ⊂ R; então os demais ı́ndices são em

número par2r2, e tem-se,r1 + 2r2 = n.

Numeraremos osσi de modo queσi(K) ⊂ R para 1 ≤ i ≤ r1 e que

σj+r2(x) = σj(x) parar1 + 1 ≤ j ≤ r1 + r2; assim osr1 + r2 primeirosσi

determinam osr2 restantes. Parax ∈ K, ponhamos

σ(x) = (σ1(x), . . . , σr1+r2(x)) ∈ Rr1 × Cr2.

Chamaremosσ de a imersão canônica deK emRr1 × Cr2, a qual é um homo-

morfismo injetivo para as estruturas de anel. Frequentemente, identificaremos

Rr1 × Cr2 comRn.

Observaç̃ao 1.2 No que segue, quando não for especificado o significado de

qualquer uma das notaçõesσ,K, n, r1, r2 ent̃ao ela teŕa o mesmo significado dado

acima.

Definição 1.6 SejamB um anel eA um subanel deB tal que B seja um

A- módulo livre de dimens̃ao finitan. Para (x1, . . . , xn) ∈ Bn, se chama o dis-
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criminante do sistema(x1, . . . , xn) ao elemento deA definido por,

D(x1, . . . , xn) = det
(
TrB/A(xixj)

)
.

Proposiç̃ao 1.1 Se(y1, . . . , yn) ∈ Bn é outro sistema de elementos deB, tal que,

yi =

n∑

j=1

aij · xj comaij ∈ A ent̃aoD(y1, . . . , yn) = (det(aij))
2 ·D(x1, . . . , xn).

Demonstraç̃ao: Ver [10], página38.

Proposiç̃ao 1.2 SejamK um corpo finito ou de caracterı́stica0, L uma extens̃ao

de grau finiton deK e σ1, . . . , σn osn K - isomorfismos distintos deL em um

corpo algebricamente fechadoC que cont́emK. Se(x1, . . . , xn) é uma base de

L sobreK, ent̃aoD(x1, . . . , xn) = det(σi(xj))
2 6= 0.

Demonstraç̃ao: Ver [10], página39.

Proposiç̃ao 1.3 SeM é um sub-Z-módulo livre de dimens̃aon deK, e se(xi)1≤i≤n

é umaZ-base deM , ent̃aoσ(M) é uma rede deRn, cujo volumée dado por,

v (σ(M)) = 2−r2 · |det(σi(xj))| , 1 ≤ i, j ≤ n.

Demonstraç̃ao: Parai fixo, as componentes deσ(xi) com respeito a base canônica

deRn são dadas por

σ1(xi), . . . , σr1(xi), R(σr+1(xi)), I(σr+1(xi)), . . . , R(σr1+r2(xi)), I(σr1+r2(xi))

ondeR e I designam a parte real e imaginária. Calculemos o determinanteD

cuja i-ésima coluna é formada pelas componentes deσ(xi) com respeito a base

canônica deRn.
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D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1(x1) . . . σ1(xi) . . . σ1(xn)
...

...
...

...
...

σr1(x1) . . . σr1(xi) . . . σr1(xn)

R(σr1+1(x1)) . . . R(σr1+1(xi)) . . . R(σr1+1(xn))

I(σr1+1(x1)) . . . I(σr1+1(xi)) . . . I(σr1+1(xn))
...

...
...

...
...

R(σr1+r2(x1)) . . . R(σr1+r2(xi)) . . . R(σr1+r2(xn))

I(σr1+r2(x1)) . . . I(σr1+r2(xi)) . . . I(σr1+r2(xn))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Utilizando as fórmulasR(z) =
1

2
(z + z) e I(z) =

1

2i
(z − z)(z ∈ C) e a

linearidade com respeito as filas, se obtém,D = ±(2i)−r2 · det(σj(xi)). Como,

(xi)1≤i≤n é umaZ-base do sub-Z-móduloM ⊂ K eK é um corpo numérico de

graun então(xi)1≤i≤n é base deK sobreQ (já que,(xi)1≤i≤n L.I. sobreZ ⇒
⇒ (xi)1≤i≤n L.I. sobreQ). Logo, pela Proposição 1.2 temos que det(σj(xi)) 6= 0.

Assim,D 6= 0. E daı́, os vetoresσ(xi) são L.I. emRn, ou seja,(σ(xi))1≤i≤n é

base deRn. Consequentemente, oZ-módulo gerado pelos vetoresσ(xi),

Zσ(x1) + Zσ(x2) + . . .+ Zσ(xn)

é uma rede deRn. Mas, note que,Zσ(x1)+Zσ(x2) + . . .+Zσ(xn) = σ(M). De

fato,

a ∈ Zσ(x1) + Zσ(x2) + . . .+ Zσ(xn)

⇒ a = z1σ(x1) + z2σ(x2) + . . .+ znσ(xn), zi ∈ Z

⇒︸︷︷︸
σ é Z−linear

a = σ(z1x1) + σ(z2x2) + . . .+ σ(znxn), zi ∈ Z

⇒︸︷︷︸
σ é Z−linear

a = σ(z1x1 + z2x2 + . . .+ znxn), zi ∈ Z

⇒ a ∈ σ(M).
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b ∈ σ(M) ⇒ b = σ(z1x1 + z2x2 + . . .+ znxn), zi ∈ Z

⇒︸︷︷︸
σ é Z−linear

b = z1σ(x1) + z2σ(x2) + . . .+ znσ(xn), zi ∈ Z

⇒ b ∈ Zσ(x1) + Zσ(x2) + . . .+ Zσ(xn).

Então,σ(M) é uma rede deRn, cujaZ-base éf = (σ(x1), . . . , σ(xn)). Logo,

v(σ(M)) = µ(Pf) = |det[σ(x1) · · ·σ(xn)]| = | ± (2i)−r2 · det(σj(xi))| =

= 2−r2 · |det(σj(xi))|.

�

Corolário 1.2 SejamR um anel eA um subanel deR. O conjuntoA′ dos ele-

mentos deR que s̃ao inteiros sobreA é um subanel deR que cont́emA.

Demonstraç̃ao: Ver [10], página29.

Corolário 1.3 SejamA um anel principal integralmente fechado,K seu corpo de

frações,L uma extens̃ao de grau finiton deK eA′ o fecho integral deA emL.

Sup̃oe-seK de caracteŕıstica0. Ent̃ao,A′ é umA-módulo livre de dimens̃aon.

Demonstraç̃ao: Ver [10], página40.

1.4 Terminologia dos Corpos Nuḿericos

Dado um corpo numéricoK, os elementos deK que são inteiros sobreZ se

chamam os inteiros deK. Esses elementos formam um subanelA (deK) que é

um Z - módulo livre de dimensão[K : Q] (Corolários 1.2 e 1.3). Os discrimi-

nantes das bases doZ - móduloA (chamadas bases integrais deK ) diferem em
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um elemento invertı́vel deZ, que é inclusive um quadrado (Proposição 1.1). Este

elemento não pode ser outro que+1, de modo que os discriminantes das bases do

Z - móduloA são todos iguais. O discriminante de uma base integral qualquer de

K é chamado discriminante absoluto deK ou discriminante do corpoK.

Exemplo 1.3 Considere K = Q(
√
m) um corpo quadŕatico. Seja

α = r + s
√
m(r, s ∈ Q) um elemento qualquer deK = Q(

√
m). Temos que,

α2 = r2 + 2rs
√
m+ s2m = r2 + s2m+ 2rs

√
m

(i)

(α− r)2 = s2m⇒ α2 − 2rα+ r2 = s2m⇒ α2 − 2rα+ r2 − s2m = 0 ⇒

⇒ X2 − 2rX + r2 − s2m é o polin̂omio minimal deα sobreQ.

(ii)

(
α2 − (r2 + s2m)

)2
= 4r2s2m⇒

⇒ (α2)2 − 2 · (r2 + s2m)α2 + (r2 + s2m)2 = 4r2s2m⇒

⇒ (α2)2 − 2(r2 + s2m)α2 + (r2 + s2m)2 − 4r2s2m = 0 ⇒

⇒ X2 − 2(r2 + s2m)X + (r2 + s2m)2 − 4r2s2m

é o polin̂omio minimal de α2 sobre Q.

Logo,

Tr(α) = 2r e Tr(α2) = 2(r2 + s2m).

E dáı,

DK|Q(1, α) = det


 Tr(1) Tr(α)

Tr(α) Tr(α2)


 = det


 2 · 1 2r

2r 2(r2 + s2m)




= 4r2 + 4s2m− 4r2 = 4s2m.
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Em particular,DK|Q(1,
√
m) = 4m eDK|Q

(
1,

1 +
√
m

2

)
= m. Como1,

√
m

(respectivamente1,
1 +

√
m

2
) formam uma base integral deK = Q(

√
m) no caso

em quem ≡ 2 ou 3(mod 4) (respectivamente≡ 1) mod 4 ent̃ao conclúımos que

o discriminanted deQ(
√
m) é dado por,

d =





4m, sem ≡ 2 ou 3(mod 4)

m, se m ≡ 1(mod 4).

SejamA um anel de integridade eK seu corpo de frações. Se chama ideal

fracionário deA (ou deK respeito aA) a todo sub -A - móduloI deK tal que

existe0 6= d ∈ A que verifiqueI ⊂ d−1A. Isto equivale a dizer que os elementos

deI tem um “denominador comum”d ∈ A.

Exemplo 1.4 Os ideais fraciońarios deZ são da formarZ onde0 6= r ∈ Q.

Os ideais fracionários (comd = 1) são chamados de ideais ordinários (ou inteiros)

deA.

Os ideais fracionários não - nulos deA formam um monóide (isto é, um semigrupo

com unidade) comutativo para a multiplicação.

Teorema 1.6 SejamA um anel eM umA - módulo. As condiç̃oes seguintes são

equivalentes:

(a) Toda faḿılia não vazia de subḿodulos deM cont́em um elemento maximal

(sob a relaç̃ao de inclus̃ao).

(b) Toda seqûencia crescente(Mn)n≥0 (para a relaç̃ao de inclus̃ao) de subḿodulos

deM é estaciońaria (istoé, existeno tal queMn =Mno
para todon ≥ no).

(c) Todo subḿodulo deM é de tipo finito.

Demonstraç̃ao: Ver [10], página20.
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Definição 1.7 UmA - móduloM é chamado noetheriano se satisfaz as condições

equivalentes do Teorema 1.6. Um anelA é chamado noetheriano se considerado

comoA - móduloé um ḿodulo noetheriano.

Definição 1.8 Um anelA é chamado anel de Dedekind seé noetheriano, inte-

gralmente fechado (portanto, de integridade) e se todo ideal primo não - nulo de

A é maximal.

Exemplo 1.5 Z é um anel de Dedekind.

Teorema 1.7 SejamA um anel de Dedekind,K seu corpo de fraç̃oes,L uma

extens̃ao de grau finito deK e A′ o fecho integral deA emL. Sup̃oe-seK de

caracteŕıstica0. Ent̃aoA′ é um anel de Dedekind e umA - módulo de tipo finito.

Demonstraç̃ao: Ver [10], página49.

Do Teorema 1.7, concluı́mos que o anel dos inteiros de um corpo numérico é

um anel de Dedekind.

Corolário 1.4 SejamA um anel integralmente fechado,K seu corpo de fraç̃oes,

L uma extens̃ao de grau finito deK e x um elemento deL inteiro sobreA.

Sup̃oe-seK de caracteŕıstica0. Ent̃ao, os coeficientes do polinômio caracteŕıstico

de x com respeito a L e K, em particular TrL/K(x) e NL/K(x)

são elementos deA.

Demonstraç̃ao: Ver [10], página38.

1.5 Norma de um Ideal

Proposiç̃ao 1.4 SejamK um corpo nuḿerico,n seu grau eA o anel dos inteiros

deK . Sex é um elemento ñao - nulo deA ent̃ao |N(x)| = Card(A/Ax).
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Demonstraç̃ao: Ver [10], página52.

Observaç̃ao 1.3 Comox ∈ A ent̃aoN(x) ∈ Z (Corolário 1.4). De modo que, a

fórmula escrita tem sentido.

Observaç̃ao 1.4 EscrevemosN(x) no lugar deNK/Q(x) para designar a norma

do elementox.

Definição 1.9 SejamK um corpo nuḿerico eA o anel dos inteiros deK. Dado

um ideal inteiro ñao - nuloI deA, se chama norma deI, e se escreveN(I), o

número Card(A/I).

N(I) = Card(A/I).

Notemos que,N(I) é finito. Com efeito, sea é um elemento não - nulo deI

então Aa ⊂ I, e A/I se identifica a um quociente deA/Aa, donde,

Card(A/I) ≤ Card(A/Aa), que é finito pela Proposição 1.4. Por outro lado,

isto mostra que para um ideal principalAb, tem-seN(Ab) = |N(b)|.

Proposiç̃ao 1.5 SejamK um corpo nuḿerico eA o anel dos inteiros deK. SeI

eJ são dois ideais inteiros ñao - nulos deA ent̃aoN(IJ) = N(I) ·N(J).

Demonstraç̃ao: Ver [10], página52.

Proposiç̃ao 1.6 Sejamd o discriminante absoluto deK,A seu anel de inteiros, e

I um ideal inteiro ñao - nulo deA. Ent̃ao,σ(A) eσ(I) são redes e tem-se que:

v(σ(A)) = 2−r2 · |d| 12 e v(σ(I)) = 2−r2 · |d| 12 ·N(I).

Demonstraç̃ao: Temos queA e I sãoZ - módulos livres de dimensãon. Assim,

podemos aplicar a Proposição 1.3. Por outro lado, se(xi)1≤i≤n é umaZ - base de

A, então,d = D(x1, . . . , xn). Como,(xi)1≤i≤n éZ - base deA, então,(xi)1≤i≤n
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são L.I. sobreZ, logo (xi)1≤i≤n são L. I. sobreQ. Assim,(xi)1≤i≤n é uma base

deK sobreQ, logo, pela Proposição 1.2,D(x1, . . . , xn) = det(σi(xj))
2. Então,

temos que,

d = D(x1, . . . , xn) = det(σi(xj))
2 = det(σi(xj) · σi(xj)) =

= det(σi(xj)) · det(σi(xj)) ⇒

⇒ |d| = |det(σi(xj)) | · |det(σi(xj)) | = |det(σi(xj)) |2

⇒ |d| 12 = |det(σi(xj)) |.

Usando agora a Proposição 1.3 , temos que,σ(A) e σ(I) são redes deRn. E

além disso,

v (σ(A)) = 2−r2 · |det(σi(xj))| = 2−r2 · |d| 12 .

Para deduzir a fórmula do volume da redeσ(I), basta usar a fórmula do

volume da redeσ(A), notar queσ(I) é um subgrupo de ı́ndiceN(I) de σ(A),

e que portanto se obtém um domı́nio fundamentalP para a redeσ(I) pela reunião

disjunta deN(I) domı́nios fundamentais(P1, . . . , PN(I)) para a redeσ(A). Temos

então que,

v (σ(I)) = µ(P ) = µ(P1) + . . .+ µ(PN(I)) = v (σ(A)) + . . .+ v (σ(A))︸ ︷︷ ︸
N(I)parcelas

=

= N(I) · v (σ(A)) = N(I) · 2−r2 · |d| 12 = 2−r2 · |d| 12 ·N(I).

�

1.6 Finitude do grupo das classes de ideais

Proposiç̃ao 1.7 SejamK um corpo nuḿerico, n seu grau,r1 e r2 os inteiros

definidos anteriormente,d seu discriminante absoluto eI um ideal inteiro ñao-

nulo deK. Ent̃ao,I cont́em um elemento não-nulox tal que,

∣∣NK/Q(x)
∣∣ ≤

(
4

π

)r2
· n!
nn

· |d| 12 ·N(I).
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Demonstraç̃ao: Sejaσ a imersão canônica deK em Rr1 × Cr2 . Sejamt um

número real positivo eBt o conjunto dos(y1, . . . , yr1, z1, . . . , zr2) ∈ Rr1 × Cr2,

tais que,
r1∑

i=1

|yi| + 2 ·
r2∑

j=1

|zj | ≤ t. Então,Bt é um conjunto compacto, convexo

e simétrico com respeito a0 e cujo volume é dado por,µ(Bt) = 2r1 ·
(π
2

)r2
· t

n

n!
.

Escolhamost tal que,µ(Bt) = 2n · v (σ(I)), isto é, tal que

2r1 ·
(π
2

)r2
· t

n

n!
= 2n−r2 · |d| 12 ·N(I),

ou seja, tal que,tn = 2n−r1 · π−r2 · n! · |d| 12 · N(I). Por outro lado, comoBt é

compacto eµ(Bt) = 2n ·v (σ(I)) então pelo item (b) do Corolário 1.1, temos que,

∃0 6= y ∈ Bt ∩ σ(I), ou seja,∃0 6= x ∈ I tal queσ(x) = y ∈ Bt. Calculemos sua

norma,

N(x) = σ1(x) · . . . · σr1(x) · σr1+1(x) · σr1+1(x) · . . . · σr1+r2(x) · σr1+r2(x)

|N(x)| = |σ1(x)| · . . . · |σr1(x)| · |σr1+1(x)| · |σr1+1(x)| · . . .

. . . · |σr1+r2(x)| · |σr1+r2(x)|

|N(x)| = |σ1(x)| · . . . · |σr1(x)| · |σr1+1(x)|2 · . . . · |σr1+r2(x)|2
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Usando agora a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos

que,

n
√
|σ1(x)| · . . . · |σr1(x)| · |σr1+1(x)| · |σr1+1(x)| · . . . · |σr1+r2(x)| · |σr1+r2(x)| ≤

≤ |σ1(x)|+ . . .+ |σr1(x)|+ |σr1+1(x)|+ |σr1+1(x)|+ . . .+ |σr1+r2(x)| + |σr1+r2(x)|
n

⇒ |σ1(x)| · . . . · |σr1(x)| · |σr1+1(x)|2 · . . . · |σr1+r2(x)|2 ≤

≤ (|σ1(x)| + . . .+ |σr1(x)|+ 2 · |σr1+1(x)|+ . . .+ 2 · |σr1+r2(x)|)n
nn

⇒

⇒ nn ·
(
|σ1(x)| · . . . · |σr1(x)| · |σr1+1(x)|2 · . . . · |σr1+r2(x)|2

)
≤

≤ (|σ1(x)|+ . . .+ |σr1(x)|+ 2 · (|σr1+1(x)|+ . . .+ · |σr1+r2(x)|))n =

=

(
r1∑

i=1

|σi(x)|+ 2 ·
r1+r2∑

j=r1+1

|σj(x)|
)n

≤︸︷︷︸
σ(x)∈Bt

tn ⇒ nn · |N(x)| ≤ tn ⇒

⇒ |N(x)| ≤ tn

nn
= 2n−r1 · π−r2 · n! · |d| 12 ·N(I) · 1

nn
=

= 2n−r1 · π−r2 · n!
nn

· |d| 12 ·N(I) =

= 22r2 · π−r2 · n!
nn

· |d| 12 ·N(I) =
(22)r2

πr2
· n!
nn

· |d| 12 ·N(I) =

=

(
4

π

)r2
· n!
nn

· |d| 12 ·N(I) ⇒ |N(x)| ≤
(
4

π

)r2
· n!
nn

· |d| 12 ·N(I).

�

Teorema 1.8 SejamA um anel de Dedekind eP o conjunto dos ideais primos

não-nulos deA. Ent̃ao:

(a) Todo ideal fraciońario não-nuloB deA pode ser unicamente expresso na

formaB =
∏

J∈P
JnJ (B), onde, para qualquerJ ∈ P , nJ(B) ∈ Z e, para

quase todoJ ∈ P , nJ(B) = 0.

(b) O mońoide dos ideais fraciońarios ñao-nulos deA é um grupo.

Demonstraç̃ao: Ver [10], página50.
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Observaç̃ao 1.5 nJ(B) designa o expoente deJ na decomposiç̃ao deB em pro-

duto de ideais primos.

Observaç̃ao 1.6 (i) nJ(BB′) = nJ(B) + nJ(B
′).

(ii) B ⊂ A⇔ nJ(B) ≥ 0 para todoJ ∈ P .

(iii) B ⊂ B′ ⇔ nJ(B) ≥ nJ(B
′) para todoJ ∈ P .

Nota 1.1 Temos que o monóide I(A) dos ideais fraciońarios ñao-nulos de um

anel de Dedekind́e um grupo. Os ideais fracionários principais (istóe, da forma

Ax, x ∈ K∗) formam um subgrupoF (A) deI(A) (pois,(Ax)·(Ay)−1 = Axy−1).

Por outro lado, o grupoI(A) é abeliano. Com efeito, sejamI, J ideais fra-

cionários ñao nulos deA. Ent̃ao, existem0 6= d, g ∈ A tais queI ⊂ d−1A e

J ⊂ g−1A. Note agora que,

x ∈ IJ ⇔ x =
a1
d

· b1
g
+ . . .+

an
d

· bn
g

=
b1
g
· a1
d

+ . . .+
bn
g

· an
d

∈ IJ

ondeai, bi ∈ A.

Ou seja,

IJ = JI.

ComoI(A) é abeliano ent̃ao F (A) é um subgrupo normal deI(A). O grupo

quocienteC(A) = I(A)/F (A) se chama o grupo das classes de ideais deA.

Observaç̃ao 1.7 SejamK um corpo nuḿerico eA o anel dos inteiros deK. Te-

mos queA é um anel de Dedekind, então, podemos definir o grupo quociente

C(A) = I(A)/F (A), queé neste caso chamado, grupo das classes de ideais de

K.

Observaç̃ao 1.8 J−1 = {x ∈ K ′|xJ ⊂ A}, onde,A é o anel dos inteiros deK e

K ′ é o corpo de fraç̃oes deA.
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Observaç̃ao 1.9 SejamI e J dois ideais fraciońarios do anelA dos inteiros de

K eK ′ o corpo de fraç̃oes deA. Ent̃ao,I eJ pertencem a mesma classe de ideais

deK ⇔ ∃γ ∈ K ′ tal queI = γJ .

Corolário 1.5 Com as mesmas notações, toda classe de ideais deK cont́em um

ideal inteiroI tal que,

N(I) ≤
(
4

π

)r2
· n!
nn

· |d| 12 .

Demonstraç̃ao: SejaJ ′ um ideal da classe dada. Por homotetia podemos supor

queJ = J ′−1 é um ideal inteiro. Então, pela Proposição 1.7, existe um elemento

não-nulox deJ , tal que,

|N(x)| ≤
(
4

π

)r2
· n!
nn

· |d| 12 ·N(J).

E daı́, temos que,I = xJ−1 é um ideal inteiro da classe dada. De fato,

x ∈ J ⊂ A⇒ x ∈ A⇒ x ∈ K ′ (corpo de frações deA)

z ∈ I ⇒ z ∈ xJ−1 ⇒ z = xy, y ∈ J−1 ⇒ z = xy, yJ ⊂ A

⇒︸︷︷︸
x,y∈K ′

z = yx, yJ ⊂ A⇒ z ∈ A ∴ I ⊂ A

Temos então que,

I = xJ−1 ⇒ x = J · I ⇒ N(x) = N(J · I) =︸︷︷︸
Prop.1.5

N(J) ·N(I) ⇒

⇒ N(I) =
N(x)

N(J)
⇒ |N(I)| = |N(x)|

|N(J)| ≤

≤
(
4

π

)r2
· n!
nn

· |d| 12 ·N(J) · 1

N(J)
=

(
4

π

)r2
· n!
nn

· |d| 12

⇒ N(I) ≤
(
4

π

)r2
· n!
nn

· |d| 12 .
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�

Corolário 1.6 SejamK um corpo nuḿerico, n seu grau ed seu discriminante

absoluto. Ent̃ao, paran ≥ 2 temos que|d| ≥ π

3
·
(
3π

4

)n−1

e
n

log|d| est́a

limitado por uma constante independente deK.

Demonstraç̃ao: Temos que,1 ≤ N(I) ≤
(
4

π

)r2
· n!
nn

· |d| 12 , logo,

(
4

π

)r2
· n!
nn

· |d| 12 ≥ 1 ⇒ |d| 12 ≥
(π
4

)r2
· n

n

n!
⇒ |d| ≥

(π
4

)2r2
· n

2n

(n!)2
.

Como0 <
π

4
< 1 e2r2 ≤ n então,

(π
4

)2r2
≥
(π
4

)n
⇒
(π
4

)2r2
· n

2n

(n!)2
≥
(π
4

)n
· n

2n

(n!)2
.

Logo,

|d| ≥
(π
4

)n
· n

2n

(n!)2
,

ou seja,|d| ≥ an(∀n ∈ N) ondean =
(π
4

)n
· n

2n

(n!)2
. Temos então que,

a2 =
(π
4

)2
· 2

4

22
=
π2

24
· 22 = π2

22
=
π2

4

e

an+1

an
=

(π
4

)n+1

· (n+ 1)2n+2

[(n+ 1)!]2
(π
4

)n
· n

2n

(n!)2

=

(π
4

)n
· π
4
· (n+ 1)2n · (n + 1)2

(n + 1)2 · (n!)2
(π
4

)n
· n

2n

(n!)2

=
π

4
· (n+ 1)2n

n2n
=
π

4
·
(
n + 1

n

)2n

=
π

4
·
(
1 +

1

n

)2n

.

Usando agora a fórmula do binômio de Newton, concluı́mos que,

(
1 +

1

n

)2n

= 1 + 2 + termos positivos.
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Assim,
an+1

an
=
π

4
· (1 + 2 + termos positivos) ≥ 3π

4
.

Afirmação:an ≥ π2

4
·
(
3π

4

)n−2

, ∀n ≥ 2.

De fato, paran = 2 terı́amos quea2 ≥
π2

4
(o que é verdade). Suponha que a desi-

gualdade acima seja verdadeira para um certon = k ≥ 2, ou seja,

ak ≥
π2

4
·
(
3π

4

)k−2

. Então, paran = k + 1, temos que,

ak+1 ≥
3π

4
· ak =

3π

4
· π

2

4
·
(
3π

4

)k−2

=
π2

4
·
(
3π

4

)k+1−2

.

Logo, paran ≥ 2, temos que,

|d| ≥ an ≥ π2

4
·
(
3π

4

)n−2

⇒ |d| ≥ π2

4
·
(
3π

4

)n−2

.

Mas, note que,

π2

4
·
(
3π

4

)n−2

=
π2

4
·
(
3π

4

)n−1

·
(
3π

4

)−1

= π·π
4
·
(
3π

4

)n−1

· 4
3π

=
π

3
·
(
3π

4

)n−1

.

Portanto,

|d| ≥ π

3
·
(
3π

4

)n−1

, ∀n ≥ 2.

A limitação uniforme de
n

log|d| se obtém tomando logaritmos.

�

Teorema 1.9 (Hermite - Minkowski) Para todo corpo nuḿericoK 6= Q, o dis-

criminante absolutod deK é 6= ±1.

Demonstraç̃ao: Como K 6= Q então [K : Q] 6= 1. Consequentemente,

[K : Q] ≥ 2. Assim pelo Corolário 1.6, temos que,|d| ≥ π

3
·
(
3π

4

)n−1

. Mas,

note que,
π

4
> 1 e

3π

4
> 1. Logo,|d| > 1. Portanto,d 6= ±1.
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�

Teorema 1.10 (Dirichlet) Para todo corpo nuḿericoK, o grupo das classes de

ideais deK é finito.

Demonstraç̃ao: SejaG o conjunto dos ideais inteirosI deK, cuja norma é um

certoq ∈ Z.

G = {I ⊂ A|I é ideal eN(I) = q}.

Afirmação:G é finito.

De fato, seI ∈ G entãoN(I) = q. Ou seja, Card(A/I) = q. Temos que,A/I é

anel quociente, logo,< A/I,+ > é grupo abeliano.

+ : A/I × A/I → A/I

(a+ I, a′ + I) 7→ (a+ I) + (a′ + I) = (a+ a′) + I, ∀a, a′ ∈ A

Note que,1 ∈ A (pois,1 ∈ Q ⊂ K e 1 é raiz deP (X) = X − 1 ∈ Z[X ]). Logo

1 + I ∈ A/I. Assim,

(1 + I)|A/I| = 0 + I ⇒ (1 + I)CArd(A/I) = 0 + I ⇒ (1 + I)q = 0 + I

⇒ q + I = I ⇒ q + b = b′(b, b′ ∈ I) ⇒ q = b′ − b ∈ I ⇒ q ∈ I

Consequentemente,Aq ⊂ I. Então, nossos ideaisI estão entre os que contém

a Aq. Pelo item (a) do Teorema 1.8 podemos decompor de maneira única os

ideaisAq e I como produtos dos ideais primos não-nulos deA. Sejam então,

J
nJ1

(Aq)

1 · . . . · JnJs(Aq)
s eJ

nJ1
(I)

1 · . . . · JnJs(I)
s tais decomposições, ondeJ1, . . . , Js

são os ideais primos não-nulos deA. ComoAq ⊂ I então pela Observação 1.6,

0 ≤ nJi(I) ≤ nJi(Aq) para todoJi(i = 1, . . . , s). Assim, existe apenas um

número finito desses ideais I. Logo,G é finito. E daı́, o conjunto dos ideais inteiros
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I deK tal que,N(I) ≤
(
4

π

)r2
· n!
nn

· |d| 12 é finito. Mas, pelo Corolário 1.5, toda

classe de ideais deK contém, um ideal inteiroI deK tal que,

N(I) ≤
(
4

π

)r2
· n!
nn

· |d| 12 .

Logo, a quantidade de classes deve ser finita. Portanto, o grupo das classes de

ideais deK é finito.

�



Caṕıtulo 2

Anéis de Fraç̃oes

Definição 2.1 SejaA um anel de integridade,K seu corpo de fraç̃oes eS uma

parte deA, est́avel para a multiplicaç̃ao (istoé,a·b ∈ S para quaisquera, b ∈ S),

que ñao cont́em o “0” e sim o “1”. Se chama anel de fraç̃oes deA respeito aS,

e se escreveS−1A ao conjunto dos elementos
a

s
∈ K coma ∈ A es ∈ S.

S−1A =
{a
s
∈ K; a ∈ A e s ∈ S

}
.

Observaç̃ao 2.1 (a) S−1A é um anel comutativo com identidade multiplica-

tiva, pois

a

s
+
a′

s′
=
s′a+ a′s

ss′
∈ S−1A e

a

s
· a

′

s′
=
a · a′
s · s′ ∈ S−1A.

0

1
é a identidade aditiva e

1

1
é a identidade multiplicativa.

(b) S−1A cont́emA, pois1 ∈ S
(
a =

a

1
∈ S−1A, ∀a ∈ A

)
.

(c) SeS é o conjunto dos elementos não nulos deA ent̃aoS−1A = K.

S−1A = (A\{0})−1A =
{a
s
∈ K; a ∈ A e s ∈ A\{0}

}
= K.

(d) SeS = {1} ou S est́a formado pelos elementos invertı́veis deA (isto é,

S = A∗) ent̃aoS−1A = A.

37
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Proposiç̃ao 2.1 SejamA um anel de integridade,S uma parte multiplicativa fe-

chada deA que cont́em o1 e ñao cont́em o0, eA′ = S−1A.

(1) Para todo idealb′ deA′ tem-se(b′ ∩ A)A′ = b′ de modo queb′ 7→ b′ ∩ A
é uma injeç̃ao crescente (para a inclusão) do conjunto de ideais deA′ no

conjunto de ideais deA.

(2) A aplicaç̃ao p′ 7→ p′ ∩ A é um isomorfismo do conjunto ordenado (por

inclus̃ao) dos ideais primos deA′ sobre o conjunto dos ideais primosp de

A tais quep ∩ S = ∅. A aplicaç̃ao inversáep 7→ pA′.

Observaç̃ao 2.2 b′ ∩A é um ideal deA , para todob′ ideal deA′ = S−1A.

Com efeito, sejamb ∈ b′ ∩ A ea ∈ A. Logo,

b ∈ A e a ∈ A ⇒ ba ∈ A

b ∈ b′ e a ∈ A ⊂ A′ ⇒︸︷︷︸
b′ é ideal deA′

ba ∈ b′

∣∣∣∣∣⇒ ba ∈ b′ ∩A

Observaç̃ao 2.3 SejaC o conjunto dos ideais deA′ eD o conjunto dos ideais de

A. Ent̃ao a aplicaç̃ao

ϕ : C → D

b′ 7→ b′ ∩ A

est́a bem definida, istóe,ϕ(b′) ∈ D, ∀b′ ∈ C.

O item (1) nos diz então que para quaisquerb1, b2 ∈ C tal queb1 ⊂ b2 tem-se

ϕ(b1) ⊂ ϕ(b2) (crescente para a inclusão).

Demonstraç̃ao (Proposiç̃ao 2.1):

(1) Sejab′ um ideal deA′. Temos queb′ ∩A ⊂ b′ logo,(b′ ∩A)A′ ⊂ b′ poisb′ é

um ideal deA′. Tome agora,

x ∈ b′ ⇒ x =
a

s
com a ∈ A e s ∈ S.
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Por outro lado,

x ∈ b′ e s ∈ S ⊂ A ⊂ A′ ⇒︸︷︷︸
b′ é um ideal deA′

xs ∈ b′ ⇒ a

s
· s ∈ b′ ⇒ a ∈ b′.

Assim temos que,a ∈ b′ ∩ A.

E daı́,

x = a · 1

s︸︷︷︸
∈A′

∈ (b′ ∩ A)A′.

Logo,b′ ⊂ (b′ ∩ A)A′. Portanto,(b′ ∩ A)A′ = b′ para todob′ ∈ C.

Considere agora a aplicação,

θ : D → C

b 7→ bA′.

Afirmaç ão 2.1 bA′ é um ideal deA′ para todo idealb deA.

Com efeito, sejamc ∈ bA′ ex ∈ A′. Logo,

c = b · a
s
; b ∈ b, a ∈ A e s ∈ S

x =
t

r
, t ∈ A e r ∈ S

∣∣∣∣∣⇒ cx = b · a
s
· t
r
= b ·

∈A︷︸︸︷
at

sr︸︷︷︸
∈S

⇒ cx ∈ bA′

Com isso,θ está bem definida, isto é,θ(b) ∈ C, ∀b ∈ D. E daı́, a aplicação

θ ◦ ϕ : C → C é a identidade. Com efeito,

(θ ◦ ϕ) (b′) = θ (θ(b′)) = θ(b′ ∩ A) = (b′ ∩A)A′ = b′, ∀b′ ∈ C.

Afirmaç ão 2.2 ϕ é injetiva.

Com efeito,

ϕ(b1) = ϕ(b2) ⇒ θ (ϕ(b1)) = θ (ϕ(b2)) ⇒ (θ ◦ ϕ) (b1) = (θ ◦ ϕ) (b2) ⇒︸︷︷︸
θ◦ϕ=id

b1 = b2.
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E além disso,ϕ é crescente para a inclusão, isto é,b1 ⊂ b2 ⇒ ϕ(b1) ⊂ ϕ(b2).

Com efeito,

b1 ⊂ b2 ⇒ b1 ∩A ⊂ b2 ∩ A⇒ ϕ(b1) ⊂ ϕ(b2).

(2) C ′: conjunto dos ideais primos deA′.

D′: conjunto dos ideais primosp deA tais quep ∩ S = ∅.

Afirmaç ão 2.3 A aplicaç̃ao

φ : C ′ → D′

p′ 7→ p′ ∩ A

é um isomorfismo (no sentido bijetivo) e crescente para a inclus̃ao.

Vejamos isso:

Sejap′ um ideal primo deA′ = S−1A.

Afirmaç ão 2.4 p = p′ ∩ A é um ideal primo deA.

Com efeito,p′ ∩ A 6= A, caso contrário,

• 1 ∈ A = p′ ∩ A⇒ 1 ∈ p′ ⇒ 1

1
∈ p′ ⇒ p′ = A′ (CONTRADIÇÃO)

• Sejamx, y ∈ A tais quexy ∈ p′ ∩ A.

xy ∈ p′ ∩ A⇒ xy ∈ p′ ⇒ x ∈ p′ ou y ∈ p′ ⇒ x ∈ p′ ∩ A ou y ∈ p′ ∩ A.

E além disso,p ∩ S = ∅. Caso contrário, terı́amos:

s ∈ p ∩ S ⇒ s ∈ p′ e s ∈ S ⇒
⇒ 1 =

1

s
· s ∈ A′p′ =︸︷︷︸

(2.1) e (2.2) abaixo

p′ ⇒ p′ = A′ (CONTRADIÇÃO)
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x ∈ A′p′ ⇒ x = a1p1+. . .+anpn, ai ∈ A′ e pi ∈ p′ ⇒︸︷︷︸
p′ é ideal deA′

x ∈ p′ (2.1)

x ∈ p′ ⇒ x =
p

s
, com p ∈ A e s ∈ S ⇒ x =

p

s
=

1

1
· p
s
∈ A′p′. (2.2)

Ou seja, para todo ideal primop′ deA′ tem-se quep = p′ ∩ A é um ideal primo

deA tal quep ∩ S = ∅.

Inversamente, sejap um ideal primo deA tal que p ∩ S = ∅. Vamos

demonstrar que,pA′ é um ideal primo deA′ e quepA′ ∩A = p.

Note primeiro quepA′ é o conjunto dos
p

s
comp ∈ p es ∈ S.

pA′ =
{p
s
; p ∈ p e s ∈ S

}
.

Com efeito,

• p

s
= p · 1

s
∈ pA′, ∀p ∈ p e s ∈ S ⇒

{p
s
; p ∈ p e s ∈ S

}
⊂ pA′

• x ∈ pA′ ⇒ x = p1
a1
s1

+ . . .+ pn
an
sn

=

= p1

∈A︷︸︸︷
b1a1
s

+ p2

∈A︷︸︸︷
b2a2
s

+ . . .+ pn

∈A︷︸︸︷
bnan
s

, com bi ∈ S e s ∈ S ⇒

⇒︸︷︷︸
p é ideal deA

x =

∈p︷ ︸︸ ︷
p1b1a1+

∈p︷ ︸︸ ︷
p2b2a2 + . . .+

∈p︷ ︸︸ ︷
pnbnan

s
∈
{p
s
; p ∈ p e s ∈ S

}
.

Afirmaç ão 2.5 1 /∈ pA′

Com efeito,

1 ∈ pA′ ⇒ 1 =
p

s
, para algum p ∈ p e para algum s ∈ S

⇒ p︸︷︷︸
∈p

= s ∈ S ⇒ p ∩ S 6= ∅.(CONTRADIÇÃO)
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Como1 /∈ pA′ entãopA′ 6= A′. Demonstraremos quepA′ é um ideal (já justifi-

cado em (1)) primo deA′. Sejam
a

s
∈ A′ e

b

t
∈ A′ tais que,

a

s
· b
t
∈ pA′, logo,

a

s
· b
t
=
p

u
comp ∈ p eu ∈ S, dondeabu = p ts︸︷︷︸

∈S
∈ p. Comop∩S = ∅ eu ∈ S

entãou /∈ p. Mas,abu ∈ p e p é um ideal primo deA, logoab ∈ p. E daı́, pelo

mesmo motivo,a ∈ p ou b ∈ p.

Consequentemente,
a

s
∈ pA′ ou

b

t
∈ pA′. Portanto,pA′ é um ideal primo de

A′. Demonstraremos finalmente que,p = pA′ ∩A.

• x ∈ p ⇒ x = p ∈ p ⇒
{
x = p = p · 1

1
∈ pA′

x ∈ p ⊂ A

∣∣∣∣∣⇒ x ∈ pA′ ∩ A

• x ∈ pA′ ∩A⇒ x ∈ pA′ ⇒ x =
p

s
(p ∈ p e s ∈ S) ⇒ sx = p ∈ p

Comop ∩ S = ∅ e s ∈ S entãos /∈ p. Mas,p é ideal primo deA e sx ∈ p, logo,

x ∈ p.

As fórmulas,p′ = (p′ ∩ A)A′ para todo idealp′ de A′ (vimos em (1)) e

p = pA′ ∩A para todo ideal primo deA mostram que a aplicação

φ : C ′ → D′

p′ 7→ p′ ∩ A

é um bijeção, cuja inversa é

β : D′ → C ′

p 7→ pA′.

Com efeito,

(φ ◦ β) (p) = φ (β(p)) = φ(pA′) = pA′ ∩A = p.

(β ◦ φ) (p′) = β (φ(p′)) = β(p′ ∩ A) = (p′ ∩ A) ∩ A′ = p′.

Além disso,φ eβ são trivialmente crescentes para a inclusão.
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• p1, p2 ∈ C ′

p1 ⊂ p2 ⇒ p1 ∩ A ⊂ p2 ∩ A⇒ φ(p1) ⊂ φ(p2)

• p1, p2 ∈ D′

p1 ⊂ p2 ⇒ p1A
′ ⊂ p2A

′ ⇒ β(p1) ⊂ β(p2).

�

Corolário 2.1 SeA é um anel noetheriano de integridade então todo anel de

fraçõesS−1A é noetheriano.

Observaç̃ao 2.4 ComoA′ = S−1A é um anel, ent̃ao os ideais deA′ são os sub-

A′-módulos deA′, pois todo ideal deA′ é um sub-A′-módulo deA′ e todo sub-A′-

módulo deA′ é um ideal deA′.

Demonstraç̃ao (Corolário 2.1): Temos pela Proposição 2.1 (1), que a aplicação

φ : C → D

b′ 7→ b′ ∩ A

é uma injeção crescente para a inclusão. Seja{bi}i∈N uma sequência crescente de

sub-A′-módulos deA′, isto é, de ideais deA′. E daı́,

bi ⊂ bi+1, ∀i ∈ N ⇒︸︷︷︸
ϕ é injeção crescente

(para a inclusão)

ϕ(bi) ⊂ ϕ(bi+1), ∀i ∈ N

⇒ { ϕ(bi)︸ ︷︷ ︸
ideais de A

}i∈N é sequência

crescente de sub-A-módulos de A

⇒︸︷︷︸
A é noetheriano

{ϕ(bi)}i∈N é estacionária

⇒ ∃io ∈ N tal queϕ(bi) = ϕ(bio), ∀i ≥ io

⇒︸︷︷︸
ϕ é injetiva

∃io ∈ N tal quebi = bio , ∀i ≥ io

⇒ {bi}i∈N é estacionária.
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Como {bi}i∈N é uma sequência crescente arbitrária de sub-A′-módulos deA′

então, concluı́mos queA′ = S−1A é noetheriano.

�

Proposiç̃ao 2.2 SejamR um anel de integridade,A um subanel deR, S uma

parte multiplicativa est́avel deA com1 ∈ S e 0 /∈ S, eB o fecho integral deA

emR. Ent̃ao, o fecho integral deS−1A emS−1R éS−1B.

Observaç̃ao 2.5 O anelA tamb́emé de integridade, poisA é subanel de um anel

de integridade.

Observaç̃ao 2.6 S é tamb́em uma parte multiplicativa estável deR.

Observaç̃ao 2.7 B é um subanel deR que cont́emA. Logo,B é de integridade e

S é tamb́em uma parte multiplicativa estável deB.

Demonstraç̃ao (Proposiç̃ao 2.2):Note que faz sentido falarmos nos anéis de

fraçõesS−1A, S−1R eS−1B devido as observações acima.

Sejamx ∈ S−1B ⊂ S−1R. Então,x =
b

s
comb ∈ B e s ∈ S. Comob ∈ B

então existeP (X) = Xn+an−1X
n−1+ . . .+a1X+a0 ∈ A[X ] tal queP (b) = 0.

E daı́,

bn + an−1b
n−1 + . . .+ a1b+ a0 = 0, comai ∈ A (2.3)

Dividindo (2.3) porsn, obtemos então que,

(
b

s

)n
+
an−1

s︸ ︷︷ ︸
∈S−1A

(
b

s

)n−1

+ . . .+
a1
sn−1︸︷︷︸
∈S−1A

(
b

s

)
+

a0
sn︸︷︷︸

∈S−1A

= 0,

o que mostra quex =
b

s
é inteiro sobreS−1A. Logo,x pertence ao fecho integral

deS−1A emS−1R.
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Reciprocamente, seja
a

s
(a ∈ R, s ∈ S) um elemento deS−1R inteiro sobre

S−1A. Logo, existe

Q(X) = Xn +
an−1

tn−1

Xn−1 + . . .+
a1
t1
X +

a0
t0

∈ S−1A[X ]

tal queQ
(a
s

)
= 0. E daı́,

(a
s

)n
+
an−1

tn−1

(a
s

)n−1

+ . . .+
a1
t1

(a
s

)
+

(
a0
t0

)
= 0 (2.4)

comai ∈ A e ti ∈ S. Multiplicando (2.4) por(st0 · t1 · . . . · tn−1)
n teremos que,

(at0t1 · . . . · tn−1)
n + s · an−1t0 · t1 · . . . · tn−2︸ ︷︷ ︸

∈A

(at0t1 · . . . · tn−1)
n−1 + . . . +

+ sn−1 · a1tn−2
1 (t0t2 · . . . · tn−1)

n−1

︸ ︷︷ ︸
∈A

· (at0t1 · . . . · tn−1) +

+ sn · a0tn−1
0 (t1t2 · . . . · tn−1)

n

︸ ︷︷ ︸
∈A

= 0.

O que nos diz que,at0t1 · . . . · tn−1 ∈ R é inteiro sobreA. Mas,B é o fecho

integral deA emR. Logo,at0t1 · . . . · tn−1 ∈ B. Com isso,

a

s
=

1

st0t1 · . . . · tn−1︸ ︷︷ ︸
∈S

· at0t1 · . . . · tn−1︸ ︷︷ ︸
∈B

∈ S−1B.

Portanto,S−1B é o fecho integral deS−1R emS−1A.

�

Corolário 2.2 SeA é um anel integralmente fechado então todo anel de fraç̃oes

S−1A é integralmente fechado.

Demonstraç̃ao: SejaK o corpo de frações deA. ComoA é integralmente fe-

chado entãoA é de integridade e o fecho integral deA emK é o próprioA. Aqui

temos que,S é uma parte multiplicativamente estável deA.

Afirmaç ão 2.6 Q(S−1A) = S−1K ondeQ(S−1A) é o corpo de fraç̃oes deS−1A.
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Com efeito,

Q(S−1A) =
{a
b
; a, b ∈ S−1A e b 6= 0

}
; S−1K =

{
k

s
; k ∈ K e s ∈ S

}
.

a

b
∈ Q(S−1A) ⇒ a

b
=

a′

s′

b′

r′

=
a′

s′
· r

′

b′
=
a′r′

b′
· 1
s′

=

a′r′

b′

s′
∈ S−1K

k

s
∈ S−1K ⇒ k

s
=

a

b
s
=
a

b
· 1
s
=

a

bs
⇒ k

s
∈ Q(S−1A)

Temos queK é um anel de integridade,A é subanel deK, S é uma parte

multiplicativamente estável deA eA é o fecho integral deA emK. Então, pela

Proposição 2.2, o fecho integral deS−1A emS−1K éS−1A, e além disso,S−1A é

de integridade, poisA é integralemente. Portanto,S−1A é integralmente fechado.

�

Proposiç̃ao 2.3 SeA é um anel de Dedekind, então todo anel de fraç̃oesS−1A é

um anel de Dedekind.

Demonstraç̃ao: Temos queA é anel de Dedekind, logo,A é noetheriano, inte-

gralmente fechado (portanto, de integridade) e além disso, todo ideal primo não

nulo deA é maximal. E daı́,S−1A é noetheriano (Corolário da Proposição 2.1)

e também é integralmente fechado (Corolário da Proposic¸ão 2.2). Resta mostrar

que todo ideal primo não nulo deS−1A é maximal.

Sejap′ um ideal primo não nulo deA′ = S−1A.

Afirmaç ão 2.7 p′ é um ideal maximal deA′.

Com efeito, sejaJ ′ um ideal deA′ tal quep′ ⊂ J ′ ⊂ A′. Pela Proposição 2.1 (2),

temos que,p′∩A é um ideal primo não nulo deA tal que(p′ ∩ A)∩S = ∅. Como
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todo ideal primo não nulo deA é maximal entãop′∩A é ideal maximal deA. Por

outro lado,

p′ ∩ A ⊂ J ′ ∩A ⊂ A′ ∩A = A ⇒ J ′ ∩A = p′ ∩ A ou J ′ ∩ A = A′ ∩A

⇒ ϕ(J ′) = ϕ(p′) ou ϕ(J ′) = ϕ(A′)

⇒ J ′ = p′ ou J ′ = A′

onde

ϕ : C → D

p′ 7→ p′ ∩A

é injetiva e crescente para a inclusão,C é o conjunto dos ideais deA′ eD é o

conjunto dos ideais deA.

Com isso,p′ é ideal maximal deA′. Portanto,A′ = S−1A é um anel de

Dedekind.

�

Proposiç̃ao 2.4 SejamA um anel de Dedekind,p um ideal primo ñao nulo deA

eS = A− p. Ent̃ao,S−1A é um anel principal, e existe um elemento primop de

S−1A tal que osúnicos ideais ñao nulos deS−1A são os(pn)n≥0.

Demonstraç̃ao: Inicialmente afirmamos quep é o único ideal primo não nulo de

A que não interceptaS (p ∩ S = ∅). Com efeito, sejaq um ideal primo não nulo

deA tal queq ∩ S = ∅. Logo,q ⊂ p ⊂ A (∗). Mas, comoA é anel de Dedekind

entãoq é um ideal maximal deA. E daı́, temos de(∗) quep = q ou p = A. Note

que a última igualdade não pode ocorrer, poisp é ideal primo deA. Portanto,

p = q.

Com isso, pela Proposição 2.1(2) podemos dizer também que existe um único

ideal primo não nulo deS−1A, que é dado porB = pS−1A.
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ComoA é de Dedekind entãoS−1A é de Dedekind. Logo, podemos decompor

qualquer ideal não nuloJ deS−1A como produto de ideais primos não nulos de

S−1A, mas comoB é o único ideal primo não nulo deS−1A. E daı́,J = Bn

para algumn ≥ 0. Com isso, os únicos ideais não nulos deS−1A são da forma

Bn(n ≥ 0). Note que,B 6⊂ B2. Caso contrário,

B ⊂ B2 ⇒ nB(B) ≥ nB(B2) ⇒ 1 ≥ 2 (ABSURDO).

Logo,B − B2 6= ∅.

Tomemos então,p ∈ B−B2. O ideal(p) está contido emB e não está contido

em B2. Como(p) é um ideal não nulo deS−1A então(p) = Bm para algum

m ≥ 0.

(p) ⊂ B ⇒ nB ((p)) ≥ nB(B) ⇒ m ≥ 1

(p) 6⊂ B2 ⇒ nB ((p)) < nB(B2) ⇒ m < 2

∣∣∣∣∣⇒ 1 ≤ m < 2 ⇒ m = 1.

E daı́,(p) = B. Além disso,B é ideal primo deS−1A, entãop é elemento primo

deS−1A. ComoB = (p) entãoBn = (pn).

Portanto, os únicos ideais não nulos deS−1A são os(pn) e além disso,S−1A

é principal.

�

Proposiç̃ao 2.5 SejamA um anel de integridade,S uma parte multiplicativa

est́avel deA (1 ∈ S, 0 /∈ S) e m um ideal maximal deA tal quem ∩ S = ∅.

Então,

S−1A/mS−1A ∼= A/m.

Demonstraç̃ao: Temos que,

φ : A → S−1A

a 7→ a

1
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e
ψ : S−1A → S−1A/mS−1A

r

s
7→ r

s
+mS−1A

são homomorfismos. E daı́,

β = ψ ◦ φ : A → S−1A/mS−1A

a 7→ a

1
+mS−1A

é um homomorfismo.

Afirmaç ão 2.8 Kerβ = mS−1A ∩ A.

Com efeito,

x ∈ Kerβ ⇔ x ∈ A e β(x) =
0

1
+mS−1A

⇔ x ∈ A e
x

1
+mS−1A =

0

1
+mS−1A

⇔ x ∈ A e
x

1
− 0

1
∈ mS−1A

⇔ x ∈ A e
x

1
∈ mS−1A

⇔ x ∈ A e x ∈ mS−1A

⇔ x ∈ mS−1A ∩ A.

Comom é um ideal maximal deA entãom é um ideal primo deA. E além disso,

m ∩ S = ∅. Logo, pelo que foi visto na demonstração da Proposição2.1, temos

que,mS−1A ∩A = m.

Temos então que,

β : A → S−1A/mS−1A

a 7→ a

1
+mS−1A

é um homomorfismo e Kerβ = m, logo, pelo Teorema dos Homomorfismos,

existe um único homomorfismo injetivoϕ : A/m → S−1A/mS−1A tal que
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β = ϕ ◦ h, onde

h : A → A/m

a 7→ a+m

é o homomorfismo canônico. Com isso,

ϕ(a+m) = ϕ(h(a)) = β(a) =
a

1
+mS−1A, ∀a ∈ A.

Resta mostrar queϕ é sobrejetiva. Seja,
a

s
+ mS−1A ∈ S−1A/mS−1A. E daı́,

s ∈ S. Mas,m ∩ S = ∅. Logo,

s /∈ m ⇒ s− 0 /∈ m ⇒ s 6≡ 0(modm) ⇒ s+m 6= 0 +m ⇒

⇒︸︷︷︸
A/m é corpo

∃b+m ∈ A/m tal que(s+m)(b+m) = (b+m) · (s+m) = 1 +m

⇒ ∃b+m ∈ A/m tal quebs +m = 1 +m

⇒ ∃b ∈ A tal quebs− 1 ∈ m.

Então,
a

s
− ab =

a

s
(1− bs) ∈ mS−1A. Ou seja,

a

s
≡ ab(modmS−1A) ⇒ a

s
+mS−1A = ab+mS−1A = ϕ(ab+m︸ ︷︷ ︸

∈A/m

).

Portanto,

S−1A/mS−1A ∼= A/m.

�



Caṕıtulo 3

Decomposiç̃ao dos ideais primos em

uma extens̃ao

3.1 Ideais Primos e Maximais

SejaA um anel comutativo com identidade multiplicativa1.

Definição 3.1 Um idealP deA é dito ser um ideal primo quando ele satisfaz as

seguintes condiç̃oes:

(a) P 6= A.

(b) Sea, b ∈ A, a · b ∈ P ent̃ao oua ∈ P ou b ∈ P .

Conseqûencia: P é um ideal primo deA se, e só se,A/P é um domı́nio.

Definição 3.2 Um idealM deA é dito ser um ideal maximal quando:

(a) M 6= A

(b) Não existeJ deA tal queM ⊂ J ⊂ A.

Conseqûencia:M é um ideal maximal deA se, e só se,A/M é um corpo.

Logo, todo ideal maximal é um ideal primo.

51
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3.2 Decomposiç̃ao de um ideal primo em uma ex-

tens̃ao

SejamA um anel de Dedekind de caracterı́stica zero,K seu corpo de frações,

L uma extensão de grau finiton deK e B o fecho integral deA emL. Pelo

Teorema1.7, temos queB é um anel de Dedekind e umA-módulo de tipo finito.

Sejap um ideal primo não nulo deA. Então,Bp é um ideal não nulo deB, e

portanto, ideal fracionário não nulo deB.

Bp = {b1p1 + . . .+ bmpm; bj ∈ B e pj ∈ p}.

SendoB de Dedekind então podemos decomporBp como produto de ideais pri-

mos não nulos deB, isto é,

Bp =

q∏

i=1

Beii , (3.1)

onde osB′
is são ideais primos deB, distintos dois a dois, e ose′is são inteiros≥ 1.

Proposiç̃ao 3.1 Os B′
is são exatamente os ideais primosD de B tais que

D ∩ A = p.

Demonstraç̃ao: Afirmamos que para um ideal primoD deB, tem-se que,

D ∩ A = p ⇔ D ⊃ pB.

(⇒)x ∈ pB ⇒ x = p1b1 + . . .+ pmbm; bj ∈ B e pj ∈ p ⊂ D ⇒ x ∈ D

∴ D ⊃ pB

(⇐) Tem-se queD∩A ⊂ A é ideal primo deA. Com efeito, sejamx, y ∈ A ⊂ B

tais quexy ∈ D ∩A. Logo,

xy ∈ D ⇒︸︷︷︸
D é ideal primo deB

x ∈ D ou y ∈ D ⇒︸︷︷︸
x,y∈A

x ∈ D ∩A ou y ∈ D ∩ A
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∴ D ∩ A é ideal primo deA.

SendoD ∩ A ideal primo deA entãoD ∩A 6= A. Por outro lado,

p ⊂︸︷︷︸
(∗)

pB ⊂︸︷︷︸
hipótese

D ⇒ p ∩A ⊂ D ∩ A ⇒︸︷︷︸
p⊂A

p ⊂ D ∩A ⊂ A

(∗∗)︷︸︸︷⇒ D ∩A = p ouD ∩ A = A ⇒︸︷︷︸
D∩A 6=A

D ∩A = p

(∗): ∀p ∈ p tem-sep = p · 1 ∈ pB

(∗∗): p é ideal maximal deA (pois,A é de Dedekind)

(i): formulário dos anéis de Dedekind(Observação 1.6)

(ii): Afirmação apresentada no inı́cio da demonstração.

SejaP o conjunto dos ideais primos não nulos deB. Temos que, para todo

i = 1, . . . , q, 1 ≤ ei = expoente deBi na decomposição depB. Logo,

nJ(pB) ≥ nJ (Bi) para todoJ ∈ P ⇒︸︷︷︸
(i)

pB ⊂ Bi ⇒︸︷︷︸
(ii)

Bi ∩ A = p.

�

AssimA/p se identifica a um subanel deB/Bi. Com efeito,

Sejamα : A → B e β : B → B/Bi homomorfismos de anéis dados por

α(a) = a eβ(b) = b+ Bi. Logo,

ϕ = β ◦ α : A→ B/Bi
a 7→ a+ Bi

é um homomorfismo de anéis cujo núcleo Kerϕ = Bi ∩ A = p. E daı́, pelo

Teorema dos homomorfismos de anéis, existe um único homomorfismo injetivo

ϕ : A/p → B/Bi tal que,ϕ = ϕ ◦ h onde

h : A→ A/p

a 7→ a+ p.
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Note que a identificação se dá do seguinte modo:

A/p
ϕ→ B/Bi

a + p 7→ a + Bi

Estes dois anéis são corpos. Veja

p é ideal primo não nulo deA ⇒︸︷︷︸
A é anel de Dedekind

p é ideal maximal deA

⇒ A/p é corpo

Bi é ideal primo não nulo deB ⇒︸︷︷︸
B é anel de Dedekind

Bi é ideal maximal deB

⇒ B/Bi é corpo

Temos então queB/Bi é um anel de divisão (pois, é corpo) eA/p é um subanel

deB/Bi. Logo,B/Bi é um espaço vetorial sobreA/p.

ComoB é umA-módulo de tipo finito, isto é,B = At1 + . . .+Atn(tj ∈ B),

entãoB/Bi é um espaço vetorial de dimensão finita sobreA/p. Com efeito,

x ∈ B/Bi ⇔ x = b+ Bi, b ∈ B

⇔ x = (a1t1 + . . .+ antn) + Bi
= (a1t1 + Bi) + . . .+ (antn + Bi)

= (a1 + Bi) (t1 + Bi) + . . .+ (an + Bi) (tn + Bi)

= (a1 + p) (t1 + Bi) + . . .+ (an + p) (tn + Bi) ∈

∈ (t1 + Bi)A/p+ . . .+ (tn + Bi)A/p.

Logo,

B/Bi = (t1 + Bi)A/p+ . . .+ (tn + Bi)A/p.

Ou seja,B/Bi é gerado sobreA/p pelos elementost1 + Bi, . . . , tn + Bi. E daı́,

podemos extrair do conjunto de geradores{t1 + Bi, . . . , tn + Bi}, uma base para

B/Bi, consequentemente[B/Bi : A/p] é finito.
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Designaremos porfi esta dimensão e a chamaremos de o grau residual deBi
sobreA.

fi = [B/Bi : A/p].

O expoenteei em (3.1) se chama o ı́ndice de ramificação deBi sobreA. No-

temos, finalmente queBp ∩A = p.

•
p ⊂ A

p ⊂ Bp

∣∣∣∣∣⇒ p ⊂ Bp ∩ A.

• x ∈ Bp ∩A⇒ x ∈ Bp ex ∈ A.

x ∈ Bp =

q∏

i=1

Beii ⇒

⇒ x = a11a
1
2 · . . . · a1i · . . . · a1q + a21a

2
2 · . . . · a2i · . . . · a2q + . . .+

+am1 a
m
2 · . . . · ami · . . . · amq com aji ∈ Beii , ∀j = 1, . . . , m

⇒︸︷︷︸
Bei
i

é ideal deB

x ∈ Beii ⊂ Bi.

E daı́,x ∈ Bi ex ∈ A. Logo,x ∈ p = Bi ∩A.

∴ Bp ∩ A ⊂ p.

Note queB/Bp é umA/p-módulo eA/p é corpo, logoB/Bp é um espaço

vetorial sobreA/p. Afirmação:B/Bp é um espaço vetorial de dimensão finita

sobreA/p. Com efeito, considere os homomorfismos de anéis abaixo:

A
α→ B

β→ B/Bp

a 7→ a 7→ a+B/Bp

Então,

ϕ = β ◦ α : A→ B/Bp

a 7→ a+Bp
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é um homomorfismo de anéis. E além disso, o núcleo Kerϕ = Bp ∩ A = p.

Logo, pelo Teorema dos homomorfismos de anéis existe um único homomorfismo

injetivoϕ : A/p → B/Bp tal queϕ = ϕ ◦ h onde

h : A→ A/p

a 7→ a+ p.

Com isso podemos identificarA/p a um subanel deB/Bp.

a + p ↔ a+Bp = ϕ(a+ p).

SendoB umA-módulo de tipo finito entãoB = At1 + . . .+ Atn(tj ∈ B).

Afirmaç ão 3.1 B/Bp = (t1 +Bp)A/p+ . . .+ (tn +Bp)A/p.

x ∈ B/Bp ⇔ x = b+Bp, b ∈ B

⇔ x = (a1t1 + . . .+ antn) +Bp

= (a1t1 +Bp) + . . .+ (antn +Bp)

= (a1 + Bp) (t1 +Bp) + . . .+ (an +Bp) (tn +Bp)

= (a1 + p) (t1 +Bp) + . . .+ (an + p) (tn +Bp) ∈

∈ (t1 +Bp)A/p+ . . .+ (tn +Bp)A/p.

Ou seja,B/Bp é gerado sobreA/p pelos elementost1 +Bp, . . . , tn+Bp. Como

B/Bp é umA/p-espaço vetorial, então podemos extrair do conjunto de geradores

{t1 +Bp, . . . , tn +Bp}, uma base paraB/Bp, consequentemente[B/Bp : A/p]

é finito.

Teorema 3.1 Com as mesmas notações, tem-se que,

q∑

i=1

eifi = [B/Bp : A/p] = n = [L : K] . (3.2)
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Demonstraç̃ao: A primeira igualdade é fácil. Consideremos a sucessão deideais

deB,

B ⊃ B1 ⊃ B2
1 ⊃ . . . ⊃ Be11 ⊃ Be11 B2 ⊃ Be11 B2

2 ⊃ . . . ⊃ Be11 Be22 ⊃

⊃ Be11 Be22 B3 ⊃ Be11 Be22 B2
3 ⊃ . . . ⊃ Be11 Be22 Be33 ⊃

⊃ . . . ⊃ Be11 Be22 · . . . · Beqq = Bp.

Dois termos consecutivos são da formaB e BBi. Por outro lado, como não

existem ideais compreendidos estritamente entreB e BBi entãoB/BBi é um

espaço vetorial de dimensão1 sobreB/Bi. Logo,B/BBi é um espaço vetorial

de dimensãofi sobreA/p.

Note também que, na sucessão acima existemei quocientes de termos

consecutivos da formaB/BBi, com i dado. E daı́, a dimensão[B/Bp : A/p] é

igual a soma das dimensões destes quocientes, isto é,

q∑

i=1

eifi =

q∑

i=1

(ei · [B/Bi : A/p]) .

A segunda igualdade é simples no caso em queB é umA-módulo livre, em

particular quandoA é principal. Com efeito, uma base(x1, . . . , xn) doA-módulo

B dá por redução modBp, uma base deB/Bp sobreA/p. Veja:

Seja(x1, . . . , xn) base deB sobreA. Obviamente, que

(x1 +Bp)A/p+ . . .+ (xn +Bp)A/p ⊂ B/Bp

já queB/Bp é umA/p-espaço vetorial.
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E além disso,

x ∈ B/Bp ⇒ x = b+Bp, b ∈ B

⇒ x = (a1x1 + . . .+ anxn) +Bp, ai ∈ A e xi ∈ B

⇒ x = (a1x1 +Bp) + . . .+ (anxn +Bp)

= (a1 +Bp))(x1 +Bp) + . . .+ (an +Bp))(xn +Bp)

=︸︷︷︸
ai+p↔ai+Bp

(a1 + p))(x1 +Bp) + . . .+ (an + p))(xn +Bp)

⇒ x ∈ (x1 +Bp)A/p+ . . .+ (xn +Bp)A/p.

Portanto,

B/Bp = (x1 +Bp)A/p+ . . .+ (xn +Bp)A/p.

Por outro lado,{x1 + Bp, . . . , xn + Bp} é linearmente independente sobreA/p.

Veja,

(a1 + p) · (x1 +Bp) + . . .+ (an + p) · (xn +Bp) = 0 +Bp ⇒

⇒ (a1 +Bp) · (x1 +Bp) + . . .+ (an +Bp) · (xn +Bp) = 0 +Bp ⇒

⇒ (a1x1 + . . .+ anxn) +Bp = 0 +Bp ⇒
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⇒ a1x1 + . . .+ anxn ∈ Bp

⇒ a1x1 + . . .+ anxn =

s∑

i=1

bipi, bi ∈ B e pi ∈ p

⇒︸︷︷︸
B=Ax1+...+Axn

a1x1 + . . .+ anxn =

s∑

i=1

(ai1x1 + . . .+ ainxn)pi,

aij ∈ A(i = 1, . . . , s; j = 1, . . . , n)

⇒ a1x1 + . . .+ anxn =

s∑

i=1

(ai1pi︸︷︷︸
∈p

x1 + . . .+ ainpi︸︷︷︸
∈p

xn),

aij ∈ A(i = 1, . . . , s; j = 1, . . . , n)

⇒︸︷︷︸
p é ideal deA

a1x1 + . . .+ anxn =
s∑

i=1

(ri1x1 + . . .+ rinxn),

rij ∈ p(i = 1, . . . , s; j = 1, . . . , n)

⇒ a1x1 + . . .+ anxn =

∈p︷ ︸︸ ︷
(r11 + r21 + . . .+ rs1) x1 +

+

∈p︷ ︸︸ ︷
(r12 + r22 + . . .+ rs2) x2 + . . .+

∈p︷ ︸︸ ︷
(r1n + r2n + . . .+ rsn)xn

⇒ a1x1 + . . .+ anxn = c1x1 + . . .+ cnxn, cj ∈ p

⇒ (a1 − c1)︸ ︷︷ ︸
∈A

x1 + . . .+ (an − cn)︸ ︷︷ ︸
∈A

xn = 0

⇒︸︷︷︸
{x1,...,xn} LI sobre A

a1 − c1 = 0, . . . , an − cn = 0

⇒ a1 = c1 ∈ p, . . . , an = cn ∈ p

⇒ a1 − 0 ∈ p, . . . , an − 0 ∈ p

⇒ a1 + p = 0 + p, . . . , an + p = 0 + p.

Com isso,{x1 +Bp, . . . , xn +Bp} é uma base deB/Bp sobreA/p. Logo,

[B/Bp : A/p] = n.

Vamos nos reduzir a este caso considerando a parte multiplicativamenteestável

S = A− p deA e os anéis de fraçõesA′ = S−1A eB′ = S−1B. Pela Proposição

2.4 temos queA′ é um anel principal, cujo único ideal maximal épA′. E pela
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Proposição 2.2,B′ = S−1B é o fecho integral deA′ = S−1A emL = S−1L.

ComoA′ é principal então,B′ = S−1B é umA-módulo livre de dimensão

n = [S−1L : S−1K]. E daı́, pelo que vimos acima,

[B′/B′pA′ : A′/pA′] = n, isto é, [B′/pB′ : A′/pA′] = n.

Consideremos então a decomposição do idealpB′ no anel de Dedekind (pois,

B é de Dedekind)B′. DepB =

q∏

i=1

Beii se deduz quepB′ =

q∏

i=1

(B′Bi)ei . Como

Bi ∩ A = p (Proposição 3.1) entãoBi ∩ S = ∅, ondeS = A− p. Caso contrário,

existiriax tal que,

x ∈ Bi ∩ S ⇒ x ∈ Bi e x ∈ S = A− p ⇒

⇒ x ∈ Bi ∩ A = p e x /∈ p (CONTRADIÇÃO).

Logo, pela Proposição 2.1,B′Bi é um ideal primo não nulo deB′ tal que

Bi ∩ S = ∅.

Portanto, a primeira parte da demonstração nos dá,

[B′/B′p : A′/pA′] =

q∑

i=1

ei [B
′/B′Bi : A′/pA′]

onde[B′/B′Bi : A′/pA′] = fi é o grau residual deB′Bi sobreA′.

Comop ∩ S = ∅ (p ⊂ A eS = A− p) eBi ∩ S = ∅ então pela Proposição 2.5,

S−1A/pS−1A ∼= A/p e S−1B/BiS−1B ∼= B/Bi,

isto é,

A′/pA′ ∼= A/p e B′/BiB′ ∼= B/Bi.

Logo,

[B/Bi : A/p] = [B′/BiB′ : A′/pA′] .

E daı́,

n = [B′/B′p : A′/A′p] =

q∑

i=1

(ei · [B/Bi : A/p]) = [B/Bp : A/Ap] .
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�

Lema 3.2 Se um ideal primop de um anelA cont́em um produtoa1a2 · . . . · an de

ideais ent̃aop cont́em um deles.

Demonstraç̃ao: Suponha que,ai 6⊂ p para todoi. Logo, existeai ∈ ai tal que

ai /∈ p. Como p é primo entãoa1 · . . . · an /∈ p. Por outro lado,

a1 · . . . · an ∈ a1a2 · . . . · an ⊂ p (CONTRADIÇÃO).

�

Lema 3.3 SejamA um anel e(ai)1≤i≤r uma faḿılia finita de ideais deA tais que

ai+aj = A parai 6= j. Ent̃ao, existe um isomorfismo canônico deA/a1a2 · . . . ·ar
sobre

r∏

i=1

A/ai.

Demonstraç̃ao: Ver [10], página18.

Proposiç̃ao 3.2 Com as mesmas notações, o anelB/Bp é isomorfo a
q∏

i=1

B/Beii .

Demonstraç̃ao: Temos queBi é ideal maximal (Bi é ideal primo deB eB é de

Dedekind) deB que contémBeii (Beii ⊂ Bi).

Afirmaç ão 3.2 Bi é oúnico ideal maximal com tal propriedade.

Com efeito, sejaJ um ideal maximal (logo, é primo) deB que contémBeii . Logo,

Beii ⊂ J ⊂ B ⇒︸︷︷︸
Lema 3.2

Bi ⊂ J ⊂ B

⇒︸︷︷︸
Bi é maximal

J = Bi ou J = B(essa igualdade

(não pode ocorrer, pois J é ideal primo de B)

⇒ J = Bi,
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o que mostra a unicidade deBi. Da afirmação segue-se que,Beii + Bejj = B,

∀i 6= j. Com efeito, suponha parai 6= j queBeii +Bejj 6= B entãoBeii +Bejj ⊂ M ,

para algum ideal maximalM deB. E daı́,

Beii ⊂ Beii + Bejj ⊂M ⊂ B ⇒ M = Bi
Bejj ⊂ Beii + Bejj ⊂M ⊂ B ⇒ M = Bj

∣∣∣∣∣⇒ Bi = Bj(CONTRADIÇÃO).

Então pelo Lema 3.3 existe um isomorfismo deB/Be11 · . . . · Beqq sobre
q∏

i=1

B/Beii ,

ou seja,B/Bp é isomorfo a
q∏

i=1

B/Beii .

�

3.3 Exemplo dos Corpos Ciclot̂omicos

Sejamp um número primo,r ∈ N e z ∈ C uma raiz primitivapr-ésima da

unidade. As raı́zespr-ésimas da unidade emC, são entãozj(j = 1, . . . , pr). E as

raı́zes primitivaspr-ésimas da unidade são aszj tais quej não seja múltiplo dep.

Portanto, existe um número de

ϕ(pr) = pr − pr−1 = pr−1(p− 1)

raı́zes primitivaspr-ésimas da unidade, ondeϕ é a função de Euler.

Estas raı́zes primitivaspr-ésimas da unidade são as raı́zes do polinômio ci-

clotômico,

F (X) =
Xpr − 1

Xpr−1 − 1
= Xpr−1(p−1) +Xpr−1(p−2) + . . .+Xpr−1

+ 1. (3.3)

Note que,wp
r−1 6= 1 para qualquerw raiz primitivapr-ésima da unidade.

O nosso objetivo agora é mostrar que[Q[z] : Q] = pr−1(p − 1), isto é, que

F (X) é irredutı́vel sobreQ.
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Ponhamose = pr−1(p − 1) e sejamz1, . . . , ze as raı́zes primitivaspr-ésimas

da unidade. Temos que,

F (X + 1) = (X + 1)p
r−1(p−1) + (X + 1)p

r−1(p−2) + . . .+ (X + 1)p
r−1

+ 1.

Logo, o termo constante deF (X + 1) é,

F (0 + 1) = (0 + 1)p
r−1(p−1) + (0 + 1)p

r−1(p−2) + . . .+ (0 + 1)p
r−1

+ 1 = p.

Afirmaç ão 3.3
e∏

j=1

(zj − 1) = ±p.

Com efeito,

F (X) =

e∏

j=1

(X − zj) = (−1)e ·
e∏

j=1

(zj −X).

F (1) = (−1)e ·
e∏

j=1

(zj − 1) ⇒ p = ±1 ·
e∏

j=1

(zj − 1) ⇒
e∏

j=1

(zj − 1) = ±p.

Neste caso, temos que o anel dos inteiros deQ[z] éB = Z[z]. É claro que,zj ∈ B

(pois,zj ∈ Q[z] e zj é raiz deF (X) ∈ Z[X ]).

Note também que, os ideaisB(zk − 1) são todos iguais, isto é,

B(zk − 1) = B(zj − 1), k 6= j. Com efeito, parak 6= j temos quezj, zk são

geradores do grupo cı́clicoG das raı́zespr-ésimas da unidade.

G = 〈zj〉 (3.4)

G = 〈zk〉 (3.5)

Mas,zj é uma raizpr-ésima da unidade, logo, de (3.5) temos quezj = zqk. Por

outro lado,zk é uma raizpr-ésima da unidade, logo, de (3.4) temos quezk = zsj .
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↪→ x ∈ B(zk − 1) ⇒ x = b(zk − 1), b ∈ B

⇒ x = b(zsj − 1) = b · (zj − 1) · (zs−1
j + . . .+ zj + 1) =

= b︸︷︷︸
∈B

· (zs−1
j + . . .+ zj + 1)

︸ ︷︷ ︸
∈B

(zj − 1) ∈ B(zj − 1)

∴ B(zk − 1) ⊂ B(zj − 1).

↪→ x ∈ B(zj − 1) ⇒ x = b(zj − 1), b ∈ B

⇒ x = b(zqk − 1) = b · (zk − 1) · (zq−1
k + . . .+ zk + 1) =

= b︸︷︷︸
∈B

· (zq−1
k + . . .+ zk + 1)︸ ︷︷ ︸

∈B

(zk − 1) ∈ B(zk − 1)

∴ B(zj − 1) ⊂ B(zk − 1).

E daı́,Bp = B(z1 − 1)e. Com efeito,

Bp = B(±p) = B

(
e∏

j=1

(zj − 1)

)
= B ((z1 − 1) · (z2 − 1) · . . . · (ze − 1))

= B(z1 − 1) ·B(z2 − 1) · . . . B(ze − 1) =︸︷︷︸
Os B(zk−1) são todos iguais

= B(z1 − 1) ·B(z1 − 1) · . . . B(z1 − 1)

= B ((z1 − 1) · (z1 − 1) · . . . · (z1 − 1)) = B(z1 − 1)e.

ComoB é de Dedekind, então

Bp =

q∏

i=1

Beii

onde osB′
is são ideais primos deB. Temos queBp = B(z1−1)e = (B(z1 − 1))e.

Logo a decomposição deB(z1 − 1) em produtos de ideais primos, deve necessa-

riamente, apresentar os mesmos ideais primos que aparecem na decomposição de
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Bp, caso contrário, perderı́amos a unicidade da decomposição deBp em produto

de ideais primos. Então

B(z1 − 1) =

q∏

i=1

Be
′
i

i .

E daı́,

Bp = (B(z1 − 1))e =

(
q∏

i=1

Be
′
i

i

)e

=

q∏

i=1

Be
′
ie
i .

Usando agora a unicidade da decomposição deBp em produto de ideais primos,

concluı́mos que,

ei = e′ie, ∀i ⇒ e|ei, ∀i ⇒ ei é múltiplo de e, ∀i.

Pelo Teorema 3.1,

q∑

i=1

eifi = [B/BpZ : Z/pZ] = [Q[z] : Q] ≤︸︷︷︸
(3.3)

e.

Com isso,

e ≥ e1f1 + . . .+ eqfq =︸︷︷︸
e|ei,∀i

r1ef1 + . . .+ rqefq = (r1f1 + . . .+ rqfq)e ≥

≥ 1 · e = e⇒ e = e1f1 + . . .+ eqfq = [Q[z] : Q] ⇒

⇒ [Q[z] : Q] = e = pr−1(p− 1).

Da igualdade,e = e1f1 + . . .+ eqfq e do fato dee|ei, ∀i concluı́mos que,

e = e1f1 ⇒ e = r1ef1 ⇒ r1f1 = 1 ⇒ r1 = 1 e f1 = 1 ⇒ e1 = e e f1 = 1.

Logo,

Bp = Be11 = (B(z1 − 1))e = (B(z1 − 1))e1 ⇒ B1 = B(z1 − 1)

⇒ B(z1 − 1) é um ideal primo de B de grau residualf1 = 1.

Resumindo, temos o seguinte:
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(a) [Q[z] : Q] = e = pr−1(p− 1).

(b) B(z1 − 1) é um ideal primo deB, de grau residual1.

(c) Bp = B(z1 − 1)e.

3.4 Discriminaç̃ao e Ramificaç̃ao

Com as mesmas notações (ou seja,Bp =

q∏

i=1

Beii ), dizemos que um ideal

primo p deA se ramifica emB (ou emL) se um dos ı́ndices de ramificaçãoei

é maior ou igual a2. Diremos também queL é não ramificada se nenhum ideal

primop deA se ramifica emB (ou emL).

Fazendo uso da teoria dos discriminantes, iremos agora determinar os ideais

primos deA que se ramificam emB, e ver que existe somente um número finito

de tais ideais. Alguns lemas sobre discriminantes serão úteis.

Definição 3.3 SejamB um anel eA um subanel deB tal queB seja umA-módulo

livre de dimens̃ao finita. Se chama discriminante deB sobreA, e se escreveDB/A,

ao ideal principal deA gerado pelo discriminante de qualquer base deB sobre

A.

Lema 3.4 SejamA um anel,B1, . . . , Bq anéis que cont́emA e que s̃aoA-módulos

livres de dimens̃ao finita eB =

q∏

i=1

Bi seu anel produto. Então,

DB/A =

q∏

i=1

DBi/A.

Demonstraç̃ao: Basta demonstrar paraq = 2, pois o resultado ficará provado

usando recorrência e também o seguinte fato:

B = B1 × B2 ⇒ DB/A = DB1/A · DB2/A.
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Sejam então(x1, . . . , xm) e (y1, . . . , yn) bases deB1 sobreA e deB2 sobreA,

respectivamente. Com a identificação clássica deB1 eB2 comB1×(0) e(0)×B2,

tem-se que(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) é uma base deB = B1×B2 sobreA. Usando

a definição da estrutura de anel produto, podemos também concluir que,xiyj = 0.

Veja,

xi ∈ B1 ∼ B1 × (0) ⇒ xi = (a1i, . . . , ami, 0, . . . , 0)

yj ∈ B2 ∼ (0)× B2 ⇒ yj = (0, . . . , 0, b1j, . . . , bnj)

∣∣∣∣∣⇒

⇒ xiyj = a1i · 0 + . . .+ ami · 0 + 0 · b1j + . . .+ 0 · bnj = 0.

E daı́, Tr(xiyj) = 0. Assim, o determinanteD(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) se escreve

do seguinte modo:
∣∣∣∣∣∣
Tr(xixi′) O

O Tr(yjyj′)

∣∣∣∣∣∣
= det (Tr(xixi′)) · det (Tr(yjyj′)) .

Portanto,

D(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = D(x1, . . . , xm) ·D(y1, . . . , yn).

�

Lema 3.5 SejamB um anel,A um subanel deB ea um ideal deA. Assuma que

B é umA-módulo livre com base(x1, . . . , xn). Para x ∈ B escrevax para a

classe residual dex emB/aB. Ent̃ao, (x1, . . . , xn) é uma base deB/aB sobre

A/a e aĺem disso,

D(x1, . . . , xn) = D(x1, . . . , xn).

Demonstraç̃ao: Ver [10], página73.
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Definição 3.4 Dado um anelA, umaA-álgebraé um anelB dotado de um ho-

momorfismoϕ : A → B. SeA é um corpo,ϕ é injetivo, e identificamos entãoA

com sua imagemϕ(A) (queé um subanel deB).

Sejamϕ : A→ B homomorfismo eA corpo. Então,

Kerϕ é um ideal de A ⇒︸︷︷︸
A é corpo

Kerϕ = {0} ou Kerϕ = A

⇒ Kerϕ = {0}, pois ϕ(eA) = eB

onde eA e eB são as identidades multiplicativas deA e B

⇒ ϕ é injetivo.

Lema 3.6 Em um anel noetheriano reduzidoA, o ideal(0) é interseç̃ao finita de

ideais primos.

Demonstraç̃ao: Ver [10], página65.

Proposiç̃ao 3.3 SejamB um doḿınio de integridade eA um subanel deB tal que

B seja inteiro sobreA. Ent̃ao,B é corpo se, e somente se,A é corpo.

Demonstraç̃ao: Ver [10], página29.

Lema 3.7 SejamK um corpo finito ou de caracterı́stica zero, eL umaK-álgebra

de dimens̃ao finita sobreK. Para queL seja reduzida (istóe, 0 (zero)é o único

elemento nilpotente deL), é necesśario e suficiente queDL/K 6= (0).

Observaç̃ao 3.1 (i) DL/K é ideal principal deK gerado pelo discriminante

de qualquer base deL sobreK.

(ii) Sendo L uma K-álgebra, existe então um homomorfismo injetivo

ϕ : K → L. E dáı, podemos identificarK a um subanel deL(k ↔ ϕ(k)).
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Demonstraç̃ao (Lema 3.7): (⇐) Suponha queL não é reduzida eDL/K 6= (0).

Seja entãox ∈ L um elemento nilpotente não nulo (existe tal elemento, pois, 0

(zero) não é o único elemento nilpotente deL). Sejax1 = x. Como o elemento

x1 = x 6= 0 então podemos construir uma base deL sobreK a partir desse

elemento. Seja(x1, . . . , xn) tal base. Logo,x1xj é nilpotente.

Afirmaç ão 3.4
mx1xj : L → L

y 7→ x1xjy
é um endomorfismo nilpotente.

Com efeito,

mx1xj (y1 + y2) = x1xj(y1 + y2) = x1xjy1 + x1xjy2 = mx1xj(y1) +mx1xj(y2).

Sejay ∈ L nilpotente, logo,ym = 0 para algumm. Então,

(
mx1xj(y)

)m
= (x1xjy)

m = (x1xj)
m · ym = 0 ⇒ mx1xj(y) é nilpotente.

E daı́, todos os valores próprios demx1xj são nulos. E com isso,

Tr(x1xj) = Tr(mx1xj) = 0.

Logo, a matriz de(Tr(x1xj)) tem uma fila nula. Veja,



0 0 . . . 0

Tr(x2x1) Tr(x2x2) . . . Tr(x2xn)
...

...
. . .

...

Tr(xnx1) Tr(xnx2) . . . Tr(xnxn)



.

Com isso,

det(Tr(xixj)) = 0 ⇒ D(x1, . . . , xn) = 0 ⇒ DL/K = (0) (CONTRADIÇÃO).

(⇒) Suponha agora queL é reduzida. Temos queL é umK-módulo de tipo

finito, logo todo sub-K-módulo deL é de tipo finito. Como todo sub-L-módulo
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deL é um sub-K-módulo deL, então concluı́mos que, todo sub-L-módulo deL

é de tipo finito. Portanto,L é um anel noetheriano. E além disso,L é reduzido.

Logo, pelo Lema 3.6, o ideal(0) deL é interseção finita de ideais primos deL,

isto é,

(0) =

q⋂

i=1

Bi,

ondeBi é ideal primo deL, ∀i.

Afirmaç ão 3.5 L/Bi é umaálgebra de integridade de dimensão finita sobreK.

Com efeito,L/Bi é de integridade (pois,Bi é ideal deL) e é umaK-álgebra (pois,

ϕ : K → L/Bi
k 7→ k + Bi

é um homomorfismo). Considere agora(x1, . . . , xn) base

deL sobreK. Então,L/Bi é umaK-combinação linear dex1 + Bi, . . . , xn + Bi.
Vejamos:

ComoK é corpo então
ϕ : K → L/Bi
k 7→ k + Bi

é um homomorfismo injetivo, e daı́,

podemos identificarK a um subanel deL/Bi.

k ∈ K ↔ ϕ(k) = k + Bi (3.6)

x ∈ L/Bi ⇒ x = l + Bi, l ∈ L

⇒ x = (k1x1 + . . .+ knxn) + Bi, kj ∈ K

⇒ x = (k1x1 + Bi) + . . .+ (knxn + Bi), kj ∈ K

⇒ x = (k1 + Bi)(x1 + Bi) + . . .+ (kn + Bi)(xn + Bi), kj ∈ K

⇒︸︷︷︸
(3.6)

x = k1(x1 + Bi) + . . .+ kn(xn + Bi), kj ∈ K

Temos queL/Bi é um anel de divisão eK é um subanel deL/Bi que é corpo,

logo,L/Bi é um espaço vetorial sobreK. Como{x1 + Bi, . . . , xn + Bi} é um
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conjunto de geradores deL/Bi sobreK, então podemos extrair dele uma base

deL/Bi sobreK. Portanto,L/Bi é umaK-álgebra de integridade de dimensão

finita.

Afirmaç ão 3.6 L/Bi é inteiro sobreK.

Com efeito,[L/Bi : K] < ∞ então o anelL/Bi é algébrico sobreK. ComoK

é corpo entãoL/Bi é inteiro sobreK. E daı́, pela Proposição 3.3,L/Bi é corpo.

Logo,Bi é ideal maximal deL.

Afirmaç ão 3.7 Bi + Bj = L para i 6= j.

Com efeito,

Bi ⊂ Bi+Bj ⊂ L ⇒︸︷︷︸
Bi é ideal maximal de L

⇒ Bi+Bj = Bi ou Bi+Bj = L.

A igualdadeBi + Bj = Bi não pode ocorrer parai 6= j. Vejamos,

Bj ⊂ Bi + Bj = Bi ⊂ L ⇒︸︷︷︸
Bj é ideal maximal de L

Bi = Bj ou Bi = L⇒

⇒ Bi = Bj (CONTRADIÇÃO).

Temos que,
ϕ : L → L/B1 · . . . · Bq
l 7→ l + B1 · . . . · Bq

é um isomorfismo, pois

Kerϕ = B1 · . . . · Bq ⊂ B1 ∩ B2 ∩ . . . ∩ Bq = (0) ⇒ Kerϕ = (0).

Além disso, o Lema3.3 nos garante que,L/B1 · . . . · Bq é isomorfo ao produto
q∏

i=1

L/Bi. Logo,L é isomorfo ao produto
q∏

i=1

L/Bi.

E daı́, pelo Lema 3.4 concluı́mos que,

DL/K =

q∏

i=1

D(L/Bi)/K .
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Observe que,L/Bi é umK-módulo livre de dimensão finita, poisL/Bi é uma

K-álgebra de dimensão finita.

Por outro lado, comoK é finito ou de caracterı́stica zero, então pela Proposiç˜ao

1.2,

D(L/Bi)/K 6= (0).

Portanto,

DL/K 6= (0).

�

Definição 3.5 SejamK eL dois corpos nuḿericos comK ⊂ L, A eB os ańeis

dos inteiros deK eL. Se chama ideal discriminante deB sobreA (ou deL sobre

K), e se escreveDB/A ou DL/K ao ideal deA gerado pelos discriminantes das

bases deL sobreK que est̃ao contidas emB.

Nota 3.1 Se (x1, . . . , xn) é uma base deL sobre K contida emB ent̃ao

TrL/K(xixj) ∈ A.

Com efeito,

xi, xj ∈ B ⇒ xixj ∈ B ⇒ xixj é um elemento de L que é inteiro sobre A.

A é o anel dos inteiros deK ⇒ A é de Dedekind⇒

⇒ A é integralmente fechado.

Logo, pelo Corolário 1.4,TrL/K(xixj) ∈ A.

E daı́,

D(x1, . . . , xn) = det (Tr(xixj)) ∈ A.

Assim,

DB/A = D(x1, . . . , xn)A ⊂ A
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é um ideal inteiro deA. E além disso, pela Proposição 1.2,D(x1, . . . , xn) 6= 0.

Portanto,

DB/A 6= (0).

Nota 3.2 QuandoB é umA-módulo livre (por exemplo, seA é principal) já

definimos o ideal discriminanteDB/A como o ideal gerado porD(e1, . . . , en)

onde(e1, . . . , en) é uma base deB sobreA (Definiç̃ao 3.3). Esta definiç̃ao coin-

cide com a que acabamos de apresentar, pois para toda base(xi) deL sobreK

contida emB, tem-se que,

xj =
∑

j

aijej com aij ∈ A.

E dáı, pela Proposiç̃ao 1.1 temos que,

D(x1, . . . , xn) = det(aij)
2

︸ ︷︷ ︸
∈A

·D(e1, . . . , en)︸ ︷︷ ︸
∈A

∈ A.

Teorema 3.8 Com as notaç̃oes da definiç̃ao, para que um ideal primop deA se

ramifique emB, é necesśario e suficiente quep contenha o ideal discriminante

DB/A. E além disso, existe somente um número finito de ideais primos deA que

se ramificam emB.

Demonstraç̃ao: A segunda afirmação segue-se da primeira. Senão vejamos,A é

de Dedekind eDB/A é um ideal não nulo deA. Logo,

DB/A = pc11 p
c2
2 · . . . · pcss

onde ospj são ideais primos não nulos deA distintos dois a dois e os1 ≤ cj ∈ Z.

Considere agorap um ideal primo deA que se ramifica emB. Usando a
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primeira afirmação do Teorema 3.8, temos que,

pc11 p
c2
2 · . . . · pcss ⊂ p ⇒︸︷︷︸

p é ideal
primo

p
cj
j ⊂ p, para algum j

⇒︸︷︷︸
p é ideal
primo

pj ⊂ p ⊂ A, para algum j

⇒︸︷︷︸
pj é ideal
maximal

p = pj, para algum j

⇒ p é um ideal primo de A que aparece na

decomposição deDB/A.

Como há somente um número finito de ideais primos deA que aparecem na

decomposição deDB/A(p1, p2, . . . , ps), então existe somente um número finito de

ideais primos deA que se ramificam emB.

Vamos então agora demonstrar a primeira afirmação.

Sejap um ideal primo deA. ComoB é de Dedekind, então,

Bp =

q∏

i=1

Beii

onde osB′
is são ideais primos não nulos deB distintos dois a dois e os

1 ≤ e′is ∈ Z. Pela Proposição 3.2 temos que

B/Bp '
q∏

i=1

B/Beii .

Afirmaç ão 3.8 p se ramifica emB ⇔ B/Bp é ñao reduzido.

Suponha quep se ramifica emB então existeej ≥ 2 para algumj. Seja

cj ∈ Bj não nulo. Logo,

x =
(
0 + Be11 , 0 + Be22 , . . . , cj + Bejj , 0 + Bej+1

j+1 , . . . , 0 + Beqq
)
∈

q∏

i=1

B/Beii ' B/Bp.
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E daı́,

xej =
(
0ej + Be11 , 0ej + Be22 , . . . , c

ej
j + Bejj , 0ej + Bej+1

j+1 , . . . , 0
ej + Beqq

)

=
(
0 + Be11 , 0 + Be22 , . . . , 0 + Bejj , 0 + Bej+1

j+1 , . . . , 0 + Beqq
)
,

ou seja,x é um elemento nilpotente não nulo deB/Bp. Portanto,B/Bp é não

reduzido.

Mostraremos agora que quando o anelB/pB '
q∏

i=1

B/Beii é não reduzido

entãop se ramifica emB.

Suponha quep não se ramifique emB. Então, os ı́ndices de ramificaçãoei são

todos iguais a1. E daı́,

B/pB '
q∏

i=1

B/Bi.

Considere agora,(b1 + B1, . . . , bq + Bq) ∈ B/pB '
q∏

i=1

B/Bi um nilpotente

qualquer. Logo, existe um inteiro positivom tal que,

(b1 + B1, . . . , bq + Bq)m = (0 + B1, . . . , 0 + Bq) ⇒

⇒





bm1 + B1 = 0 + B1

...

bmq + Bq = 0 + Bq

⇒





bm1 ∈ B1

...

bmq ∈ Bq

⇒︸︷︷︸
Bi é ideal primo deB

⇒





b1 ∈ B1

...

bq ∈ Bq

⇒





b1 + B1 = 0 + B1

...

bq + Bq = 0 + Bq

Com isso, não existe elemento nilpotente não nulo deB/Bp. Portanto, o anel

B/Bp é reduzido.

Por outro lado, o Lema 3.7 nos garante que,

B/Bp é não reduzido⇔ D(B/Bp)/(A/p) = (0),
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já queA/p é um corpo finito eB/Bp é umaA/p-álgebra de dimensão finita sobre

A/p.

A → B → B/Bp

a 7→ a 7→ a +Bp
,

A
ϕ→ B/Bp

a 7→ a +Bp
homomorfismos.

Kerϕ = Bp ∩ A = p,

∃! ϕ : A/p → B/Bp homomorfismo injetivo tal que,ϕ = ϕ ◦ h onde

h : A → A/p

a 7→ a+ p
é o homomorfismo canônico.

a+ p ↔ ϕ(a+ p) = a +Bp

PonhamosS = A − p, A′ = S−1A,B′ = S−1B e p′ = pA′. Então,A′ é um anel

principal (Proposição 2.4),B′ é umA-módulo livre, e além disso, pela Proposição

2.5 tem-se que,

A/p ' A′/p′ e B/pB ' B′/p′B′.

Seja(e1, . . . , en) uma base deB′ sobreA′. Pelo Lema 3.5(e1, . . . , en) é base

deB′/p′B′ sobreA′/p′ eD(e1, . . . , en) = D(e1, . . . , en) ∈ A′/p′, ondeei é a

classe deei emB′/p′B′.

ComoA/p ' A′/p′ eB/pB ' B′/p′B′ então(e1, . . . , en) é base deB/pB

sobreA/p. Logo,

D(B/Bp)/(A/p) = D(e1, . . . , en)A/p.

E daı́ temos a seguinte equivalência,

D(B/Bp)/(A/p) = (0) ⇔ D(e1, . . . , en) ∈ p′.

Com efeito,

D(e1, . . . , en) ∈ p′ ⇔ D(e1, . . . , en)− 0 ∈ p′ ⇔ D(e1, . . . , en) = 0 ⇔

⇔ D(e1, . . . , en) = 0 ⇔ D(e1, . . . , en)A/p = 0 ⇔ D(B/Bp)/(A/p) = 0 = (0).
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Temos então que,

p se ramifica em B ⇔ D(B/Bp)/(A/p) = (0) ⇔ D(e1, . . . , en) ∈ p′,

onde(e1, . . . , en) é base deB′ sobreA′.

Logo, seD(e1, . . . , en) ∈ p′ e (x1, . . . , xn) é uma base deL sobreK contida

emB então,

xi =
∑

a′ijej com a′ij ∈ A′ (pois,B ⊂ B′).

Em decorrência disso,

D(x1, . . . , xn) = det(a′ij)
2

︸ ︷︷ ︸
∈A′

·D(e1, . . . , en)︸ ︷︷ ︸
∈p′

⇒︸︷︷︸
p′ é ideal de A′

D(x1, . . . , xn) ∈ p′.

Como p′ ∩ A = p então podemos deduzir queD(x1, . . . , xn) ∈ p, já que

D(x1, . . . , xn) ∈ A pela Nota 3.1.

E daı́,

DB/A = D(x1, . . . , xn)︸ ︷︷ ︸
∈p

A ⊂ p ⇒ DB/A ⊂ p.

Ou seja, quandop se ramifica emB vale a seguinte inclusãop ⊃ DB/A.

Reciprocamente, sep ⊃ DB/A entãoD(e1, . . . , en) ∈ p′ (isto é,p se ramifica

emB). Com efeito, comoei ∈ B′ = S−1B então podemos escrever,ei =
yi
s

com

yi ∈ B es ∈ S para1 ≤ i ≤ n. Consequentemente,

D(e1, . . . , en) = s−2n ·D(y1, . . . , yn) ∈ A′DB/A ⊂ A′p = p′ ⇒

⇒ D(e1, . . . , en) ∈ p′ ⇒ p se ramifica em B.

�
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3.5 Ideais primos que se ramificam em um corpo

quadrático

TomemosK = Q eL = Q[
√
d] onded é um inteiro sem fatores quadrados.

(a) Sed ≡ 2 ou 3(mod 4) então(1,
√
d) é uma base do anelB dos inteiros de

L = Q[
√
d]. ComoTr(1) = 2,Tr(

√
d) = 0 eTr(d) = 2d então,

D(1,
√
d) = det


 Tr(1 · 1) Tr(1 ·

√
d)

Tr(
√
d · 1) Tr(

√
d ·

√
d)




= det


 Tr(1) Tr(

√
d)

Tr(
√
d) Tr(d)


 = det


 2 0

0 2d


 = 4d.

O ideal discriminanteDB/Z é um ideal deZ gerado porD(1,
√
d), isto é,

DB/Z = 4dZ.

Um ideal primopZ deZ se ramifica emB se, e só se,4dZ ⊂ pZ se, e só

se,p divide4d. Comop é primo entãop = 2 oup é um divisor primo ded.

Portanto, os ideais primos deZ que se ramificam emB (ou emL = Q[
√
d])

são2Z epZ ondep é um divisor primo ded.

(b) Sed ≡ 1(mod 4) então

(
1,

1 +
√
d

2

)
é uma base do anel dos inteiros de

L = Q[
√
d].

ComoTr(1) = 2,Tr

(
1 +

√
d

2

)
= 1 e Tr



(
1 +

√
d

2

)2

 =

d+ 1

2
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então,

D

(
1,

1 +
√
d

2

)
= det




Tr(1) Tr

(
1 +

√
d

2

)

Tr

(
1 +

√
d

2

)
Tr



(
1 +

√
d

2

)2






= det


 2 1

1
d+ 1

2


 = d+ 1− 1 = d.

Assim, DB/Z = dZ. Logo, um ideal primopZ se ramifica emB se, e

somente se,dZ ⊂ pZ se, e somente se,p divided.

Portanto, os ideais primos deZ que se ramificam emB (ou emL = Q[
√
d])

são da formapZ ondep é um divisor primo ded.

Vimos na Seção3.3 que o polinômio ciclotômico,

F (X) = Xpr−1(p−1) +Xpr−1(p−2) + . . .+Xpr−1

+ 1

(ondep é um número primo er ∈ N) é irredutı́vel sobreQ. Parar = 1 ∈ N temos

o seguinte resultado:

Teorema 3.9 Para todo ńumero primop, o polinômio ciclot̂omico

Xp−1 +Xp−2 + . . .+X + 1

é irredut́ıvel emQ[X ].

Teorema 3.10Sejamp um ńumero primo ez uma raiz primitivap-ésima da uni-

dade (emC). Ent̃ao, o anelA dos inteiros do corpo ciclotômicoQ[z] é Z[z], e

(1, z, . . . , zp−2) é uma base doZ- móduloA.

Demonstraç̃ao: Ver [10], página43.
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3.6 Ideais primos que se ramificam em um corpo

ciclotômico

Sejamp um número primo,z ∈ C uma raiz primitivap-ésima da unidade e

L = Q[z] o corpo ciclotômico correspondente. Sabemos pelo Teorema3.10 acima

que o anelB dos inteiros deL admite(1, z, . . . , zp−2) como base sobreZ, e pelo

Teorema 3.9 temos que o polinômio minimalF (X) dez sobreQ satisfaz a equação

(X − 1)F (X) = Xp − 1, já que

F (X) = Xp−1 +Xp−2 + . . .+X + 1 =
Xp − 1

X − 1
.

Vamos calcular o ideal discriminanteDZ[z]/Z utilizando a fórmula,

D(1, z, . . . , zp−2) = N(F ′(z)) · (−1)
(p−1)(p−2)

2 .

Derivando a equação(X − 1)F (X) = Xp − 1 obtemos,

F (X) + (X − 1)F ′(X) = p ·Xp−1.

E daı́,F (z)︸︷︷︸
=0

+(z − 1)F ′(z) = p · zp−1, implicando então que,

(z − 1)F ′(z) = pzp−1. (3.7)

Por outro lado,N(p) = pp−1 eN(z) = ±1. Além disso, decorre do Teorema 3.9

que,N(z − 1) = ±p.
E de (3.7), temos que,

N(z − 1) ·N(F ′(z)) = N(p)(N(z))p−1 ⇒

⇒ (±p) ·N(F ′(z)) = pp−1 · (±1)p−1

⇒ N(F ′(z)) = ±pp−2 ⇒ D(1, z, . . . , zp−2) = (±pp−2) · (−1)
(p−1)(p−2)

2 = ±pp−2.
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Com isso,

DZ[z]/Z = D(1, z, . . . , zp−2)Z = ±pp−2Z = pp−2Z.

Então, um ideal primoqZ deZ se ramifica emZ[z] (ou emQ[z]) se, e somente

se,pp−2Z ⊂ qZ se, e somente se,q|pp−2 se, e somente se,q|p. Comop e q são

primos entãop = q.

Portanto,pZ é o único ideal primo deZ que se ramifica emZ[z] (ou emQ[z]).

Proposiç̃ao 3.4 SejamL um corpo nuḿerico de graun sobreQ e(x1, . . . , xn) in-

teiros deL que formam uma base deL sobreQ. Se o discriminanteD(x1, . . . , xn)

não tem fatores quadrados então (x1, . . . , xn) é uma base sobreZ do anelB dos

inteiros deL.

Demonstraç̃ao: Temos queB é umZ-módulo livre de dimensão[L : Q] = n.

Seja então(e1, . . . , en) uma base deB sobreZ. Como osx′is são inteiros deL

entãoxi ∈ B, ∀i. Logo,

xi =
n∑

j=1

aijej com aij ∈ Z.

E daı́,

D(x1, . . . , xn) = det(aij)
2 ·D(e1, . . . , en)

D(x1, . . . , xn) = [det(aij)]
2 ·D(e1, . . . , en).

ComoD(x1, . . . , xn) não tem fatores quadrados entãodet(aij) = ±1. Ou seja,

det(aij) 6= 0. E daı́, osx′is são linearmente independentes sobreZ.

Portanto,(x1, . . . , xn) é uma base deB sobreZ.

�
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3.7 Decomposiç̃ao de um ńumero primo em um corpo

quadrático

Nos dois últimos capı́tulos deste texto precisaremos conhecer os tipos de

decomposições de ideais primos em um corpo quadrático. No que segue, iremos

usar a igualdade fundamental

q∑

i=1

eifi = [L : K]

para classificar tais decomposições.

Sejam d ∈ Z um inteiro sem fatores quadrados,L o corpo quadrático

L = Q[
√
d], B o anel dos inteiros deL ep um número primo. Considere agora a

decomposição do ideal estendidoBp em produto de ideais primos deB, isto é,

Bp =

q∏

i=1

Beii .

A fórmula
q∑

i=1

eifi = 2 nos diz queq ≤ 2 e que somente podem ocorrer os

três casos abaixo:

(a) q = 2, e1 = e2 = 1, f1 = f2 = 1; se diz então quep se decompõe emL.

(b) q = 1, e1 = 1, f1 = 2; se diz então quep é inerte emL.

(c) q = 1, e1 = 2, f1 = 1; isto significa quep se ramifica emL.

Enunciaremos agora um resultado que estabelece condições suficientes para

cada uma dessas classificações.

Proposiç̃ao 3.5 SejaL = Q[
√
d] um corpo quadŕatico, onded ∈ Z não tem

fatores quadrados.
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(a) Se decomp̃oem emL, os ńumeros primośımparesp tais qued seja reśıduo

quadŕatico ḿodulop, e2 sed ≡ 1(mod 8);

(b) São inertes emL, os ńumeros primośımparesp tais qued seja ñao reśıduo

quadŕatico ḿodulop, e2 sed ≡ 5(mod 8);

(c) Se ramificam emL, os divisores primośımpares ded, e 2 se d ≡ 2

ou 3(mod 4).

Demonstraç̃ao: Ver [10], página77.



Caṕıtulo 4

O subcorpo real maximal de um

corpo ciclotômico

4.1 Caracteres de Grupos Abelianos Finitos

SejaG um grupo abeliano (com a operação escrita multiplicativamente) con-

tendon elementos. SejaC• o grupo multiplicativo dos números complexos não

nulos, isto é,C• = C− {0}.

Definição 4.1 Todo homomorfismoχ : G → C• é chamado um caráter deG

(com valores complexos).

Então,χ(a) 6= 0, ∀a ∈ G eχ(ab) = χ(a) · χ(b), ∀a, b ∈ G. Em particular, se

eG é a identidade multiplicativa deG entãoχ(eG) = eC• = 1.

Seχ é um caráter deG ean = eG para todoa ∈ G, então nós deduzimos que,

(χ(a))n = χ(an) = χ(eG) = 1 ⇒ χ(a) é raiz n-ésima da unidade,∀a ∈ G;

84
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logo,χ(G) é um subgrupo do grupo multiplicativo cı́clico das raı́zesn-ésimas da

unidade. E daı́,χ(G) é um grupo multiplicativo cı́clico.

χ(G) ⊂ {raı́zes n-ésimas da unidade}︸ ︷︷ ︸
grupo multiplicativo cı́clico

x, y ∈ χ(G) ⇒ x = χ(a) e y = χ(b); a, b ∈ G.

xy−1 = χ(a) · χ(b−1) = χ(ab−1
︸︷︷︸
∈G

) ∈ χ(G) ⇒ χ(G) é subgrupo.

SejaĜ o conjunto dos caracteres deG, isto é,

Ĝ = {χ : G→ C•;χ é homomorfismo}.

Definamos agora uma operação(multiplicativa) emĜ da seguinte forma,

· : Ĝ× Ĝ → Ĝ

(χ, χ′) 7→ χ · χ′

χ · χ′ : G→ C•

(χ · χ′)(a) := χ(a) · χ′(a), ∀a ∈ G.

Com essa operação o conjuntoĜ passa a ser um grupo multiplicativo.

A identidade multiplicativa dêG é o caráterχo, definido porχo(a) = 1 para

todo a ∈ G. E o inverso deχ ∈ Ĝ é dado porχ−1(a) = (χ(a))−1 para todo

a ∈ G.

Definição 4.2 Se a ordem de um caráter χ é igual a2, nós chamamos ele um

caráter quadŕatico.

O(χ) = |〈χ〉| = 2 ⇒ χ é um caráter quadrático.

χ2 = χo , χ · χ = χo.

Definição 4.3 Sejam > 1 um inteiro. Uma aplicaç̃ao χ : Z → C é chamada

caráter modular (com ḿodulom) quando ela satisfaz as seguintes condições:
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(1) χ(a) = 0 se, e somente se,mdc(a,m) > 1;

(2) Sea ≡ b(mod m) ent̃aoχ(a) = χ(b); e

(3) χ(ab) = χ(a) · χ(b).

O suporte deχ é{a ∈ Z; mdc(a,m) = 1}.

Note que,χ(1) = 1. De fato,

χ(1) = χ(1 · 1) = χ(1) · χ(1) ⇒ χ(1)− χ(1) · χ(1) = 0

⇒ χ(1) · (1− χ(1)) = 0

⇒︸︷︷︸
C é um DI

χ(1) = 0 ou 1− χ(1) = 0

⇒ χ(1) = 0 ou χ(1) = 1

⇒︸︷︷︸
mdc(1,m)=1⇒χ(1)6=0

χ(1) = 1.

Claramente,χ(a) = 1 para todoa ∈ Z tal quea ≡ 1(mod m).

Definição 4.4 O caráter trivial χo módulom, é definido da seguinte forma:
{
χo(a) = 1 , quando mdc(a,m) = 1

χo(a) = 0 , quando mdc(a,m) > 1.

Proposiç̃ao 4.1 Para todom > 1 existe uma correspondência natural1−1 entre

os caracteres do grupo multiplicativoP (m) = (Z/(m))• e os caracteres modu-

lares com ḿodulom.

Demonstraç̃ao: Ver [9], página473.

Sejaχ um caráter módulom. Considere o seguinte conjuntoMχ de inteiros

m′ ≥ 1 que satisfazem a seguinte propriedade:

Se mdc(a,m) = mdc(b,m) = 1 e a ≡ b(mod m′) então χ(a) = χ(b).
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Cada elemento deMχ é chamado um módulo de definição deχ.

Por exemplom ∈Mχ.

Sem1 ∈Mχ em1 dividem2 entãom2 ∈Mχ.

m1|m2 ⇒ m2 = rm1, comr ∈ Z.

Sejaa, b ∈ C tais que,mdc(a,m) = mdc(b,m) = 1 e

a ≡ b(mod m2) ⇒ m2|(a− b) ⇒ a− b = sm2 = srm1 ⇒

⇒ m1|(a− b) ⇒ a ≡ b(mod m1).

E daı́, comom1 ∈ Mχ entãoχ(a) = χ(b). Portanto,m2 ∈Mχ.

Definição 4.5 O menor inteiro positivo pertencenteàMχ é chamado o condutor

deχ e denotado porfχ.

Definição 4.6 Um caŕater ψ módulo f , com condutorfψ = f é chamado um

caráter primitivo.

Observaç̃ao 4.1 Se o caŕaterχ módulom corresponde a um caráter quadŕatico

do grupoP (m), nós dizemos queχ é um caŕater quadŕatico modular.

Definição 4.7 Sejamp um primoı́mpar ea um inteiro ñao-nulo que ñao seja

múltiplo dep. Nós definimos o sı́mbolo de Legendre

(
a

p

)
dea, relativo ap, da

seguinte forma:

(
a

p

)
=

{
1 , quando a é um reśıduo quadŕatico ḿodulo p

−1 , quando a é um ñao reśıduo quadŕatico ḿodulo p

Proposiç̃ao 4.2 O śımbolo de Legendre tem as seguintes propriedades:

(L1) Sea ≡ b(mod p) ent̃ao

(
a

p

)
=

(
b

p

)
.

(L2)
(
ab

p

)
=

(
a

p

)
·
(
b

p

)
.
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Demonstraç̃ao: Ver [9], página63.

Proposiç̃ao 4.3 Sejap um primoı́mpar. Oúnico caŕater quadŕatico ḿodulop é

χ dado pelo śımbolo de Legendre:χ(a) =

(
a

p

)
para todoa ∈ Z; este caŕater é

primitivo com condutorp.

Demonstraç̃ao: Ver [9], página477.

Sejamm ≥ 2, χ um caráter módulom e ζ = cos

(
2π

m

)
+ isen

(
2π

m

)
.

Definição 4.8 As express̃oes

τk(χ) =
∑

a∈P (m)
1≤a<m

χ(a)ζak parak = 0, 1, . . . , m− 1

são chamadas as Somas Gaussianas associadas ao caráterχ (e a raiz primitiva

m-ésima da unidadeζ).

Parak = 0 nós temos,

τo(χ) =
∑

a∈P (m)
1≤a<m

χ(a) =

{
ϕ(m) , quando χ = χo

0 , quando χ 6= χo.

A Soma Gaussiana Principal é

τ1(χ) =
∑

a∈P (m)
1≤a<m

χ(a) · ζa.

4.2 O subcorpo real maximal deQ(ζm)

Sejamm um inteiro positivo eζm uma raiz primitivam-ésima da unidade.

Considere os corposQ(ζm + ζ−1
m ) eQ(ζm), ondeQ é o corpo dos números racio-

nais.
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Proposiç̃ao 4.4 Q(ζm + ζ−1
m ) é o subcorpo real maximal do corpo ciclotômico

Q(ζm).

Demonstraç̃ao: Temos que,Q(ζm + ζ−1
m ) ⊂ Q(ζm) pois Q(ζm) é corpo e

ζm ∈ Q(ζm).

Por outro lado,

ζmm = 1 ⇒ ζmm = 1 = 1 ⇒ ζm
m
= 1 ⇒ ζmm · ζm

m
= 1

⇒︸︷︷︸
C é corpo

(
ζm · ζm

)m
= 1 ⇒︸︷︷︸

0<ζmζm=|ζm|2∈R

ζm · ζm = 1 ⇒ ζm = ζ−1
m .

E daı́,

ζm + ζ−1
m = ζm + ζm = 2 · Re (ζm) ∈ R.

E além disso,X2 − (ζm + ζ−1
m )X + 1 é o polinômio minimal deζm sobre

Q (ζm + ζ−1
m ). Logo,[Q (ζm + ζ−1

m ) (ζm) : Q (ζm + ζ−1
m )] = 2, ou seja,

[
Q (ζm) : Q

(
ζm + ζ−1

m

)]
= 2.

Com isso, seK é um subcorpo real arbitrário deQ (ζm) tal que,

Q
(
ζm + ζ−1

m

)
⊂ K ⊂ Q (ζm)

entãoK = Q (ζm + ζ−1
m ).

Portanto,Q (ζm + ζ−1
m ) é o subcorpo real maximal deQ (ζm).

�

4.3 Imersão deQ(
√
m) emQ(ζ4m + ζ−1

4m)

4.3.1 O śımbolo Kronecker

Seja0 6= a ∈ Z e p um número primo qualquer. Nós definimos o sı́mbolo

Kronecker

{
a

p

}
= {a/p} da seguinte forma: Sep|a então{a/p} = 0; sep é
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ı́mpar ep - a então{a/p} = (a/p) (o sı́mbolo de Legendre); Sep = 2, nós

definimos

{a
2

}
=





+1 , se a ≡ 1(mod 8),

−1 , se a ≡ 5(mod 8),

não definido , se a ≡ 3(mod 4).

Seb = p1 · . . . · pr (p1, . . . , pr primos ı́mpares, não necessariamente distintos),

nós definimos {a
b

}
=

{
a

−b

}
=

r∏

i=1

{
a

pi

}
.

Seb = 2eb′, ondee ≥ 1 e b′ é ı́mpar, então nós definimos

{a
b

}
=





{ a
b′

}
, se e é par,

{a
2

}{ a
b′

}
, se e é ı́mpar.

(Note que
{a
b

}
= 0 see é ı́mpar ea é par, e ele é não definido quandoe é

ı́mpar ea ≡ 3(mod 4)).

Seb = −1, nós definimos

{
a

−1

}
= sign(a).

Note que,sign(a) = 1 sea > 0 e sign(a) < 0 sea < 0.

Propriedades:

(a)
{ a

bb′

}
=
{a
b

}
·
{ a
b′

}

(b) Sea ≡ 0 ou1(mod 4) então,

{
a

|a| − 1

}
=





1, quando a > 0

−1, quando a < 0
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(c) Sea ≡ 0 ou1(mod 4) e b ≡ −b′(mod |a|) então,

{a
b

}
=





{ a
b′

}
quando a > 0

−
{ a
b′

}
quando a < 0

Essas propriedades podem ser vistas em [9], página81.

4.3.2 Caracteres Primitivos Reais

Caracteres primitivos reais são fáceis de caracterizar.Lembre que um

discriminante fundamental é1 ou o discriminante de um corpo quadrático real,

em outras palavras é um inteiro livre de quadrados congruente a1 módulo4, ou4

vezes um inteiro livre de quadrados congruente a2 ou3 módulo4.

Proposiç̃ao 4.5 SeD é um discriminante fundamental, o sı́mbolo Kronocker

{
D

n

}

define um caŕater primitivo real ḿodulom = |D|. Reciprocamente, seχ é um

caráter primitivo real ḿodulom ent̃aoD = χ(−1)m é um discriminante funda-

mental eχ(n) =

{
D

n

}
.

Demonstraç̃ao: Ver [3], página43.

Proposiç̃ao 4.6 Seja χ um caŕater primitivo real ḿodulo m, de modo que

χ(n) =

{
D

n

}
paraD = χ(−1)m um discriminante fundamental. Então,

τ1(χ) =





m1/2 se χ(−1) = 1,

m1/2i se χ(−1) = −1.

Demonstraç̃ao: Ver [3], página49.

Teorema 4.1 Sejam um inteiro positivo livre de quadrados. Então,k = Q(
√
m)

est́a imerso no subcorpo real maximalKo = Q(ζ4m + ζ−1
4m) deQ(ζ4m), isto é,

k = Q(
√
m) ⊂ Ko = Q(ζ4m + ζ−1

4m).
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Demonstraç̃ao: Comoζ4m é uma raiz4m-ésima da unidade então,

ζ4m4m = 1 ⇒ ζ4m4m = 1 = 1 ⇒ ζ4m
4m

= 1

⇒ ζ4m4m · ζ4m
4m

= 1 ⇒︸︷︷︸
C é corpo

(
ζ4m · ζ4m

)4m

⇒︸︷︷︸
0≤|ζ4m|2=ζ4m·ζ4m∈R

ζ4m · ζ4m = 1 ⇒ ζ4m = ζ−1
4m.

Logo,

ζ4m
2
= ζ−2

4m , ζ4m
3
= ζ−3

4m , . . . , ζ4m
(4m−2)/2

= ζ
−(4m−2)/2
4m .

E daı́,

ζ4m + ζ−1
4m = ζ4m + ζ4m ∈ R

ζ24m + ζ−2
4m = ζ24m + ζ4m

2
= ζ24m + ζ24m ∈ R

...

ζ
(4m−2)/2
4m + ζ

−(4m−2)/2
4m = ζ

(4m−2)/2
4m + ζ4m

(4m−2)/2
= ζ

(4m−2)/2
4m + ζ

(4m−2)/2
4m ∈ R.

Note que,ζj4m + ζ−j4m ∈ Q(ζ4m) para todoj = 1, . . . ,
4m− 2

2
; poisζ4m ∈ Q(ζ4m)

eQ(ζ4m) é corpo.

Com isso,

Q(ζ24m + ζ−2
4m) ⊂ Q(ζ4m) é um subcorpo real deQ(ζ4m)

Q(ζ34m + ζ−3
4m) ⊂ Q(ζ4m) é um subcorpo real deQ(ζ4m)

...

Q(ζ
(4m−2)/2
4m + ζ

−(4m−2)/2
4m ) ⊂ Q(ζ4m) é um subcorpo real deQ(ζ4m).

Mas,Q(ζ4m + ζ−1
4m) é o subcorpo real maximal deQ(ζ4m). Então,




Q(ζ24m + ζ−2
4m) ⊂ Q(ζ4m + ζ−1

4m)

Q(ζ34m + ζ−3
4m) ⊂ Q(ζ4m + ζ−1

4m)
...

Q(ζ
(4m−2)/2
4m + ζ

−(4m−2)/2
4m ) ⊂ Q(ζ4m + ζ−1

4m)

⇒
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⇒





ζ24m + ζ−2
4m ∈ Q(ζ4m + ζ−1

4m)

ζ34m + ζ−3
4m ∈ Q(ζ4m + ζ−1

4m)
...

ζ
(4m−2)/2
4m + ζ

−(4m−2)/2
4m ∈ Q(ζ4m + ζ−1

4m)

Sejad o discriminante do corpo quadrático realQ(
√
m). Logo,

d =





4m, sem ≡ 2 ou 3(mod 4)

m, se m ≡ 1(mod 4).

Comod é um discriminante fundamental então pela Proposição 4.5 o sı́mbolo

Kronocker

{
d

a

}
define um caráter primitivo realχ módulo|d| = d. Sejaζd uma

raiz primitivad-ésima da unidade. Considere agora a Soma de Gauss Principal

associada ao caráterχ e aζd,

τ1(χ) =
∑

a∈P (d)
1≤a<d

{
d

a

}
· ζad .

Temos também que,χ(−1) =

{
d

−1

}
= sign(d) = 1, poisd > 0. Então pela

Proposição 4.6,

τ1(χ) =
√
d ⇒

√
d =

∑

a∈P (d)
1≤a<d

{
d

a

}
· ζad .

Analisemos agora os seguintes casos:m ≡ 2 ou3(mod 4) em ≡ 1(mod 4).

(I) m ≡ 2 ou3(mod 4) → d = 4m

√
4m =

∑

a∈P (4m)
1≤a<4m

{
4m

a

}
·ζa4m =

{
4m

1

}
·ζ4m+

{
4m

2

}
·ζ24m+. . .+

{
4m

4m− 1

}
·ζ4m−1

4m .

Note que,

m ≡ 2 ou 3(mod 4) ⇒ 4m ≡ 8 ou 12(mod 4) ⇒ 4m ≡ 0(mod 4) e 4m > 0.

Além disso,
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1 ≡ −(4m− 1)(mod |4m|)
2 ≡ −(4m− 2)(mod |4m|)

...
4m

2
− 1 ≡ −

(
4m

2
+ 1

)
(mod |4m|)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⇒︸︷︷︸
Propriedades (c)

{
4m

1

}
=

{
4m

4m− 1

}

{
4m

2

}
=

{
4m

4m− 2

}

...



4m
4m

2
− 1





=





4m
4m

2
+ 1





E daı́,

√
4m =

{
4m

1

}
ζ4m+

{
4m

2

}
ζ24m + . . .+





4m
4m

2
− 1




ζ

4m
2

−1

4m +





4m
4m

2




ζ

4m
2

4m+

+





4m
4m

2
+ 1




ζ

4m
2

+1

4m + . . .+

{
4m

4m− 2

}
ζ4m−2
4m +

{
4m

4m− 1

}
ζ4m−1
4m .

Temos também da igualdadeζ4m4m = 1 que,




ζ4m−1
4m = ζ−1

4m

ζ4m−2
4m = ζ−2

4m

...

ζ
4m−( 4m

2
−1)

4m = ζ
−( 4m

2
−1)

4m

E além disso,
{
4m
4m
2

}
=

{
4m

2m

}
=︸︷︷︸

Propriedades (a)

{
4m

2

}
·
{
4m

m

}
=︸︷︷︸

Definição

0 ·
{
4m

m

}
= 0.

Com isso,

√
4m =

{
4m

1

}

︸ ︷︷ ︸
∈Z⊂Q⊂Ko

[
ζ4m + ζ−1

4m

]
︸ ︷︷ ︸

∈Ko

+

{
4m

2

}

︸ ︷︷ ︸
∈Z⊂Q⊂Ko

[
ζ24m + ζ−2

4m

]
︸ ︷︷ ︸

∈Ko

+
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+ . . .+

{
4m
4m−2

2

}

︸ ︷︷ ︸
∈Z⊂Q⊂Ko

[
ζ

4m−2
2

4m + ζ
−( 4m−2

2
)

4m

]

︸ ︷︷ ︸
∈Ko

∈ Ko ⇒

⇒
√
4m ∈ Ko ⇒ 2

√
m ∈ Ko ⇒

√
m ∈ Ko.

Portanto,

k = Q(
√
m) ⊂ Ko = Q(ζ4m + ζ−1

4m).

(II) m ≡ 1(mod 4) → d = m

√
m =

∑

a∈P (m)
1≤a<m

{m
a

}
· ζam =

{m
1

}
· ζm +

{m
2

}
· ζ2m + . . .+

{
m
m−1
2

}
· ζ

m−1
2

m +

+

{
m
m+1
2

}
· ζ

m+1
2

m + . . .+

{
m

m− 2

}
· ζm−2

m +

{
m

m− 1

}
· ζm−1
m .

Temos quem ≡ 1(mod 4), m > 0 e além disso:

1 ≡ −(m− 1)(mod |m|)
2 ≡ −(m− 2)(mod |m|)

...
m− 1

2
≡ −m+ 1

2
(mod |m|)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⇒︸︷︷︸
Propriedades (c)

{m
1

}
=

{
m

m− 1

}

{m
2

}
=

{
m

m− 2

}

...



m
m− 1

2





=





m
m+ 1

2





Temos também da igualdadeζmm = 1 que,




ζm−1
m = ζ−1

m

ζm−2
m = ζ−2

m

...

ζ
m+1

2
m = ζ

−m−1
2

m

Com isso,

√
m =

{m
1

}
·
[
ζm + ζ−1

m

]
+
{m
2

}
·
[
ζ2m + ζ−2

m

]
+. . .+

{
m

(m−1)
2

}
·
[
ζ

(m−1)
2

m + ζ
− (m−1)

2
m

]
.



O subcorpo real maximal de um corpo ciclotômico 96

Temos que,

(ζm)
4m =︸︷︷︸

C é corpo

(ζmm)
4 = 14 = 1.

Logo,ζm é uma raiz4m-ésima da unidade. E daı́,

ζm = (ζ4m)
r, para algum r.

ComoQ(ζ4m) é corpo então(ζ4m)r ∈ Q(ζ4m). Logo,

↪→ ζm, ζ
−1
m ∈ Q(ζ4m) ⇒ ζm + ζ−1

m︸ ︷︷ ︸
∈R

∈ Q(ζ4m)

⇒ Q(ζm + ζ−1
m ) ⊂ Q(ζ4m) é subcorpo real deQ(ζ4m)

⇒ Q(ζm + ζ−1
m ) ⊂ Q(ζ4m + ζ−1

4m)

⇒ ζm + ζ−1
m ∈ Q(ζ4m + ζ−1

4m) = Ko

↪→ ζ2m, ζ
−2
m ∈ Q(ζ4m) ⇒ ζ2m + ζ−2

m︸ ︷︷ ︸
∈R

∈ Q(ζ4m)

⇒ Q(ζ2m + ζ−2
m ) ⊂ Q(ζ4m) é subcorpo real deQ(ζ4m)

⇒ Q(ζ2m + ζ−2
m ) ⊂ Q(ζ4m + ζ−1

4m)

⇒ ζ2m + ζ−2
m ∈ Q(ζ4m + ζ−1

4m) = Ko

...

↪→ ζ
m−1

2
m , ζ

−m−1
2

m ∈ Q(ζ4m) ⇒ ζ
m−1

2
m + ζ

−m−1
2

m︸ ︷︷ ︸
∈R

∈ Q(ζ4m)

⇒ Q(ζ
m−1

2
m + ζ

−m−1
2

m ) ⊂ Q(ζ4m)

é subcorpo real deQ(ζ4m)

⇒ Q(ζ
m−1

2
m + ζ

−m−1
2

m ) ⊂ Q(ζ4m + ζ−1
4m)

⇒ ζ
m−1

2
m + ζ

−m−1
2

m ∈ Q(ζ4m + ζ−1
4m) = Ko.
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Então,
√
m =

{m
1

}

︸ ︷︷ ︸
∈Z⊂Q⊂Ko

[
ζm + ζ−1

m

]
︸ ︷︷ ︸

∈Ko

+
{m
2

}

︸ ︷︷ ︸
∈Z⊂Q⊂Ko

[
ζ2m + ζ−2

m

]
︸ ︷︷ ︸

∈Ko

+

+ . . .+

{
m

(m−1)
2

}

︸ ︷︷ ︸
∈Z⊂Q⊂Ko

[
ζ

m−1
2

m + ζ
−m−1

2
m

]

︸ ︷︷ ︸
∈Ko

∈ Ko ⇒
√
m ∈ Ko.

Portanto,

k = Q(
√
m) ⊂ Ko = Q(ζ4m + ζ−1

4m).

�



Caṕıtulo 5

O número de classes do subcorpo

real maximal deQ(ζp)

Sejamm um inteiro positivo,ζm uma raiz primitiva m-ésima da unidade e

H(m) o número de classes do subcorpo real maximalQ(ζm + ζ−1
m ) deQ(ζm).

Designaremos porh(m) o número de classes do corpo quadrático realQ(
√
m).

O objetivo deste capı́tulo é mostrar que para os primos da formap = (2qn)2+1

comq primo ı́mpar en > 1 inteiro, o númeroH(p) é maior do que1.

Teorema 5.1 Sep = (2qn)2 + 1 é um primo, comq primo ı́mpar en > 1 inteiro,

ent̃aoh(p) > 1.

Para provarmos o Teorema 5.1 precisaremos do seguinte Lema ede alguns

resultados relativos a decomposição de ideais primos em uma extensão.

Lema 5.2 Sejaml, m inteiros positivos em um ñao quadrado. A equação

u2 −
(
l2 + 1

)
v2 = ±m (5.1)

não tem soluç̃oes em inteirosu, v, a menos quem ≥ 2l.

98
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Demonstraç̃ao: Suponha que(u′, v′) seja uma solução em inteirosu′, v′ de (5.1).

Afirmaç ão 5.1 v′ 6= 0

Com efeito,

u′2 − (l2 + 1)v′2 = ±m

v′ = 0 ⇒ u′2 = ±m ⇒︸︷︷︸
u′2=−m<0

u′2 = m, contradição, poism não é quadrado.

Afirmaç ão 5.2 Existe uma soluç̃ao (u, v) de (5.1) tal queu, v ∈ Z comu ≥ 0 e

v o menor inteiro positivo possı́vel.

Com efeito,

v′ > 0 → |u′| ≥ 0 e v′ > 0 → Basta tomar (u, v) com u = |u′|

e v = min{w ∈ Z; 0 < w ≤ v′ e (|u′|, w) é solução de (5.1)}

v′ < 0 → |u′| ≥ 0 e − v′ > 0 → Basta tomar (u, v) com u = |u′|

e v = min{w ∈ Z; 0 < w ≤ −v′ e (|u′|, w) é solução de (5.1)}.

SeK = Q
(√

l2 + 1
)

entãoNK|Q
(
u− v

√
l2 + 1

)
= ±m.

Com efeito,

x = u− v
√
l2 + 1 ⇒ x− u = −v

√
l2 + 1 ⇒ x2 − 2ux+ u2 = v2(l2 + 1)

⇒ x2 − 2ux+ u2 − v2(l2 + 1) = 0 ⇒ x2 − 2ux±m = 0

Temos então que,
√
l2 + 1 é um elemento primitivo deQ(

√
l2 + 1)|Q e

X2 − 2uX ± m é o polinômio minimal de
√
l2 + 1 sobreQ. Nesse caso, o
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polinômio caracterı́stico deu − v
√
l2 + 1 com respeito àK e Q coincide com

o polinômio minimal deu− v
√
l2 + 1 sobreQ. Logo,

NK|Q

(
u− v

√
l2 + 1

)
= ±m = produto das raı́zes deX2 − 2uX ±m. (5.2)

Usando esse mesmo argumento, conclui-se que,

NK|Q

(
l +

√
l2 + 1

)
= −1. (5.3)

x = l+
√
l2 + 1 ⇒ x−l =

√
l2 + 1 ⇒ x2−2lx+l2 = l2+1 ⇒ x2−2lx−1 = 0.

Multiplicando (5.2) e (5.3) teremos que,

NK|Q

(
u− v

√
l2 + 1

)
·NK|Q

(
l +

√
l2 + 1

)
= ±m⇒

⇒ NK|Q

((
u− v

√
l2 + 1

)
·
(
l +

√
l2 + 1

))
= ±m

⇒ NK|Q

(
ul + u

√
l2 + 1− vl

√
l2 + 1− v(l2 + 1)

)
= ±m

⇒ NK|Q

((
lu− v(l2 + 1)

)
+ (u− lv)

√
l2 + 1

)
= ±m.

Note que,

x =
(
lu− v(l2 + 1)

)
+(u−lv)

√
l2 + 1 ⇒ x−

(
lu− v(l2 + 1)

)
= (u−lv)

√
l2 + 1

⇒ x2 − 2
(
lu− v(l2 + 1)

)
x+

(
lu− v(l2 + 1)

)2
= (u− lv)2 · (l2 + 1)

⇒ x2 − 2
(
lu− v(l2 + 1)

)
x+

(
lu− v(l2 + 1)

)2 − (u− lv)2 · (l2 + 1)︸ ︷︷ ︸
produto das raı́zes

= 0.

Então,

X2 − 2
(
lu− v(l2 + 1)

)
X +

(
lu− v(l2 + 1)

)2 − (u− lv)2 · (l2 + 1)

é o polinômio minimal de(lu− v(l2 + 1)) + (u− lv)
√
l2 + 1 sobreQ.
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Com isso,

±m = NK|Q

(
(lu− v(l2 + 1)) + (u− lv)

√
l2 + 1

)
=

=
[
lu− v(l2 + 1)

]2−(u−lv)2 ·(l2+1) =
[
lu− v(l2 + 1)

]2−(u−lv)2 ·(l2+1) =

=
∣∣lu− v(l2 + 1)

∣∣2 − (l2 + 1) · |u− lv|2.

Portanto,(|lu− (l2 + 1)v|, |u− lv|) é uma solução em inteiros de (5.1) tal

que|lu − (l2 + 1)v| ≥ 0 e |u − lv| > 0, já quem não é um quadrado. Por causa

da escolha mı́nima dev, necessariamente|u− lv| ≥ v, isto é,

u− lv ≥ v ou −(u− lv) ≥ v ⇒
⇒ u ≥ lv + v ou u− lv ≤ −v
⇒ u ≥ (l + 1)v ou 0 ≤ u ≤ lv − v = (l − 1)v

Inserindo essas informações em (5.1), obtemos que,

±m = u2 − (l2 + 1)v2 ≥ (l + 1)2v2 − (l2 + 1)v2 =

= (l2 + 2l + 1− l2 − 1)v2 = 2lv2 ≥ 2l ⇒ m ≥ 2l

(pois,−m ≥ 2l ⇒ m ≤ −2l < 0 ⇒ m < 0(contradição))

ou,

±m = u2− (l2+1)v2 ≤ (l− 1)2v2− (l2+1)v2 = (l2− 2l+1)v2− (l2+1)v2 =

= l2v2 − 2lv2 + v2 − l2v2 − v2 = −2lv2 ≤ −2l ⇒ −m ≤ −2l ⇒ m ≥ 2l.

�

SejaA um domı́nio qualquer eK seu corpo de frações. Vimos no Capı́tulo1

que umA-móduloM , contido emK, é dito ser um ideal fracionário deA quando

existe um elementoa ∈ A, a 6= 0, tal queaM ⊂ A.
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Conseqûencias:

(i) Todo ideal deA é também um ideal fracionário.

I ⊂ A ideal ,
+ : I × I → I

· : I × A → I

I é umA-módulo eI ⊂ K (pois,I ⊂ A ⊂ K); 0 6= 1 ∈ A e1 · I ⊂ A.

(ii) O próprioK não é ideal fracionário deA (a menos que,A = K).

Suponha queK = (corpo de frações) é ideal fracionário do domı́nioA. Então,

∃a ∈ A, a 6= 0 tal queaK ⊂ A, ou seja,∃0 6= a ∈ A tal queK ⊂ A

(
1

a

)
.

Note que,A

(
1

a

)
⊂ K (pela definição do conjuntoK). Logo,K = A ·

(
1

a

)
.

Note também que,A ⊂ A

(
1

a

)
(com efeito,

c ∈ A⇒ c = ca · 1
a
∈ A ·

(
1

a

)
∴ A ⊂ A

(
1

a

))
.

Afirmaç ão 5.3
1

a
∈ A.

Com efeito,

1

a2
∈ K = A ·

(
1

a

)
⇒ 1

a2
= b · 1

a
com b ∈ A ⇒︸︷︷︸

a6=0

1

a
= b ∈ A.

E daı́,A ·
(
1

a

)
⊂ A. Ou seja,A ·

(
1

a

)
= A. Portanto,K = A.

Demonstraç̃ao (Teorema 5.1):SejaB o anel dos inteiros deQ(
√
p). Como

p ≡ 1(mod 4) então os elementos deB são da forma(u+ v
√
p)/2 comu, v ∈ Z

de mesma paridade.

Temos quep é um resı́duo quadrático móduloq, poisp ≡ 12(mod q) e 1 é

um resı́duo quadrático móduloq, pois1 ≡ 12(mod q). Logo, pela definição de

sı́mbolo de Legendre, (
p

q

)
=

(
1

q

)
= 1.
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ComoB é um anel de Dedekind que não é corpo eBq é um ideal deB então

Bq se decompõe como produto de ideais primos não-nulos deB. Ou seja,

Bq =

r∏

i=1

Beii ,

onde osB′
is são ideais primos não nulos deB, distintos dois a dois e ose′is (intei-

ros≥ 1)são os ı́ndices de ramificação deBi sobreZ.

Temos que,B/Bi é um espaço vetorial de dimensão finitafi sobreZ/qZ. Essa

dimensão é exatamante o grau residual deBi sobreZ.

Pelo Teorema 3.1 temos que,
r∑

i=1

eifi = [Q(
√
p) : Q] = 2. E daı́,

e1f1 + e2f2 + . . .+ erfr = 2 ⇒︸︷︷︸
(∗)

r ≤ 2 ⇒





e1f1 + e2f2 = 2

ou

e1f1 = 2

(∗) Ser > 2 então,

2 < r = 1 + 1 + . . .+ 1 ≤ e1f1 + e2f2 + . . .+ erfr = 2 (contradição).

Além disso, podem ocorrer somente os seguintes casos:

(a) r = 2, e1 = e2 = 1, f1 = f2 = 1; se diz então queq se decompõe em

Q(
√
p). Neste caso,Bq = B1B2.

(b) r = 1, e1 = 1, f1 = 2; se diz então queq é inerte emQ(
√
p). Neste caso,

Bq = B1.

(c) r = 1, e1 = 2, f1 = 1; isto significa queq se ramifica emQ(
√
p). Neste

caso,Bq = B2
1.

Comoq é um primo ı́mpar tal que,p é resı́duo quadrático móduloq, então

pela Proposição 3.5,q se decompõe emQ(
√
p). Logo,Bq = QQ′ ondeQ,Q′ são
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ideais primos distintos deB. E daı́,

N(Q) = q.

Com efeito,

N(Q) ·N(Q′) = N(QQ′) = N(Bq) = |NQ(
√
p)|Q(q)| = q[Q(

√
p):Q] = q2 ⇒

⇒ N(Q) ·N(Q′) = q2 ⇒ N(Q)|q2 ⇒ N(Q) = 1, q ou q2.

Se,

N(Q) = 1 ⇒ Card (B/Q) = 1 ⇒ B = Q⇒

⇒ Q não é ideal primo deB (contradição)

N(Q) = q2 ⇒ N(Q) = N(Q) ·N(Q′) ⇒ N(Q′) = 1 ⇒ Card (B/Q) = 1

⇒ B = Q′ ⇒ Q′ não é ideal primo deB (contradição)

Portanto,

N(Q) = q.

SejaI(B) o monóide (semigrupo com unidade) dos ideais fracionários não-

nulos do anel de DedekindB. Já sabemos queI(B) é um grupo e que os ideais

fracionários principais (isto é, da formaBx, x ∈ Cf(B)) formam um subgrupo

normalF (B) deI(B). Considere então, o grupo quociente:

C(B) = I(B)/F (B),

isto é, o grupo das classes de ideais deQ(
√
p). O Teorema de Dirichlet nos

garante queh(p) é finito. Suponha agora queh(p) não seja maior do que1. Então

h(p) = 1.

Afirmaç ão 5.4 B é um doḿınio principal.
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Com efeito,

Pelo Teorema de Lagrange, temos que,

|I(B)| = |F (B)| · [I(B) : F (B)].︸ ︷︷ ︸
ı́ndice deF (B) emI(B)

Sendoh(p) = 1, temos:

1 = h(p) = |C(B)| = [I(B) : F (B)].

E daı́,

|I(B)| = |F (B)| · 1 = |F (B)| ⇒︸︷︷︸
F (B)⊂I(B)

I(B) = F (B).

Considere agoraJ um ideal não nulo qualquer deB. Logo, J é um ideal

fracionário não nulo deB. E daı́,

J ∈ I(B) = F (B) ⇒ J ∈ F (B) ⇒ J = Bx, onde x ∈ Cf(B).

Por outro lado,J é um ideal deB. Então,

J ⊂ B ⇒ Bx ⊂ B.

E daı́,

x = 1 · x ∈ Bx ⊂ B ⇒ x ∈ B.

Ou seja,J é um ideal principal deB. Portanto,B é um domı́nio principal.

Como Q é um ideal deB entãoQ = B

(
u+ v

√
p

2

)
onde u, v ∈ Z e

u ≡ v(mod 2), já que, os elementos deB são da forma
u+ v

√
p

2
, comu, v ∈ Z

eu ≡ v(mod 2). Com isso,

q = N(Q) = N

(
B

(
u+ v

√
p

2

))
=

∣∣∣∣NQ(
√
p)|Q

(
u+ v

√
p

2

)∣∣∣∣ .

Note que,

x =
u+ v

√
p

2
⇒ x− u

2
=
v

2

√
p⇒ x2 − 2ux+

u2

4
=
v2

4
p⇒

⇒ x2 − 2ux+
u2

4
− v2

4
p = 0 ⇒ x2 − 2ux+

u2 − v2p

4
= 0.
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Então,X2−2uX+
u2 − pv2

4
é o polinômio minimal de

u+ v
√
p

2
sobreQ. Como

Q(
√
p) = Q

(
u+ v

√
p

2

)
então

u+ v
√
p

2
é um elemento primitivo deQ(

√
p) so-

breQ. Nesse caso, o polinômio caracterı́stico de
u+ v

√
p

2
com respeito àQ(

√
p)

eQ coincide com o polinômio minimal de
u+ v

√
p

2
sobreQ. E daı́,

NQ(
√
p)|Q

(
u+ v

√
p

2

)
=
u2 − pv2

4
.

Logo,

q =

∣∣∣∣NQ(
√
p)|Q

(
u+ v

√
p

2

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
u2 − pv2

4

∣∣∣∣⇒

⇒ u2 − pv2

4
= ±q ⇒ u2 − pv2 = ±4q ⇒ u2 −

(
(2qn)2 + 1

)
v2 = ±4q

⇒ (u, v) é solução de x2 −
(
(2qn)2 + 1

)
y2 = ±4q

Como2qn, 4q são inteiros e4q não é um quadrado (pois,q é primo) então, pelo

Lema 5.2, concluı́mos que,

4q ≥ 2(2qn) = 4qn⇒ 1 ≥ n (contradição), pois n > 1.

Portanto,

h(p) > 1.

�

Teorema 5.3 Sejamk um corpo de ńumeros alǵebricos,K|k uma extens̃ao finita

e seja h(k), h(K) o número de classes dek,K, respectivamente. Se

nenhuma extensão abeliana ñao ramificada dek est́a contida emK, ent̃ao

h(k)|h(K).

Antes de provarmos o Teorema 5.3, precisaremos de algumas definições e de

alguns resultados relativos à teoria de Galois e ao corpo declasses de Hilbert de

um corpo numérico.
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5.1 Teoria de Galois

Dados um corpoL e um conjuntoG de automorfismos deL, o conjunto dos

x ∈ L tais queσ(x) = x para todoσ ∈ G é, como podemos vê imediatamente,

um subcorpo deL, que se chama o corpo dos invariantes deG.

W = {x ∈ L ; σ(x) = x para todo σ ∈ G}.

Observe que,

y · y−1 = eL ⇒ σ(y) · σ(y−1) = σ(eL) = eL ⇒

⇒ y · σ(y−1) = eL ⇒ σ(y−1) = y−1 · eL = y−1.

x, y ∈ W ⊂ L

σ(x · y−1) = σ(x) · σ(y−1) = x · y−1 ⇒ xy−1 ∈ W.

Por outro lado, dada uma extensãoL de um corpoK, o conjunto dos

K-automorfismos deL é um grupo para a composição de aplicações. O corpo

dos invariantes desse grupo contémK.

Teorema 5.4 SejaL uma extens̃ao de grau finiton de um corpoK finito ou de

caracteŕıstica zero. As seguintes condições s̃ao equivalentes:

(a) K é o corpo dos invariantes do grupoG dosK-automorfismos deL;

(b) Para todox ∈ L, o polinômio minimal dex sobreK tem todas as suas

raı́zes emL;

(c) L é gerada pelas ráızes de um polin̂omio sobreK.

Nestas condiç̃oes o grupoG dosK-automorfismos deL temn = [L : K] elemen-

tos.
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Demonstraç̃ao: Ver [10], página86.

Definição 5.1 Se s̃ao satisfeitas as condições do Teorema 5.4, se diz queL é uma

extens̃ao de Galois sobreK, e queG é o grupo de Galois deL sobreK, o qual

denotaremos porG(L|K). SeG(L|K) é abeliano (respectivamente cı́clico) se diz

queL é uma extens̃ao abeliana (respectivamente cı́clica) deK.

Corolário 5.1 SejamK um corpo finito ou de caracterı́stica0 (zero),L uma ex-

tens̃ao de grau finiton deK, eH um grupo de automorfismos deL que admiteK

como corpo de invariantes. Então,L é uma extens̃ao de Galois deK eH é seu

grupo de Galois.

Demonstraç̃ao: Ver [10], página87.

Teorema 5.5 SejamK um corpo finito ou de caracterı́stica0 (zero),L uma ex-

tens̃ao de Galois deK, eG seu grupo de Galois. A todo subgrupoG′ deG lhe

associamos o corpo dos invariantesk(G′) deG′, e a todo subcorpoK ′ deL que

contenhaK lhe associamos o subgrupog(K ′) ⊂ G dosK ′-automorfismos deL.

(a) As aplicaç̃oesg e k são bijeç̃oes rećıprocas entre si, decrescentes para as

relações de inclus̃ao. E aĺem disso,L é extens̃ao de Galois de todo corpo

intermedíario K ′ (isto é,K ⊂ K ′ ⊂ L).

(b) Para que um corpo intermediário K ′ seja extens̃ao de Galois deK, é ne-

cesśario e suficiente queg(K ′) seja um subgrupo invariante deG(normal

deG). Neste caso o grupo de Galois deK ′ sobreK se identifica com o

grupo quocienteG/g(K ′).

Demonstraç̃ao: Ver [10], página87.

Definição 5.2 SejaK̃ uma extens̃ao deK, sejamL, L′ subcorpos dẽK contendo

K. O comṕosito deL, L′ emK̃ é o menor subcorpo dẽK contendoL eL′. Nós

denotamos ele porLL′ ouL′L.
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Observaç̃ao 5.1 SeL|K é uma extens̃ao de Galois, ent̃ao o comṕosito LL′ é

uma extens̃ao de Galois deL′ eG(LL′|L′) ' G(L|L ∩ L′). Explicitamente, todo

(L∩L′)-automorfismo deL pode ser unicamente estendido a umL′-automorfismo

deLL′.

Observaç̃ao 5.2 SeL|K eL′|K são extens̃oes de Galois, então o comṕositoLL′

é tamb́em uma extensão de Galois deK.

5.2 O corpo de classes de Hilbert de um corpo

numérico

Definição 5.3 SejaK um corpo de ńumeros alǵebricos, e sejaL|K uma extens̃ao

galosiana de grau finito.L é dito ser o corpo de classes de Hilbert deK quando a

seguinte condiç̃ao é satisfeita: Ośunicos ideais primos deK, que se decompõem

completamente em ideais primos de grau residual1 sobreQ, são os ideais primos

principais com grau residual1 sobreQ.

Com esta definição, Hilbert provou os seguintes teoremas:

Teorema 5.6 (Exist̂encia e Unicidade)Para todo corpo de ńumeros alǵebricos

K, existe um e somente um (a menos deK-isomorfismo) corpo de classes de

Hilbert deK.

Teorema 5.7 (Isomorfismo)SeL é o corpo de classes de Hilbert deK, ent̃ao

G (L|K) ' C(B) = I(B)/F (B) (grupo das classes de ideais deK).

Nota 5.1 SejaL o corpo das classes de Hilbert deK. Logo pelo Teorema 5.7

G(L|K) ' I(B)/F (B). E dáı, |G(L|K)| = |I(B)/F (B)|. Como[L : K] < ∞
ent̃ao |G(L|K)| = [L : K]. Com isso, temos que,

[L : K] = |G (L|K)| = |I(B)/F (B)| = n◦ de classes deK.
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ComoC(B) = I(B)/F (B) é abeliano eG(L|K) ' C(B) ent̃ao G(L|K) é

abeliano. Portanto,L é uma extens̃ao abeliana deK.

Teorema 5.8 (O discriminante) SeL é o corpo de classes de Hilbert deK ent̃ao

o ideal discriminanteDL|K deL sobreK é o ideal unidadeBK(anel dos inteiros

deK).

Nota 5.2 Do Teorema 5.8 segue-se que todo ideal primo deK é ñao ramificado

no corpo de Classes de Hilbert deK.

Com efeito, sejaL o corpo de Classes de Hilbert deK. Suponha quep seja um

ideal primo deBK (ou deK) que se ramifica emL. Ent̃ao pelo Teorema 3.8,

temos que,

p ⊃ DL/K .

Mas, o Teorema 5.8 nos diz queDL/K = BK (anel dos inteiros deK). Ent̃ao,

p ⊃ BK ⇒ p = BK ,

o queé um absurdo (pois,p é ideal primo).

Logo, nenhum ideal primo deK se ramifica emL.

Portanto,L|K é ñao ramificada.

Teorema 5.9 (Decomposiç̃ao) Os ideais primos deK se decomp̃oem no corpo

de classes de HilbertL deK, de acordo com a seguinte regra: Sef ≥ 1 é o

menor inteiro tal que,pf é um ideal principal deK, ent̃aop se decomp̃oe em um

produto de
[L : K]

f
ideais primos distintos deL, cada um com grau residualf

sobreK.

Demonstraç̃ao (Teorema 5.3): Temos que[k : Q] < ∞, pois k é corpo

numérico. Por hipótese,K|k é uma extensão finita, isto é,[K : k] < ∞. Com

isso,

[K : Q] = [K : k]︸ ︷︷ ︸
<∞

· [k : Q]︸ ︷︷ ︸
<∞

<∞.
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Logo,K é um corpo numérico. Considere agora (pelo Teorema 5.6)k e K os

corpos de classes de Hilbert dek eK, respectivamente.

Afirmaç ão 5.5
(
K ∩ k

)
|k é uma extens̃ao abeliana ñao ramificada contida em

K.

Com efeito, sendok o corpo de classes de Hilbert dek entãok|k é galoisiana

de grau finito (Definição 5.3). E daı́, pela Observação 5.1 tem-se queKk|K é

de Galois, e além disso,G
(
Kk|K

)
' G

(
k|K ∩ k

)
. ComoG

(
k|k
)

é abeliano

e G
(
k|K ∩ k

)
é um subgrupo deG

(
k|k
)

entãoG
(
k|K ∩ k

)
é um subgrupo

invariante deG
(
k|k
)

(isto é,G
(
k|K ∩ k

)
� G

(
k|k
)

). E daı́, pelo item (b) do

Teorema 5.5,K ∩ k|k é de Galois e

G
(
K ∩ k|k

)
' G

(
k|k
)
/G
(
k|K ∩ k

)
.

Mas, G
(
k|k
)
/G
(
k|K ∩ k

)
é abeliano, poisG

(
k|k
)

é abeliano. Logo,

G
(
K ∩ k|k

)
é abeliano, isto é,K ∩ k|k é abeliana. Por outro lado, comok|k

é não ramificada entãoK ∩ k|k é não ramificada (pois, se tivesse algum ideal

primop que se ramificasse emK ∩ k ele se ramificaria emk).

Como
(
K ∩ k

)
|k é uma extensão abeliana não ramificada contida emK,

então da hipótese que temos, concluı́mos que,K ∩ k = k.

Afirmaç ão 5.6 Kk|K é uma extens̃ao abeliana ñao ramificada.

Com efeito, na afirmação anterior vimos que,

G
(
Kk|K

)
' G

(
k|K ∩ k

)
.

Mas, por outro lado,K ∩ k = k. E daı́,

G
(
Kk|K

)
' G

(
k|k
)
,
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que é abeliano. Logo,G
(
Kk|K

)
é abeliano, ou seja,Kk|K é abeliana.

Comok|k é não ramificada eG
(
Kk|K

)
' G

(
k|k
)

entãoKk|K é também

não ramificada.

Temos também que,K1 é maximal (isto é, sẽK é qualquer outra extensão

abeliana não ramificada deK entãoK̃ ⊂ K).

Logo,Kk ⊂ K.

Afirmaç ão 5.7 [Kk : K] = [k : k].

Com efeito, como k|k é de Galois entãoKk|K é de Galois e

G
(
Kk|K

)
' G

(
k|K ∩ k

)
. Note agora que,

G
(
Kk|K

)
' G

(
k|K ∩ k

)
⇒
∣∣G
(
Kk|K

)∣∣ =
∣∣G
(
k|K ∩ k

)∣∣⇒

⇒ [Kk : K] = [k : K ∩ k] = [k : k].

ComoKk ⊂ K então decorre que,

[K : K] = [K : Kk]·[Kk : K] = [K : Kk]︸ ︷︷ ︸
<∞

·[k : k] ⇒ [k : k]
∣∣[K : K] ⇒ h(k)

∣∣h(K).

�

Definição 5.4 Com as mesmas notações da Seç̃ao3.2, diremos que o ideal primo

p deA é

(a) totalmente decomposto emL, quandoq = n, ou seja, quandoei = fi = 1

para todoi.

(b) totalmente inerte emL, quandoq = 1 e e1 = 1, ou seja, quando

f1 = n = [L : K].

1Ver [13], página399
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(c) totalmente ramificado emL, quandoq = 1 e f1 = 1, ou seja, quando

e1 = n = [L : K].

Lema 5.10 SejaK ⊂ L ⊂ L′ uma torre de corpos nuḿericos, e sejaP um

ideal primo deK. SeP é totalmente ramificado emL′|K, ent̃aoP é totalmente

ramificado emL|K.

Demonstraç̃ao: Ver [4], página32.

Proposiç̃ao 5.1 SejamK ⊆ L ⊆ L′ corpos de ńumeros alǵebricos, com ańeis

de inteirosA ⊆ B ⊆ B′; sejaQ′ um ideal primo ñao nulo deB′, Q = Q′ ∩ B,

P = Q ∩A. Ent̃aoe′′ = ee′, f ′′ = ff ′, ondee, f correspondem respectivamente,

ao ı́ndice de ramificaç̃ao e ao grau residual deQ emL|K, e similarmentee′, f ′

correspondendo aQ′ emL′|L e e′′, f ′′ correspondendo aQ′ emL′|K.

Demonstraç̃ao: Ver [8], página162.

Proposiç̃ao 5.2 SeBP =

g∏

i=1

Qei
i e g′i é o ńumero de decomposição deQi em

L′|L ent̃ao o ńumero de decomposição deP emL′|K ég′′ =
g∑

i=1

g′i.

Proposiç̃ao 5.3 SeL|K é uma extens̃ao galoisiana de graun, BP =

g∏

i=1

Qei
i e

[B/Qi : A/P ] = fi ent̃aoe1 = . . . = eg ef1 = . . . = fg.

Demonstraç̃ao: Ver [8], página163.

A Proposição 5.2 pode ser vista também em [8], página163.

Proposiç̃ao 5.4 (Critério de Euler) Sejap um primoı́mpar e sejaa um inteiro

não ḿultiplo dep. Ent̃ao,
(
a

p

)
≡ a(p−1)/2(mod p).
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Demonstraç̃ao: Sejaa ≡ wt(mod p), ondew é uma raiz primitiva módulo

p e 0 ≤ t < p − 1. Comow não é um quadrado emP (p) = (Z/(p))• e

w(p−1)/2 ≡ −1(mod p), então temos que,

(
a

p

)
=

(
wt

p

)
=

(
w

p

)t
= (−1)t ≡

(
w(p−1)/2

)t
=
(
wt
)(p−1)/2 ≡ a(p−1)/2(mod p).

�

Proposiç̃ao 5.5 −1 é um reśıduo quadŕatico ḿodulo p se, e somente se,

p ≡ 1(mod 4).

Demonstraç̃ao:
(−1

p

)
≡ (−1)(p−1)/2(mod p) (Critério de Euler) implica na

igualdade

(−1

p

)
= (−1)(p−1)/2 (já que estes inteiros são ou1 ou −1). E daı́,

(−1

p

)
= 1 exatamente quandop ≡ 1(mod 4).

�

Usaremos agora o Teorema 5.3 e um teorema auxiliar para provarmos o se-

guinte teorema:

Teorema 5.11Sep é um primo tal quep ≡ 1(mod 4) ent̃aoh(p)|H(p).

O teorema auxiliar é o seguinte:

Teorema 5.12Sejap um ńumero primóımpar, e sejaχ(n) =

(
n

p

)
o śımbolo de

Legendre. Ent̃ao,

τ1(χ) =





p1/2 sep ≡ 1(mod 4),

p1/2i sep ≡ 3(mod 4).

Uma prova do Teorema 5.12 pode ser vista em [3], página47.
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Demonstraç̃ao (Teorema 5.11):Sejamχ o caráter quadrático módulop dado

pelo sı́mbolo de Legendre,

χ(m) =

(
m

p

)

e ζp = cos

(
2π

p

)
+ isen

(
2π

p

)
raiz primitiva p-ésima da unidade. Considere

agora a soma de Gauss Principal associada ao caráterχ e a raiz primitivap-ésima

da unidadeζp,

τ1(χ) =
∑

m∈P (p)
1≤m<p

(
m

p

)
ζmp .

Comop ≡ 1(mod 4) então pelo Teorema 5.12 concluı́mos que,

τ1(χ) =
√
p ⇒ √

p =
∑

m∈P (p)
1≤m<p

(
m

p

)
ζmp . (5.4)

Sendoζp raizp-ésima da unidade então,

ζpp = 1 ⇒ ζpp = 1 = 1 ⇒ ζp
p
= 1

⇒ ζpp · ζp
p
= 1 ⇒︸︷︷︸

C é corpo

(
ζp · ζp

)p
= 1 ⇒

⇒︸︷︷︸
0≤|ζp|2=ζp·ζp∈R

ζp · ζp = 1 ⇒ ζp = ζ−1
p .

Logo,

ζp
2
= ζ−2

p , ζp
3
= ζ−3

p , . . . , ζp
(p−1)/2

= ζ−(p−1)/2
p .

E daı́,

ζp + ζ−1
p = ζp + ζp ∈ R.

ζ2p + ζ−2
p = ζ2p + ζp

2
= ζ2p + ζ2p ∈ R.

...

ζ (p−1)/2
p + ζ−(p−1)/2

p = ζ (p−1)/2
p + ζp

(p−1)/2
= ζ (p−1)/2

p + ζ
(p−1)/2
p ∈ R.
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Com isso,

Q(ζ2p + ζ−2
p ) ⊂ Q(ζp) é um subcorpo real deQ(ζp)

Q(ζ3p + ζ−3
p ) ⊂ Q(ζp) é um subcorpo real deQ(ζp)

...

Q(ζ (p−1)/2
p + ζ−(p−1)/2

p ) ⊂ Q(ζp) é um subcorpo real deQ(ζp).

Mas,Q(ζp + ζ−1
p ) é o subcorpo real maximal deQ(ζp).

Então,

Q(ζ2p + ζ−2
p ) ⊂ Q(ζp + ζ−1

p )

Q(ζ3p + ζ−3
p ) ⊂ Q(ζp + ζ−1

p )
...

Q(ζ
(p−1)/2
p + ζ

−(p−1)/2
p ) ⊂ Q(ζp + ζ−1

p )

⇒





ζ2p + ζ−2
p ∈ Q(ζp + ζ−1

p )

ζ3p + ζ−3
p ∈ Q(ζp + ζ−1

p )
...

ζ
(p−1)/2
p + ζ

−(p−1)/2
p ∈ Q(ζp + ζ−1

p ).

Por outro lado, como

(−1

p

)
= 1, então

(
m

p

)
=

(
(−1) · (−m)

p

)
=

(−1

p

)
·
(−m

p

)
=

(−m
p

)
⇒

⇒
(
m

p

)
=

(−m
p

)
, ∀1 ≤ m < p. (5.5)

Retornando agora a igualdade (5.4) temos que,

√
p =

∑

m∈P (p)
1≤m<p

(
m

p

)
ζmp =

(
1

p

)
ζp +

(
2

p

)
ζ2p + . . .+

+

(
(p− 1)/2

p

)
ζ (p−1)/2
p + . . .+

(
p− 1

p

)
ζp−1
p .

Note também que,

−1 ≡ (p−1)(mod p) e ζpp = 1 ⇒
(−1

p

)
=

(
p− 1

p

)
e ζp−1

p = ζ−1
p
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−2 ≡ (p−2)(mod p) e ζpp = 1 ⇒
(−2

p

)
=

(
p− 2

p

)
e ζp−2

p = ζ−2
p

...

−p− 1

2
≡
(
p− 1

2
+ 1

)

︸ ︷︷ ︸
p+ 1

2

(mod p) e ζpp = 1 ⇒

⇒



−p− 1

2
p


 =



p+ 1

2
p


 e ζ

p+1
2

p = ζ
− p−1

2
p .

Logo,

√
p =

∑

m∈P (p)
1≤m<p

(
m

p

)
ζmp =

[(
1

p

)
ζp +

(−1

p

)
ζ−1
p

]
+

[(
2

p

)
ζ2p +

(
p− 2

p

)
ζ−2
p

]
+

+ . . .+

[(
(p− 1)/2

p

)
ζ (p−1)/2
p +

(−(p− 1)/2

p

)
ζ−(p−1)/2
p

]
=︸︷︷︸

(5.5)

=

∈Z⊂Q⊂K=Q(ζp+ζ
−1
p )︷ ︸︸ ︷(

1

p

)
· (ζp + ζ−1

p )︸ ︷︷ ︸
∈K=Q(ζp+ζ

−1
p )

+

∈Z⊂Q⊂K=Q(ζp+ζ
−1
p )︷ ︸︸ ︷(

2

p

)
· (ζ2p + ζ−2

p )︸ ︷︷ ︸
∈K=Q(ζp+ζ

−1
p )

+ . . .+

+

∈Z⊂Q⊂K=Q(ζp+ζ
−1
p )︷ ︸︸ ︷(

(p− 1)/2

p

)
· (ζ (p−1)/2

p + ζ−(p−1)/2
p )︸ ︷︷ ︸

∈K=Q(ζp+ζ
−1
p )

.

Ou seja,
√
p ∈ K = Q(ζp + ζ−1

p ).

Portanto,

Q(
√
p) ⊂ Q(ζp + ζ−1

p ).

Temos então que,Q(
√
p) é um corpo numérico eQ(ζp+ ζ−1

p ) é uma extensão

finita deQ(
√
p).
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Afirmaç ão 5.8 Nenhuma extensão abeliana ñao ramificada deQ(
√
p) est́a con-

tida emQ(ζp + ζ−1
p ).

Com efeito, suponha que exista uma extensão abeliana não ramificadaL de

Q(
√
p) contida emQ(ζp+ζ

−1
p ). Sendo[L : Q(

√
p)] > 1 segue-se que[L : Q] > 3.

Comop é totalmente ramificado emQ(ζp)|Q então pelo Lema 5.10,p é totalmente

ramificado emL|Q. Logo, o ı́ndice de ramificaçãoe′′(p) dep emL|Q é igual à

[L : Q]. Temos também quep se ramifica completamente emQ(
√
p), poisp é um

divisor primo ı́mpar dep. E daı́, o ı́ndice de ramificaçãoe(p) dep emQ(
√
p)|Q é

igual à[Q(
√
p) : Q] = 2. Ou seja, seB representa o anel dos inteiros deQ(

√
p)

então,Bp = q2, ondeq é um ideal primo deB.

ComoL é corpo intermediário da extensão ciclotômicaQ(ζ4p) deQ entãoL

é extensão de Galois deQ, e daı́,L é extensão de Galois deQ(
√
p).

Por outro lado, comoL|Q(
√
p) é não ramificada então o ı́ndice de ramificação

e′(q) deq emL|Q(
√
p) é igual à1.

Usando agora a multiplicatividade do ı́ndice de ramificaç˜ao (garantida pela

Proposição 5.1) obtém-se que,

e′′(p) = e(p) · e′(q) ⇒ [L : Q] = 2 · 1 = 2 ⇒ 2 = [L : Q] > 3 (contradição).

Portanto, não existe extensão abeliana não ramificada deQ(
√
p) contida em

Q(ζp + ζ−1
p ). E daı́, pelo Teorema 5.3,h(p)|H(p).

�

Usaremos agora os Teoremas 5.1 e 5.11 para provarmos o seguinte teorema:

Teorema 5.13Sep = (2qn)2+1 é um primo, comq primo ı́mpar en > 1 inteiro

ent̃aoH(p) > 1, mais precisamente,H(p) > 2.

Antes de provarmos o Teorema 5.13 vamos enunciar um resultado que também

será usado em tal prova.
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Proposiç̃ao 5.6 Sep é um primo tal quep ≡ 1(mod 4) ent̃ao o ńumero de classes

h(p) do corpo quadŕatico realQ(
√
p) é ı́mpar.

O resultado acima pode ser visto em [2], página354.

Demonstraç̃ao (Teorema 5.13): Pelo Teorema 5.1 e pela Proposição 5.6

acima temos queh(p) > 1 e ı́mpar, ou seja,h(p) > 2. Por outro lado, como

p ≡ 1(mod 4) então pelo Teorema 5.11, concluı́mos queh(p)|H(p). E daı́,

H(p) ≥ h(p) > 2. Portanto,H(p) > 2.

�

Tomando por exemploq = 2, 3, 5 emp = (2qn)2 + 1, vemos facilmente que

para os seguintes primos menores que10000 : p = 257, 401, 577, 1297, 1601, 2917,

3137, 4357, 7057, 8101 temosH(p) > 2.



Caṕıtulo 6

O número de classes do subcorpo

real maximal deQ(ζ4p)

SejaH(m) o número de classes do corpoK = Q(ζm + ζ−1
m ), ondeQ é o

corpo dos números racionais eζm é uma raiz primitivam-ésima da unidade para

um inteiro positivom.

No (§1) iremos considerar as equações diofantinasx2 − py2 = ±4q comp, q

primos ı́mpares distintos e estabelecer uma condição necessária e suficiente para

que elas tenham solução. Em seguida, no(§2) mostraremos que parap, q primos

ı́mpares distintos satisfazendop = ((2n+ 1)q)2±2 comn ≥ 0 inteiro, a equação

diofantinax2 − py2 = ±q não tem solução(x, y) em inteiros, exceto para o caso

p = 7(n = 0, q = 3).

Além disso, na Seção3, daremos uma condição suficiente para que o número

de classesh(p) do corpo quadrático realQ(
√
p) seja maior do que1, ondep são

primos do tipo((2n+ 1)q)2 ± 2 comq primo ı́mpar en ≥ 0 inteiro. Aplicando

este resultado ao subcorpo real maximal de um corpo ciclotômico, apresentaremos

também uma condição suficiente para queH(4p) seja maior do que1, ondep são

primos do tipo((2n + 1)q)2 ± 2 comq primo ı́mpar en ≥ 0 inteiro.

120
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Para finalizar, apresentaremos a lista de todos os primosp < 100000 satisfa-

zendop = ((2n+ 1)q)2 − 2 com q ≡ 1 ou 3(mod 8) primo ( n ≥ 0 inteiro) e

p = ((2n+ 1)q)2 + 2 com q ≡ 1 ou 7(mod 8) primo ( n ≥ 0 inteiro), para os

quaish(p) eH(4p) são maiores do que1.

6.1 Solubilidade da equaç̃aox2 − py2 = ±4q

Consideraremos nesta seção, a equação diofantinax2−py2 = ±4q para primos

ı́mpares distintosp, q. No entanto, o seguinte fato é notável: Quando a equação

x2 − py2 = ±q tem uma solução(u, v) em inteiros, o dobro da solução(2u, 2v) é

também uma solução da equaçãox2 − py2 = ±4q. Veja,

(2u)2 − p(2v)2 = 4u2 − 4pv2 = 4(u2 − pv2) = 4(±q) = ±4q.

Reciprocamente, no casop 6≡ 1(mod 4) todas as soluções de

x2− py2 = ±4q podem ser obtidas das soluções dex2− py2 = ±q, enquanto que

no casop ≡ 1(mod 4) nem todas as soluções podem necessariamente ser achadas

das soluções dex2 − py2 = ±q.
O resultado que segue irá relacionar a solubilidade da equaçãox2−py2 = ±4q

com o número de classes do corpo quadrático realQ(
√
p).

Teorema 6.1 Sejamp e q dois primośımpares distintos. Então, a equaç̃ao di-

ofantinax2 − py2 = ±4q tem pelo menos uma solução (x, y) em inteiros se,

e somente se, o primoq se decomp̃oe completamente no corpo quadrático real

Q(
√
p) como produto de um ideal primo principalq com grau1 e seu conjugado

q′ : Bq = q · q′, (q 6= q′, N(q) = N(q′) = q, q = (w), q′ = (w′) comw,w′ em

B).

Observaç̃ao 6.1 No enunciado acimaB representa o anel dos inteiros deQ(
√
p).
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Demonstraç̃ao: Se existe uma solução(u, v) em inteiros dex2 − py2 = ±4q,

entãou2 − pv2 = ±4q implicando quepv2 ≡ u2(mod q). Ou seja,pv2 é um

resı́duo quadrático móduloq. E daı́,

1 =

(
pv2

q

)
=

(
p

q

)
·
(
v2

q

)
=

(
p

q

)
· 1 =

(
p

q

)

⇒ p é um resı́duo quadrático móduloq

⇒ q se decompõe completamente emQ(
√
p).

Q(
√
p)

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

B ⊃ Bq

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

Q Z ⊃ (q)

Logo,Bq = q · q′ ondeq, q′ são ideais primos distintos deB.

Por outro lado,

u2 − pv2 = ±4q ⇒
(u
2

)2
−
(
v
√
p

2

)2

= ±q

⇒
(
u+ v

√
p

2

)
·
(
u− v

√
p

2

)
= ±q

⇒ B

((
u+ v

√
p

2

)
·
(
u− v

√
p

2

))
= ±Bq = Bq

⇒ B

(
u+ v

√
p

2

)
· B
(
u− v

√
p

2

)
= Bq = q · q′

⇒ q = B

(
u+ v

√
p

2

)
e q′ = B

(
u− v

√
p

2

)
ou

q = B

(
u− v

√
p

2

)
e q′ = B

(
u+ v

√
p

2

)

⇒ q e q′ são ideais primos principais deB.

Além disso,

N(q) ·N(q′) = N(qq′) = N(Bq) =
∣∣NQ(

√
p)|Q(q)

∣∣ = q[Q(
√
p):Q] = q2 ⇒

⇒ N(q) ·N(q′) = q2 ⇒ N(q)|q2 ⇒ N(q) = 1, q ou q2.

Se,

•N(q) = 1 ⇒ Card (B/q) = 1 ⇒ B = q ⇒
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⇒ q não é ideal primo deB (contradição)

•N(q) = q2 ⇒ N(q) = N(q) ·N(q′) ⇒ N(q′) = 1 ⇒ Card (B/q′) = 1 ⇒

⇒ B = q′ ⇒ q′ não é ideal primo deB (contradição).

Logo,N(q) = q.

Analogamente, conclui-se queN(q′) = q.

Portanto, q e q′ são ideais primos principais deB de graus residuais

iguais a1.

Reciprocamente, suponha queq se decompõe completamente emQ(
√
p) como

produto de um ideal primo principalq de grau residual1 e seu conjugadoq′, isto é,

Bq = q · q′, ondeq 6= q′,N(q) = N(q′) = q, q = (w), q′ = (w′) comw,w′ ∈ B.

Comop é primo ı́mpar entãop ≡ 1 ou3(mod 4).

↪→ p ≡ 3(mod 4)

Neste caso,B = {u+ v
√
p; u, v ∈ Z}.

Com isso, existemu, v ∈ Z tais quew = u+ v
√
p ew′ = u− v

√
p. Logo,

q = N(q) = N((w)) = N(Bw) =
∣∣NQ(

√
p)|Q(w)

∣∣ =

= |u2 − pv2| ⇒ u2 − pv2 = ±q ⇒

⇒ (u, v) é uma solução em inteiros para a equaçãox2 − py2 = ±q

⇒ (2u, 2v) é uma solução em inteiros para a equaçãox2 − py2 = ±4q.

↪→ p ≡ 1(mod 4)

Neste caso,B =

{
u+ v

√
p

2
; u, v ∈ Z e têm a mesma paridade

}
. Com isso,
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existemu, v ∈ Z tais quew =
u+ v

√
p

2
ew′ =

u− v
√
p

2
. Logo,

q = N(q) = N((w)) = N(Bw) =
∣∣NQ(

√
p)|Q(w)

∣∣ =
∣∣∣∣
u2 − pv2

4

∣∣∣∣⇒

⇒ u2 − pv2

4
= ±q ⇒ u2 − pv2 = ±4q

⇒ (u, v) é uma solução em inteiros para a equaçãox2 − py2 = ±4q.

�

Exemplo 6.1 Sejamp e q dois primosı́mpares satisfazendop = 4q2 + 1 ou

p = q2 + 4. Ent̃ao, a equaç̃ao x2 − py2 = ±4q tem uma soluç̃ao (2q ± 1, 1)

ou (q±2, 1) em inteiros, respectivamente. Por outro lado, o primoq se decomp̃oe

completamente emQ(
√
p), da seguinte forma:

Bq = q · q′ ; q =

(
2q ± 1 +

√
p

2

)
e q′ =

(
2q ± 1−√

p

2

)

ou

q =

(
q ± 2 +

√
p

2

)
e q′ =

(
q ± 2−√

p

2

)
,

respectivamente.

Usando o Teorema 6.1 podemos deduzir facilmente o seguinte resultado:

Corolário 6.1 Sejamp eq dois primośımpares satisfazendop = (nq)2+ r2 para

números naturaisn, r. Ent̃ao, o ńumero de classesh(p) do corpo quadŕatico real

Q(
√
p) não é igual à 1 (isto é, h(p) > 1) sex2 − py2 = ±4q não tem soluç̃ao

(x, y) em inteiros.

Demonstraç̃ao: Comop = (nq)2 + r2 entãop ≡ r2(mod q). Ou seja,p é um

resı́duo quadrático móduloq. E daı́,q se decompõe completamente emQ(
√
p).
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Ou seja,Bq = q · q′ ondeq, q′ são ideais primos distintos deB. É claro que,

N(q) = N(q′) = q.

Q(
√
p)

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

B ⊃ Bq

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

Q Z ⊃ (q)

Suponha agora queh(p) = 1 e que a equaçãox2 − py2 = ±4q não tenha solução

(x, y) em inteiros. Da igualdadeh(p) = 1 conclui-se queB é um domı́nio princi-

pal1. E daı́,q = (w) eq′ = (w′) ondew,w′ ∈ B.

Com isso,q se decompõe completamente emQ(
√
p) como produto de um

ideal primo principalq = (w) de grau1 e seu conjugadoq′ = (w′). Decorre então

do Teorema 6.1 que a equaçãox2 − py2 = ±4q tem pelo menos uma solução

(x, y) em inteiros (contradição). Portanto,h(p) > 1.

�

6.2 Solubilidade da equaç̃aox2 − py2 = ±q
para p = ((2n + 1)q)2 ± 2

Teorema 6.2 Sejam p e q dois primos ı́mpares satisfazendo

p = ((2n+ 1)q)2 ± 2 com n ≥ 0 inteiro. Ent̃ao, a equaç̃ao diofantina

x2 − py2 = ±q tem pelo menos uma solução (x, y) em inteiros se, e somente

se,p = 7 e q = 3(n = 0), isto é, somente a equação x2 − 7y2 = −3 tem uma

soluç̃ao em inteiros, por exemplo(x, y) = (2, 1).

Demonstraç̃ao: (1) Sejam p e q dois primos ı́mpares satisfazendo

p = ((2n + 1)q)2 − 2 comn ≥ 0 inteiro e ponhal = (2n+ 1)q.

1Ver Afirmação 5.4
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Assuma primeiro quex2−py2 = q tenha pelo menos uma solução em inteiros,

e seja2 (u, v) uma solução dex2 − py2 = q tal queu > 0 e v é o menor inteiro

positivo possı́vel:u2 − pv2 = q.

No casoq > 2v2, onde q = u2 − pv2 = u2 − l2v2 + 2v2 temos que

(u − lv)(u + lv) = q − 2v2 > 0. Comoa = u + lv > 0 entãob = u − lv > 0.

Além disso,l =
a− b

2v
e q = ab + 2v2. Por outro lado, comoa ≥ 1, b ≥ 1 e

(a + 1)(b− 1) = ab− a+ b− 1, entãoab− 1 ≥ a− b. Portanto,

0 ≤ 2nq = l − q =
a− b

2v
− ab− 2v2 =

1

2v
(a− b− 2vab− 4v3) ≤

≤ 1

2v
(ab− 1− 2vab− 4v3) =

−1

2v

(
(4v3 + 1) + (2v − 1)ab

)
< 0,

o que é claramente um absurdo.

No casoq < 2v2, considere os elementos

l2 − 1 + l
√
l2 − 2, u− v

√
l2 − 2 ∈ K = Q(

√
l2 − 2).

K = Q(
√
l2 − 2)

2
O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

B

F

F

F

F

F

F

F

F

F

F

Q Z

Note agora que,

x = l2 − 1 + l
√
l2 − 2 ⇒ x− (l2 − 1) = l

√
l2 − 2

⇒ x2 − 2(l2 − 1)x+ (l2 − 1)2 = l2 · (l2 − 2)

⇒ x2 − 2(l2 − 1)x+ l4 − 2l2 + 1− l4 + 2l2 = 0

⇒ x2 − 2(l2 − 1)x+ 1 = 0.

2Ver Afirmação 5.2
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e

z = u− v
√
l2 − 2 ⇒ z − u = v

√
l2 − 2

⇒ z2 − 2uz + u2 = v2 · (l2 − 2)

⇒ z2 − 2uz + u2 − v2l2 + 2v2 = 0

⇒ z2 − 2uz + q = 0.

Logo,X2− 2(l2− 1)X +1 é o polinômio minimal del2− 1+ l
√
l2 − 2 sobre

Q eX2 − 2uX + q é o polinômio minimal deu− v
√
l2 − 2 sobreQ.

Além disso,l2 − 1 + l
√
l2 − 2 eu− v

√
l2 − 2 são elementos primitivos deK

sobreQ, já que,

Q(
√
l2 − 2) = Q

(
(l2 − 1) + l

√
l2 − 2

)
e Q(

√
l2 − 2) = Q(u− v

√
l2 − 2).

Nesse caso, o polinômio caracterı́stico de(l2 − 1) + l
√
l2 − 2 com respeito à

K eQ coincide com o polinômio minimal de(l2 − 1) + l
√
l2 − 2 sobreQ. Pelo

mesmo motivo, o polinômio caracterı́stico deu− v
√
l2 − 2 com respeito àK eQ

coincide com o polinômio minimal deu− v
√
l2 − 2 sobreQ. E daı́,

NK|Q

(
(l2 − 1) + l

√
l2 − 2

)
= 1 e NK|Q

(
u− v

√
l2 − 2

)
= q.

Multiplicando ambos os membros das igualdades acima obtemos o seguinte:

q = NK|Q

(
(l2 − 1) + l

√
l2 − 2

)
·NK|Q

(
u− v

√
l2 − 2

)

= NK|Q

[(
(l2 − 1) + l

√
l2 − 2

)
·
(
u− v

√
l2 − 2

)]

= NK|Q

[
{(l2 − 1)u− lv(l2 − 2)}+ {lu− (l2 − 1)v}

√
l2 − 2

]

= {(l2 − 1)u− lv(l2 − 2)}2 − (l2 − 2){lu− (l2 − 1)v}2

=
∣∣(l2 − 1)u− lv(l2 − 2)

∣∣2 − p
∣∣lu− (l2 − 1)v

∣∣2 .

Ou seja,(|(l2 − 1)u− lv(l2 − 2)| , |lu− (l2 − 1)v|) é uma solução em inteiros

positivos dex2 − py2 = q. Da minimalidade dev concluı́mos que,

∣∣lu− (l2 − 1)v
∣∣ ≥ v.
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Selu− (l2 − 1)v ≥ v (isto é,u ≥ lv) então,

q = u2 − (l2 − 2)v2 ≥ l2v2 − (l2 − 2)v2 = 2v2,

o que contradiz o fato deq ser menor que2v2.

Se(l2 − 1)v − lu ≥ v (isto é,(l2 − 2)v ≥ lu) então,

l2q = l2u2 − l2(l2 − 2)v2 ≤ (l2 − 2)2v2 − l2(l2 − 2)v2 =

= (l2 − 2)v2[l2 − 2− l2] = −2(l2 − 2)v2 < 0,

que é também uma contradição.

Portanto, é impossı́vel que para o primop = ((2n+ 1)q)2 − 2 a equação

x2 − py2 = q tenha uma solução em inteiros.

Assuma agora quex2 − py2 = −q tem pelo menos uma solução em inteiros,

e seja3 (u, v) uma solução dex2 − py2 = −q tal queu > 0 e v é o menor inteiro

positivo possı́vel:u2 − pv2 = −q.
No casoq = 3, v = 1 temos que,

3 = −q = u2 − pv2 = u2 − l2 + 2 ⇒ (l − u)(l + u) = 5 ⇒

⇒ l − u = 1 e l + u = 5 ⇒ l = 3 eu = 2.

E daı́,p = 7. Iremos concluir que esse é o único caso possı́vel de solubilidade da

equaçãox2 − py2 = ±q (em inteiros) parap = ((2n+ 1)q)2 ± 2.

No casoq = 3, v ≥ 2 ou q > 3, v ≥ q iremos proceder analogamente ao que

já havı́amos feito parax2 − py2 = q. Considere as normas,

NK|Q

(
(l2 − 1) + l

√
l2 − 2

)
= 1 e NK|Q

(
u− v

√
l2 − 2

)
= −q

dos elementos(l2 − 1) + l
√
l2 − 2, u− v

√
l2 − 2 ∈ K = Q(

√
l2 − 2).

K = Q(
√
l2 − 2)

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

B

F

F

F

F

F

F

F

F

F

F

Q Z

3Ver Afirmação 5.2
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Multiplicando membro a membro obtemos o seguinte:

−q = NK|Q

(
(l2 − 1) + l

√
l2 − 2

)
·NK|Q

(
u− v

√
l2 − 2

)

= NK|Q

[(
(l2 − 1) + l

√
l2 − 2

)
·
(
u− v

√
l2 − 2

)]

= NK|Q

[
{(l2 − 1)u− lv(l2 − 2)}+ {lu− (l2 − 1)v}

√
l2 − 2

]

= {(l2 − 1)u− lv(l2 − 2)}2 − (l2 − 2){lu− (l2 − 1)v}2

=
∣∣(l2 − 1)u− lv(l2 − 2)

∣∣2 − p
∣∣lu− (l2 − 1)v

∣∣2 .

Ou seja,(|(l2 − 1)u− lv(l2 − 2)| , |lu− (l2 − 1)v|) é uma solução em inteiros

positivos dex2 − py2 = −q. Da minimalidade dev concluı́mos que,

∣∣lu− (l2 − 1)v
∣∣ ≥ v.

Selu− (l2 − 1)v ≥ v então,

−q = u2 − (l2 − 2)v2 ≥ l2v2 − (l2 − 2)v2 = 2v2 > 0,

que é uma contradição.

Se(l2 − 1)v − lu ≥ v então,

−l2q = l2u2 − l2(l2 − 2)v2 ≤ (l2 − 2)2v2 − l2(l2 − 2)v2 =

= −2(l2 − 2)v2 ⇒ l2q ≥ 2(l2 − 2)v2.

Portanto, no caso deq = 3 ev ≥ 2, 3l2 ≥ 2(l2 − 2)v2 ≥ 8(l2 − 2) implicando

então que16 ≥ 5l2 ≥ 45, que é uma contradição. No caso dev ≥ q > 3,

l2v ≥ l2q ≥ 2l2v2 − 4v2 implicando então que4v2 ≥ (2v2 − v)l2 ≥ v(2v− 1)q2,

e daı́

q2 ≤ 4v

2v − 1
= 2 +

2

2v − 1
< 2 +

2

5
< 3,

que é uma contradição.

No casoq > 3, v < q onde−q = u2 − pv2 = u2 − l2v2 + 2v2 tem-se

que,(lv − u)(lv + u) = q + 2v2 > 0, a = lv − u e b = lv + u são inteiros
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positivos,l =
a + b

2v
e q = ab − 2v2. Por outro lado, comoa ≥ 1, b ≥ 1 e

(a− 1)(b− 1) = ab− (a+ b) + 1 entãoab+ 1 ≥ a + b. Portanto,

0 ≤ 2nq = l − q =
a + b

2v
− ab+ 2v2 =

1

2v
(a+ b− 2vab+ 4v3) ≤

≤ 1

2v
(ab+ 1− 2vab+ 4v3) =

1

2v

(
(4v3 + 1)− (2v − 1)ab

)
⇒

⇒ 4v3 + 1 ≥ (2v − 1)ab⇒ ab ≤ 4v3 + 1

2v − 1
.

E daı́,

q = ab− 2v2 ≤ 4v3 + 1

2v − 1
− 2v2 =

2v2 + 1

2v − 1
= v +

v + 1

2v − 1
.

Sev = 1 ou2 entãoq ≤ v +
v + 1

2v − 1
= 3, que é uma contradição.

Sev ≥ 3 então0 <
v + 1

2v − 1
< 1, que implica emq ≤ v +

v + 1

2v − 1
< v + 1,

contradizendo o fato deq ser maior quev (isto é, deq ser maior ou igual àv + 1).

Portanto, é impossı́vel (exceto para o caso dep = 7, q = 3(n = 0)) que para

p = ((2n + 1)q)2 − 2 a equaçãox2 − py2 = −q tenha uma solução em inteiros.

(2) Sejam p e q dois primos ı́mpares satisfazendo

p = ((2n + 1)q)2 + 2 comn ≥ 0 inteiro e ponhal = (2n+ 1)q.

Assuma primeiro quex2−py2 = q tenha pelo menos uma solução em inteiros,

e seja4 (u, v) uma solução dex2 − py2 = q tal queu > 0 e v é o menor inteiro

positivo possı́vel:u2 − pv2 = q.

No casoq > v, ondeq = u2 − l2v2 − 2v2 tem-se que(u − lv)(u + lv) =

= q + 2v2 > 0, a = u − lv e b = u + lv são inteiros positivos,l =
b− a

2v
e

4Ver Afirmação 5.2
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q = ab− 2v2. E daı́, pelo que já vimos,

0 ≤ 2nq = l − q =
b− a

2v
− (ab− 2v2) =

1

2v
(b− a− 2vab+ 4v3) ≤

≤ 1

2v
(ab− 1− 2vab+ 4v3) =

1

2v

(
(4v3 − 1)− (2v − 1)ab

)
⇒

⇒ ab ≤ 4v3 − 1

2v − 1
.

Portanto,

q = ab− 2v2 ≤ 4v3 − 1

2v − 1
− 2v2 =

2v2 − 1

2v − 1
= v +

v − 1

2v − 1
< v + 1,

o que contradiz o fato deq ser maior quev (isto é, deq ser maior ou igual àv+1).

No casoq ≤ v, iremos proceder de modo análogo ao que já havı́amos feito

emx2 − py2 = ±q comp = ((2n+ 1)q)2 − 2. Considere as normas,

NK ′|Q

(
(l2 + 1) + l

√
l2 + 2

)
= 1 e NK ′|Q

(
u− v

√
l2 + 2

)
= q

dos elementos(l2 + 1) + l
√
l2 + 2, u− v

√
l2 + 2 ∈ K ′ = Q(

√
l2 + 2).

K ′ = Q(
√
l2 + 2)

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

B′

G

G

G

G

G

G

G

G

G

G

Q Z

Multiplicando membro a membro obtemos o seguinte:

q = NK ′|Q

(
(l2 + 1) + l

√
l2 + 2

)
·NK ′|Q

(
u− v

√
l2 + 2

)

= NK ′|Q

[(
(l2 + 1) + l

√
l2 + 2

)
·
(
u− v

√
l2 + 2

)]

= NK ′|Q

[
{(l2 + 1)u− lv(l2 + 2)}+ {lu− (l2 + 1)v}

√
l2 + 2

]

= {u(l2 + 1)− lv(l2 + 2)}2 − (l2 + 2){lu− (l2 + 1)v}2

=
∣∣u(l2 + 1)− lv(l2 + 2)

∣∣2 − p
∣∣lu− (l2 + 1)v

∣∣2 .

Ou seja,(|u(l2 + 1)− lv(l2 + 2)| , |lu− (l2 + 1)v|) é uma solução em inteiros

positivos dex2 − py2 = q. Da minimalidade dev concluı́mos que,

∣∣lu− (l2 + 1)v
∣∣ ≥ v.
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Selu− (l2 + 1)v ≥ v (isto é,lu ≥ (l2 + 2)v ) então,

l2q = l2u2− l2(l2+2)v2 ≥ (l2+2)2v2− l2(l2+2)v2 = 2(l2+2)v2 ≥ 2(l2+2)q2,

e daı́,q ≤ l2

2(l2 + 2)
<

1

2
, que é uma contradição.

Se(l2 + 1)v − lu ≥ v (isto é,u ≤ lv) então,

q = u2 − (l2 + 2)v2 ≤ l2v2 − (l2 + 2)v2 = −2v2 < 0,

que é também uma contradição.

Assuma agora quex2 − py2 = −q tenha pelo menos uma solução em inteiros,

e seja5 (u, v) uma solução dex2 − py2 = −q com u > 0 e v o menor inteiro

positivo possı́vel:u2 − pv2 = −q.
No caso q > 2v2, onde −q = u2 − l2v2 − 2v2 tem-se que

(lv − u)(lv + u) = q − 2v2 > 0, a = lv − u e b = lv + u são inteiros posi-

tivos, l =
a+ b

2v
e q = ab+ 2v2. E daı́, pelo que já vimos,

0 ≤ l − q =
a+ b

2v
− (ab+ 2v2) =

1

2v
(a + b− 2vab− 4v3) ≤

≤ 1

2v
(ab+ 1− 2vab− 4v3) =

−1

2v

(
(2v − 1)ab+ (4v3 − 1)

)
< 0,

que é um absurdo.

No casoq < 2v2, considere as normas,

NK ′|Q

(
(l2 + 1) + l

√
l2 + 2

)
= 1 e NK ′|Q

(
u− v

√
l2 + 2

)
= −q

dos elementos(l2 + 1) + l
√
l2 + 2, u− v

√
l2 + 2 ∈ K ′ = Q(

√
l2 + 2).

K ′ = Q(
√
l2 + 2)

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

B′

G

G

G

G

G

G

G

G

G

G

Q Z

5Ver Afirmação 5.2
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Multiplicando membro a membro as igualdades acima, obtemoso seguinte:

−q = NK ′|Q

(
(l2 + 1) + l

√
l2 + 2

)
·NK ′|Q

(
u− v

√
l2 + 2

)

= NK ′|Q

[(
(l2 + 1) + l

√
l2 + 2

)
·
(
u− v

√
l2 + 2

)]

= NK ′|Q

[
{(l2 + 1)u− lv(l2 + 2)}+ {lu− (l2 + 1)v}

√
l2 + 2

]

= {u(l2 + 1)− lv(l2 + 2)}2 − (l2 + 2){lu− (l2 + 1)v}2

=
∣∣u(l2 + 1)− lv(l2 + 2)

∣∣2 − p
∣∣lu− (l2 + 1)v

∣∣2 .

Ou seja,(|u(l2 + 1)− lv(l2 + 2)| , |lu− (l2 + 1)v|) é uma solução em inteiros

positivos dex2 − py2 = −q. Da minimalidade dev concluı́mos que,

∣∣lu− (l2 + 1)v
∣∣ ≥ v.

Selu− (l2 + 1)v ≥ v (isto é,lu ≥ (l2 + 2)v ) então,

−l2q = l2u2− l2(l2+2)v2 ≥ (l2+2)2v2− l2(l2+2)v2 = 2(l2+2)v2 = 2pv2 > 0,

que é uma contradição.

Se(l2 + 1)v − lu ≥ v (isto é,u ≤ lv) então,

−q = u2 − (l2 + 2)v2 ≤ l2v2 − (l2 + 2)v2 = −2v2,

o que contradiz o fato deq ser menor que2v2.

Portanto, é impossı́vel que parap = ((2n+ 1)q)2+2 a equaçãox2−py2 = ±q
tenha uma solução em inteiros.

�

6.3 O número de classes de subcorpos reais de um

corpo ciclotômico

Nesta seção, vamos considerar o número de classesh(p) do corpo quadrático

realQ(
√
p) e o número de classesH(4p) do subcorpo real maximalQ(ζ4p+ ζ−1

4p )
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do corpo ciclotômicoQ(ζ4p) :

Q ⊂ Q(
√
p) ⊂ Q(ζ4p + ζ−1

4p ) ⊂ Q(ζ4p).

Usaremos agora os Teoremas 6.1 e 6.2 para provar o seguinte teorema:

Teorema 6.3 (1) Sep = ((2n+ 1)q)2 − 2 é um primo, ondeq é um primóımpar

satisfazendoq ≡ 1 ou3(mod 8) en ≥ 0 é um inteiro, ent̃ao o ńumero de classes

h(p) do corpo quadŕatico real Q(
√
p) não é igual à 1 (exceto para o caso de

p = 7(n = 0, q = 3)), istoé,h(p) > 1.

(2) Sep = ((2n+ 1)q)2 + 2 é um primo, ondeq é um primóımpar satisfazendo

q ≡ 1 ou7(mod 8) en ≥ 0 é um inteiro, ent̃ao o ńumero de classesh(p) do corpo

quadŕatico realQ(
√
p) não é igualà 1, istoé,h(p) > 1.

Antes de provarmos o Teorema 6.3, vamos enunciar uma proposição relativa

à resı́duos quadráticos, que será usada em tal prova.

Proposiç̃ao 6.1 2 é um reśıduo quadŕatico ḿodulo p se, e somente se,

p ≡ ±1(mod 8); explicitamente

(
2

p

)
= (−1)(p

2−1)/8.

A prova da Proposição 6.1 pode ser vista em [9], página65.

Demonstraç̃ao (Teorema 6.3): (1) Comop = ((2n+ 1)q)2 − 2 é um primo e

n ≥ 0 é um inteiro entãop ≡ −2(mod q). E daı́, pelas propriedades do sı́mbolo

de Legendre, (
p

q

)
=

(−2

q

)
=

(−1

q

)
·
(
2

q

)
.

Suponha primeiro que,q ≡ 1(mod 8). Então, pelas Proposições5.5 e 6.1

concluı́mos que−1 e 2 são resı́duos quadráticos móduloq, ou seja,

(−1

q

)
=

=

(
2

q

)
= 1. Admita agora que,q ≡ 3(mod 8). Nesse caso,q 6≡ 1(mod4) e

q 6≡ ±1(mod8). Decorre então das Proposições5.5 e 6.1 que−1 e 2 são não

resı́duos quadráticos móduloq, ou seja,

(−1

q

)
=

(
2

q

)
= −1. Em qualquer
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caso,p é um resı́duo quadrático móduloq. E daı́,q se decompõe completamente

emQ(
√
p). Vamos agora supor queh(p) = 1 (isto é,h(p) não é maior do que1).

Logo, o anelB dos inteiros deQ(
√
p) é principal6. Desse modo,q se decompõe

completamente emQ(
√
p) como produto de um ideal primo principal de grau re-

sidual1 e seu conjugado. Vimos no Teorema 6.1, que quando isso acontece a

equaçãox2− py2 = ±q tem pelo menos uma solução em inteiros. Por outro lado,

excetuando o casop = 7(n = 0, q = 3), isso é uma contradição ao Teorema 6.2.

Portanto, com exceção do casop = 7(n = 0, q = 3), o número de classesh(p) do

corpo quadrático realQ(
√
p) é sempre maior do que1.

(2) Como p = ((2n+ 1)q)2 + 2 é um primo en ≥ 0 é um inteiro então

p ≡ 2(mod q). E daı́, pelas propriedades do sı́mbolo de Legendre,

(
p

q

)
=

(
2

q

)
.

Temos que,q ≡ 1 ou 7(mod 8), isto é,q ≡ ±1(mod8). Então, pela Proposição

6.1 concluı́mos que2 é um resı́duo quadrático móduloq, ou seja,

(
2

q

)
= 1.

Consequentemente,p é um resı́duo quadrático móduloq. E daı́,q se decompõe

completamente emQ(
√
p). Vamos agora supor queh(p) = 1 (isto é,h(p) não

é maior do que1). Logo, o anelB′ dos inteiros deQ(
√
p) é principal7. Desse

modo,q se decompõe completamente emQ(
√
p) como produto de um ideal primo

principal de grau residual1 e seu conjugado. Pelo que vimos no Teorema 6.1,

quando isso acontece a equaçãox2 − py2 = ±q tem pelo menos uma solução

em inteiros. Por outro lado, isso é uma contradição ao Teorema 6.2. Portanto, o

número de classesh(p) do corpo quadrático realQ(
√
p) é sempre maior do que1.

�

6Ver Afirmação 5.4
7Ver Afirmação 5.4
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A condição suficiente para queH(4p) seja maior do que1 será determinada a

partir do seguinte teorema:

Teorema 6.4 Para um inteiro positivom, sejaζm uma raiz primitivam-ésima da

unidade e denote porH(m), h(m) o número de classes do corpo

K = Q(ζm + ζ−1
m ), Q(

√
m) respectivamente. Se um primop satisfaz

p ≡ 3(mod 4), ent̃aoh(p)|H(4p).

Antes de provarmos o Teorema 6.4, vamos enunciar um resultado que será

usado em tal prova.

Proposiç̃ao 6.2 Sejam q um primo ı́mpar e ζ uma raiz primitiva q-ésima

da unidade. Ent̃ao, E = Q(ζ) cont́em exatamente um corpo quadrático E ′, a

saber,

E ′ = Q

(√
(−1)(q−1)/2q

)
.

A prova da Proposição 6.2 pode ser vista em [14], página260.

Demonstraç̃ao (Teorema 6.4):Considere a soma de Gauss

√
d =

∑

a∈P (|d|)
1≤a<|d|

{
d

a

}
ζa|d|,

onded é o discriminante deQ(
√
p) e

{
d

a

}
representa o sı́mbolo Kronecker. Já

vimos no Teorema4.1 que usando tal soma e as propriedades do sı́mbolo de

Kronecker, conclui-se queQ(
√
p) está imerso emK = Q(ζ4p + ζ−1

4p ), isto é,

Q(
√
p) ⊂ K = Q(ζ4p+ ζ−1

4p ). Pela Proposição 6.2,Q(ζp) contém exatamente um

corpo quadrático, a saber,

Q

(√
(−1)(p−1)/2p

)
.

Comop ≡ 3(mod 4) então
p− 1

2
não pode ser par, caso contrário,2 dividiria 1.

Logo,

Q

(√
(−1)(p−1)/2p

)
= Q(

√−p).
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Ou seja,Q(
√−p) é o único corpo quadrático contido emQ(ζp).

Q(ζp)

p− 1

2

Q(ζ4p)

2

Q(ζ4p + ζ−1
4p )

p− 1

2
Q(

√−p)
2

Q
2

Q(
√
p)

ComoQ(
√
p)|Q é galoisiana entãoQ(

√
p)Q(ζp)|Q(ζp) é galoisiana, e além

disso, os grupos de GaloisG
(
Q(

√
p)Q(ζp)|Q(ζp)

)
eG

(
Q(

√
p)|Q(

√
p) ∩Q(ζp)

)

são isomorfos. Logo,

|G (Q(
√
p)Q(ζp)|Q(ζp))| = |G (Q(

√
p)|Q(

√
p) ∩Q(ζp))| .

Por outro lado, como as extensõesQ(
√
p)Q(ζp)|Q(ζp) eQ(

√
p)|Q(

√
p) ∩Q(ζp)

são finitas, então:

[Q(
√
p)Q(ζp) : Q(ζp)] = |G (Q(

√
p)Q(ζp)|Q(ζp))| =

= |G (Q(
√
p)|Q(

√
p) ∩Q(ζp))| = [Q(

√
p) : Q(

√
p) ∩Q(ζp)] .

Mostraremos agora que,Q(
√
p) ∩ Q(ζp) = Q e Q(ζ4p) = Q(

√
p)Q(ζp).

Suponha que,Q(
√
p) ∩ Q(ζp) 6= Q. Então,Q(

√
p) ∩ Q(ζp) = Q(

√
p). Logo,

Q(
√
p) ⊂ Q(ζp), e daı́,Q(

√
p) é um corpo quadrático diferente deQ(

√−p)
contido emQ(ζp) (contradição), poisQ(

√−p) é o único corpo quadrático com tal

propriedade. Portanto,Q(
√
p) ∩ Q(ζp) = Q. Essa igualdade implica na seguinte

relação entre os graus:

[Q(
√
p)Q(ζp) : Q(

√
p) ∩Q(ζp)] = [Q(

√
p)Q(ζp) : Q(ζp)]·[Q(ζp) : Q(

√
p) ∩Q(ζp)]
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[Q(
√
p)Q(ζp) : Q] = [Q(

√
p) : Q(

√
p) ∩Q(ζp)] · [Q(ζp) : Q(

√
p) ∩Q(ζp)]

[Q(
√
p)Q(ζp) : Q] = [Q(

√
p) : Q] · [Q(ζp) : Q]

[Q(
√
p)Q(ζp) : Q] = 2 · ϕ(p) = 2 · (p− 1).

Por outro lado,

Q(
√
p) ⊂ Q(ζ4p+ζ

−1
4p ) ⊂ Q(ζ4p) e Q(ζp) ⊂ Q(ζ4p) ⇒ Q(

√
p)Q(ζp) ⊂ Q(ζ4p).

E além disso,

[Q(ζ4p) : Q] = ϕ(4p) = ϕ(22·p) = ϕ(22)·ϕ(p) = 22·
(
1− 1

2

)
·(p−1) = 2(p−1).

Logo,
[
Q(ζ4p) : Q(

√
p)Q(ζp)

]
= 1. Implicando então que,

Q(ζ4p) = Q(
√
p)Q(ζp).

Afirmaç ão 6.1 Nenhuma extensão abeliana ñao ramificada deQ(
√
p) est́a con-

tida emQ(ζ4p + ζ−1
4p ).

Com efeito, suponha que exista uma extensão abeliana não ramificadaL de

Q(
√
p) contida emQ(ζ4p + ζ−1

4p ). Então,n = [L : Q(
√
p)] > 2 já que,

[Q(ζ4p + ζ−1
4p ) : Q(

√
p)] =

p− 1

2
é ı́mpar.

SejamB,B′ e B′′ os anéis dos inteiros deQ(
√
p), L e Q(ζ4p), respectiva-

mente. ComoQ(ζ4p)|Q é galoisiana então pela Proposição 5.3 os ı́ndices de

ramificação são todos iguais, o mesmo ocorrendo para os graus residuais. Se-

jam entãoe′′(p) o ı́ndice de ramificação dep emQ(ζ4p)|Q, f ′′(p) o grau residual

dep emQ(ζ4p)|Q e r′′(p) o número de decomposição dep emQ(ζ4p)|Q. Logo,

pela igualdade fundamental,

e′′(p) · f ′′(p) · r′′(p) = ϕ(4p) = 2 · (p− 1) ⇒

⇒ e′′(p) =
2 · (p− 1)

f ′′(p) · r′′(p) . (6.1)
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Sendop um divisor primo ı́mpar dep entãop se ramifica completamente em

Q(
√
p). Logo, seu ı́ndice de ramificaçãoe(p) emQ(

√
p)|Q é igual à2, seu grau

residualf(p) emQ(
√
p)|Q é igual à1 e seu número de decomposiçãor(p) é igual

à1. Sejaq o primo que aparece na decomposição deBp (isto é,Bp = q2). Como

L é corpo intermediário da extensão ciclotômicaQ(ζ4p) deQ entãoL é extensão

de Galois deQ, e daı́,L é extensão de Galois deQ(
√
p). Considere então,e′(q) o

ı́ndice de ramificação deq emL|Q(
√
p), f ′(q) o grau residual deq emL|Q(

√
p)

e r′(q) o número de decomposição deq emL|Q(
√
p). ComoL|Q(

√
p) é não

ramificada entãoe′(q) = 1. Ou seja,

B′q = q1 · q2 · . . . · qr′(q),

ondeqj é ideal primo deB′ para todoj = 1, . . . , r′(q).

ComoL é corpo intermediário da extensão galoisianaQ(ζ4p)|Q entãoQ(ζ4p)|L
é galoisiana.

Para cadaj = 1, . . . , r′(q) sejame′′(qj) o ı́ndice de ramificação deqj em

Q(ζ4p)|L, f ′′(qj) o grau residual deqj em Q(ζ4p)|L e r′′(qj) o número de

decomposição deqj emQ(ζ4p)|L. Ou seja,

B′′q1 =
(
B11 · . . . · B1r′′(q1)

)e′′(q1)

B′′q2 =
(
B21 · . . . · B2r′′(q2)

)e′′(q2)

...

B′′qr′(q) =
(
Br′(q)1 · . . . · Br′(q)r′′(qr′(q))

)e′′(qr′(q))

ondeB11, . . . ,B1r′′(q1); B21, . . . ,B2r′′(q2); . . . ; Br′(q)1, . . . ,Br′(q)r′′(qr′(q)) são ideais

primos deB′′. Pela Proposição 5.1 temos então que,
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e′′(p) = e(p) · e′(q) · e′′(q1) = e(p) · e′′(q1)

e′′(p) = e(p) · e′(q) · e′′(q2) = e(p) · e′′(q2)
...

e′′(p) = e(p) · e′(q) · e′′(qr′(q)) = e(p) · e′′(qr′(q)).

E daı́,
e′′(p)

e(p)
= e′′(q1) = e′′(q2) = . . . = e′′(qr′(q)).

Analogamente,

f ′′(p)

f ′(q)
= f ′′(q1) = f ′′(q2) = . . . = f ′′(qr′(q)).

Pela Proposição 5.2, temos também que,

r′′(p) = r′′(q1) + r′′(q2) + . . .+ r′′(qr′(q)) (6.2)

E além disso,

e′′(q1)f
′′(q1)r

′′(q1) = e′′(q2)f
′′(q2)r

′′(q2) = . . . =

= e′′(qr′(q))f
′′(qr′(q))r

′′(qr′(q)) =
p− 1

n
.

Substituindo essas igualdades em (6.2), obtemos que:

r′′(p) =
p− 1

n
·
[

1

e′′(q1)f ′′(q1)
+

1

e′′(q2)f ′′(q2)
+ . . .+

1

e′′(qr′(q))f ′′(qr′(q))

]

=
p− 1

n
·
[

1

e′′(q1)f ′′(q1)
+

1

e′′(q1)f ′′(q1)
+ . . .+

1

e′′(q1)f ′′(q1)

]

=
p− 1

n
· r′(q)

e′′(q1)f ′′(q1)

= r′′(q1)r
′(q).

Usando agora a igualdade fundamental emL|Q(
√
p), tem-se que:

e′(q) · f ′(q) · r′(q) = n⇒ f ′(q) · r′(q) = n.
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Retornando a igualdade (6.1), obtém-se que:

e′′(p) =
2 · (p− 1)

f ′(q) · f ′′(q1) · r′′(q1) · r′(q)
=

2 · (p− 1)

n · f ′′(q1) · r′′(q1)
⇒

⇒ 2 · (p− 1)

n
= e′′(p) · f ′′(q1) · r′′(q1)

⇒ e′′(p) divide
2 · (p− 1)

n

⇒︸︷︷︸
n>2

e′′(p) ≤ 2 · (p− 1)

n
< p− 1

⇒ e′′(p) < p− 1.

Comop se ramifica completamente emQ(ζp)|Q então o ı́ndice de ramificação

ẽ(p) dep emQ(ζp)|Q é igual àϕ(p) = p− 1. Além disso, comoQ(ζp) ⊂ Q(ζ4p)

entãõe(p) dividee′′(p). Logo,

e′′(p) ≥ ẽ(p) = p− 1 (contradição).

Portanto, não existe extensão abeliana não ramificada deQ(
√
p) contida em

Q(ζ4p + ζ−1
4p ). E daı́, pelo Teorema 5.3, concluı́mos que,h(p)|H(4p).

�

Observaç̃ao 6.2 A Afirmaç̃ao 5.8 pode ser também justificada com os mesmos

argumentos que foram usados na Afirmação 6.1. Veja,

ζ4p ↔ ζp , n = [L : Q(
√
p)].

e′′(p)

∣∣∣∣∣
p− 1

n
⇒ e′′(p) ≤ p− 1

n
<︸︷︷︸
n>1

p− 1 ⇒ e′′(p) < p− 1 (contradiç̃ao),

pois e′′(p) = p− 1.
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Vamos agora finalmente apresentar a condição suficiente para queH(4p) seja

maior do que1, ondep é um primo da forma((2n+ 1)q)2±2, comq primo ı́mpar

en ≥ 0 inteiro.

Teorema 6.5 (1)Sep = ((2n+ 1)q)2−2 é um primo, ondeq é um primóımpar

satisfazendoq ≡ 1 ou 3(mod 8) e n ≥ 0 é um inteiro, ent̃ao o ńumero de

classesH(4p) deQ(ζ4p + ζ−1
4p ) é maior do que1 (exceto para o caso de

p = 7 (n = 0, q = 3)).

(2) Sep = ((2n+ 1)q)2+2 é um primo, ondeq é um primóımpar satisfazendo

q ≡ 1 ou7(mod 8) en ≥ 0 é um inteiro, ent̃ao o ńumero de classesH(4p)

deQ(ζ4p + ζ−1
4p ) é maior do que1 : H(4p) > 1.

Demonstraç̃ao: (1) Comoq ≡ 1 ou 3(mod 8) entãoq2 ≡ 1 ou 9(mod 8). Em

qualquer caso,q2 ≡ 1(mod 8). E daı́,4 divideq2 − 1. Por outro lado,

p− 3 = ((2n + 1)q)2 − 5 = (2n+ 1)2 q2 − 5 = (4n2 + 4n+ 1)q2 − 5 =

= 4n2q2 + 4nq2 + (q2 − 1)− 4 ⇒ 4 divide p− 3 ⇒ p ≡ 3(mod 4).

Com isso, pelo Teorema 6.4,h(p)|H(4p). Consequentemente,H(4p) ≥ h(p).

O Teorema 6.3(1) nos garante também queh(p) > 1 (exceto para o caso de

p = 7 (n = 0, q = 3)). Portanto, o número de classesH(4p) deQ(ζ4p + ζ−1
4p ) é

maior do que1 (exceto para o caso dep = 7 (n = 0, q = 3)).

(2) Comoq ≡ 1 ou7(mod 8) entãoq ≡ 1 ou−1(mod 8). Em qualquer caso,

q2 ≡ 1(mod 8). E daı́,4 divideq2 − 1. Por outro lado,

p− 3 = ((2n+ 1)q)2 − 1 = 4n2q2 + 4nq2 + (q2 − 1) ⇒

⇒ 4 divide p− 3 ⇒ p ≡ 3(mod 4).

Com isso, pelo Teorema 6.4,h(p)|H(4p). Consequentemente,H(4p) ≥ h(p). O

Teorema 6.3(2) nos garante também queh(p) > 1. Portanto, o número de classes

H(4p) deQ(ζ4p + ζ−1
4p ) é maior do que1 .
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Vamos finalizar com a apresentação da lista de todos os primosp < 100000,

satisfazendop = ((2n+ 1)q)2 − 2 comq ≡ 1 ou3(mod8) primo (n ≥ 0 inteiro),

e p = ((2n+ 1)q)2 + 2 com q ≡ 1 ou 7(mod8) primo (n ≥ 0 inteiro), para os

quaish(p) eH(4p) são maiores do que1.

Para esta apresentação consultamos a tabela do número declasses de corpos

quadráticos reais em [12].
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Tabela 6.1:p = ((2n+ 1)q)2 − 2

p n q h(p) p n q h(p)

7 0 3 1 357 0 19 3

79 1 3 3 1.087 1 11 7

223 2 3 3 1.847 1 11 7

439 3 3 5 3.023 2 11 3

727 4 3 5 5.927 3 11 5

1.087 5 3 7 7.919 0 89 7

3.967 10 3 5 11.447 0 107 7

4.759 11 3 13 14.159 3 17 9

5.623 12 3 9 14.639 5 11 17

8.647 15 3 13 17.159 0 131 15

13.687 19 3 21 19.319 0 139 11

18.223 22 3 17 31.327 1 59 27

31.327 29 3 27 42.023 2 41 15

33.487 30 3 19 44.519 0 211 11

53.359 38 3 37 53.359 10 11 37

56.167 39 3 27 54.287 0 233 15

71.287 44 3 19 61.007 6 19 15

74.527 45 3 23 64.007 11 11 11

77.839 46 3 37 66.047 0 257 13

81.223 47 3 33 71.287 1 89 19

91.807 50 3 45 81.223 7 19 33

95.479 51 3 33 90.599 3 43 19

99.223 52 3 29 97.967 0 313 25
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Tabela 6.2:p = ((2n+ 1)q)2 + 2

p n q h(p) p n q h(p)

443 1 7 3 56.171 1 79 11

11.027 7 7 9 65.027 7 17 21

15.131 1 41 15 74.531 19 7 17

21.611 10 7 15 95.483 1 103 11

47.963 1 73 9
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