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Resumo

Neste trabalho generalizaremos para o caso de curvatura escalar zero, os re-
sultados de Simmons [14] para cones minimos em R"*!, Se M™~! é uma hiper-
superficie da esfera S™(1) representamos por C(M ). o cone truncado com base
em M e centro na origem. E ficil ver que M tem curvatura escalar zero se, e
somente se, o cone com base em M também tem curvatura escalar zero. Hounie e
Leite [10] recentemente deram condigdes para a elipticidade da equagéo diferen-
cial parcial da curvatura escalar. Para mostrar isto temos que assumir n > 4 e que
a 3 — curvatura de M ¢ diferente de zero. Para tais cones, provaremos que, para
n < 7 existe um ¢ para o qual o cone truncado C(M ). ndo é estavel. Também
mostraremos que para n > 8 existem hipersuperficies compactas e orientaveis
M™~! da esfera com curvatura escalar zero e S diferente de zero, para as quais

todos os cones truncados com base em M sdo estaveis.
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Introducao

Uma generalizacao natural de hipersuperficies minimas em espacgos Euclidi-
anos era conhecida por Reilly desde 1973. Reilly considerou as fungdes simétricas
elementares S, r = 0,1,...,n, das curvaturas principais ki, ko, ..., k, de uma
hipersuperficie orientdvel z : M™ — R"*! dadas por

So=1,  Sy= Y ki k.
i< iy
Aqui, k;,, ..., k;, sdo os autovalores do operador A = —dg, onde g : M™ — S™(1)
¢ a aplicacdo de Gauss da hipersuperficie. Reilly mostrou em [13] que hipersu-

perficies orientdveis com S, 1 = 0 s@o pontos criticos do funcional

AT:/ Sy dM
M

para variacdes de M com suporte compacto. Assim, tais hipersuperficies genera-
lizam o fato de que hipersuperficies minimas sdao pontos criticos do funcional area
Ao = [,,So dM para variagdes com suporte compacto.

Um avancgo no estudo dessas hipersuperficies ocorreu em 1995 quando Hounie
e Leite [10, 11] deram condi¢des para a linearizagéo da equacéo diferencial parcial
Sr+1 = 0 ser uma equagdo eliptica. Esta linearizacdo envolve um operador dife-
rencial de segunda ordem L, (veja a defini¢do de L, na secdo (1.4)). As condicdes

de Hounie-Leite sdo as seguintes:

10



INTRODUCAO 11

L, é eliptico < posto(A) > r + 1 & S, 5 # 0 em todo ponto.

Neste trabalho estaremos interessados no caso Sy = 0. Para esta situagao,
desde que o posto(A) ndo possa ser dois, a condi¢ao de elipticidade é equivalente
a posto(A) > 3.

Em Alencar [2], uma nogéo geral de estabilidade foi introduzida para dominios
limitados de hipersuperficies de espacos Euclidianos com S, ; = 0. Neste caso
estamos interessados, considerando .S; = 0, em poder mostrar que, se assumirmos

que L, € elipitico, uma orientacdo pode ser escolhida de modo que um dominio
2A
1

limitado D C M é estavel se
dt? li=o

> () para todas as variagcdes com suporte
em D.

No que segue, denotamos por B,.(0) a bola de raio r centrada na origem 0 de
R, Seja M™~! uma hipersuperficie suave da esfera S™(1). Um cone C(M) in
R™*! & a unido das semi-retas partindo de 0 e passando pelos pontos de M. E claro
que C(M) N S™(1) = M. E facil mostrar que C(M) — {0} é uma hipersuperficie
suave n-dimensional de R"*!. A variedade C(M) é conhecida como cone com
base em M™~!. A parte do cone contida no fecho do anel B;(0) \ B.(0),0 < & <
1, é chamada cone truncado e é denotada por C(M)..

Nesta dissertagdo seguiremos o trabalho de Barbosa e do Carmo [5] onde
apresentaremos a prova dos dois teoremas seguintes, que ddo uma descri¢do da
estabilidade de cones truncados em R™*! com base em uma hipersuperficie com-
pacta e orientdvel de S™(1), com Sy = 0 e S3 # 0 em todo ponto.

Teorema : Seja M™ ! n > 4, uma hipersuperficie, compacta e orientdvel de
S™(1) com Sy = 0 e .S3 # 0 em todo ponto. Entdo, se n < 7, existe um £ > 0 tal
que o cone truncado C(M). ndo é estavel.

Teorema : Para n > 8, existe uma hipersuperficie compacta e orientdvel V" !
da esfera S"(1), com Sy = 0 e S3 # 0 em todo ponto, tal que, para todo € > 0,
C(M). éestavel.



INTRODUCAO 12

Embora os teoremas acima sejam interessantes por si proprios, uma outra
motivacao para provar tais teoremas € que, no caso minimo, eles fornecem a base
geométrica para estabelecer a generalizacdo do teorema de Bernstein, a saber, que
um grafico minimo completo y = f(z1,...,2,—1) em R" n < 8, é uma funcao
linear (Veja Simons [14], Teoremas 6.1.1, 6.1.2, 6.2.1, 6.2.2).

Até agora, os argumentos que levam aos teoremas acima citados 6.2.1 € 6.2.2
de [14], os quais dependem da teoria geométrica da medida, ndo foram extendidos
ao caso de hipersuperficies de R” com Sy = 0 e S35 # 0 em todo ponto. Tanto
quanto sabemos nao se pode resolver o problema de Plateau para a situacio acima,

mesmo para o caso mais simples de n = 4.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Referenciais Moveis em Variedades

Uma variedade Riemanniana € uma variedade diferenciavel M e uma escolha,
para cada ponto p € M, de um produto interno positivo definido ( , ), no
espaco tangente 7,M de M em p, que varia diferencialmente com p no seguinte
sentido: se X e Y s@o campos diferencidveis de vetores em M, entdo a funcdo
p— (X, Y>p, p € M, é diferenciavel em M. Diferenciavel sempre siginificara,
neste trabalho, de classe C'*°. O produto interno ( , ) é usualmente chamado uma
métrica Riemanniana em M.

Seja U C R™ um aberto do R” e sejam ey, . .., e, campos diferencidveis de

vetores em U de tal modo que, para todo p € U, se tenha
(i, e5)p = 0ij,

onde 6;; = 0sei # jed;; = 1sei=j,7,7 =1,...,n. Unm tal conjunto de
campos de vetores é chamado um referencial ortonormal mével em U. De agora
em diante, omitiremos os adjetivos ortonormal € movel.

Sejam M™ e N variedades diferencidveis. Uma aplicagdo diferenciavel

13



CAPITULO 1. PRELIMINARES 14

X : M — N € uma imersdo se dX, : T,M — T,M € injetiva para todo
pe€ M.Sen=m+1, X(M) C N é denomimada uma hipersuperficie.

Seja X : M™ — R™"? uma imersdo de uma variedade diferencidvel de
dimensdo n em um espago euclidiano R"?. E uma consequéncia do Teorema da
Funcdo Inversa que, para todo p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal
que a restri¢do X |y de X a U € injetiva. Seja V' C R™"? uma vizinhanga de X (p)

em R"*? de tal modo que, V' O X (U). Admitamos V suficientemente pequena

para que exista um referencial mével {ei,..., €., €nt1,...,€n14r €m V com a

propriedade que, quando restritos a X (U), os vetores eq, . .., e, sejam tangentes

aX(U)eeyt1,...,ente sejam normais a X (U). Um tal referencial é dito um
+1, ) +q

referencial adaptado a X.

Seja X : M"™ — R"7 uma imersdo de uma variedade de dimensdo n em
R™*4. Sejap € M e U uma vizinhanga de p em M na qual a restricdo X |y seja
injetiva. Seja V' uma vizinhanga de X (P) em R""? de tal modo que X (U) C Ve
que em V esteja definido um referencial adaptado {ey, ..., €n, €nt1,- .-, Eniq}-

Pensaremos em X como uma inclusdo de U em V' C R""9 e usaremos a
mesma notagcdo para uma entidade em V' ou a sua restricdo a U. De agora por
diante, esta convengao serd usada sem maiores comentarios.

Usaremos os seguintes tipos de indices :

1<ABC,...<n+¢q, , 1<i,jk...<n ,
n+1<a,pB,7...<n+q.

Dado o referencial {e4} em U, definimos o coreferencial {64} e as formas de

conexao 645 em V por

dX = ) Oaea, (1.1)
A

dey = ZQABQB , O+ 04 = 0. (1.2)
B
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As formas 64 e 6 45 satisfazem as equagoes de estrutura
by = ) 05 A0Opa, (1.3)
B
dOrp = Z@Ac/\ecg. (1.4)
c

As restrigdes das formas 04, 045 a U C V satisfazem ainda as equacdes (1.3)
e (1.4), com a relagdo adicional 6, = 0, para todo «. Esta ultima relagdo provém
do fato que os vetores e, sdo normais a U, e portanto para todo ¢ € U e todo

v = Zviei € T,(M), tem-se

Oa(v) = b (Z UM) = sz‘ -Oa(e;) = Zvitsm‘ =0,
jaquea #1 Vi
Os dois lemas seguintes sdo bem conhecidos e sdo apresentados aqui por

razdes de completude deste trabalho. Uma prova dos mesmos pode ser encon-

trada em [8].

Lema 1.1 (Cartan.) Seja E um espaco vetorial de dimensdo n. Sejam b, ... ,0, :
E — R, r < n, formas lineares de F linearmente independentes. Supo-
nhamos que existam formas lineares a1, . . . , .. : I/ — R satisfazendo a seguinte

condigdo:
i=1

Entdo

o; = E aijﬂj, l,]zl,...,r s aij:aji.

Lema 1.2 Sejam M uma variedade riemanniana, p € M, U C M uma vizinhanga
de p, eq,. .., e, um referencial mével em U e 0y, ... 0, o coreferencial de {e;}.
Suponha que exista em U um conjunto de 1-formas diferenciais 0;; satisfazendo

as condicoes:
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O =05 . dbj =) 0p N
k
Entdo um tal conjunto é iinico.

No que segue s6 usaremos formas restritas a . Como 6, = 0, temos que

O0=dbo=>Y OpAOpa=Y 0iAOic+ > O5A080=> 0;Ab.
B i Jé] i
Pelo Lema (1.1),
O =Y h%0; . hS=h (1.5)
J
A forma quadratica

0" = 600 =Y he6;0;
7 i

€ chamada a segunda forma quadratica X na direcio e,,.

Para cada p € M, o espago gerado pelos vetores de R"¢ que sdo normais
a dX,(T,M) é chamado o espaco normal da imersdo X em p e indicado por
N,(M) . Um campo diferencidvel de vetores normais ¢ uma aplica¢do dife-
renciavel V : M — R"*? com V(P) € N,(M),p € M. Dado um campo dife-
rencidvel unitédrio de vetores normais V : U C M — R""%, em uma vizinhanga
U suficientemente pequena de p, podemos escolher um referencial adaptado {e }
em U de tal modo que e,,1 = V. A segunda forma quadrdtica II"*! é chamada
segunda forma fundamental de X na direcdo de V e indicada por II”.

Vamos agora escrever as equacdes de estrutura (1.3) e (1.4), separando as

partes tangenciais (indices i, j, ...) das partes normais (indices «, (3, ...). Obte-
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mos as equagdes.

do; = Y 0, A0; (1.6)
do;; = ZJ: Ok A Orj + D O b (1.7)
A0 = zk: 00 N Oj; + za: 0i5 A O30 (1.8)

] B
dOop = D 0oj NOjg+ Y 0oy Nyp. (1.9)
J Y

Observe que a equagdo (1.7) é semelhante a equacgao de estrutura de um espago

euclidiano, com um “termo de correcao” dado por
g Oia NOaj =iy, iy = =y
o

Para esclarecer o significado das 2 — formas (2;;, notemos que a imersdo

X : M"™ — R"™" determina uma métrica Riemanniana ( , ) em M dada por:
(v1,v2), = (dzp(v1), dxy(ve)),p € M, vy, v9 € T, M,

onde o produto interno do segundo membro é o produto interno usual do R™*4,
A métrica Riemanniana ( , ) em M é chamada a métrica induzida por X e X é
uma imersao isométrica. A métrica induzida e a parte tangente {e;} do referencial
determinam as formas 6;, donde as formas df;. Pelo Lema (1.2), as formas 6;;

ficam entdo inteiramente determinadas, e 0 mesmo se verifica para as formas
Qij =d b — E Ok N Ok,
k

chamadas formas de curvatura.

1.2 Variedade Produto

Sejam Mi" e M, duas variedades Riemannianas. O produto cartesiano

M; x M, é uma variedade Riemanniana de dimensdo m; + ms, cuja métrica
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¢ dada por

(U 0) (g = (dm1 - u,dmy - v), + (dmy -, dmsy - 0),

para todo (p, q) € My x My, u,v € Ty, ) (M; x My), onde
7T12M1XM2—>M1 € WQIMIXMgﬁMg

sd0 as projecoes naturais.

O espago tangente 77, (M x M,) é igual a soma direta de 7}, e T, M.

Tip.q)(My x My) = T,My & T,My = T,My x T, M.

1.3 Funcoées Simétricas Elementares

Sendo A a Segunda Forma Fundamental da imersdo X : M" — MnH, as

funcdes simétricas sdo definidas pela identidade

n

det(t] — A) =Y (=1)"S""

r=0

n\
HT‘:( ) .ST
r

As fungdes S, podem ser consideradas como polindmios homogéneos das cur-

e as r — curvaturas H, por

vaturas principais kq, ko, . . ., k, dados por

Sr: Z k’“k}mk’zr

1< <9 <... < <n

No que segue, a norma de uma aplicacio auto — adjunta A é dada por
|A]? = trA%.

Proposi¢io 1.1 S7 = |A|]> + 25,.
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Demonstracao:

logo,
|A]? = trA? = ikf
=1
Por outro lado,
Zk — = (b + ...+ k)=
=k+.. . +k +2(k:1k:2+ At kikn 4 koks + o kokn 4 o+ ki kn).

logo,

S2 :ik§+2- > kiki,
i=1

1< <ig<n
Portanto,

|

E bem conhecido que a curvatura escalar R de uma imersao x € igual a Hs e

sua curvatura média é H;.

1.4 O operador L,
Definimos as transformacdes de Newton P, indutivamente por
P,=1, P.=S5.1—-AP_, (1.10)
e o operador diferencial associado a estas transformagdes L,. por

L.f =tu{P, -Hessf}. (1.11)
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E possivel mostrar que L, é autoadjunto e que L, f = div(P,gradf).

Barbosa e Colares em [4] provam o seguinte resultado.
Lemal.3 Paracadal <r<n-1
a) r(P.)=(n—r)S,

b) tl"(AQPT) = SlST+1 — (7” + 2)Sr+2

Definicao 1.1 Dado ) C R" aberto, um operador (diferencial linear) de segunda

ordem L em () é um operador do tipo
L= aj——+> b+,

onde a;j,b;,c : 0 — R sdo fungdes continuas, com a;; = aj; para todos 1 <
1,7 < n.
Para f € C?(Q), definimos

Lf= Zawa or Zb

i,7=1 i=1

Proposicao 1.2 L, é um operador de segunda ordem.

Demonstracao:
Seja P, = (p;;). Como Hessf = (

2

2

(‘3@8953-

>, temos P Hessf = (c;;), onde

w{PiHess ) = ) = T Poe 830

=1 k=1

Como Hess f € simétrico, temos

Z i 9w0, axl(%]
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Basta entdo mostrar que P; € simétrico.

De fato, como P, = S;1 — A e A é simétrico, temos
Pl=(SiI—-A)=81-A"=81—-A=P.
Logo, P, € simétrico e portanto L, é um operador de segunda ordem.

Definicao 1.2 Um operador de segunda ordem L em () C R"™ é eliptico em x € )

se a matriz (a;;(x)) for positiva definida. L é eliptico se o for em todo x € €.
Hounie e Leite, em [11], provam o seguinte resultado:

Lema 1.4 Seja M uma hipersuperficie em R"™' com H, = 0, 2 < s < n. Entdo

o operador L, € eliptico em p € M se e somente se Hy1(p) # 0.

Para r = 1, Alencar, e todos os outros, provam em [1], os seguintes resultados

sobre L.

Lema 1.5 Sejam M (c) uma variedade Riemannniana de curvatura seccional ¢

——Fm+1 . ~ ~
ex: M™ — M (c) uma imersdo de curvatura escalar constante Hy. Entdo

1

1
—§m2(m — 1)H12H2 + ?)Hng + C|14|2

—mHic
Lema 1.6 Nas hipoteses do lema anterior, se Hy > 0 entdo
1
—|VAI> —m|VH|* >0,
m
ou, equivalentemente:

|[VA]? — |VS]* > 0. (1.12)
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Lema 1.7 Se M™ for uma hipersuperficie da esfera unitdria S™(1), com Sy = 0

e Ss sempre diferente de zero, entdo

Li(S)) = |[VAP = |VS1? + m|A]> — S? + 35,55,

Demonstracao:
m=n—1, R=Hy, e c=1
Como
Hy=(3) "5 e H=(]) 5
Temos
1
HQ =0 € H1 = —Sl
m
Logo,
S 1 S| .S S1\°
L (—1) = L(H) = —|VA? = m ’v <—1) +37285 + |AP —m (—1) .
m m m m m
Assim,
1 1
—Li(S1) = — (|[VAP? = [V + 35153 + m|A]” — S}) .
m m
Portanto,
Li(S)) = |[VA]? — |[VSi)? +m|A|* — 57 4 35,S5. (1.13)

1.5 O problema variacional

Estamos interessados no estudo das imersdoes com K = 0, ou, em outras

palavras, com Hy = (. Tais imersdes sdo pontos criticos do funcional

Alz/ SydM,
M
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com respeito a variacdes de suporte compacto. Este problema tem sido estudado
por Reilly [13], Hounie e Leite [10, 11], Alencar, e todos os outros, em [2] e varios
outros autores.

Seja x : M™ — R"*! uma imersdo de uma variedade diferencidvel n dimen-
sional orientdvel em R"*!, e seja D C M um dominio regular com bordo suave

0D. Denotamos por A(x) a drea de D na métrica induzida, e chamaremos

1
= /(x,N>dM
n+1/Jp

o volume de D em x; aqui N é um campo vetorial normal unitdrio ao longo de

V(z)

x, dM é o elemento de drea na métrica induzida , e { , ) é o produto interno em
R+,

Sejax, : D — R"*! t € (—¢,¢), 19 = x, uma variagdo de D, e seja A(t) =
A(zy), V(t) = V(x;). Dizemos que a variagdo preserva volume se V' (t) = V(0),
Vt € (—¢,¢), e que a variagdo fixa o bordo se z;(p) = xo(p), paratodo p € D e
todot € (—¢,¢).

Denotemos por X uma variacdo de D e por £ = 88—); seu vetor variacional.
Sejam f = (E, N), onde N é o campo normal unitério ao longo de z(D), V o

campo normal unitdrio ao longo de z(0D) tangente a z(D).

Definamos para cada r, 0 < r < n o funcional
A, = / SrdM.
M
As seguintes proposi¢des sao provadas por Barbosa e Colares em [4].
Proposicao 1.3 (Formula da Primeira Variacao) Para qualquer variacdo de r,
4,0) = [ {(~(r+ DS} an,
M

onde [ = (E,N).
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Proposicio 1.4 (Férmula da Segunda Variacdo) Seja v : M" — R"™! uma
imersdo isométrica para a qual S, 1 = constante. Para toda varia¢do que preserva

volume, a segunda derivada de A, emt = 0 é dada por
A"0) = —(r+1) s FALA(f) 4 (518,41 — (1 +2) 8,495, 40) f}dM.
De agora em diante, usaremos a seguinte nota¢ao
/ FALA(f) + (S18rg1 — (1 +2)Sr42Sr42) f 1AM,

Defini¢ao 1.3 Dizemos que D é r — estdvel se I,.(f) > 0 para toda [ com suporte

compacto em D.
Estamos interessados somente no caso r = 1. Neste caso, temos
) =) == [ HL7)+ (S1S2 — 35a) 1)
Assim, se S = 0, temos

—/Mf(Llf—Sng)dM. (1.14)

No caso r = 1 diremos simplesmente que D € estavel ao invés de 1 — estavel.
Dizemos entdo que um dominio regular D C M é estavel se I(f) > 0 para

toda f com suporte compacto em D.



Capitulo 2

O cone em R 11

Considere agora uma hipersuperficie compacta M da esfera unitaria S™(1) de

R" ™. O cone C'(M) com base em M é a hipersuperficie de R"™! descrita por

M x (0,00) — R

(m,t) — t-m (2.1)

Dado g € C(M), temos ¢ = (p,t,), p € M e t, > 0. De acordo com a segio

1.2, temos

T,C(M) = T,M x R.

Dado um ndmero positivo ¢, o cone truncado C'(M). é a mesma aplicacdo
restrita a M X [e, 1]. Deste modo o cone truncado é uma hipersuperficie compacta
com bordo em R,

Seja X a imersdo que descreve M na esfera. Entdo, Y = ¢ - X descreve
parametricamente C'(M). De fato, dados ¢ € C'(M) e w = (v,t) € T,C(M),
temos

dY - w=X-dt+t-dX -wv.

25
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Assim, sendo ds® a métrica de M, entdo a métrica de C'(M) é
do*(w) = {(dY -w,dY -w)
= (X -dt+t-dX -v, X -dt+t-dX -v)
= (X, X)dt* + 2tdt(X,dX -v) + t*(dX - v,dX - v)
Como X (q) € S"(1) e dX - v € Tx()S™(1), temos
(X, X)=1 e (X,dX -v) =0.
Logo,
do® = dt* +t* - ds°. (2.2)
Seja N(m) o vetor tangente a S"(1) e normal a M no ponto m, entdo

N(m,t) = N(m) (2.3)

¢ vetor normal unitario para C'(M) no ponto (m,t). Seja U C M um aberto e
{X =ep,e1,...,e, = N} um referencial local adaptado a X em S™(1), onde e
e e, sdo normais e ey, . .., e, 1 sdo tangentes a X (U). Sejam 6;,0 < i < n, as

formas duais para e;. Dado v € T),M, temos

n—1 n—1 n—1
9]'(1)) = 9]' <Z vi@-) = Zvﬂj(ei) = Z’Uiéij'
i=1 =1 i=1

Logo, para j = 0e j = n,temos 6y = 6, = 0.
Representamos por 0;; as formas de conexdo. Entdo as equacdes de estrutura
da imersdao X sdo

n—1

db; = 0, N O;, (24)

7=1
n—1
Qij - dQU - Z sz A ij
k=1
Bi0 A 0o+ Oin A O

Mas,
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dep =Y Ouwer o O+ 0 =0,
.

n—1
dx = Z O, e 0, = Z hixOr,
=1 k

onde A = (h;;) é a matriz da segunda forma fundamental de X em relagdo a este
referencial.

Temos entao
n—1

dX -v=dey-v= 290161.
=1
n—1
Por outro lado, v = Z 0,e,, e identificando U com X (U), temos v = dX - v.

=1
Logo,

n—1 n—1
E Oe; = E Borer.
=1 =1

Portanto,

901:91 VZ:LQ,...,TL—I.

Temos entao que

O =00 . Onj=—> hjmbn
€ assim B
Qij = =0: N O; = > Pighjmbi A O (2.5)
km=1

Agora, transladando este referencial ao longo de retas partindo da origem

podemos definir um referencial no cone por

Y

Sejam w; as formas duais e sejam w;; as formas de conexado para este referen-

cial. Temos as seguintes equagdes de estrutura

n—1
j=0
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n—1
k=0
Y
Como 8_ = X temos que
ot
X _ oY —
iei =dY = —dt +tdX = Xdt +t- 0; - e;. 2.8
E segue que
wo=dt e w; =t0; , i1=1,...,n— 1. (2.9)

De onde deduz — se que
0 =d(dt) = dwy = ngj A w;

e, parai > 0,

n—1
= —HiAwg—l—ZQij/\wj.
j=1
Segue — se que
wijzeija Z:L,n—l (211)

Para calcular a segunda forma fundamental A de C'(M) em termos da segunda
forma fundamental A de M, procedemos do seguinte modo:

Como

n—1 n—1
E Onje; = de, = dN = E Wyj€n,
=1 j=1
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29
temos
Wpo = 0, (2.12)
n—1 1 n—1
j=1 J=1
Assim, se estabelecemos
n—1
Wn; = hijwj7
j=1
obtemos
hoi = hio=0 para 0<i<n-—1 (2.14)
— 1

Proposiciio 2.1 Se S, representa a funcdo simétrica elementar de ordem r de
C(M) e P, sua transformagéo de Newton, entdo
1

a) Sr = t—TSr

b) S, = 0 se e somente se S, =0

— 1

C)|A|:;!A\
_ 115, O

d)Pr‘:_T
1o P

Demonstracio : a) De acordo com as equagdes (2.14) e (2.15), sendo A a matriz

da segunda forma fundamental do cone , entdo

0O O 110 O

A= 1
O;A t1o A

Logo, as curvaturas principais do cone sdao dadas por

- 1
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Assim,
Sr - E khkig .o kir
0<i1<...<8r<n—1
- E k()k:il e ki,- + E
0<it <...<ip<n—1 0<i1<...<ir<n—1
1
0<i1<...<ir<n—1
Portanto,
— 1
Sr - t_r r

b) Segue imediatamente de (a).

_ 110 0
QA =
t O AQ
Logo,
— 1
trA2 = —trAZ.
t2
Assim,
— 1
Al = S |AP.
Portanto,
— 1
Al = Z1A].

d) Provaremos este item usando indugao.

P.=S5,I—

A

P,

30
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Para r = 1, temos

P, = 5,1

~+ | =
|
|

Logo,

Suponha entdo que

mostraremos que
_ 1 S O
) P, r+1

De fato,

Pr+1 = ST+1[ - APT

Ool|l1]8 o
o Al o0 P

1 Ss1 O O 0
et O Syl O AP,
o 1 SrJrl @)
et O  S,.I— AP,

(2.16)
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Seja F' : C(M) — R uma fungdo de classe C?. Para cada ¢t > 0 defina
F,: M — R por F, = F(m, ).

Proposicao 2.2 Com a notacdo acima temos

— 1 0*F n—r—1_0F 1 ~
L) = 385 + S + e ()

Demonstracao :

Como L, F' = tr (P,Hess(F)), ns comecamos por calcular a Hess(F).

No célculo seguinte nds usamos o referencial e as equacdes deduzidas anteri-
ormente e representamos por d,, a diferencial de fun¢des em M. Antes de tudo,

observe que

dF = ZFw,:—dHZFwZ,
A F, = Z(E) 0, —ZFwZ

i=1
E segue que

th;, = (ﬁt> , para >0,
oF

ot

Agora calculamos a diagonal da Hessiana de F.

82F n—1 aF n—1

0?F oF
S Z( ) pr]

Fy— 2.17)

Como
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da equag@o acima temos que

0’F
Fyo e (2.18)
Para : > 0 temos
0 (1 /~ 1 ~
i = 5 ((5), )+ (7))
8t<t tz’) Ty ()T
n—1
1 ~ oF
+¥ : (E)jwﬁ + Ewm
j=1
n—1
1 /~ 1 ~ oF
- F) - (F) 6, + 29,
t2<tz+t4 t”JJrat
7=1
Como .
DF; =Y Fyu;,
j=1
concluimos que
1 /~ 10F
F,:-(F) il 1 2.19
I tij+t(9t] 2.19)
Entao temos
M1 O*F
— _T‘ST O —atz (*)
P,Hess(F') = t
o lp Ol (ﬁ) 10F s
g7 2\ T toat Y
1  O0°F
Sy il 10
— tr ot?
O P (F L p I,
i mr(t),ﬁtm%w
Logo,
L, = tr(P,HessF)
1 O*F 1 OF

1 ~
= t—TSTW + ﬂTtI‘(PT)E + mﬁ' (PTHCSS(F)t> .

Como a dimensao de M é n — 1, segue do item (a) do Lema 1.3, que

tr(P.) = (n—r—1)5,.
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Como

temos, entao,

T e T

L, <E) —tr (PTHess (EN}>> :

1, 0*°F

n—r—1

tr+1

OF
"ot

+

1
tr+2

L (E) .

34



Capitulo 3

O Teorema Principal

Teorema 3.1 Seja M"™' uma hipersuperficie de S™(1), compacta e orientdvel.
Assuma que n > 4, que a imersdo tem Sy identicamente nula e que S3 # 0 em
todos os pontos de M. Entdo, sen < 7, para algume, 0 < € < 1, o cone truncado

C(M)e nao é estdvel.

Demonstracao:

Primeiramente observemos que, de acordo com a proposi¢ao (2.1), nossa hipotese
implica que, para o cone C'(M), temos S, = 0 e S3 nunca se anula. Pelo Lema
(1.4) temos que para uma hipersuperficie de R"*' com S, = 0,2 < r < n, o

operador L,_; € eliptico se e somente se 5,1 nunca se anula.

Lema 3.1 Sobre as mesmas hipoteses do teorema e mudando apropriadamente o

vetor normal de M, temos que:
(a) S; e S; sdo positivos,
(b) Li e L, sdo elipticos.

Demonstracao do Lema 3.1:

(a) Vimos pela Proposicado (1.1) que
(S1)* = |A]? + 28, = |A]? > 0,

35
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onde a segunda igualdade é consequéncia da hipétese Sy = 0. Assim, se existisse
um ponto p € M com S;(p) = 0, entdo, |A(p)| = 0 = A(p) = O (matriz nula),
ou seja, todas as entradas de A(p) seriam zero e, consequentemente, S,.(p) = 0,
V1 < r < n em particular S3(p) = 0, contradizendo a hipétese de S3 nunca se
anular. Concluimos entdo que S? > 0. Como S; é uma fungdo continua e difer-
ende de zero sempre, entdo S; ndo muda de sinal. Mudando apropriadamente o
vetor normal, podemos assumir, de agora em diante, que S; > 0. Pela Proposi¢ao
2.1, S, = %Sl, logo S; > 0.

(b) Segue imediatamente da Proposicdo (2.1) e do Lema (1.4).
|

Para provar o teorema, iremos mostrar a existéncia de um cone truncado C'(M ),
para o qual a formula da segunda variagdo possui valores negativos (I(f) < 0).
De agora em diante iremos trabalhar sobre um cone truncado, com funcdes teste
f que t&€m suporte contido no interior do cone truncado.

Como dissemos anteriormente para cada fungdo teste f : C'(M). — Re
cada ¢ fixo definamos f; : M — R por f,(m) = f(m, t). Pela Proposicdo (2.2)
temos que

— 1., 0% n—-2_0f

1 ~
Lif = ;Slw_'_t—?kgla—i_t_?’l;l(ft) 3.1

Pela equag@o (2.9) temos que o elemento de volume de C'(M) é dado por

dM = U}()/\U)l/\.../\wn_l
- dt/\t@l/\/\tﬁn,l
= "TMENOA NGy

= " ldt AdM. (3.2)

Assim, usando as equacdes (1.14), (3.1) e a expressdo de volume da segunda
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variacdo de f serd

1) = _/ f(flf—?)?gf)t”*ldt/\dM
MXJe,1]

- n _ 2 af n—1
N /]\/[X[sl d < 8752 12 — iy, ot (ft) sz) " dt NdM
1 _ 2 P
= / (tSl at{ n Slf f le(ft) ng2) tn_ldt/\dM
MX|[e,1]
- 1 a2f n—2 af n—1
N _/MX[e,u(t o 12 fat)St dt NdM —
1 = 3
- MX (t JLA(fe) = t_353f2> t" Yt A dM
[e,1]

_ /M . [(Fra(7) = 385(Fpe=] dt n Mt

2 0% af -
_/MX[El (t fatg (n— 2)tf5> Syt tdt A dM. (3.3)

Como S; > 0, de acordo com o Lema (3.1), entdo t"4S,dt A dM é um
elemento de volume em C'(M ), em particular em C'(M ). NGs o representaremos
por dS. De fato, dS é o produto de duas medidas, a primeira sobre a reta real:
d¢ = t"~*dt e a segunda sobre M dada por du = S,dM.

Assim, dS = d& A du e podemos reescrever a formula da segunda variagio de

f como

10 = [ g (B 35070 d

D’ f of
_/MX[G1 ( o+ —2)tf§) de A dp. (3.4)

Definiremos agora, os seguintes operadores

1 S
Ly:C®(M) — C=(M) por clf——S—L1f+3S3f.
1 1

Ly:C>®(e,1]) — C>®([¢e,1]) por Laog = —t*¢" — (n —2)tg'. (3.5)



CAPITULO 3. O TEOREMA PRINCIPAL 38

Observe que estamos considerando o espago C'°° (M) com o produto interno

<<f17f2>>:/Mf1f2dM (3.6)

e C*([e, 1]) com o produto interno

1
(91, 92) :/ 9192d§. (3.7)

Simons prova em [14] que os autovalores dos operadores £; e L5 formam

sequéncias mondtonas respectivamente dadas por

)\1§/\2§/OOC(31<52</‘OO
Lema 3.2 Para qualquer funcdo teste f temos
1z 00+a) [ pagndu
MX|e1]

Além disso, existe uma funcdo teste f tal que I(f) < 0 se, e somente se, \; + 01 <

0.

Demonstracao do Lema 3.2:

Sejam {f;(m),1 < i < oo} e {g;(t),1 < j < oo} bases ortonormais de fungdes
proprias de C*°(M) e C*([e, 1]), respectivamente, escolhidos de modo que para
cada i e j, f; corresponda ao autovalor \; e g; corresponda ao autovalor ¢;. Uma
fungdo teste f : C'(M). — R pode agora ser expressa como

Flm,t) = ai; fi(m)g;(1). (3.8)

Z?]



CAPITULO 3. O TEOREMA PRINCIPAL 39

Usando (3.4) temos

() = / HCof + Laf)dE A dp
MX[e1]

= / > tmfigm | L1 (Z aijfin) + Lo (Z aijfin)) d§ N dp
MXel] 3 iy 1]
= / Zakmfkgm Zaz’jgjﬁlfz’ + Zaijfi£2gj> d§ N dp
MX[E,H ka ’L,j ’L,j
= / > imfegm | > aygidifi + aijfi6j9j> d§ N dp
MX[EJ} ka Z,j 27]
= 3 [ amaphifignd ndu
fmag I MX[e]
+ > / Wkm @05 fr figmg;dE N dp
k,mi,j MX|e,1]
1
= Z akmaij/\i/ fkfidu'/ Img;d€ +
ki, M €
1
+ Z akmaij5j/ fkfid,u‘/ gmgjd€
ki, M €
= Z armij (A + 0;){(fi, i)} {Gm. 95)
k,m,i,j
= Z a?j()‘i + ;).
1,3

Como \; < \; Vied; <4; Vj,
[(f) = ZCLZ(Az + (5]) > Za?j(/\l + 51)
i,j i,J
2
= (M +8)) aj
i,J
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Mas,

/ZWX[e,l} f dg 4 dlu B /J\/IX [e,1] (Z akmfkgm) (Z CLZ]fZg]) df A d'u
= Z A Qi / fkfldp,/ gmg]dg

k,m,i,j

= Z @i (> [i)) (Gm> 95)

k,m,i,j
- Y,
2%
Logo,
( )\1 + 51 ZGU = )\1 -+ (51)/ f2d£ A\ d,u

MX[e,1]

Assim,

I(f) <0= X+ <O.

Por outro lado, se A; + §; < 0, tomando f(m,t) = fi(m)gi(t), temos I(f) =

A1 4 01 < 0, completando assim a prova do lema.

Lema 3.3 O operador L, tem autovalores
-3\* [ kn\®
R (=), (3.9)
2 log €

Demonstracio do Lema 3.3: Procuramos solu¢des na forma g(t) = t“senep(t).

ondel <k < 0.

Entao temos

g (t) = at* Tsenp(t) +t* - cos p(t) - ¢ (t)
J'(t) = ala—1)t"Zsenp(t) +at* - cosp(t) - ¢ (t) + at® ' cos ()¢ () +
+t(—senp(t)¢' () (t) + £ cos p(t)¢" (¢)
= a(a— 1)t* Zsenp(t) + 20t cos () (t) —

—t%senip(t) (¢'(£))* + t* cos o (t)¢" (t).
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Substituindo esses valores na equagdo Log = dg, ou seja, —t2g" — (n—2)tg’ = dg,

teremos:

—t*(a(a — 1)t* *seng(t) + 2at* ' cos (1) ¢’ (t)
—t*senyp(t)(¢'(1))* + ¢ cos ()" (1))
—(n — 2)t(at* Tsenp(t) + t* cos ()¢ (t)) — dtsenp(t) =0 =
= —afa — 1)t%eng(t) — 20t/ (1) cos p(t)
HOT2 (' (1)) *senp(t) — t7T2Q" (t) cos p(t) — aln — 2)t*senp(t)
—(n —2)t*MY (t) cos p(t) — dt“senp(t) = 0 =
= (—ala =" + 1772 (1))
—a(n — 2)t* — 6t%)sene(t) + (—2at* ' (t)

—tT20" (1) — (n — 2t/ (1)) cos p(t) = 0.
Como seny e cos ¢ sdo linearmente independentes, segue que

ala — 1)t — P2 (' () + a(n — 2)t* + 6t* =0

20t/ (1) + 122" (1) + (n — 2)t* T/ (t) = 0

=ala—1) -2 +an—-2)+6=0 (I

e
2060 (1) + 1" (1) + (n — 2)¢'(t) =0 (I1)
(D)= (t-dt)P=ala—1)+an—2)+0=c =t (t) = *c,
fixemos
t(t)=c= () =5 D
onde

& =ala—1)+aln—2)+6.
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Temos entao
C

() = -

5 (V)

Substituindo (IIT) e (IV) em (II), temos:
2ac —c+ (n—2)c 0
- =

= @a—1+n—m§:0

C C C
205 t(——) —9). =0
aztt{—p) T -2

(n-3)

= 204+n—-3=0=>a=— 5

Como ¢? = a(a — 1) + a(n — 2) + 6, temos:

§ = 02—04(04—1—71—3):02—(—(”;3)) (—n;3+n—3)

- e () () e

e assim g(t) = ¢~ "% seny(t), sendo o (t) = ¢ - log t.

Como g deve se anular no bordo de [e, 1], entdo
g(e) =0= 6_%861190(6) =0= Sengp(e) =0= gp(e) k-7 keN.
Logo,

km
loge’

c-loge=knm = c=

ne k :
Portanto, as funcdes g = "2 sen < T log t) sdo autofungdes associadas
og e
n—3\" kr \?
aos autovalores 0, = | —— | + .
2 log €

Mostremos agora que as fungdes gy € g.,, kK # m, sdo ortogonais com respeito
ao produto interno definido em (3.7).

De fato,

1
(Gky gm) = /gkgmdS

b ones km _ne3 mm i
= t7 2 sen logt )t7 2 sen | ——— | t" "dt
. log € logelogt

! 1 km mm
= t”sen logt ) sen | ——— | dt.
. log € logelogt
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Mas,

~ cos(p—q) —cos(p+q)
senp seng = 5 .

km mm
Fazendo, p = @ logteq= @ log t, temos

1 [t k— k
(Gky gm) = —/ =~ | cos Mlogt — oS Mlogt dt.
2 ).t log e log €

(k;—m)web: (k4+m)m

Fazendo a =
log € log €

log t, temos

1

1
1
= / n (cos (alogt) — cos (blogt)) dt.

(Gk> Gm) = 5

Se k # m, temos a # 0.

Assim,
1 1
/Ecos(alogt)dt = /(logt)’cos(alogt)dt

1
= - / (alogt) cos(alogt)dt
a €

= 1/ (sen(alogt))'dt

a

1
= —(sen(alogl) —sen(aloge))
a

_ —ésen((kj —m)m) = 0.

Analogamente,

! 1
/ n cos(bloge) = —g(sen(blog 1) —sen(bloge)

1
= —Esen(b loge)

1
= —gsen((k +m)m) =0,

jaque (k—m)e(k+m) €Z.
Logo, (gk, gm) = 0 se k # m. Isto prova o Lema.

43
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Lema 3.4 Seja M"~! uma hipersuperficie imersa de S™(1), compacta e orientdvel
com Sy = (0 e S3 sempre diferente de zero. Suponha que n > 4. Entdo o primeiro

autovalor do operador L1 em M satisfaz \y < —(n — 2).
Demonstracao do Lema 3.4 : De acordo com as equagdes (1.12) e (1.13), temos

L1S) = |[VA]? = |VSi > + (n — 1)|A]* — S} + 35,53

— ([VAP? = [VSi]?) <0.

Usando isto e a Proposi¢ao (1.1), deduzimos que

1 S. 1
LiSi = S+ 35’ .8 = —S—l(Lls1 —39,53)
1
= —S—(IWH2 — [VSi + (n —2)S7)
1
_ _i 2 2\ i . 2
- (IVAP — VS, %) S (n—2)5]
1
< —S—(n—Q)Sf =—(n—2)5;. (3.10)
1
Assim,
/ 51£1<Sl>d,u S/ —(n—2)Sfd,u
M M
Logo
[ sizisidn<—e-2 [ stap G.11)
M M
Entretanto,
fLi(f)dp / S1L1(Sy)dp
A = mfin M < =M =M<—-(n—-2). (3.12)
Fdu | st
M M

Isto conclui a prova do Lema.
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Lema 3.5 Seja M"™™' uma hipersuperficie de S™(1), compacta e orientdvel com
Sy = 0, S3 sempre diferente de zero e n > 4. Sen < 7 entdo exite € > 0 tal que o

cone truncado C(M ). ndo é estdvel.

Observemos que o Lema (3.5) completa a prova do Teorema (3.1).

Demonstracao do Lema 3.5 : Dos Lemas (3.3) e (3.4) temos

2 2
)\1+51§—(n—2)+(n;3) +(7T) . (3.13)

loge

—3\?
Analisemos a fungdo a(n) = —(n — 2) + (n 5 ) :

Temos:

n2—6n+9 —4n+8+n>2—6n+9 n®—10n+ 17
" = n é@(n):f

a(n) = —n+2+

Os zeros da fun¢do « sdo:

—(=10) £ /(=102 —4-1-1
. (—10) \/(2 0) 7:101\/3_2:10j:4\/§:5i2\/5

1 2 2
=>n=7,8 e ng=2,2

Estudemos o sinal de a:
Como o coeficiente do termo de grau 2 de « é positivo, temos que a(n) > 0
paran <njen >ngea(n) < 0paran; <n < ng,ouseja, 2,2 <n <78 Em

particular paran = 4, 5, 6, 7, temos «(n) < 0. Além disso, « < —1. De fato,

2 (n—3)2
4<n<7=0<1<n-3<4= (n-3) §4(n—3):>T

= —(n—2)+ (“;B)Qg_L

<n—-3=(n—-2)—1

ou seja, a(n) < —1.
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Logo,
T 2
Almg-u(_) .

loge

1
Tomando € < —, temos € < le
e

1
loge < log <—) =logl —loge™ = —m = m < —loge.
671'

Mas,
e <1=loge < 0= —loge >0
Assim,
s 1\’ s 2 m\?
<l=s[|—| = <l=-14+—| <0,
—loge loge —loge loge
ou seja,
AL+ 51 < 0.

Pelo Lema (3.3) podemos ver que existe uma fungio teste f : C'(M). — R
tal que /(f) < 0. Logo, C'(M), ndo € estavel. Isto prova o Lema (3.5) e completa

a prova do Teorema (3.1).



Capitulo 4

Existencia de Cones Estaveis

Nesta se¢do provaremos o seguinte teorema:

Teorema 4.1 Se n > 8 existe uma hipersuperficie compacta e orientdvel de
S™(1) com Sy = 0 e Sy sempre diferente de zero, cujo cone C(M). para todo

g, 0 < & < 1, é estdvel como uma hipersuperficie de R"*1.

Demonstracao:
Consideremos RP*2 = R™*! @ R**! r 4 s = p. Escreveremos os vetores de
RP*2 como vy 4+ vy com v; € R™ e vy € R¥L. Assim, dados v = vy + v5 €

u = u; + uy em RPT2, temos
(v,u) = (v1,uq)gr+1 + (Vg, Ug)gs+1.

Sejam &; : S"(1) — R e & : S%(1) — R**! as imersdes que descrevem
S™(1) e S*(1) respectivamente, e sejam a; e ap ndmeros reais positivos satis-
fazendo a? + a3 = 1. Consideremos a variedade produto M = S"(a;) x S*%(as).
Entdo todo ¢ € M é da forma ¢ = (a1q1,a2q2), onde g1 € S™(1) e g2 € S5(1).

Consideremos, entdo, a aplicagao

X M — 8" (1) c R7TH2

47
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dada por

X(q) = a1-&i(qr) + a2 - &a(ge). 4.1)

A aplicacao X estd bem definida e € uma imersao.

De fato, dado ¢ = (a1q1,a2q2) € M temos ¢; € S™(1) e g2 € S*(1), logo
a6 (q) € R™ e ax(q) € R¥

e portanto X (¢) € RUr+s+D+1 — RP+2. Além disso,

<X(Q)7X(Q)> = <a1§1(Q1),a1§1(Q1)>+<a2§2(Q2),a2§2(Q2)>
= ai {&(q) &lq)) + a5 (&(a), &(q))

= al+al=1.

Logo
X(q) c Sr+s+1 (1)

Além disso, X € imersdo pois € a soma de imersoes.
Como a dimensao de M é r 4+ s = p, temos que M € uma hipersuperficie de

SP+1(1). A aplicagdo
©:S"(1) x 8*(1) — S"(a1) x S*(ay)

definida por ¢(p,q) = (a1p, aszq) é claramente um difeomorfismo. Logo, M é
difeomorfa a S"(1) x S*(1) e, portanto, é compacta e orientdvel.

Iremos mostrar que € possivel escolher valores para a; e as de modo que
C(M) seja estdvel como uma hipersuperficie de R"™! comn =r + s+ 1 > 8.

Observando que um campo vetorial normal para M € dado por

N = —as§; + a1&,. 4.2)
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De fato,

(N, X) = (—afi + 162, 0161 + a2éo)
= (—a61, a1&1) + (@182, a26a)
= —agay (&1,&) + araz (§2,&2)

= —aqa; + a1ag

= 0.
De acordo com a Segdo 1.2, dado p = (a1q1, asq2) € M temos que
TpM == aquIST(l) D agTQQSS(l).

As diferenciais dX, dN : T,M — RP*2 agem da seguinte forma: Dado

v € T,M temos v = a;v; + agve, v; € Ty, S™(1) e v € Tp,5%(1),
dX(v) = a1&§1(v1) + apdéa(v2) € dN(v) = —az61(v1) + a1déz(va).

Assim, se do? é a métrica de S”(1) e do3 é a métrica de S*(1), a primeira

forma fundamental de M ¢é
ds®> = ajdo? + aidos. (4.3)
De fato,
ds* = (dX,dX) = (a1d€;, a1d&,) + {asdEs, azdEs)
= ai (d&, d&1) + a3 (dE, d»)
= ajdo} + a3do;.
Ja a segunda forma fundamental é

II = alagdaf - alazdag. 4.4)

De fato,
[I(v) = — (dN(v),v) = — (AN (v),dX (v)) .
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Omitindo v, temos
II=-— <dN, dN) = — (—a1a2 <d§1, d€1> + asaq <d€2, d£2>> == alagdU%—CllanU%.

Calcularemos, agora, a matriz da segunda forma fundamental de M, que
chamaremos de A.
Sejap = (a1q1,a2¢2) € M ev € T,M tal que v = ayvy, vy € T, S™(1).

Temos entao

—dN(v) = —dN(a1v1 + ag - 0) = —(—azdé; (v1) + a1d&x(0))
a a
- a2d£1(vl> = QU1 = a_2G1U1 = a/_2U'
1 1

Seja, agora, w = agvq, vy € T,,5°(1). Temos, entio,

_dN<U)) = —dN(a,l -0+ CL2U2) = _(_a2d§1(0) + a1d£2(v2))
= _a1d€2(02) = —Qa1Vy = —ﬂa2’(}2 = _ﬂw_
%) ag

. = az ap .
Concluimos, entdo, que — e —— sdo os autovalores da segunda forma fun-
ax az

damental, sendo que os auto — espacos associados a eles t€ém dimensdes r e s,

respectivamente.
Portanto existe uma base {ey, ..., e} de T,M na qual A se expressa como:
az
—1I, O
A=| @ a ,
0O ——I;
az

onde [, e I, sdo as matrizes identidades de R" e R*, respectivamente.
Como os autovalores sdo constantes, entdo as k curvaturas médias sdo
constantes para qualquer valor de k. E € claro que;
Qa2 ay

Si=r——s—
451 a2
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2 2
|A]? = trA? = r (%> +s (ﬂ) ,
aq (05}

o\ 2
Gy o
A2 — aj 9
o ()
a2
Assim, usando a Proposicao (1.1), obtemos
a a\ > as )\ 2 al\?
25, = Si-— |A\2 = <T—2 —5—1) — (r (—2) +s (—) )
3] a2 a1 a2
as )\ 2 a )’ as )\ 2 a\
- () e () () o (3)
a as aq as

= r(r—1) <@)2 —2rs+ s(s — 1) (E)Q. (4.5)

a1 a2

ja que

Portanto, S5 = 0 se, e somente se,

r(r—1) (Z—i)Q —2rs + (s — 1) (Z—:f =0,

ou seja,

r(r — 1)ay — 2rsaias + s(s — 1)ai =0 (4.6)

r(r—1) (%)4 — s (Z—j)z +s(s—1)

2
as

Fazendox = [ — | temos
ai

ou ainda,

Il
e

r(r—1)a® — 2rsx + s(s — 1) = 0.
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Se r > 1 as solugdes desta equagado sao:

2rs +/(—2rs)2 — dr(r — 1)s(s — 1)

v 2r(r —1)
 rs /4?22 —drs(rs —r — s+ 1)
B 2r(r—1)
_ 2rst/Ars(r+s—1)
B 2r(r —1)
o 2rsE2y/rs(r+s—1)
B 2r(r —1)
_ rsE/rs(p—1)
2r(r—1)
Escolhendo
ap 2:x:rs+ rs(p—l)’ @)
ay r(r—1)
temos
o, TsH+/rs(p—1) ,
ay = ay
r(r—1)
Como a? + a3 = 1, teremos
5 rs++/rs(p—1) )
G2 r(r—1) (1-a3)
—1 —1
2 = rs+/rs(p—1) rs+/rs(p )ag N
r(r—1) r(r—1)
1+rs+ rs(p—1) 2 = rs+ 7“5(19—1):>
r(r—1) r(r—1)
(r(r — 1) +rs+/rs(p— 1)) a5 = rs+/rs(p—1) =
<r(r+s—1)+ rs(p—l)) a3 = rs+/rs(p—1)=
2 rs++/rs(p—1)
2 .

r(p—1)++/rs(p—1)
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Como a? = 1 — a2, temos

2o 1 rs+/rs(p—1)
1 r(p— 1)+ /rs(p—1)
rip—1)+/rs(p—1) —rs+/rs(p—1)
rip—1) —/rs(p—1)
rip—s—1)
rip—1)+/rs(p—1)

e desse modo,
2 7’<7" - 1)
aj = .
r(p—1)++/rs(p—1)

Quando r + s = p = 7, que corresponde n = §, temos 5 solugdes distintas, as

quais correspondem aos pares

(r,s) € {(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}.

Para todas essas solug¢des temos Sy = 0 e S; > 0. De fato,

2
a2 ay 51 a2
S5 = r——s—=—|r|—) —s
aq (05} (05} ay

ar [ rs+/rs(p—1)
= — -5
as r(r—1)
_ay [rsH+y/rs(p—1)—s(r—1)
N as r—1
_ay s+ /rs(p—1)
 a r—1 '
S
Lema 4.1 Para cada um desses casos S3 = —(p — 1) - 3

Demonstracao do Lema 4.1 :

Pelo item (b) Lema (1.3) temos que

tI‘(A2P1) = 5152 - 3S3
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Como S5 = 0, temos

1 1
tI‘(AQP1) == —353 = 53 = —gtl"(A2P1) = —gtr{A2(Sll — A)}

Mas,
<51 = @) I, 0
SiI—A = @
ay
o ()
L az
((r — 1)% - sﬂ) I, O
_ ay az
O (r% — (s — 1)ﬂ> I
L ai a9
Logo,

2
(2) (r-n2-s2)s, 0
AX(SiT-A)= | \! oo

Portanto,
as\” a a a\’ [ a a
trA?(S, I —A) = r (—2> ((r —1)= — s—l) +s (—1) (r—2 — (s — 1)—1)
ai ai as asg ai a2
3 3
= r(r—1) <%> —rs2 st - s(s—1) (ﬂ>
aq aq a9 a9

e @)

Da equacao
r(r — 1)ay — 2rsaja; + s(s — 1)a} = 0,
teremos
as\* as\’
r(r—1) (—2) —2rs <—2) +s(s—1) = 0=
ax ay

r(r—1) (%)4 —rs (%)2 = 7s <Z—j>2 —s(s—1) (49
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r(r—1) — 2rs (Z_:)QH(S_ 0 <Z_;)4 PN

aq 4 aq 2_ aq 2
s(s—1) o —rs o =rs o —r(r—1). (4.10)

Substituindo (4.9) e (4.10) em (4.8), teremos

trA2(S,] — A) = Z—: <rs (Z—j)g — (s — 1)) - Z—j (7’5 (Z—;)Q (e — 1))

= s s(s — 1)ﬂ s +r(r— 1)@
aq as a ai
2 1
= 2 ) s (s —1
ral (s+r—1) SCLQ(S +7)
= (r+s—-1) (r%—sﬂ>
aq a9
= (p—1)Su.
Logo,
1 1

Um corolério desse lema € que, para as superficies que temos estudado, S3 é
zero se, ¢ somente se, S7 € zero. Como ja mostramos que S; > 0, entdo con-

cluimos que S3 nunca € zero.
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Observemos, agora, que o operador L; em M € dado por

p

Li(f) = Z(Sl_Ki)fii

=1

= Z( fzz+ Z Sl fu

=1 i=r+1

- i[(r—l)a—l—s }fﬁ Z [r—— s—1>a1}fm

_ {(_1__3_}2]21 {ra—l— —1a1}2fu

a1 a2 a

onde A" e A* representam o Operador Laplaciano das Esferas Euclidianas S”(a;)
e S%(ay), respectivamente. Como a métrica sobre M € a do produto dessas duas
esferas e o primeiro autovalor do Laplaciano sobre a esfera S*(b) € conhecido ser

k . .. . .
> entdo o primeiro autovalor nao nulo de L; sera

ﬂ:min{[(r—l)%—sﬂ} -, [r%—(s—l)%} %} 4.12)
aq as | aj aq as | As
o qual € constante uma vez fixadas as esferas.

Segue, entdo, que, para o operador

1 Ss
=——7L
L4 S, 1+3S

o primeiro autovalor deve corresponder as func¢des constantes, para as quais o

autovalor correspondente é simplesmente

S3
A 35—1

De fato tomemos a fun¢do constante igual a 1. Temos:

1 S; .S
Ly(1) +322 =322
S

1 1
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Logo,
S3
A =3—".
1 S,
Pelo Lema (4.1), temos:
S
M =32 =—(p-1). (4.13)
S
Como p =n — 1, temos \; = —(n — 2).

Para a nossa variedade M ja calculamos efetivamente o valor de A;. O valor
de 07 ja foi calculado no Lema (3.4). Observe que, em nosso caso n = p + 1.

Assim, usando o Lema (3.4) e a equacao (4.13) obtemos

M= (-2t (23 2+ Y
1Ta=—n 2 loge )

Para n > 8, temos

n—3>5= (n—3)?>5(n-—23)

n>7=5n>4n+7=5n—15>4n—8=5(n—3) > 4(n — 2).

Logo,

n—3

(n—3)2>4(n—2):>( 5 )2>n—2:>—(n—2)+(n7_3)2>0.

Assim, temos \; +0; > 0 para qualquer valor de €. Pelo Lema (3.3), para toda

fungdo teste f temos I(f) > 0. Portanto C'(M ), é estavel.
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