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RESUMO

Nessa dissertacao, mostraremos varios critérios de irracionalidade. Como
aplicacao de um desses critérios, provaremos que algumas funcoes teta falsa
de Ramanujan, de Watson e as g-séries de Rogers-Ramanujan assumem valo-
res irracionais em :l:é onde ¢ € Z com g > 2. Para finalizar, provaremos a

irracionalidade de Zeta de trés ((3).



ABSTRACT

This dissertation, show several graunds of irrationality. As an applica-
tion of these criteria, prove that some false theta functions of Ramanujan of
1

Watson and ¢- series of Rogers-Ramanujan of take irrational values in -

q
where ¢ € Z with ¢ > 2. To end, prove the irrationality of zeta three ((3).
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INTRODUCAO 8

Neste trabalho, estudaremos alguns critérios e resultados sobre irracionali-
dade. Dentre os primeiros, estabeleceremos condicoes para que um nimero

real 0 seja irracional a partir de uma aproximacao racional. Uma delas é que

1
0 — b < —. Outro resultado,
q q

conhecido como Teorema de Hurwitz, mostra que 6 é irracional se, e somente

devem existir infinitos 2 € Q tais que 0 <
q

1
se, existem infinitos b € Q tais que 0 < |0 — P < ——=—. Mostraremos
q q \/gq2
também que /5 é o maior nimero real t tal que
1
0<lo-2 <~
q]  tg?

Na teoria das fracoes continuas, uma condigao necessaria e suficiente para
que um numero real seja irracional, é que sua fracao continua simples seja
infinita. Em 1869, George Cantor deu uma condi¢ao necessaria e suficiente

para que a série
> b
s—N"_"
).
onde a,,b, € Z com a, > 2e 0 < b, < a, — 1 para todo n € N, convirja

para um irracional. Apresentaremos uma prova dada por Oppenheim para

tal condicao, representada da seguinte maneira:

Teorema Seja S uma série de Cantor. Suponha que para cada inteiro
k positivo, existe um n € N tal que k|ajas ... a,. Entao S é irracional se e

somente se b,, > 0 e b, < a, — 1 para infinitos m,n € N.

Mais dois critérios de irracionalidade para S, sao representados pelos

seguintes Lemas
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Lema Sejam (a,,)nen € (by)nen seqiiéncias de inteiros e S definida acima.

Suponha que a,, > 2e 0 < b, < a, — 1 para todon € N. Se b, > 0 para
b:

infinitos n € N e existe uma subseqiiéncia (i, )nen tal que == — 0 e a;, — 00
a/,

in

quando n — oo, entao S € irracional.

Esse resultado foi extendido em 1955, num trabalho de Oppenheim, para

o caso em que os b/, s podem ser negativos, originando o seguinte lema.

Lema Sejam (a,, )nen € (by)nen seqiiéncias de inteiros e S definidas acima.
Suponha que a,, > 2 e |b,| < a, — 1 para todo n € N. Se para todo i € N
existirem m,n > i tais que b, - b, < 0 e existir uma subseqiiéncia (i, ),en tal

bln ~ /. M
ue — — 0 e a; — oo quando n — oo, entdo S é irracional.
n 9
a;

n

Como consequéncia desses lemas, apresentaremos a prova de que as funcoes
teta falsa de Ramanujan de ordem 3 e algumas de ordem 5, as fungoes teta
falsa de Watson de ordem 3 e as g-séries de Rogers-Ramanujan aplicadas
aos valores il onde ¢ € Z com g > 2 assumem valores irracionais, estes
resultados for;]m obtidos em 2007 por Angelo B. Mingarelli. Porém, esses
resultados falham para mostrar a irracionalidade de outras fungoes teta falsa

de ordem 5 e de ordem superior, para mais detalhes, veja em [2].

Euler provou que a fungao Zeta ((z) = E — aplicada aos inteiros neg-
nZ
n=1
ativos assume valores racionais onde ((—2m) =0e ((1 —2m) = o
m

1
com By, € Q numeros de Bernoulli e ((0) = —g com m € N. Para os
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nimeros pares positivos ,a funcao Zeta assume valores irracionais, ja que

22m—1ﬂ.2m32m

C(2m) = —F—~—
(2m)!

é transcendente pelo Teorema de Linderman, para mais detalhes veja [5] e

¢ um multiplo racional de 7™ que ¢é irracional, pois

[14]. No entanto, nada se sabia sobre a irracionalidade da fungao Zeta apli-
cada aos nimeros impares maiores ou iguais a trées. Em junho de 1978 na
cidade de Marseille-Luminy, R. Apéry surpreendeu sua platéia com a prova
da irracionalidade de ((3). Apresentaremos uma prova da irracionalidade de
¢(2) e ¢(3) dada por F.Beukers utilizando integrais duplas e triplas. Atu
almente os melhores avancos sobre este assunto estao nos trabalhos de T.
Rivoal em 2000, na qual infinitos ((2m + 1) onde m € Z com m > 2 as-
sumem valores irracionais e de W. Zudilin em 2001, na qual temos que pelo
menos um dos numeros ((5),¢(7),((9)e((11) é irracional, para mais deta-

lhes, veja em [12] e [17].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, daremos énfase as ferramentas necessarias para o desenvolvi-
mento do nosso trabalho que é estabelecer condigoes para que um nimero
seja irracional. Também dentro desta se¢ao, provaremos a irracionalidade de

alguns numeros.

1.1 Teorema dos Numeros Primos

Dados aq, as, ..., a, € N entao
_ 011 (12 a
ap =p;y Py D"
_ &21 .22 (e
Ay =Py Py - D™
(o3 (%
an — p1n1p2n2 . p?nnm
onde a;; = O paratodot=1,...,nej=1,...,m.

O minimo mltiplo comum é dado por

11
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a1, as, ..., ay,] = pfg%}; {Oéil}pgg?gl {auz} . _p}?% {aim}
Vamos definir
dy =1[1,2,...,n] (1.1)
o minimo multiplo comum entre 1,2,..., n.

Teorema 1.1.1 (Teorema dos Numeros Primos). Seja w(x) o nimero de
primos que nao excede o numero real x. Entdo

X

(@) ~ log x

ou seja, lim ﬂ
T 215 (@ /loga)

=1, onde logx = log,.
Demonstracao
Veja [13].

O

Lema 1.1.1 Emziste um ng € N tal que para todo n > ny com n € N, tem-se

d, < 3" .

Demonstracao

Temos que

m
_ i _
d, = | |pj , onde v; = max {o;}
1 1<isn
]:

Veja que pzj < n. Assim

dn<Hn:>dn<nm (1.2)

i=1
onde m = 7(n), isto é, o nimero de primos menores ou iguais a n. Pelo

Teorema 1.1.1
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m(n)logn

lim =1
n—oo n

Como logy < logn para todo n > 3, segue-se que

logh 1
7(n)logs _ m(n) ogn7 v
n n

n>=3J3

Fazendo n — oo

lim ———== <1
n—oo n

ou seja, existe ng € N tal que

n Y

o que implica

nm(n)

logs <n=n"" L3 ¥Yn>n

e junto com (1.2) temos que d,, < 3" para n suficientemente grande.
OJ
O lema 1.1.1 serd utilizado para demonstragao da irracionalidade dos ntimeros

Zeta de dois e Zeta de trés, para mais detalhes desta secao veja [8], p.21.

1.2 Funcao Maior Inteiro

Definigao 1.2.1 Para x real, o simbolo |x| denota o maior inteiro menor

ou igual a x.

Teorema 1.2.1 Sejam z,y € R. Entao temos:
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1) [z]<z<|z)+lo-1<|z)<z,0<2—|z] <1

(2) lz+m)=|z)+msemeZ

(3) lz)+ ] <le+y) <lz]+ |y +1

(4) {2} =2 — |z] ¢ parte fraciondria de

Demonstragao

Veja [8], p.100.

Lema 1.2.1 Seja N € Z e p um primo, entao

{NJ {N—lJ_ 1, se p'|N
P P 0, se pIN
para todo j € N.

Demonstracao
1° caso: p/|N
, N
Assim N = kp’ com k € Z, logo {EJ = |k] = k. Além de que

N -1 1 1
{_'J:{k——,J:k:—l,poisk:—1<k——.</€paraj>1.
o v P
Dai
N N -1
{_.J_{ } J:k—(k—l):l
P’ P
2° caso: p’ { N

Pelo Algoritmo da Divisdo, N = p/r + s onde 0 < s < p’, assim % < 1.
p

Portanto
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N ,
L—J = VJJT%_SJ = {r+%J =r, poisr<r+ij <r+1
p

P P P

N -1 ’ —1 —1 -1
{ i J:V}]T—i—? J:{yﬂ—s - J:r,poisr<r+8—.<7’+1.
v P’ v o

Logo

O

Definigao 1.2.2 A valorizagdo p-ddica € definida por v, : Q — N U {oo}

onde
v,(N) = max{k € N; p*|N} e v,(0) = oo
onde p primo e N € 7Z.

Além do mais, para a,b € Z temos que v,(a-b) = v,(a) +v,(b) e se b # 0
entao v, <%> = vp(a) — v,(b).

N
Lema 1.2.2 Temos que v,(N!) = Z {EJ onde N € Z.

j>1
Demonstracao
Mostraremos por indugao sobre N:
Para N =1 temos:
HJ :0,pois@<i<1¢ZFJ =0
p v = o

Mas

P11 = 0,(11) = 0
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Portanto, v,(1!) = Z LéJ

j>1
Suponha que seja verdade para N = k — 1, ou seja

w((k=1)=>" V‘—1J

;
> L P

Queremos mostrar que vale para N = k. Como p’|k para 1 < j < i e

p’ 1k para ¢ < j, temos pelo Lema 1.2.1 respectivamrnte que

E B k—1 _1
VA A
e
k k—1
L D7 ] 2

onde i = v,(k). Assim

R

jz1 Jj=

Pela hipétese de inducao temos

k .
;Lﬂ = v((k—=1)) +1i
= vp((k = 1)) + vp(k)
= up((k = 1))

= vp(k!)
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Definigao 1.2.3 Para x € R, o simbolo [x] denota o menor inteiro maior

ou igual a x, onde
[z] -1 <z < [x]

Para mais detalhes sobre valorizagao p-adica veja em [10], p.14.

1.3 Critérios de Convergéncia Uniforme

Definig¢ao 1.3.1 Uma seqiéncia de funcoes f, : D — C converge uniforme-
mente para uma fun¢ao f: D — C quando, para todo € > 0, existe ng € N

(dependendo apenas de €) tal que

Vn>ng=|fulz) — f(2)|<e, Vze DCC

Definigao 1.3.2 A série Y f,, converge uniformemente em D se, dado e > 0

entao existe N € N tal que para todon > N
|Sn(2) = S(2)| <e,Vze D

onde S,(2) = fo(2) + f1(2) + ... + fu(2) € a reduzida de ordem n da série
S(z) =>_ fu.- Em outras palavras

lim S,(z) =S(2),Vze€ D

n—oo

Teorema 1.3.1 Se uma seqiiéncia de funcgoes integrdveis f, : [a,b] — R

converge uniformemente para f : la,b] — R, entao f € integrdvel e

/a ’ (i £, () di = lim < / b fn(x)dx>
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Demonstracao
Veja [3].
OJ

Corolario 1.3.1 Seja )’ f, uma série uniformemente convergente de fungoes
integraveis f, : [a,b] — R, entdo a série € integrdvel e temos que

[(ze)-2 ([ )

n
Em outras palavras é permitido integrar termo a termo uma série uni-

formemente convergente.

Demonstracao
Veja [3].
|

Teorema 1.3.2 Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que a série Y fn
convirja uniformemente em D,onde f, : D — C, € que, dado € > 0, entao €
possivel determinar N € N tal que |S,1p(2) — Sn(2)|] < € para todon > N,

onde p € arbitrdrio e z € D.

Demonstragao
Veja [3].
O

Teorema 1.3.3 Seja > M,, uma série convergente e (f,(2)) uma seqiiéncia
de fungoes definidas num conjunto D, satisfazendo a condi¢dao |f,(2)| < M,
para todon € N e z € D, entdo a série Y f.(z) converge uniformemente em

D.
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Demonstracao
Veja [3].
OJ

Teorema 1.3.4 Seja a um ponto de acumulagao de X C R. Se a sequéncia
fn : X — R converge uniformemente para f : X — R e para cada n € N

existe lim f,(x), entao

lim [lim fn(x)} = lim [lim fn(x)]

Demonstracao
Veja [3].
OJ

Coroléario 1.3.2 Seja a um ponto de acumulagio de X. Se a série Y fn
converge uniformemente para f em X e para cada n € N eziste lim f,(x),
entao

tn (Z fn<x>) =3 (tm ()

n

Demonstragao
Veja [3].
O

Corolario 1.3.3 Uma série convergente de funcgoes continuas nao-negativas
num conjunto compacto € uniformemente convergente se, e somente se, a

soma € uma fun¢do continua no compacto.

Demonstracao

Veja [3].
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Corolario 1.3.4 Seja f, : X — R wma sequéncia de funcoes continuas

tal que para todo x € X temos que Z\fn(x)\ = f(z) onde f : X — R

¢ continua, entdo a série Y f, converge uniformemente em X. (Supondo

ainda X compacto).

Demonstracgao
Veja [3].
O

Teorema 1.3.5 Seja a,, > 0 para todo n € N. A série > a, converge se, e
somente se, as reduzidas S, = a1 + ...+ a, formam uma seqiéncia limitada,

1sto €, se e somente se, existe k > 0 tal que a1+ ...+ a, < k para todon € N

Demonstracao

Veja [3].

1.4 Principio da Boa Ordenacao

Uma das mais importantes propriedades da relacao de ordem m < n entre

os numeros naturais é dado pelo Lema:

Lema 1.4.1 (Principio da Boa Ordenag¢do) Todo subconjunto A C N ndo-
vazio possui um elemento minimo, isto €, um elemento ng € A tal que ng < n

para todo n € A.

Demonstracao

Veja [3].
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Lema 1.4.2 Nao existe n € N tal que 0 <n < 1.

Demonstracgao

Suponha que existe n € N tal que 0 < n < 1. Considere
A={meN;0<m< 1}

Como n € A, isso implica que A # () e sendo A C N, pelo Lema 1.4.1, A

possui um elemento minimo mg. Logo
0<my<1
Multiplicando a desigualdade por mg, obtemos
0<md<myg=0<mi<my<l1

Assim m3 € A, j4 que m € N. Absurdo, pois m2 < mq e mg é elemento

minimo.

1.5 Multiplicador de Lagrange

Teorema 1.5.1 (Multiplicador de Lagrange) Seja f : U C R*"™ — R uma
funcgdo de classe C* (k > 1) no aberto U, e M = ¢~ (c) uma hiperficie
contida em U que é imagem inversa de um valor reqular ¢ € R por uma
funcio ¢ : U — R de classe C*. Um ponto p € M € ponto critico de fimr se,

e somente se, existe um numero real A tal que

grad f(p) = Agrad ¢(p)
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A pesquisa dos pontos criticos de fy; reduz-se a resolver o sistema de

n + 2 equagoes

3;:@) ZASZ(p), i=1,2,...,n+1
p(p) =c
com n + 2 incégnitas A\, 1, ..., Tyy1, onde p = (1, ..., Tpi1).
Demonstracao
Veja em [4].

1.6 Prova da irracionalidade de alguns niimeros

Nesta secao, mostraremos a irracionalidade de alguns nimeros como mo-

tivagao para o nosso trabalho.

1.6.1 Irracionalidade de /2

Séo conhecidas vérias formas de provar que v/2 é irracional. Vamos fazer
uma demonstragao via constru¢ao de uma seqiiéncia de polinémios P,(z),
que produzirdo inteiros nao-nulos avaliados em z = v/2. Para isso considere

as seqiiéncias de inteiros (a,) e (b,) definidas da seguinte forma

ap=0,a1 =1,a, = 2an_1 + ap_2, Vn = 2

bo = 1,b1 = 1,bn = 2bn,1 -+ bn,Q, Vn Z 2
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Definimos P,(z) = a2z% — b2. Observe que P,(v/2) = 2a2 — b2 é inteiro.
Afirmagao 1.1 Para todo n > 0, temos que P,(v/2) # 0.

Demonstragao

Mostraremos por indugao que 2a2 —b% = (—1)"*! e 2a,,_1a,,—b,_1b, = (—1)™.
Para n = 0, temos 2a3 — b2 = 2.0 — 12 = (—1)°"!. Além de que paran =1,
temos 2af — b2 =2.12 — 12 =1 = (=1)"" e 2apa; — bpby = —1 = (—1)".

Suponhamos que o resultado seja valido para n < k, isto é
2a7 — b = (—=1)*1 e 2a5_1a;, — bp_1by, = (—1)*
Entao vamos mostrar a validade para n = k 4+ 1. Para tanto, veja que
2a ., — b2 = 2(2ap +ap1)’ — (2bk + b 1)’
= 2 (4aj, + dapap_1 + ai_y) — (467 + 4bpbr_1 + b;_;)

= 4 (QCLz — bz) + 4 (2akak_1 — bkbk—l) + 2(1%_1 — bi—l

= 4(—1)k+1 +4<_1)k + (_1)(k—1)+1 _ (_1)k _ (_1)(k+1)+1

2akap41 — bpbeyr = 2ay (2ax + ag—1) — bi (20 + br_1)
= 2 (2(1% — bi) -+ Zakak,l — bkbk,1

= 2(=D)" 4+ (=1)F = (=) (=2+1) = (=D)**!
Portanto, 2a2 — b = (—1)"*! e 2a,,_1a,, — by_1b, = (—1)". Como
P,(v2) = 2a2 — b2 temos P,(v/2) # 0, ¥n > 0

Logo, estabelecemos a afirmacao.

Em particular, para todo n > 1, Pn(\/i)‘ = 1. Suponha que V2 é
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. . r ~
racional, assim v/2 = — com 7, s € N. Temos entao

P2 = |(anv2=b.) (V2 +0,)

= (=) (ol )

a,r + b,s
i Vn (1.3)

= |a,r — bys|
s

E claro que a,r — bys é inteiro ndo-nulo e por (1.3), temos

82

0< |CLn7”—bnS| = m

As seqiiéncias (a,) e (b,) sdo estritamente crescentes e, dessa forma

(anr + b,s) é estritamente crescente, pois r, s > 0. Dai, existe ng € N tal que
§% < gt + bpy S

logo

82

0<l|a,r—=>b,8=——"— <1
[ng o] AT + by S

Contradicdo, j& que |an,r — bn,s| € Z. Logo, v/2 é irracional.
Veja em [10], p.4 que v/d é irracional onde d € N tal que nio é raiz de nenhum

inteiro.

1.6.2 Irracionalidade de e, ¢ eV2, et V3

Irracionalidade de ¢

A série da funcao exponencial e é dada da seguinte forma:

(oo}
X xn
=)
n!

n=0
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[e.9]

Daie:Z%

n=0

e—Z%ZE:% (1.4)

n=0 n=N-+1
onde N € N.

Multiplicando ambos os membros de (1.4) por N!, obtemos:

N ')
N! N!
le — R -
Nle Z nl Z n!
n=0 n=N+1
Assim N
Nl & N
Nle — E — = —_— (1.5)
| |
—~nl (N +Ek)!
Veja que

(N+E)! N+k N+k—-1 N+2 N+1
Nkl ok k-1 ' 2 1

Como N + k > k para todo k > 0, temos
(N+K)!>k; k—1 2

NE R Ro1 oy Ve
(N + K)!
M 2Nl
N1 1

N+ SHN+1)

Logo

NE

N! <§: 11 ifl_e—l
(N+k)! "= R(N+1)  N+14&k N+1

e
Il

1
Por (1.5) obtemos a seguinte desigualdade:
N

N! e—1
| _E -
Ne n!<N+1

n=0
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N
N!
A série em (1.5) é uma soma de termos positivos, logo Nle — Z — é
n!
n=0
positivo, dai
N
N! e—1
0 < Nle — — <
nz:; n! N+1
Suponha e racional, assim e = P com p € Z e q € N, portanto
q
N
P N! e—1
0 < NI=— — <
q nz% n! T N+1
N
NI q(e—1)
0< Nlp— — g — 1.6
p q; nl © N+1 (1.6)

-1
Temos que q](\fe—_,_l) — 0 quando N — o0, isto é, existe Ny € N tal que
q(e — 1)

<1 todo N > N, i
N1 para todo 0, assim

N
O<N!p—q§ — <1,VN > N,
nion!

N
N!
Absurdo, haja vista que N!p — ¢ E — € N. Portanto, e é irracional.
n!

n=0

Irracionalidade de 2

Vamos mostrar que e é nao quadratico, ou seja, que nao € raiz de uma

equacao do tipo az? + bz + ¢ = 0, onde a, b, e ¢ sdo inteiros, com a # 0.

Se ae?+be+c = 0 onde a, b, e ¢ sdo inteiros com a # 0, temos ae+b+ce™! =

0. Pelas séries de e e e~}

aza—kb—l—cZT:O (1.7)
n=0

n=0

, segue-se que:
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Reescrevendo (1.7), obtemos

N o)
(a+(=1)"c) (a+ (=1)"c)
b+ Z e Z — (1.8)
n=0 n=N-+1
Multiplicando (1.8) por N! e tomando n = N + 1 + k£ no 2° membro,
temos que
bN! a 1) NI = 1N+1+k N! 1.9
temos também
— N! — 1
N+1+k i
> i+ O] < (ol + DX gy = el +lehe

Pelo Teorema 1.3.3, a série em (1.9) converge uniformemente. Logo pelo

Corolario 1.3.2, temos

k=0
ja que
N!
1i )Nk _
Jim (a+ (1) C)(N+1+k:)!

concluimos entao que a série em (1.9) converge para 0 quando N tende para
o infinito.

Vamos escrevé-la do seguinte modo:

- N!
N+1+k: - _—A B C
ZCL+ )(N—i—1+k)! N +bOn+CON

k=0
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onde

1
N +1
1

Ay = (a + (—1)N+1c)

By = la (=17 (N +1)(N +2)

> N!
— _1 N+1+k e
Cy kZQ(a-i-( ) C) (NE11 k)

Como Ay + By + Cy converge para 0 quando N tende para o infinito e
como

|

N
NI
Ay +By+Cy =bN!+ > (a+(-1)"c) = €Z,
0 n.

existe Ny € N tal que Ay + By + Cy = 0 para todo N > Nj.
Considere Ay, (N + 1)Bye(N + 1)(N + 2)Cy, note que as sequéncias

convergem para 0. Observe que

(N+1)(N+2)Cy = —(N+1)(N+2)Ayx — (N +1)(N +2)By

= —(N+2)(a—(-1)"¢) = (a+ (-1)"c) € Z
assim
IN, € N tal que (N + 1)(N +2)Cx = 0,YN > N,
Como (N + 1)(N + 2) # 0 entao Cy = 0 para todo N > N;. Dali,

Ay + By =0,VYN > N; e
(N+1)By = —(N + DAy = — (a — (~=1)"¢) € Z,YN > N,

logo

3N, € N tal que (N 4+ 1)By = 0,VN > Ns.
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Como (N+1) # 0, By = 0 para N > Ns, desse modo, Ay = 0,VN > Nj.

Considere m = maxz{ Ny, N1, N2}, entdo
Ayv=By=Cy = O,VJV'> m

ou seja, (a— (=1)N¢) =0ea+ (—=1)Ye=0, e dal a = ¢ = 0. Absurdo pois
a # 0, logo e é nao quadratico.

Suponha que e? = % onde a € Z e b € N. Assim be? —a = 0, como e é
nao quadratico temos que a = b = 0. Absurdo, pois b # 0 e portanto e* é

irracional.

Observagao 1.6.1 Vimos que e € Q, entao para cada inteiro m > 1, em 6

wrracitonal. Suponha que
em EQé(e%)meQéeeQ
Absurdo!

Irracionalidade de V2

Considere § = ¢Y2 + ¢~V2. Vamos provar que 0 ¢ irracional.

SC g 2
Temos que eV? = — e e V2 = ~——— o que resulta:
n! n!

n=0 n=0
Fazendo n = 2m com m =0, 1,2, ..., obtemos:
1—2% (1.10)
= (2m)!

Reescrevendo (1.10) temos:

2m =
9—2ZW:2 > @ (1.11)
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(2N)!

Multiplicando (1.11) por SN - deduzimos:

N 00

(2N)!0_22ﬂ:2 3 _@ent (1.12)

2N — 2Nn(2m)l L 2N (2m))

Fazendo m = N + k + 1 no segundo menbro (1.12) temos

N 00
(2N)! (2N k1
0—2 _— = 2 2
AT S pe

o0

(2N)12F
= 4 1.13
Savimry O

(2N)! B (2N)!
(2N +2k+2)! (2N +2k+2)(2N +2k+1)...(2N + 1)(2N)!
1
(2N 4+ 2k+2)(2N +2k+1)... (2N + 1)

Para todo inteiro k£ > 0, temos que
1
<
2N +12k + 2 2N1+ 2
2k +1 <2N +2k+1 = <

2N +2<2N +2k+2 =

2NT2/€+11 2k +1
2k <K2N+ 2k = ——— < —
+ ARSI
1<2N +1= <1
+ 2N +1
Assim
|
(2N)! _ 1 1 1 1

2N +2k+2) ~ @N+2)2k+1 "1 (2N+2)(2k+1)!
_ 1
S (2N + 2)k!
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Em (1.13) temos uma série de termos positivos, dai

N

(2N)! (2N)! - (2N)12F
—2) L — 4
0< 50 n;)zN—m@m)! kzzo 2N + 2k 1 2)!

[e.e]

B (2N)12F
=42 (2N + 2k + 2)!

k=0

4y
|
—~ (2N +2)(2k + 1)!
P R— ok
- Z |
N +1 & (2k + 1)!
2 2k
N—l—l k'
2 2

- N11°

N

Suponha 6 racional, assim 6 = E, com p € Zeq € N. Por conseguinte
q

N 2
B_ Z 2e
q — NQO N+1

@ - 29% (2N)! 2q¢?

0< <
o P oN-m(2m)l ~ N + 1

m=0

(2N)!

O termo m

é inteiro, pois
(2N)! (2N)(2N —1)...(2m + 1)(2m)!
2N=m(2m)! 2N=m(2m)!
(2N)(2N —1)...(2N — (2N —2m — 1))
2N—m

sendo o produto (2N)(2N —1)...(2N — (2N —2m—1)) formado por (N —m)
nimeros pares, haja vista que é um produto de (2N — 2m) inteiros consecu-

tivos. Assim,
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(2N)(2N —1)...2N — (2N —2m — 1)) =a2V"™, a € Z

o que implica

(2N)!
a=———" -

2N=m(2m)!

consequentemente
N, i CAL
oN P L V= ()|
2qe? .
Quando N — oo, temos que — 0, ou seja, existe Ny € N tal que

2 2
qu_ 7 < 1 para todo N > N, isto é,

N
(2N)! (2N)!
0 2y ol 21 YN > N,

S Tov P quOQNm(zm)! =5 0

Absurdo. Portanto, 6 é irracional.

Suponha que V2 € Q, daf eV2 € Q, logo § € Q. Absurdo, pois 6 &

irracional. Desta forma, concluimos que V2 é irracional.

Irracionalidade de e*

2

Vamos mostrar que e~ é nao quadratico.

Considere a seguinte relacao quadratica ae* + be? + ¢ = 0, onde a,b e ¢

-2

sao inteiros com a # 0. Essa relacao equivale a ae? + b+ ce™? = 0. Assim

n

a;m—l-b—FCz%T:O

Reescrevendo, obtemos:

b—l—Z(a—l—c(— —': Z a+c(— m (1.14)
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!

N
Multiplicando (1.14) por ———, segue-se que,

2N—1’
NI al . N! = (a+ (=1)")N!
2N—1b + ZO (a+(=1)"c) oNaiy % SN 1] (1.15)
n= n=N+1

Para a série em (1.15), tomando n = N + 1 + k concluimos que:

N )
N! N! 2k +2 N
b “N\") —— — _ -1 N+1+k) < '+
b Do ) gy < 3 o )
(1.16)
N!

Vamos mostrar que N1y para 0 < n < N sao numeros inteiros para

n=in!

infinitos valores de N suficientemente grande.

N
Pelo Lema 1.2.2, v,(N!) = Z {—J para todo N > 0. Por definicao,

j=1 Y
N N
\‘—J < —, dai
o

N 1 N
= P SR
Considere N = p', com p primo, assim
¢ t
. p . t—i . b b
R LA B SRS IS o
jz1 Jjz1 Jj=1 Jjzi+1
quando t — j < 0 temos 0 < p'™7 < 1, por conseguinte |p'~/| = 0. Portanto,
t t

?MNU:§:WﬁJ:§}WL:ﬁ_1—N_1 (1.17)

p—1 p-1

j=1 j=1

2N—1

Em particular, quando N = 2!, temos que N! é divisivel por , pois

va(N!) = N — 1 e entao 2V 1| N!
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Para 0 < n < N, vy(n!) < n, como vy (%) = vo(N!) — va(n!) segue-se
que '

Uy (JZ—") >N—-1-—n (1.18)

Desse modo, para cada 2N+11n' com 0 < n < N temos um inteiro

quando N = 2! para t suficientemente grande. Logo

- NI
v T (at (F1) )y € Z
n=0

De maneira andloga a demonstracao que e é nao quadratico, os dois
primeiros termos da série em (1.16) sdo nulos para N suficientemente grande,
ja que a série converge para 0, ou seja,

—(a+ (_1)N+lc)(]\f2—]—|\—”1)! =0e —(a+ (_1)N+2C)(]\f2——|]—\]!2)! =

dai,
a+(=1)"e=0ea+ (-1)"2c=0=a=c=0

Absurdo, pois a # 0. Logo, e? é nao quadratico.

4 2

a
Suponha que e* = — coma € Z e b € N. Dessa forma, be*—a = 0, como e

b

é nao quadrético, temos que b = a = 0, contradicao. Portanto, e* é irracional.

Irracionalidade de V3

Vamos mostrar que 6 = eV3 + e=V3 ¢ irracional.
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Seja eV3 = i (\/§>n ce V3 N (_\/g)n’

n! n!
n=0 n=0
S S (V)
b = ; n! * ; n!
32 o~ (—-1)"32
= 2t
n=0 n=0
_ i 37 (1.19)
(2m)!
m=0
Reescrevendo (1.19), obtemos:
N o0
3m 3m
0—2 — =2 —
2w~ 2 B
Tomando m = N + 1+ k, dai
o0 gN+1+k
-2
Z =22 Gz
. : : (2N)‘
Multiplicando a igualdade acima por AT temos
=~ (2N)I3F
-2 =18 1.20
3N1 Z3le Z 2N+2k;+2) (1.20)
Em (1.20) nos deparamos com uma série de termos positivos ,e pelo fato
d (2N)! tem-se
e < , tem-
(2N +2k+2)! = (2N +2)(2k + 1)!
N [e%9)
(2N)16 (2N)! 3k
< —2 —— < 18
3N-1 7nz:() 3N=m=1(2m)! kZ:; (2N +2)(2k + 1)!
9 =~ 3
< : -
(N+1) kz:; (2k + 1)!
_ 9 — 3F
(N+1) par k!
B (1.21)
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Vamos most (2N)! & intei lgum N suficientement
amos mostrar que ————— -, € 11Nte1ro para algu sulicientemente
d 3N—m—1(2m)! p &

grande e 0 < m < V.
¢
Counsidere N =

sy = 3 ?J _

para t suficientemente grande. Para p = 3 temos:

1 3
PelofatodeO<§<1para1<j<teo< 5 < lparaj>t+1,

. 1 .
temos respectivamente que {3’5_] + —J = 3! pela parte 2 do Teorema 1.2.1

3
3t +1
(§] 3j

J = 0, assim

t
vs(2N)) = D34+ >0
j=1 j=t+1
t—1 t—1
3—1 2
2m
p—1

com 0 < m < N, temos

Pelo fato de v,((2m)!) <

U3 (%) =u3((2N)) —v3((2m)) > N—1—m

logo
2N)!
v;;(u) >N-m-—1

3+1 .
com ¢ suficientemente

2N)!
Portanto 3V ~—"~1 divide @en)t para N =
(2m)!

grande.
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Suponha que # é racional, assim 0 = P onde p € Zeq € N. Dessa
q

maneira,
N 3
)p 9e
0< - — <
g Z N+1
N
9qe3
0
Z_ | SN+l
341 9ged
Como N = i — 00, quando t — oo, segue-se que qu_ 7 — 0, isto
;) existe No € N tal que —2° < 1 para todo N > N
é, existe al que ara todo :
) 0 q N +1 p 0
Para todo N > Ny, temos que
2\ LI i @M
N-LP T 2 3N ()
2N)! 3t+1
PelofatodeSN_gl_—l()Qm)!eZparaogmgNondeN: + com ¢t
N
2N)! 2N)!
suficientemente grande, concluimos que (3 N—)l D — 2qmz:0 3N5n—1<)2m)' € .

Contradi¢ao. Dai, # é irracional.
Se V3 € Qentaoe V3 € Q, como 6 = eV3+e7V30 seria racional, contradicao.

Dessa maneira, inferimos que eV3 ¢ irracional.

1.6.3 Prova Geométrica da Irracionalidade de ¢

Vamos construir uma sequéncia de intervalos (1y),,,. Para cada n € N
o intervalo I, é construido da seguinte maneira:

Devemos particionar o intervalo [,,_; em n subintervalos de mesmo com-
primento, mantendo somente um subintervalo que é exatamente o I,,. O

1

comprimento de [, é -
n!
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Comegando com [} = [2,3]|. Para n > 2, particionando I,,_; em n subin-
tervalos e mantendo o segundo subintervalo (esse é o I,). Se I,_1 = [a, b

1 2
entao I,, = [a + —,a+ —}. Assim
n! n!

11:[2,3]
L=|2+2212]= 1+1+11+1+2—56
27 o= 9 o T Tar| T fara
1—5—1—1 5+2 1+1+1+11_|_1_|_1_|_2_1617
S TR TR TR Y T TR TR TR TH B IETRAEY)
1 1 1 1 1 2
I, P+U+w+ ol gt +m}
1 1 1 n Qp+1
Fazendo—-l—i— +=+. +—segue—se que [, = a_’a i 1onde
n! 1! 21 n! n!

(py1 Gpyr +1
n+ 1" (n+1)!

a, € Z. Indutivamente [, = [( } Logo,

ﬂ__+
(m+1)! nl (n4+1)!

edal apy1 = (n+ Da, +1;Vn >1

Afirmacao 1.2 Temos que e € ﬂ 1.

k=1
Demonstragao
1 1 1 2
ParacadakEN,temosIk:{1—#1'—# +H’1+ﬂ+“'+g}'
Observe que
N | 1
e:z%a—kzaeentao z%a<e (1.22)
n= n=k+1 n=

Considere o seguinte termo:
1 2
k= (1—1—1'—1— —|—H—e)k!
S
Bl (k+1)! (B+2)!

1 1
= 1_(k+1+(kz+1)(k+2)+'”>
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Percebemos que

1 1 1 1
+ + ... < + + ..
(k+1)  (E+1)(k+2) (k+1)  (k+1)2
1
. (k+1)
= 1
L=
1
-k
Dessa maneira
1 ,
ck>1—%,Vk>ledalck>0
Portanto
1 2
e<l+—+...4+— (1.23)

1! k!
Por (1.22) e (1.23) concluimos que e € I para todo k > 1, ou seja,

e € m Ik
k=1
Suponha que e = ]2, p € Zeq € N. Tome k = ¢, assim
q

. aqa a, +1
eEIqeentao—C'1<E<q—'
q- q q:

—1)!
note que b_ M Logo
q

q
aq<p(q—1)! <aq“'1

q! q! q!
O0<plg—1!—a, <1

e daf a, <p(q¢—1)! <a,+ 1. Assim

Contradicao. Portanto e é irracional.
Para mais detalhes desta secdo, veja [10] e [11]. Na secao 3.2 utilizaremos o

método de Hermite para demonstrar que e” ¢é irracional para r € Q nao nulo.



Capitulo 2

Critérios de Irracionalidade

Neste capitulo dissertaremos sobre diversos critérios de irracionalidade,
incluindo o Teorema de Hurwitz e o resultado sobre a irracionalidade das

Séries de Cantor.

Afirmagao 2.1 Dado 0 € Q, existe ¢ = c¢(0) uma constante positiva tal que

para qualquer numero racional b diferente de 0, temos que

c
q q

Demonstracao
Considere 0 = % com a € Zeb € N. Dado b € Q diferente de 6, temos
q

que

pl la p
9__ = |- — —| =
' Q' ‘b q‘

ag —bp| _ |ag — bp|
bg bg

Como §—2 # 0, ag—bp é um inteiro nao-nulo, dai |ag—bp| > 1. Portanto
q

C

—b
@_2‘:M> B
q

‘ 11
q bg b q

40
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1
de c= —.
onde ¢ = -

2.1 Primeiro Critério

Lema 2.1.1 Seja 0 um numero real. As sequintes condig¢des sao equiva-

lentes:

(i) 0 é irracional;
(ii) Dado € > 0, existe P e Q tal que 0 < ‘0 — 2‘ < E;
q q q

(iii) Para qualquer real Q > 1, existem q,p € Z onde 1 < q < Q tais que

1
0< ‘9 _P < —y
ql 9@
1
iv) FEzxistem infinitos b € Q tais que 0 < |0 — b < —=.
2
q q q

Demonstracao

(1ii) = (iv): Para cada n existem g,,p, € Z com 1 < ¢, < n tais que

Iy

0< < — (2.1)
an ndn
Como ¢, < n temos que
n 1
0< ) _ Dl o - (2.2)
qn Qn

Suponha que a sequéncia (&) tem um numero finito de termos dis-
dn neN

tintos. Entao A = {’ _Pn

an

ineN } ¢ um conjunto finito, dai possui um
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. Consequentemente por (2.1)

elemento minimo [ = ‘6 _ Pk
qk

1 1
<—<—,¥neN (2.3)
ng, N

_ Do

0<i<|
an

1
assim n < 7 para todo n € N. Absurdo.

1
(17v) = (i1): Dado € > 0, existe ng € N tal que — < ¢, pela propriedade

No
Arquimediana. Seja (Zﬁ) uma sequéncia de termos distintos tais que
n neN
n 1
0<l|o—n) < —-
Qn qn
temos entao:
n 1 -1 n n
0<‘ —p—‘<—2<:>—2<0—p— —e@;ép—:»
q’I’L qn Qn Qn n Qn

n n n n

-1 1 1 1

— <@l < —eql—p, #0<= @0 —— < pp < @0+— e p, # q.0
q q q

A sequéncia (g, )nen possui infinitos termos distintos, caso contrario teriamos

m < q, < M para todo n € N. Portanto

1 1
mi—1<qb0—1<q¢gb——<preqgfd+—<qgbd+1<MI+1
q

n n

edai mfd — 1 < p, < MO+ 1. Assim a sequéncia (p,)n,en possuiria somente

, . — Pn ,
um numero finito de termos distintos. Consequentemente | — também

dn neN
possuiria somente um numero finito de termos distintos. Absurdo.

Pelo fato da sequéncia (g, )nen possuir um nimero infinito de termos distintos,

existe ko € N tal que g, > ng e assim — < e. Dessa forma mostramos que
qRo
1 €
dadoe>OeXiste%€QtalqueO< _ Pk <5 < —
qko qko Qko qko

(i1) = (1): Contra-positiva da Afirmagcao 2.1.

(1) = (¢i1): Dado @ > 1, definimos N = [@] onde N é um inteiro tal
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que N —1 <@ < N. Note que N > 2.

Seja E' o conjunto cujo os elementos sao 0, {0},...,{q¢0},...,{(N—-1)6},1
(onde “{}” indica a parte fraciondria), com ¢ = 1,...,N — 1. Sendo 0
irracional, temos que 0 < {¢8} < 1 e dai E C [0,1]. O conjunto E possui
N + 1 elementos distintos. De fato, temos ¢;0 = |¢10] + {10} e 20 =
|20 ] 4+ {q20}, (onde o simbolo “|]” indica a parte inteira), se {q:0} = {g0}
entao:

(2 —q1) 0 = |g20] — [q:0] (2.4)

Contradicao, pois o lado direito em (2.4) é um inteiro, sendo um ir-

racional o lado esquerdo. Subdividindo [0,1] em N subintervalos do tipo
i
AR
N N
Dirichlet, existe jo € N tal que I;, contém pelo menos dois elementos de E.

], com 7 = 0,...,N — 1. Pelo Principio das Gavetas de

Tirando 0 e 1, todos os elementos de E sao irracionais, dai pertencem a

N i G+1)
de int los abert =
uniao de intervalos abertos (N’ N

),comOéjgN—l.

Se jo = N — 1, entao I;, = {1 - 1}. Assim, [, contém um elemento

de E da forma {¢f} com 1 < g < N — 1. Tomando p = |¢f| + 1, temos que

p—q0=1g0] +1—q0 =1+ [q0] —([q0] +{q0}) =1 — {40}
Como {¢f} é um irracional pertencente a [;,, 1 — {¢f} < [([},) < %,

1
onde [ (1;,) = N ¢ comprimento do intervalo [;,. Logo

1
0<|p—qb| < =
| | 0



CAPITULO 2. CRITERIOS DE IRRACIONALIDADE 44

Se 0 < jo < N — 2 entdo I;, contém dois elementos {160} e {g0}, com

0<q¢ <q@p<N-—1 Tomando ¢ =g — q1 e p = |q20] — | ¢10] segue-se que

lp—af] = |lg0] — |@10] — (g2 — 1) ]|
= ||g0] — |@10] — |g20] — {@0} + |@10] + {q:0}]
= H@0} — {0}

Pelo menos um dos {¢:160} e {g20} é irracional pertencentes a I;,. Logo

1
concluimos que |p — ¢f| < 1 (I;,) < o Dal

1
0<lgfd—p|l<—=
| | 0

O
A implicacao que acabamos de provar é conhecida como o Teorema de
Dirichlet. Uma aplicacao para este critério, sera apresentada na segao 3.3
para as séries de Liouville.

Na préxima se¢ao apresentaremos uma generalizacao para o lema 2.1.1.

2.2 Irracionalidade de pelo menos um niimero

Lema 2.2.1 Seja 04,0, ...,0,, numeros reais. As sequintes condicoes sao
equivalentes.
(1) Pelo menos um dos nimeros 6,0y, ...,0,, € irracional.

(ii) Dado € > 0, existem p1,pa, ..., Pm,q € Z com q > 0 tais que

; £
0 < max |6; — bi < -
1<i<m q q
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(iii) Para qualquer inteiro Q > 1, existem py,pa, ..., Pm,q € Z tais que

Di 1
<g<<m L _
1<q<@Q 60<1r£¢2{n9” p <qQ
(iv) Ezistem infinitos q € N tais que para cada um dos quais, existem
i 1
Dis- .- Pm € Z satisfazendo 0 < max |0; — Pit o -
1<i<m q gt

Demonstracao

(17i) = (iv): Dado n € N, existem pi,,, Pan,y - -+, Py @n € Z tais que

in 1
1 <g, <nel < max 2-—p—<— (2.5)
Isism dn qnM
1 1
Veja que — < —, logo

n ™
Aqn

0 < max |0; — Pin ; (2.6)

1<6<m qn q}{‘ra

Vamos mostrar que existem infinitos ¢, distintos satisfazendo (2.5) e de

imediato (2.6).Suponha que exista finitos, assim existem finitos pi,, pon, - - - » Pmn

Hi—@ ineNe 1§z’§m}é

para cada n € N. Logo o conjunto A = {

n
finito, portanto tem um elemento maximo /. Por (2.5) concluimos que

; 1 1
_ Din <—<—-,VneN (2.7)

an xn n

0 <! = max

1<i<m |

assim n < %,Vn € N. Contradicao.

(iv) = (i): Dado ¢ > 0, existe n € N tal que % < &™ pela Pro-
predade Arquimediana. Considere (gi),cy @ seqiiéncia de inteiros positivos
satisfazendo a hipotese. Assim, existe kg € N tal que gy, > n para o qual

existem D, . .., Pmk, € Z tais que
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‘ 1
0 < max ez i Diky -
1<i<m Qo 4+
dy,
) 1 1
Assim — < —. Logo
qH nm
ko
" 1 1 €
0 < max Gi—pzo r < T <
1<i<m Ak, q;""ﬁ Qo Ak
0

(17) = (i): Se todos os 6; fossem racionais, teriamos pela Afirmacao

2.1 que i—& S—Z,V&EQ. Dai max i—& > ~ onde ¢ =

q q Iism q q
min{c;;i=1,2,...,m}, o que contraria (ii). Logo, pelo menos um dos
nimeros 64, 0s,...,0,, éirracional.

(i) = (itd): Dado um inteiro @ > 1. Considere o subconjunto F
do cubo [0,1)™ do R™, formado pelos &, = ({¢th},...,{¢bn}) com ¢ =
0,1,2,...,Q™. Vamos subdividir [0,1)™ em cubos cujas arestas medem —.
Portanto, temos Q™ cubos e Q™ + 1 elementos em F, dai pelo Principio
das Gavetas de Dirichlet, existe pelo menos dois , em um mesmo cubo cuja
aresta mede % Digamos &;,, &, com 0 < ¢1 < g2 < Q™.

Tomando ¢ = ¢ — ¢ > 0 e p; = |q20;] — |q10;] com ¢ = 1,...,m.
Como temos pelo menos um irracional entre 6y, 60,, ..., 6,,, considere §;, um
tal irracional, assim:

0 < |pi — q0io| < max [pi — gbi| = |p — g6l (2.8)

SN
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no entanto

=0 = @0 = [@0] — (22— q1) 0]
= |la0] — [¢10] — @200 + ¢:16|
= |le20] — la10] — ([a261] + {@20.}) + [q:10:] + {@6:}]
= |if1191} — {g20}]

<_

Q

e com (2.8) deduzimos que

0 0 1
<1r£%>§nlqz—pz|<—

Q

2.3 Teorema de Hurwitz

O Teorema de Hurwitz (Lema 2.3.4) melhora o resultado da implicagao
(i) = (iv) do Lema 2.1.1. E claro que a implicacdo (ii) = (i) do Teo-
rema de Hurwitz é mais fraca que a implicagao (iv) = (i) do Lema 2.1.1. As
provas classicas do teorema envolvem fragoes continuas ou séries de Farey. A
prova apresentada aqui nao envolve fragoes continuas, embora elas aparecam

implicitamente.

Lema 2.3.1 Seja 6 um niumero irracional. Entdo existem infinitos pares
r
(B, —) de fragoes irredutiveis tais que
q s
p

’
—<f<-eqr—ps=1
q s
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Demonstracao

Dado H € N, considere o conjunto:

A:{%EQ; (ak,bk):1e1<bk<Hcomk:1,2,...}
k

Afirmacgao 2.3.1 Euziste % € A tal que ‘49 — %‘ € minimo.

Demonstracao
Seja N =[] o inteiro mais préoximo de §. Dai N < < N+1ou N—1<
0 < N. Sem perda de generalidade, suponhamos N < 6 < N + 1. Assim
b N o< be(N +1) biN bpN +1 b N + bk}

bk bk bk: bk Y bk
¢ um conjunto finito contido em [N, N + 1] N Q e que contém os elementos

para cada k € N. Dessa forma,{

de A com denominador by, e pertencentes a [N, N 4+ 1]. Para cada k seja ¢
o racional mais proximo de 6 dentre esses. Como temos finitos b;’s, temos
também finitos ¢;’s. Chamamos entao % o racional mais préximo de 6 dentre
oS ¢’s.

Voltando a prova do Lema, vamos dividi-la em dois casos:
1° caso: % <40.

Tome p = a e ¢ = b. Como (p,q) = 1, existem 719,59 € Z tais que

qro — pso = 1.

Afirmacao 2.3.2 FExistem r,s € 7Z tais que qr —ps =1 onde 1 < s < q e

[ < Ipl.

Demonstracao

Considere r, = rg +tp e s; = so + tq com t € Z. Veja que qry — ps; = 1.
Como ¢ > 0, fazendo t — +o0 temos s; — +o0o. Dai existe to € N tal que
sy > q para todo t > ty, e pelo algoritmo de Divisao existem m,n € Z tais

que s = gn +m com 0 < m < q. Dessa forma
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So+tg=gqn+m=m=sy+ (t—n)g=m=s_,

Portanto 0 < s, < q. Se m = s;_,, = 0 entao s; = ¢qn. Pelo fato de

qry — psy = 1, segue-se que
qre—pgn =1=q(ry—pn) =1=q=1

Logo s; =n. Sem >mn,comom < q,s; > qes; =netemosq>m > s,
absurdo. Se m < n, pelo algorimo da divisao existem k,[ inteiros tais que
n=ml+ k com 0 < k < m, absurdo pois m = 0. Logo m # 0. Assim, tome
s=m=S_,er=r_,. Nestecaso 1l < s <q.

Observe que

qgr —ps=1=|r| < |p|§+1:> Ir| < plg = 1 + P
q g q q
Assim |r| < [p]. Se |r| = |p| temos (¢ —s) = 1 ou r(qg+s) = 1, que
implica (¢ —s) =1ou (¢q—s) = —1ou(¢g+s)=1. Se (¢g—s) =1 temos
q < s, absurdo. Se (¢ —s) = —1, como q > s temos (¢ — s) > 0, absurdo. Se
(g + s) = 1, isso implica que ¢ = 0 ou s = 0, absurdo. Portanto |r| < |p| .
Prosseguindo com a demonstragao do lema, temos pela escolha de P temos

q
e pelas condigoes da afirmagao 2.3.2 que

e
q S

r r
Como gr — ps = 1, B#—eportanto - & [2—9,9 . Por outro lado
q S S q
r r r
qr—ps:1:>qr—ps>0:—>]—)$6’<—é2—9<9<—
s q s q s

2° caso: % > 0.

Tome r = a e s = b, como (r,s) = 1, de maneira andloga ao 1° caso,
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existem p,q € Z tais que qr —ps = 1, 1 < ¢ < s e |p| < |r|. Sendo

,
1 < g < s < H, pela escolha de — temos:
S

RO
5 q

Portanto £ ¢ [9, q. Por outro lado

q s
r r
qr—p3:1:>q7“—ps>O:>—>]—9:>Z—?<6:>1—)<9<—.
s q q q S
. . . . pr
Vamos agora mostrar que existem infinitos tais pares | =, - |. Como ¢
s
L ... m . pq r
é irracional existe — € Q mais proximo de 6 do que os = e — dos pares,
n q s
pela densidade de Q em R. Usamos entao o mesmo argumento para H < n.
r
Isso produz um novo par <&, —1) diferente do par anterior onde pelo menos
a1 51

umdeles esta, mais préximo de 6. Como 6 é irracional esse processo pode ser

repetido indefinidamente, obtendo assim uma quantidade infinita de pares
r ~ .

(]2, —) satisfazendo as condigoes desejadas.

q s
O

. , . , . p o .
Lema 2.3.2 Seja 6 um nimero irracional. Assumimos que — e — sao fragoes
q s

r
irredutiveis tais que P <0< -eqr—ps=1. Entao
q s

1
mm{q2 ( —E> , 52 (i—0>} < =
q S 2
Demonstragao

Seja 6 = min {q2 (9 - 1_7) , 82 (f - 9)} Logo
q s

5§q2(9—§)e5§52<£—9):>£< D N

Somando as duas desigualdades membro a membro temos:
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G0 v p_weps 16 da_,
¢ s s q qs qs q s
q 1
send0(5>0temos—+—<—
qg s 0
1 1
Considere F(t) =t + I Dessa forma, F'(t) = 1 — 5= 0 que implica
t = =+1. Como, F”(1) =2 > 0, 1 é ponto de minimo de F, ou seja
q s 4 . 1 1
F(1)<F<—> =—+4-< 5, plisq#s=>2<-=>0< =
S qg s 0 ) 2

O

. , . . . p r -
Lema 2.3.3 Seja 0 um numero irracional. Assumimos que = e — sdo fragoes
q s

r
wrredutiveis tais que P <O<-eqr—ps=1. Seu=p+r ev=q+s entdo
q s

ol (0-8) (o) bl

Demonstracao
Temos que qu —pv = q(p + 1) — p(qg+ s) = qgr — ps = 1. De maneira

andloga, vr —us = 1. Como

p u u r
qu—pv>0erv—su>0temos — < —e — < —.
qg v v S
u T
assim,g<—<—.
q v s
r u
Sejaézw%’n{q2 (9—8),52<——0),v2——6‘}. Vamos considerar
q s v
dois casos:

U
1°© caso: 6§ < —.
)

Assim

5<v2(9—0)e5<q2(0—£):»igg—eeige—z—j
q q

v v2 T q>

Somando as desigualdades membro a membro temos:
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o 5<
mTE S

U ug — pu 1 v )
L B LR R E S T R
voq q

vq vq v q v

SO

U
2° caso: — < 0.
v

Desse modo
o )
5<v2<6’—3> e5<s2(t—0> :—é@—ge—éi—g
v s v2 v s2 T s
Somando as desigualdades membro a membro temos:

) ) rou  Ur—us 1 s v s
—2+—2<———: = — = -)9+-0<1=—
) s s v VS VS v s v

S| =

(%
+= <
S

Considere agora § < s? <t — 9) ed < q? (9 — ]—9). Obtemos, de maneira
S q

analoga aos dois casos que:

» |

+-<

Q| ®»
-

Mostraremos para o 1° caso que § < —.
V5

: s q . . . 1 1
Veja que — e = satisfazem a inequagao t + n < 5
q v

1 1
Considere a fungao F(t) = t + n onde ¢ > 0. Como F'(t) = 1 — 2
temos que F'(t) < 0 para t € (0,1), isto é, F' é decrescente nesse intervalo e

F'(t) > 0 para t € (1,400), ou seja, F' é crescente nesse intervalo.

1 1
A equagao r + — = 5 é equivalente a 2 — 51‘ + 1 = 0, que possui duas
x

raizes reais distintas, pois considerando

(5’:min{q2 (e—g),ﬁ (2—0)}

1 1
Temos pelo Lema 2.3.2, ¢’ < 3 Como § < ¢, segue que § < 37 dal

1\ 2 1\ 2
(5> >4eportant0A:(S> —4>0.

As raizes de 22 — EI +1=0sao0
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1 1 1 1
stye ! s Ve !
'= 5 ex = 5 =12 =zvea=

1
Logo @ # —, daf 2* # 1, isto é x # +1. Seja x a raiz maior do que
x

1. Como @ é irracional, ¢? (9 — E) , 52 <C - 0) e v? (g — 9) também sao
q

s v
irracionais, desta forma, d sendo minimo de irracionais também é irracional.

Dai x é irracional, caso contrario

1 1 1 1
r€e€Q=-€eQ=24+-€Q=2+—-—=-€Q
x x x 0
Contradicao.
1 1 1
Pelo fato de — g<—624—g<—temosg,g,§,g€ —,x ). Como
g s 0 q v 0 qg v qs x
1 1 — 1
x——:\/_2—4eg—§:Q+S Szl,comg fE(_vx)atemos
T 0 q q q ¢ ¢ \=z

Y S< 1:>1< ! 4:>1<1 4¢5<1$6<1
_— — — x _ — _— _— —_— E—
qg q T V 62 52 52 V5

Para o 2° caso, mostramos de modo analogo ao 1° caso.
OJ

Lema 2.3.4 (Teorema de Hurwitz) Seja 0 um nimero real. As sequintes

condicoes sao equivalentes:

(1) 0 ¢ irracional;

(ii) Ewistem infinitos % € Q tais que 0 < ‘9 - ‘ < \/_62
Demonstracgao
(i1) = (i): Veja que
1 1
Vo @
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Portanto, existem infinitos P e Q tais que 0 <

1
0 — B’ < —. Pela
q q q
implicagao (iv) = (i) do Lema 2.1.1, 6 é irracional.

(1) = (4i): Como @ é irracional, as condi¢oes do Lema 2.3.1 sao satisfeitas.

1
Entao pelo Lema 2.3.3, min {q2 (9 — 2—9) NS (f - 9) 0% |6 — E‘} <
q v V5

S
Portanto
P 1
0<|—=|<
‘ a|  V5¢?
ou
T 1
O<‘9—— <
S \/332
ou
U 1
0<‘9—— < —
v \/51)2

ou seja, como sao infinitos pares de racionais que obedecem essas desigual-

a a 1
dades, existem infinitos racionais — € Q tais que 0 < ‘9 — =< —.
b bl \/5b2

O

Teorema 2.3.1 A constante /5 é a melhor possivel para o Teorema de Hur-

witz (Lema 2.3.4). Em outras palavras, ndo eziste um outro nimero t maior

que /5 tal que

Demonstracao

Considere 8 =
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Para quaisquer p, ¢ com g > 0, temos

Felliel - G- G-157)

A
2 q
1 2 2
= ?}p —pq— ¢ (2.9)

A expressio em (2.9) é nao-nula, pois @ e v/5— @ sio irracionais. Portanto

0> —pq — ¢*| > 1, ja que p* — pq — ¢* é inteiro nao-nulo, daf

|
‘]3—9“3—9+\/5‘>—2 (2.10)
q q q

. en . . . Dy
Agora, Suponhamos que existe uma sequencia infinita de racionais —=
q;

onde ¢g; > 0 e um numero real ¢ positivo tal que

bi_y
g

entao

1 1
g0 — — <p; <qi0+—
Jj tq; j j tq;

isso implica que para cada g;, existe uma quantidade finita de p;. Entretanto,

triangular, obtemos:

Pi _ 945 <

temos ¢; — oo quando j — oo, mas por (2.9) e (2.10) e pela desigualdade
b 0‘ + \/5>
q;

n I
4; q;

< L(L+\/g)

tq? tq]z

&_9’

dai
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1 1 1 1
—2<—<—+\/5>:»t<—+\/3

g tg \tq; tq;

entretanto

O

Denotamos por & = a razao de ouro, a qual é raiz do polindémio

2?2 — x — 1. Recordamos a definicao da sequéncia de Fibonacci (F)n>0:
FOIO,Fl =1le Fn :anl—i_anZ; Vn} 2

Lema 2.3.5 Para quaisquer g € N e p € Z:

1
‘@ ~ Pl .
q \/BC]2 + B
F, 1
Além disso, lim F? | |® — —"| = —
n—oo "1 Foy 5

Demonstracao

Dado um inteiro ¢ > 1, considere p = [¢®] o inteiro mais préximo de ¢®.

1++5
9

Temos que ® e —P~! sdo as raizes do polinomio 22—z —1, onde ® =
e ®+ &' = /5 Portanto, 2> —z — 1 = (v — ®)(x + &71).

Substituindo = por P temos:
q

~\ 2 ~ ~ ~ ~ ~
(O - (9 (o) oromva (-9 (o)
q q q q q q

~

Como ® é irracional temos que ®~! é irracional. Portanto, P € Q nao
q

pode ser raiz de 22 — z — 1, logo (p)> — pg — ¢* é um inteiro nao nulo, daf

) e

1<
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. . - < 1
Como p é o inteiro mais proximo de ¢® entao |p — qP| < 7 Logo

]_?_Fq)*l
q

E+\/_—<I>'<
q

p 1
B—@’+¢3<2—+\/5 (2.12)
q q

Pela desigualdade (2.11) temos:

D D D 1
1< —a||rot|< ¢ B—@‘ <—+\/5)
q q q 2q
assim
D 1
P,
q 54‘\/3(]2
Como p = [¢®], assim para todo p € Z, |p— q®P| = |p — ¢P| o que implica
que b_ (IJ‘ = b — @/, portanto
q q
1
‘Z_j_q) > q—
q §+\/5q2

Desta forma, segue-se a primeira parte.

Para a segunda parte, vamos deduzir por inducao a seguinte igualdade:

P, = % (@ — (~1)"D—")
Parla n=0.F —0ec %(@0— (—1)00-0) — %(1 ~1) = 0. Logo,
Fy = == (@0 = (1187) ok
Paran—1,F = 1e % (@ — (—1)'o1) = % — 1. Logo,
R = % (@ — (—1)1-1)
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1
Suponhamos que F,, = — (®" — (—1)"® ") para n < k.
p q 7 ( (=1)"e7") p

Queremos provar que vale para n = k + 1. Temos que Fy.1 = Fj +

1
F,_1. Pela hipétese de inducao F,_; = 7 (OF1 — (—1)F1p=(-D) e F, =
1
— (®* — (—=1)*®~*). Portanto,
L e
1 1
F - (Dk — (=1 k(b_k T CI)k—l _ 1 k—ch)—(k—l)
1 Pr+1 P—F-1 P+l (I)f(kJrl)
= — +(_1)k+1 + (_1)k+1
NS o1 2 32
1 1 1 1 1
- q:)k—‘rl - — ) = (=1 k—i—l@—(k—‘rl) -
Al (o ae) oo (G g
No entanto,
o1 1 N 1 2 4 _16+8v5
A N 15\ 1+V5 6426 16+8V5
2 2
2
R S B S CA NN G VAN
-2 Pl B 2 2 B
1
Portanto, Fj ., = 7 (@FF — (=1)FH1o=(+D)  concluimos que F, =
1
(@7 — (—1)"D ™),
\/5( (1))
Vamos considerar u, = —— para n = 2.

n—1
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Assim
1
d" — (—1)"Pp—™"
ey
Un =

o5 (@ = (1)
o — (—1)"d"

o1 — (—1)n—1p-(n-1)

(="

. 1 - q)Qn
1 (=D 'e
1)) (I)Zn

dai, 7}1_»120 Uy = .

Vamos mostrar por indugao que F? — F,F, | — F? | = (=1)""!, para
n > 1.

Para n =1 temos:

FP—FFy—F}=1"-1-0-0*=1e (-1)"! =1, logo
F12 — Fi1Fy — F02 = (—1)171

Suponha que o resultado seja verdade para n < k. Mostraremos que vale

paran =k + 1.

o= FenFy —F, = (Fi+ F1)® — (B + Fop) Fr — Y
= FP+2RFy  +F | — FF — F.F, . — F}
= (1) [F} — FyFeoy — F|]

Pela hipétese de inducio, F2 — FpF,y — F2 , = (—1)F1, portanto,
F2 — B Fr — F2 = (—1) - (=1)* ! = (=1)*+D=1 Agsim vale para k + 1,
logo vale para n < 1.

Na 1% parte da prova tinhamos que 2> —x — 1 = (z — ®) - (x + ®71).

Substituindo x por u,,, temos:
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w2 —uy, — 1= (u, — @) - (u, +271)
Multiplicando por F?2_,, obtemos

F?2 (w2 —u,—1)=F? (u, — ) (u, +P71)

Substituindo u,, = 7 " no 1° membro,
n—1
F? F, B
Fo- (F2 5 ) = Ea (= ) (27
F2—F,F, 1 —F> ,=F% (u,—®) (u, + 1)
(=)t = Fy(un — @) - (un + @71)
Assim
n—l |un - (P| = m
Portanto
1 1 1
2 _ _
hm F: o |u, — @] = JLHC}OU iy il = —%,logo
F, 1
lim F?2 | |& - | = —
n—oo " ! anl \/5

O

Lema 2.3.6 Seja o um algébrico real e P(x) € Zlx] o polindmio minimal de
a de grau d > 2. Considere ¢ = |P'(«)|. Dado € > 0, entdo existe qy € Z tal

que para qualquer P € Q com q = qo, temos
q

o — ]—)‘ = L
|~ (c+e)g
Demonstracao
Seja ¢ um natural suficientemente grande e p = [ga] o inteiro mais

a—]—)'éi.
2q

. ) . 1 .
préximo de ga. Assim, |qga — p| < 5> ou seja,
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Denotamos por ag o coeficiente lider de P(x) e por aq, .. ., a4 suas raizes

onde tomamos sem perda de generalidade a; = a. Assim

Plx)=ay(z—a1)  (r—a)...(z —ag)

e
_ d ;-
dp (P d p
P (—) = aoq (— - ai) 2.13
; I1(; (2.13)
d
Temos que P'(z) = ag (r—aq)... (IB — ai> ...(z—ay)|, onde o
i=1
simbolo “"”indica que o termo (z — ;) em cada parcela da derivada P’(x)

nao deve aparecer. Dai

Plla)=ay(a—a) (a—asz)...(a —a;) ... (a0 — ag)

d
P(a) = aOH (o — )

Como P(z) € Z[z] e ¢*P (Z—j) € Z. Por ser polinomio minimal P(z) é
q

irredutivel sobre Q e assim ¢%P <]—9> ¢ diferente de zero.
q

Para ¢ > 2 usaremos a estimativa abaixo:

D 1
ai—z—gzai—a—i-oz—]—? < oy —al + a—£’<|ai—a|+—
q q q 2q
Assim, deduzimos que
- d ;.
1 < |¢'P (2—9> = aoqu(B—O@)
q i1 \4
R 1L
d
= |aolq" |- — — -
o' || IT
T 1
< ’a0|qd5—04 H(|Oé—04z|+2—)
i=2
p - k
< aoqd——a a— o+ ——— 2.14
al o' | = | [Tl - o (2q>d_1] (214
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k
Dado € > 0, existe ¢y € N tal que (|2a0)|d - < &, para todo ¢ = go. Logo
)
- d
1 < ¢ a—]—)' |a0|H|oz—oz,;|+€
q i=2
_ d 25 /
= |- 2Pl +e) (215)

Agora para todo p € Z, |qoe — p| = |qa — p| pelo fato de p ser o inteiro

mais proximo de ga, assim |a — b > | — Pl Logo
q q

p

1<¢ a= | (Pl +e) =

WV

P 1
a{__ e —
q| ~ q¢*(c+e)

O

Lema 2.3.7 Seja 0 um numero real. As sequintes condigdes sao equiva-

lentes:
(i) 0 € irracional
-
(ii) Para qualquer € > 0, existe Pl em Q tais que
q s

]—)<9<C, qr —ps =1 e maz{qd — p;r — s} < e
q s

,
(iii) Ewistem infinitos pares (]—?, —> de racionais tais que
q s

Pg< C,qr —ps =1 emax{q(gd —p)s(r —sb)} <1
q s
Demonstragao
1
(731) = (ii): Dado € > 0, existe n € N tal que — < &, pela propriedade
n
arquimediana.

. . . pr . . .
Como existem infinitos pares | —, — | de racionais tais que
q s
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§<9< g,qr—ps:l e max{q(qd — p);s(r —sh)} < 1

r
Considere um par (2, —) tais que g, s > n, assim:
q s

1 1
g —p)<l=gd—p<-<—<e¢
qg n

1 1
slr—sh)<l=r—s<-<—<e¢

s n

o que implica
max{qd — p,r — s0} < ¢
(77) = (i): Dado € > 0, existe e Q tais que
q
g —p<ce Ly
q

assim

p p

3 3
9——<—e9——>0portant00<‘9—]—9<—
a g q q q

Logo, pela implicagao (i7) = (i) do Lema 2.1.1, 6 ¢ irracional.
(i) = (iz7): Como @ ¢é irracional, pela implicagao (i) = (iv) do Lema 2.1.1,
existem infinitos % € Q tais que 0 < ’6 — %‘ < le

Podemos supor (a,b) = 1, pois se nao fosse terfamos a = da’ e b = dl/

onde (a/,0') =1ed € Z. Logo

!/

a
0 — =
b/

da’
0<lo— 22
= ‘ dy

11 ,
<b—2<ﬁeda16<

1
(t)?

<

Pelo mesmo argumento da prova do Lema 2.3.1,

Seg

r
b<9,fazemosa:peb:qeexiste—GQtalque
s
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’
qr—ps:le]—?<9<—com1§3<q

q s
assim
r p qr—ps 1 1 , o (T N
0<-—-0<—-—== =— < 5 edals (——9><1eenta0
S s q sq sq s s
s(r—sb) <1
como
P 1
0 — = < — temos q(¢ff —p) <1
qa g
dai

max{s(r —s6);q(qgf —p)} < 1

a
Seg>(9,fazemosa:rebzseexistegE@talque
q

r
gr—ps=le=<bl<-coml<g<s

como

dai
max{q(qt — p; s(r — s0))} < 1
a
portanto, como existem infinitos 7 € Q, segue-se que existem infinitos

(2, Z) de tais que P p< C,qr —ps =1emdx{q(qd —p);s(r —sh)} < 1.
q s q S
O

Para maiores detalhes desta se¢ao veja [8] e [10].
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2.4 Séries de Cantor

O Estudo das chamadas Séries de Cantor, teve inicio em 1869 com George
Cantor, com uma publicacao na qual deu uma condigao necessaria e suficiente
para que a série

S = Z m, onde a;, b; € Z,Vi € N. (216)

n=1

convirja para um irracional.

Definicao 2.4.1 A série S definida em (2.16) com a; e b; inteiros tais que

a; > 2e0<b; <a;—1 para todo i € N € chamada de Série de Cantor.

Veja que a Série de Cantor é convergente. Como

b b b
§S=—+——= 4+
aq a109 a1a203

—I—ebléal—l,VzGN

segue-se que

(11—1 a2—1 CL3—1

S < + + +...=
ay a1a2 a1a20a3
1 1 1 1 1
= 1—-——4+— - + — +...=
ai 451 aiasg a1G2 aiaszag
=1
by, by b, ,
Como ——— >0eS,=—+...+ ——<lparatodoneN, S é
aj...0an aq ay...0an

convergente, pelo Teorema 1.3.5.
Agora, mostraremos resultados que funcionam como critérios de irra-

cionalidade para séries do tipo (2.16).

Teorema 2.4.1 (Cantor) Seja S uma série de Cantor. Suponha que para
cada inteiro positivo k, existe um n € N tal que k|ajay...a,. Entio S €

wrracional se e somente se b,, >0 e b, < a, — 1 para infinitos m,n € N.
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Demonstracao

(<) Considere

S; = i bn (2.17)

“a;...0Ap
n=t

temos 0 < b; < a; — 1 e a; > 2 para todo @ € N, pois S é série de Cantor.

Temos que b; < a; — 1 para infinitos 7« € N. Assim, para todo 7 € N,

b; b; b;
+1 i+2
a; ;i1 Q41 Aj4-2
a;—1 a1 —1 a0 —1
< + + +...=
a; Q; Qi1 ;i 1Aq12
1 1 1 1 1
= 1—-——4+ —— + — + ... =
a; a; ;i1 ;i1 Qi Q41 Aj4-2

= 1

Note que S; é uma soma de termos nao-negativos, haja vista que a; > 2

e b; > 0 além de que, b; > 0 para infinitos j € N. Logo, 0 < S; < 1 para

todo ¢ € N.
1
Multiplicando S; por ——— temos:
ai...a;—1
S; _ b; bit1 n bit2
ay...a;—1 ay...a;—1a; ag...0a;—10;Q441 ag...a;—10;4;410;42
b b b bi—
=S—<i+ e +m+——LL_):
ay aias a1020a3 aias ...«a;—1
C
= -
ay...a;—1
onde ¢ € Z. Assim
Si = Sal...ai_l —C (218)

Suponhamos que S = P onde p € ZeqeN, assim
q

Si:Ba,l...ai_l—C
q



CAPITULO 2. CRITERIOS DE IRRACIONALIDADE 67

Dado g € N, existe ny € N tal que ¢la; ... an, 0 que implica a; . .. ap, = kq

onde k € Z. Tomando © = ng + 1, obtemos:
Sne+1 =Dk —c € Z,

o que nao pode ocorrer, ja que 0 < S,,+1 < 1. Logo, S é irracional.
(=) Suponha que b, > 0 ou b, < a, — 1 para uma quantidade finita de n
naturais.

1° caso: b, > 0 para finitos n € N.

Dai, existe ng € N tal que b,, = 0 para todo n > ng. Portanto,

bl bno

dai S € Q.
2° caso: b, < a, — 1 para finitos n € N.

Assim, existe ng € N tal que b, = a,, — 1 para todo n > ng. Logo,

by by, a —1 a —1
0 no+1 no+2
S = —+...+ + + =
aq ai...dan, ayg...0pyApo+1 Ay ...0n 0po+10ng+2
by b, 1 1 1
0
= —+...+ + - - —~
ay ai...0Aan, ai...0Qnp, ai...0AnyAny+1 ay...0n,Anog+1
1
— 4+ ... =
Ay ... GpyQpo+1Ang+2
by b, 1
0
= —+...+ +
ai ai...danp, ai...dAan,
dai S € Q.

Para os dois casos S € Q. Logo, se S é irracional temos b,, > 0e b, < a, —1

para infinitos m,n € N.

Uma prova geométrica para o teorema de Cantor é dada em [6].
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Lema 2.4.1 Sejam (ay,)nen € (bn)nen Seqiiéncias de inteiros e S definidos em

(2.16). Suponha que a, > 2 e 0 < b, < a, — 1 para todon € N. Se b, >0
bi

para infinitos n € N e existe uma subseqiéncia (in)nen tal que =~ — 0 e
a.

in

a; — 00 quando n — oo, entao S € irracional.

n

Demonstracgao

Considere a seguinte série

Si=>_ i (2.19)

Qi ...0an

Pelo fato de b; > 0 e a; > 2 para todo i € N e b; > 0 para infinitos ¢ € N,

obtemos que
bi ‘
—<95;, VieN (2.20)

Q;
como b, < a, — 1 para todo n € N, temos
1

b;
b, <a; —ledai — <1 - — (2.21)
a; a;,

n

onde (i,)nen € a subseqiiéncia tal que — — 0 e a;, — 0o quando n — oc.

CLin
Pelo fatode 1 — — — 1 e —= — 0 quando n — o0, concluimos que existe
iy, in
ng € N tal que
T — —, Vn>nyg
iy, iy,
ou seja,
b; 1 P .
— <1—— & b; <a; — 1para infinitos i € N (2.22)

a; Q;
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Sabendo que b; < a; — 1 para todo ¢ € N, concluimos que

bi ;11 — 1 A1 — 1 a3 — 1

Q; ;i1 Qi1 Aj4-2 Q4105420543
b; 1 1 1 1 1
= —+—— + - + —
Q; a; ;i1 Qi1 ;A1 Q542 ;i1 Gi42
1
e T —
A;Ai41 Q420543
b; 1
= —+—, VieN
a; Q;

Portanto, podemos concluir junto com (2.20) que

b; b, +1
— <S5 <
a; a;
b; e
sendo — > 0, inferimos que
a;
b, +1 )
0<S; < + , VieN
a;
desse modo
b; 1
0<S;, <— il (2.23)

in

Suponhamos que S = g onde p € Z e q € N. Por (2.18)
S; = gal ...a;_1 —c onde ¢ € Z portanto ¢S; € Z, VieN
Por (2.23), temos
0<qS;, <q<zﬂ+i)

b; 1 _
Pelo fato de ¢ (—" + —) — 0 quando n — oo, existe n; € N tal que
Qiy, in
b; 1 )
g| —+4+ — ) <1paran > n;. Assim
Gipy iy,
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O<q5in<1 Vn >n

o que nao pode ocorrer ja que ¢5;, . Portanto, S ¢ irracional.
OJ
O préximo resultado extende o lema anterior. Foi demonstragao em 1955 num

trabalho de Oppenheim para o caso em que os b;s podem ter ambos os sinais.

Lema 2.4.2 Sejam (ap)nen € (bp)nen Seqiiéncias de inteiros e S definidos
em (2.16). Suponha que a, > 2 e |b,| < a, — 1 para todo n € N. Se para
todo i € N existirem m,n > 1 tais que b,, - b, <0 e existir uma subsequéncia

. b; N o
(in)nen tal que — — 0 e a;, — oo quando n — oo, entdo S € irracional.

in

Demonstracgao

Para todon € N

by, 1
|bn|<an—1edai|a—|<1—a— (2.24)

Dai para a subseqiiéncia (i, ),en temos que

b; 1
| 'Ln| < 1 o
@iy, @iy,
1 b;
Como a;, — oo quando n — oo, segue-se que 1 —— — 1. Mas M — 0,
in Qiy,
dessa maneira, existe nyg € N tal que
b; 1
|Z—"| <1l—— Vn > ng
@i, @i,
Logo concluimos que
|bn| < a,, — 1 para infinitos n € N (2.25)

Por (2.24) e (2.25) temos respectivamente,

l1—a,<b,<a,—1 VneN
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e
1—a, <b, <a, —1, para infinitos n € N
De (2.19), obtemos as desigualdades abaixo:
1-— a;+3 1-— a;1+2 1-— a; b; b; a; —1
+1 [ 7 i+1
+ + +—-< S <=+ —+
;A 1Ai12043  AiQi410542 ;i1 Q; a; ;i1
Aiyp — 1 a3 — 1
+ + ...
;A4 112 QA1 Q420443
1 1 1 1 1 1
— + — —_
Qi Q10420543 Q05410542 QG104  QiQi41 QGG G4
b; b; 1 1 1 1 1
+ —<S<—+—- + — + —
a; a;  a A; Qi1 ;i1 QiQip1Gip2  AiQi 410542
1
- — 4 ...
QG 1A 20513
isto é,
b — 1 b; +1 ,
- <S<—-—, VieN (2.26)
a; a;

Afirmacgao 2.4.1 Temos que S; # 0 para todo © € N.

Demonstracgao
Vamos considerar trés casos:

1° caso: b; > 1.

P —

,comob;,—1>0ea; >2=5;>0.

Por (2.26) temos que S; >

(A
2° caso: b; < —1.
i

1
Por (2.26) temos que S; < i ,como b, +1<0eaq; >22=5; <0.

(2

3° caso: b; = 0.
Dado ¢ € N existem m,n > i tal que b,,b, < 0 o que implica b,,, b, # 0.

Sem perda de generalidade, suponha que m < n. Como m > 4 temos m =
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i+ s com s € N. Dessa forma, se b = b1 = ... =bys 1 =0ebys #0
entao
bi S bz S bz S
S, = + i +54+1 n +5+2 L=

Qj - Qits Qi o Qipslips+l Qoo QjpsQits4+10i45+42

1 bzs b@s b’LS
_ <++ +s5+1 + +5+2 ):

Qj oo Qjgs—1 \Ait+s  Qigslits1  Qiqpslits41Aids42
Si+8

Qg ... Ajqs—1

Pelos casos anteriores, S; ;¢ # 0, logo S; # 0 para todo ¢ € N.

Voltando a prova do lema, vamos extrair uma subseqiiéncia (i, )nen de
(in)neny onde N é um subconjunto de N infinito tal que S;, tenha o mesmo
sinal. Suponha sem perda de generalidade que S;, > 0 para todo n € N
Por (2.26) concluimos que

b; 1
0<8;, < n ., Yn>ngenelN (2.27)
a;

n

Suponhamos que S = P onde p € Z e ¢ € N. Por (2.18) temos que
q

S; = Eal...ai_l —conde c € Z e entao ¢5; € Z, Vi € N.
q
Logo por (2.27)

b, +1
0<qSin<q( »t ),Vn>noenEN’

in

b; +1
( -t ) — 0 quando
aIA

Sabendo que (i, )nen € subseqiiéncia de (i, )nen, ¢

in

. b;, +1
n — o0o. Logo existe ny € N tal que ¢ ("—) < 1 para todo n > n;.
a

in

Assim,
0<4qS;, <1, Vn € N com n > maz {ng,n;}

o que nao pode ocorrer, ja que ¢5;, € Z. Portanto, S é irracional.
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Lema 2.4.3 Sejam (a,)nen € (bn)nen seqiiéncias de inteiros onde a, > 1 e
an 1 b, para todo n € N. Se liminf |S;| = 0 onde S; estd definida em (2.19),

entdo S definida em (2.16) € irracional.

Demonstracao
Considere
N-1 b
Sun=» ——— onde M,NeNeM<N
M apr ... Qp

Afirmacgao 2.4.2 Temos que Sy,n # 0.

Demonstracgao

Suponha que Sy, y = 0, assim:

b b by_ by_

_M + M+1 4.+ N—2 + N-1 -0

anr aprapr+1 apr...aN—2 apr ... aAN—1

bur (a/MJrl . CLN,l) -+ bM+1 (CLM+2 R CLN,1) + ...+ by_san_1 +byn_1 —0
apr...aAN-1

an—1[ba (ap41 - - an—2) + barsr (ap42 - an—2) + ...+ bn_o] +by_1 _ 0

apr ... aAnN—1
isto é,

CLN_lk + bN—l =0

onde k = by (api1---an—2) +byyr (apyo...ano)+...+by_o €Z, 0 que
significa dizer que ax_1|by_1. Absurdo, pois a, 1 b, para todo n € N, daf
Su,n # 0.

De volta a prova do lema, obtemos a seguinte relacao para Sy:

SN bN bN
+1
= + + ...
a1 ...aN—-1 a...anN—1aN ay...aN—1aGNAN+1

Temos entao

S by b by
—N:S—<—1+ 2 +...+L)
N—-1

a...a aq a1a9 a...anN—1
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Suponhamos que S = P onde p € ZeqeN. Dai
q

S b b by—
—Nzg—(—l—l- = —{—...—I—L)edai

a...aN—-1 aq a1a9 ay...an—-1

qgSy =pay...ay_1 —donde d € Z logo ¢Sy € Z, VN € N

Temos que li]{fninf (¢|Sn]) = qli]IVninf(\SND onde ¢ € N. Pelo fato de
lij\rfninf|SN| = 0, concluimos que ligfninf (¢|Sn]) = 0, ou seja, existe uma
subseqiiéncia (q |Sn|) yen de (¢ [Sn|) yey onde N’ é um subconjunto infinito
de N tal que

lim ¢|Sy| =0« 3N, € N tal que ¢[Sy| =0, VN >Ny e N € N

NeN

Tomemos M, N € N’ tal que N > M > N; o que implica

q|SN|:q|SM|:0edaiSN:SM:0

no entanto
bas b b b
+1 N-1 N
Sy = —+——+...+ + +
apr apapr+1 apr...aAN—1 apyr...anN—1aN
by
+1
+ + ...
ap ...aN—1AaNAN+1
by by
+1
eSy=—+—"-+....
aN  aNaN+1
SN .
Dali SM,N = SM — ——— e entao SM,N =0
a...anN-1

o que contradiz a Afirmacao 2.4.2. Portanto, S é irracional.

Para maiores detalhes sobre estas séries, veja em [7] e [9].
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2.5 Fracoes Continuas Simples

1. O Algoritmo de Euclides

Dada qualquer fracao racional @, com (ug,u;) =1 e u; > 0. Aplicando

U1
o algoritmo de Euclides
Uy = ULGg + U3, 0 <ug < uq
U = UG + Uz, 0 <us < usg
Uy = U3Ao + Uy, 0<uy <us (2.28)
Up—1 = Uplp—1 + Un+1, 0< Upt1 < Up

Up = Un4+10n

Fazendo ¢; = Y para 0 < i < n, tem-se a partir das equagoes (2.28)
i+1
que
1
(i=a;+—,0<i<n—1¢e ( =a, (2.29)
Git1
Dai temos
1 1 1
C():ao—l-?:ao—F 1:...:a0+ 1 (230)
L at - a+
2 aj_l + —
a;

, ~ ~ , Ug s -
Essa é a expansao em fragao continua de —. Os inteiros a; sao chamadas
Uy

. .. . Ug . .
de quocientes parciais. Presumimos que — tem denominador positivo, mas
Uy
nao podemos fazer suposicao similar para ug e portanto ag pode ser positivo,
negativo ou zero. Entretanto, sendo 0 < us < uy, notemos que a; é positivo

e similarmente a subseqiiéncia as, as, ... é formada por inteiros positivos.
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Usaremos a notacao (ao,as,...,a;) para designar a fracdo continua em
(2.30). Em geral, para quaisquer xg, 1, . . ., £; nimeros reais positivos, exceto

possivelmente xg, podemos escrever:
1
(o, 21, ..., 2j) =9 + i
r+ -+ - 1
zi 1+ —
L

tal fracao continua é chamada de simples, se todos os x; sao inteiros.

Facilmente obtemos a relagao abaixo:

o, L1,...,L;) = XTog+-—"7—
< 07 17 9 ]> 0 <x17‘."x‘j>

1
= <x07x17'-->xj27le+f> (231)

Lj
2. Unicidade
Em geral, note que a fragdo continua simples em (2.30) tem uma forma
alternativa

U
u—o = <G0,CL1, Ce ,aj,l,aj) = <a0,a1, RN ,aj,l,aj — 1, 1> (232)
1

O seguinte resultado estabelece que essas sao duas tinicas expansoes em

fracao continua simples de um nimero racional fixado.

Teorema 2.5.1 Se (ag,ay,...,a,) = (b, b1, ...,by) onde essas duas fragoes
continuas finitas sao simples e se a, > 1 eb,, > 1, entaon =m e a; = b;

para it =0,1,....n.

Demonstragao
Podemos supor sem perda de generalidade que n < m.

Considere y; = (bj,bj11,- .., by) € observe que
1

<bj+17 bijr2,- - bm) Yj+1

Y; = <bjabj+1,...,bm> — bj+
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Temos que y; > b; e assim y; > 1, Vj = 1,2,...,m, pois b; > 0 para todo
1
Jj=1,...,m. Dessa forma, 0 < — < 1 e assim b; < y; < b; +1 e pela
Yj+1

parte 1 do Teorema 1.2.1 temos b; = |y, | para todo 0 < j < m.

Usando a notagao das igualdades em (2.30), yo = {p. Agora, como (; =

Uy

, temos que (; > 1 para todo 7 =1,2,...,nedai 0 < < 1. Por

Ui+ i+1

1
(2.29) temos que (; = a; + C—, segue-se que a; = | ;| para 0 <i < j.
i+1
Para i = 0, temos by = [yo] = [{o]| = a0, j& que yo = (o.

Para i = 1 temos

1 1
—=G-a=yp—b=—=0Q=pn=>a=|0]=|nl=h
G1 Y1
Para ¢ = 2 temos
1 1
=G =y —bh=—=G=p=>a=|0]= [y =
G2 Y2
Repetindo o raciocinio mostra-se que az = bz, a4y = by,...,a, = b,.

Suponha que n < m, entao

1 1
dot T T
a A+ —— b+ .+

1 1 1

apn-1+ — bn,1 +—+
(07% bn yn+1

Portanto = 0. Absurdo, logo n = m.
yn—l—l

Teorema 2.5.2 Qualquer fracdo continua simples e finita representa um
numero racional. Reciprocamente, qualquer numero ractonal pode ser ex-

presso como uma fracao continua simples e finita.

Demonstragao

A primeira afirmacao pode ser estabelecida por indugao matematica sobre
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a quantidade n de termos que forma a fracdo continua (ao,...,a,_1) onde
a; € 7.
Para n = 1 temos (ap) = ap € Q. No caso n = 2 obtemos (ag,a1) =
1
Qo + — € @
(3]
Suponha que a afirmacao seja verdade para n = k. Para n = k+ 1 temos
( )=+
ag,...,Qg) = ag + ——
(ay,...,ax)

Por hipotése de indugao (aq,...,ar) € Q e dai {(ag,...,a;) € Q.
u
A reciproca segue-se do desenvolvimento de — em (2.20).
Uy
3. Fragoes Continuas Infinitas
Dados ag, a1, ... uma seqiiéncia infinita de inteiros, todos positivos, ex-
ceto possivelmente ag. Definimos duas seqiiéncias de inteiros (h,) e (k)

indutivamente da seguinte maneira:

h,Q = O,h,1 = 1,h1 = aihi,l + hi,Q, Vi 2 0
Vi>

k’,g = 1, ]C,1 = 0, k‘l = ail{i,1 -+ ki,Q, 1 0 (234)

Notemos que kg = 1,k = arkyg = ko, ko > ki,ks > ko, etc. Logo,

l=ko< ki <hka<ks<...<k,<...

Teorema 2.5.3 Para qualquer nimero real x positivo

(ag,a a x) = —xhnfl tfins
0, 41y ---yUn-1, xkn,1+kn,2
Demonstragao
Por inducao, se n = 0 o resultado ¢é interpretado assim:

= .Clﬁh_l + h_g
N xk‘_l + k‘_g
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a qual é verdade por (2.34). Paran =1,

$h0+h_1 _ZECLO+1
x/{?0+l{3_1 N x.14+0

Ja que ]’LO = Qo, h_1 = 1, k?o =1le ]{3_1 = 0, por (234) Dai

.Tho—Fh,l . 1 .
xk0~|—k,1 - a0+ X - <a07$>

Suponhamos que seja verdade para n = m:

o mhm—l + hfm—2
B ka—l + k:m—Q

<a07a17 s aam—17m>

Queremos provar que vale para n = m + 1. Note que

1
<a’07a17 s 7am—laam7x> = <CL0,CL1, ey -1, Gy + E

Pela hipétese de inducao,

1
(am + _> hmfl + hm72
1 T
<a0aa17am—laam+_> = 1
z
(am + E) km—1 + kpm—o

x (a'mhm—l + hm—2) + hm—l
x (a'mkm—l + km—Q) + km—l

o th + hm—l
- ka + kmfl
Portanto,
< > xhn—l + hTL—2
ag, a1, ...,0np_1,T) = ———————
o ! SL’kn,1 + knf2
O
Teorema 2.5.4 Se definimos r, = (ag,ay,...,a,) para todo n > 0, entdo
hn

rp = —

kn
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Demonstracao
Aplicaremos o Teorema 2.5.3 com x = a, e usaremos a equacao (2.34),
assim:

anhn—l + hn—2 o h

Tn = <a07a17 s 7an> = ankr 1+ ko = ]{Z_n
U
B (-1t
Teorema 2.5.5 hiki—l — hi—lki = (—1)Z er; —Ti—1 = ok para 1 Z 1
v —1
€
| —1)ia
hiki—o — hi—oki = (—=1)'a; er; —1i_9 = (=1)a para i > 2
kiki72

hi ,
A fragao 7 ¢ irredutivel.

Demonstracao
Para mostrar a primeira igualdade usaremos inducao.

Para i = 1 temos, por (2.34)

hlko - hok’l = (a1h0 + h_1> /{30 - ho (a1k0 + ki_1>
= (a1a0+1).1—a0 (a11+0)
=1

= ()
Suponha que o resultado verdade para ¢ = m, isto é

hmkm—l - hm—lkm - (_1)m—l
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Mostraremos que o resultado vale para i = m + 1. Usando a relagdo (2.34),

temos

herlk'm - hmkm+1 = (am+1hm + hmfl) km - hm (am+1km + kmfl) = _(_1)m71
= hm—lkm - hmkm—l
= - (hmkm—l - hm—lkm)

portanto

hiki_1 — hi_1k; = (—1)1'71, Vi>1

h; h,_
Pelo Teorema 2.5.4, r; = # er,_ 1= k; L para todo i > 1. Assim
i i1
hiki—1 — hi_1k; (—1)i_1 )
i — Vi1 = = , Vi>1
e Faki 1 kb1

Vamos agora mostrar que h;k; o — h;_ok; = (—1)%a;. Por (2.34), h; =
a;hi_1 + hi_s e k; = a;k;—1 + k;_2. Desse modo:

hikis — hicok; = (ashioy + hizs) kis — hi_s (aikiy + kis)
— s (hixkis — hi ok 1)
= q;- (1)~
= (-1)a

; hi_
Pelo Teorema 2.5.4, 1, = — e 1o = ——2
k; ks

hik: o0 — h: ok: —1Dia,
_ ihvi—2 hz Zk’L:( 1)@1’ \V/Z>2
kikifZ kikifZ

para todo i > 2. Assim

Ty —Ti—2

— (_1)(m+1)7
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Teorema 2.5.6 Os valores de r, definidos no Teorema 2.5.4 satisfazem a
infinita cadeia de desigualdades ro < 1o <1y <7rg < ...<1r7<7T5<7T3<7T].
Em outras palavras, a subseqiiéncia (ron)neny € crescente e a subseqiiéncia
(roj—1)jen € decrescente, e todo ra, € menor do que r9;_1. Além do mais,

lim 7, existe e, para todo j > 0, ry; < nhralo T < Toj41.

n—oo

Demonstracao

Temos identidades do Teorema 2.5.5:

-1 i—1 -1 i ;
%em—mq:( )'a Vi
iRi—1

Ty —Ti—1 = .
kiki—o

WV

2

Vimos na definigao da seqiiéncia (k,)nen que k, > 0 para todon > 0 e

a; > 0 para todo i > 1. Dessa forma,

Toj42 — Tg; >0
kojioka;
2j+1
(—1D)¥ " agjn
Toj+1 —T2j—1 = ———— — < 0
kojr1kaj—1

Assim, 79; < 1r9j_1, T2j < rojig € Toj—1 > T'2j+1. Entao temos que

Ton < T2j-1
A sequeéncia rg, 79,74, ... € mondtona crescente e limitada por rq, logo
tem limite. Analogamente, a seqiiéncia 71, 73,75, ... ¢ mondtona decrescente

e limitada por 7y, dai tem limite. Pelo Teorema 2.5.5

1
Kk

|7“i - 7“z’—1| =
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onde (k;)ien é uma seqiiéncia crescente de nimeros positivos, logo k; — oo
quando i — oo.

Como |r; — ;1] < — temos |r; — r;_1| — 0 quando i — co. Assim

1
ki
lim To; = lim T92i—1

1—00

1—00

Portanto,

hm To; — hIl'l r, = 111’11 T2;—1

11— 00 71— 00 1— 00

Como lim rg, > 195 € nlggo Ton—1 < T2j4+1; para todo j € N entao

n—00
To; < lim 7, < T2j+1
n—oo
U

Definigcao 2.5.1 A seqiiéncia infinita de inteiros ag,ay, as,... todos posi-
tivos, exceto possivelmente ag, determinam uma fracdo continua simples e

infinita {ag, a1, as,...). O valor de {ag,ay,as,...) é definida como

lim (ag,ay,as,...,a,)
n—oo
Observe que r,, = (ag,ay,...,a,) e pelo Teorema 2.5.6, lim r, existe e

n—oo

h
podemos escrevé-lo como lim —, pelo Teorema 2.5.4. O ntimero racional

n—oo n
hn . < )
(ag, a1, ...,a,) = =Tt chamado n-convergente para a fracao continua
n
infinita. Dizemos que a fracao continua infinita converge para o valor lim 7,.

n—oo

O préximo Teorema é um critério de irracionalidade no qual tem uma grande

aplicabilidade, onde daremos uma maior énfase na secao 3.1.

Teorema 2.5.7 O valor de qualquer fragao continua simples e infinita {ag, a1, as, . . .

€ irracional.
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Demonstracao
Seja 0 = (ag,a,as,...). Pela definicdo 2.5.1, 6 = lim (ag,ay,...,an),
n—oo

entretanto, pelo Teorema 2.5.6, 7, < 6 < r,,1. Logo

0 <10 =71 < |rpgp1 — 7l

(-
knkn+l

Usando a identidade 7,41 — 7, do Teorema 2.5.5, temos

1

9 —
0<10—r,| < T~

Multiplicando essa desigualdade por k,, obtemos:

1 1
0 < |knb — rpkn| < =0 < |k,0 — hy| <
kn+1 kn+1

Suponha que 0 = % coma € Z e be N. Dal

0 < |kna — hyb| <
kn+1

Como k1 — oo quando n — 00, ou seja, existe ny € N tal que:
0 < |kna — h,b| < 1, ¥n > ng
Contradicao, ja que k,a—h,b € Z. Portanto, # é irracional.

Lema 2.5.1 Seja 0 = (ag, a1, as,...) uma fragdo continua simples e infinita,

1
entao ag = |0]. Além do mais, se 6, denota (ay,as,as,...) entao 0 = ag+—

0,
Demonstragao

Pelo Teorema 2.5.6,

. , 1
rg <0 <ryistoéag <0 <ay+ —
aq
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Como a; > 1 temos ag < 0 < ag+ 1 e dai ay = |#]. Logo

0 = lim (ag,a,...,a,) =
| ( 1 >
= lim {ag+ =
n—00 (al,ag,...,an>
N 1
= Q@ =
" lim (a1, ..., a,)
n 1
= Qa, —_
0 0,

O
Suponha que temos duas fragoes continuas simples e infinitas, (ag, a1, as, . . .)
e (bg, by, by, ...). As duas podem convergir para o mesmo valor? A resposta

é nao, estaleceremos isso no proximo resultado.

Teorema 2.5.8 Duas fracoes continuas simples e infinitas convergem para

valores distintos.

Demonstracao
Suponha que (ag, a1, as, ...) = (b, b1,ba,...) = 0. Pelo Lema 2.5.1,

b
(b, ba, )

daf {ay,as,...) = (b1, by,...). Repetindo o mesmo argumento, a; = b;. In-

L9J2a0:b080:a0+ :b0+

(ay,asg,...)

dutivamente a,, = b,, para todo n € N.

Para mais detalhes sobre esta se¢ao veja em [8].



Capitulo 3

Irracionalidade de alguns

numeros

3.1 Prova da irracionalidade de /2,5, e por
fracoes continuas

Agora aplicaremos nesta se¢ao o que foi trabalhado na segao 2.5 sobre a teoria
das fragoes continuas. Mostraremos a irracionalidade de alguns nimeros
utlizando o Teorema 2.5.7.
Irracionalidade de v/2
A irracionalidade de 14++/2 é equivalente a irracionalidade de \/5, observe
1 .
que 1+vV2=24 ——, pois

1+V2
1 1 (V2 -1) ) V2 -1

24— =2

Y A SV, R Vo B R VR Ty

86
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Logo

1 1
1+vV2=24——_ =924 T =<2,2,2,...>
2+
1+V2 24 .+ 2+

24 .
A fracdo continua de 1 4 v/2 é simples e infinita, portanto pelo Teorema

2.5.7, 1+ V/2 é irracional. Assim /2 é irracional.

Irracionalidade de /5

Veja também que a irracionalidade de v/5 é equivalente a irracionalidade
1++/5 )

de & = que ¢ raiz do polinomio z* — x — 1.
1++5 1 1
¢ = =1+ =14 =
2 1++5 0}
2
pois
1 2-(vb—1 2¢/5 -2 1 5
V5 OrVEVE-D  (WEREo 2
2
assim,
1
=1+ T =<111,...>
1+ I
1+ 7.1+
1+

Como a fragao continua de ® é simples e infinita, ® é irracional.

Irracionalidade de ¢

Lema 3.1.1 Se a > 1 € qualquer inteiro, entao
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i1
62 + = [a7 3a/7 5@, 7@,...]
ea — 1
Em particular,
e +1 e+ 1
=11,3,5,7,... =12,6,10,14, ...
62—]_ [’ ) ]66—1 [7 ) ) 3 ]

Demonstracao

Considere para cada m € Z com m > 0, a série

= 2M(md) (1T
=3 o3 o) .y

Veja que

2™(m 4 1)! (1 2i+m<2m1 1\'
il(2m + 2i)! \ a S amil \ a2

=2m1 1\ 2\ .
Como Z — (—) = (—) ea? | a série em (3.1) converge. Pelo pelo
=0

a™ 5 a
Teorema 1.4.3

S_i i 1 21‘#5_?: 1 /1\*
" il2i) \a " (2i) \a
sendo
L1 /1 L &1 /-1
temos
l+ =1
€a € a
SOI 2
temos também
0o 21(1—1—1')! 1\ 2+ 00 1 1\ 2+
S =S 1T (C =5=5S (=
! ;z!(%m)! a ! ;(%H)! a
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De maneira analoga

Afirmacao 3.1.1 Temos que S,, — (2m + 1)aS;+1 = Spmia com m € Z,

m > 0.

Demonstracgao

Sendo

S _i 2m(m+1i)! (1 2"*’”63 _i2m+1(m+1+i)! 1\
" il(2m+ 20) \a MH_i:o i2m+2+2)! \a

assim S, — (2m + 1)aS,,11

i 2m(m+1d)! (1 2i+m m+ 1) i 9mH (1 + 1 44)! (1 2i+m+1
- o T o\ = — (2m a il
— il(2m + 2i)! \ a pars i2m+2+2i)! \a
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A série S,, é formada por termos positivos e sendo convergente, temos

que S,, — a(2m + 1)S,,4+1 é dado por

_ i o (m+ i) 1\ (2m e+ 1)a2m  (m 4 1 +a) (1)
- i(2m +20)! \a il(2m + 2 + 20)! a

=0

_ f:Zm(m+i)!(2m+1+27J)(2m+2—1—22’)—(2m+1)2m+1(m+1+i)! <1>2i+m
i=0

il(2m + 2 + 2i)! a

_ 22 [(mA4i + 1) (2m +2i + 1) (m+ i) — 2m 4+ D)(m + 1 +1)!] (l)2i+m

il(2m 4 2 + 2i)! a

0
oo

_ 3N 2(m o 2k (ot i+ D! @k (k149 (1 o
— il(2m + 2 + 2i)!
- il(2m + 2 + 2i)!

(2

a

a

2" (m i+ 1) 1\
B il(2m + 2 + 21)!

= 2" (mt i+ 1) 1\
B (it —D!2m+2+2i)! \a

a

(3.2)
Fazendo k =i — 1, temos que

Spm—a2m+1)Sy, =

a

pr El(2m + 4 + 2Fk)!
= Sm—i—?
. : St
Voltando a prova do lema, definimos R,, = T Logo
m+1
1 —1
€a +ea )
Y a+1
R0:—0:>R0: l2771:>R0:62
S1 €a —ea ea —1
2

Pela Afirmacao 3.4.1, temos que
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R, =02m+1)a+
m+1

em particular

1 1 1
Ry=a+—, Ri=3a+ —, Ro=5a+ —, ...
VT Ry TRy TR,
portanto
ei +1 1 1 1
5 :a+R#:a—l——1:...:a+—1:[a,3a,5a,7a,...]
ee —1 ! 3a—|—§ 3a + ——
2 da+ .
Para a = 1 e a = 2 temos respectivamente que
e? +1 e+1
=11,3,5,7,... =12,6,10,14,...
62—1 [7 Y AR ]ee_ [77 ) ) ]
1 1
Observe que se e é racional entao e+1 ¢ racional. Como e+1 =
e— e —
e+1 e+1

2,4,6,8,...], ouseja, N tem fracao continua infinita simples, . é irra-
e — e —
cional, logo e é irracional.

Veja estas e outras aplicagoes em [10] e [11].

3.2 Irracionalidade de ¢" e 7

As provas dadas no capitulo 1 da irracionalidade para alguns valores de r
sao baseadas na idéia de expandir a funcao exponencial, e trunca-la. Em ter-
mos de exponencial isso equivale a aproximar por um polinémio. A principal
idéia de Hermite, é aproximar a exponencial por fungoes racionais A(z)/B(z),
veja em [10]. Dizer que uma fungao analitica é bem aproximada por uma
fungao racional A(z)/B(z)(onde A e B sao polindémios) significa dizer que

B(z)f(2) — A(z) tem um zero de alta multiplicidade na origem.
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Quando truncamos a expansao em série da funcao exponencial, nés aproxi-
mamos por um polindmio em z com coeficientes racionais, e substituimos z
por a, este polindbmio produz um niimero racional, mas o denominador deste
numero é muito grande (a nao ser que a = 1). Quando @ é um nimero primo
grande, por exemplo, ha um problema: se multiplicam pelo denominador,
entao o resto nao tem forma pequena. Se produzirmos uma diferenca sufi-
cientemente em B(z) resolveremos o problema.
Nosso primeiro objetivo nesta secao ¢ provar a irracionalidade de e” quando
r é um numero racional nao nulo. Em seguida, com uma ligeira modificagao,
mostraremos a irracionalidade de 7

Considere o desenvolvimento de Taylor de uma funcao analitica na

origem.

f(z)= Z a2 (3.3)
k>0
f*(0)
K

Vamos construir uma funcgao analitica a partir da fungao f, de tal forma

onde a, =

que vérios coeficientes de Taylor consecutivos dessa nova fungao sejam nulos.

Vamos considerar o operador derivada

d
5 = »—
Zdz

d
onde D = e Usualmente denotamos D™ = D™ ! o D para m > 2. Temos
z

que

D(zf) = f +zD(f)

assim
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d
§(2F) = za(zk) = kz*
Indutivamente segue-se que
6m™(2F) = Emak (3.4)

Para qualquer polinémio T' € C[t], associamos o operador derivada T'(9).

Sendo T'(t) = by + byt + ... + byt", entao
T(0)2" = (bg+ b6+ ... +by0") 2"
= boz" +bikZF+ . 4 b k"SR
= (b +bik+ ...+ bk") 2"

= T(k)2*

Para f em (3.3), temos

T(6)f(z) = T(5) (Z akzk) = aT(0)2" =) aT(k)"
k>0 k>0 k>0
Queremos que T'(§)f(z) seja uma funcdo analitica tal que tenha n; co-
eficientes consecutivos nulos. Basta tomar 7" um polinomio tal que possui

ny raizes inteiras consecutivas. Tomemos ng, n; dois inteiros nao-negativos e

definimos
Tt)=({t—no—1)(t—nog—2)...(t —ng—nq)
Dessa forma a série T'(0) f(z) pode ser escrita da seguinte maneira

T(0)f(2) = A(z) + R(2)

no

onde A(z) = E arT (k)" e R(z) = E arT(k)2*, j& que os niimeros
k=0 k>ni+no+1

no+1,n9+2, ..., ng+n, sao raizes de T, os coeficientes de 20Tt zrot2 - pmotm
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da série sao todos nulos.

Definimos N = ng + n1, logo
T(t)=(t—mno—1)(t —np—2)...(t — N) é monico e de grau 9T = ny
Segue-se que para a equagao diferencial da funcao exponencial

i(e*) = ze®

Existe um polinémio B € Z|[z|, o qual é moénico e de grau ny, tal que

De fato, sendo T(8) = by + b10 + ... + by, —16™ 1 4 6™, assim
T(8)e* = boe® + b10(e*) + + ... + by, 10" 71 (€?) + 6™ (e7)
Por indugao vamos mostrar que
§F(e%) = Pu(2)e? (3.5)
onde Py(z) € Z[z] é monico e 0P, = k. Paran =0 e n =1 temos

8(e*) = e* = 1é?

5 (e*) = ze*

Suponha que seja verdade para k = m, isto é

Queremos provar que vale para k = m + 1. Como

0" e?) = 8(0™(e7)) = 0(Pu(2)e”) —Zd%(Pm(Z)ez)

= z[P(2)e" + Pp(2)e’] = [2P) (2) + 2Pn(2)]€?
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onde P,11(2) = 2P (2) + 2P, (2), monico e 0P, ;1 = m + 1. Portanto vale

(3.5). Dessa forma

T(6)e* = ape® + Pi(2)a1e® + ...+ P, (2)€”

= (ao+ Pi(z)a; + ...+ P, (2))e*

onde B(z) = ag + Pi(2)a; + ...+ P, (z), polindmio moénico cujo grau é n;.

Sendo

A =Y T gy = 3o TR (3.6)

entao
B(z)e* = A(z) + R(z)

onde A é um polinomio de coeficientes racionais e grau ng, cujo coeficiente
lider é

T(ng) (no—mno—1)(ng—ng—2)...(ng —no—mny) (—1)"ny!

no! N no! no!
e R uma funcao analitica que tem um zero na origem de multiplicidade maior

ou igual a N 4+ 1. Veja que
Tk)y=(k—-nyo—1)(k—n9g—2)...(k—N) comke€Z

SeO<k<n0

Tk) = (=1)"(no—k+n1)...(no —k+2)(ng—k+1)
_ (ng—k+mn1)...(no—k+2)(ng—k+1)(ng — k)!
(ng — k)!
(=)™ (ng — k +ny)!
B (ng — k)!
(=D™(N — k)

(no — k)!
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Sek>N+1

T(kf) = (k—no—1)(k—n0—2)...(kj—n0_n1)
—ng—ng —1)!
= (lf—no 1)<k_n0_2)-'-(k3_n0—n1)(k 1)

(k—mng—mny —1)!

k‘—no—l'

( )
(k=N -1

Por (3.6), temos que

no
(N —=Fk)! (k—no—1)! ,
Alz) = (—-1)m —— =
(z)=(=1) Z(no—k)!klz e R(z) = ), (k—N— DIk~
k=0 k>N+1
Comon; =2nge0< k< ngtemos ny —k >0 e entao
—<n0—k‘)'k" = (ng—i-m—k)(n0+n1—k—l)...(no—i—l)—(no_k)!k!
= (no—l—nl—k)(n0+n1—k—l)...(n0+1)(7;€0)
N —k)!
dafﬁemea n1 = ng. Logo A € Z[z].

Demonstramos entao a seguinte proposicao.

Proposicao 3.2.1 Sejamng > 0 eny > 0 dois inteiros. Defina N = ng+nj.
Dados

(N — k) k—ng—1)
A(z) = (=1)m ) ng eR(z)= ) (Ef N 1)!)k!2k

k=0 k=N+1

Se B € Z[z] e tal que

(0—ng—1)(0—ng—2)...(6 — N)e* = B(z)e?
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entao B(z)e* = A(z)+ R(z), onde B é um polinémio méonico com coeficientes

inteiros de grau ny, enquanto que A € um polinomio de coeficientes racionais
(—1)”1n1!

No:
¢ um zero de multiplicidade N + 1.

de grau ng e coeficiente lider e R uma func¢ao analitica cuja origem

. . C A Tlo! . . . .
Além do mais, o polinomio — A tem coeficientes inteiros. Em particular,

nll
se ny = ng entao os coeficientes de A sdo inteiros.

Vamos restrigir para o caso n = ng = n; entao
T.(2)=(z—=—n—1)(z—n—2)...(2 —2n)

e denotamos por A,,, B, e R, satisfazendo a proposicao anterior.

Lema 3.2.1 Seja z € C, entao

|Z|2n+le|z\

| Rn(2)] <

n!

Em particular, a seqiiéncia (R, (2))nen tende para zero quando n — oo.

Demonstracao
R, =
() 2. (k—Qn—l)!k!Z
k>2n+1
(l+n) I+2n+1
= l' ((+2n+1
Como
(I+2n+1)!

T (24D (4ntD) > (D>
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dai segue-se que

1 3
[Ra(2)] < mewz i

10
2|21 ﬂ
b n! il
10
2n+1
0 < Rn(2) < LG\ZI
n!
|22+
Fazendo n — oo,temos que —'el'Z' — 0. Portanto R, (z) — 0.
n!

3.2.1 Irracionalidade de €"

Vamos mostrar que e” é irracional para r € Q com r # 0. Seja r =

racional nao-nulo. Assumimos que r > 0 primeiramente. Fazendo s = e”

substituindo z por a = br em B(z)e* = A(z) + R(z) , obtemos que

B,(a)s® — A, (a) = R,(a)

98

a
b
e

onde todos os coeficientes de R,, s@o positivos, portanto R,(a) > 0. Entre-

tanto B,(a)s® — A,(a) # 0. Como R,(a) converge para zero quando n tende

para o infinito e, sendo B, (a) e A,(a) inteiros, tem-se dado € > 0 existe ng

tal que

An(a)

0 < |Bn(a)s® — An(a)] < &;Vn>ngedal 0 < |s®—

B, (a)

= By (a)

Pela implicagao (ii) = (i) do Lema 2.1.1, s® é irracional. Portanto s = e"

1

é irracional o que implica s™ = e~ " € irracional.
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3.2.2 Irracionalidade de 7

Suponha que T = %, com a € Z e b € N. Substituindo z = ia = i7wb em

B(z)e* = A(z) + R(z). Como e* = (—1)°, temos
B, (ia)(—1)" — A, (ia) = R,(ia) (3.7)

onde A,(ia) e By, (ia) sdo complexos em Z[i]. Assim o lado esquerdo em (3.7)

estd em Z[i], mas seu lado direito vai para zero quando n — oo. Veja que
B, (ia)(—1) — A, (ia) = ¢, +id,, cp,d, € Z

Portanto, quando n — oo temos que ¢, +id,, — 0 o0 que implica ¢ +d? —
0. Como ¢ + d? € Z, existe ng € N tal que ¢ + d2 = 0 para todo n > ny,
ou seja, ¢, = d,, = 0 para todo n > ng. O que significa que ¢, +1d,, = 0 para

todo n > ny. Logo
By (ia)(—=1)" — A,(ia) = 0, Vn > ng

Considere dois indices consecutivos n e n+ 1, vamos eliminar e* das duas

expressoes abaixo:
Bn(2)e* — A, (2) = Ry(2) e Buyi(2)e — Any1(2) = Ruya(2)

assim

BnAn—i-l - Bn+1An = _Ban+1 + Bn+1Rn (38>

Pela Proposicao 3.5.1, B,, é um polindomio moénico de grau n, A, tem
grau n e o termo de maior grau é (—1)"z". Dessa forma, o polinomio a
esquerda em (3.8) tem grau 2n+1 e o termo de maior grau é (—1)"+12z2 1,
Por outro lado, R, tem um zero de multiplicidade de pelo menos 2n + 1, o

mesmo ocorrendo para —B, R, 11+ Bn11R,. Assim os dois termos sao iguais

a (—=1)"t12227+1 Considerando
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Cn(z) = Bu(2)Ani1(2) — Bpya1(2)An(2)
temos
Cn(z) = _Ban+1 + Bn+1Rn

assim C,(z) = (—1)"t12z2n+1,

Logo C,,(z) sé se anula na origem. Desse modo, R, e R, s6 possuem
um zero em comum, isto é, nao se anulam ao mesmo tempo fora da origem.
Vimos que R,(ia) = B,(ia)(—1)* — A,(ia) = 0 para todo n > ng, o que
significa que R, (ia) = R,y1(ia) = 0 para todo n > ng. Assim ia # 0 é raiz

de R, e R, ;. Contradi¢ao, portanto 7 é irracional.

Para maiores detalhes sobre o método de Hermite e suas aplicagoes veja

em [10].

3.3 Irracionalidade das séries de Liouville

Usando implicitamente a implicagao (i) = (i) do Lema 2.1.1, mostraremos
que as séries de Liouville

Zg—n2 e 29—2"

n>0 n=>0

convergem para um irracional, onde g € Z e g > 2. As duas séries sao

1
limitadas pela progressao geométrica E — e pelo critério de comparagao
n>=0
convergem, ja que a progresao em questao converge.

Primeiramente, considere
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entao N
1 =1
6= 5= 2 o= (3.9)
n=0 9 n=N+1 9

onde N é um inteiro suficientemente grande.
Veja que a série a direita em (3.9) converge para um valor estritamente

positivo, pois é uma série de termos positivos. Logo

N

1 1
0<10-> =D —
n=0 g n=N+1 g
Fazendo n = k + N no 2° membro
Y1 <1
0< H_Z? - Z (N+k)2
n=0 g k=1 9
I < 1
- gV’ ; g2 +2kN
I < 1
< —_
g ; g2kN
1
1 g2V
AR
2N
1 1
= . (3.10)
v (¢ —-1)
Fazendo N — oo, temos que N 1 0, ou seja, dado € > 0, existe
g _
no € N tal que —— < ¢ para todo N > ng. Assim
gV —1
0< ‘ g
an an

onde gn = ¢V’ e py € Z. Portanto, Zg_"2 é irracional.
n>0
Considere agora
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Repetindo o mesmo processo que foi feito para a 1* série, temos

N

=53 !

0<
2’)1
n=0 9

I
hE
2 =
:

=

Il

—
s

I
(]
YaS
no
z| —
N—
[\~}
ol

B

Il

fa
N

VRS
wa—n
2
N N
no

+
VR
QMH
Z
~~
i

+
VR
| =
~~
oo

+

‘ -

)
2z

AN
e N N L
Ql\%"_\
~ N~
[N}
| —
+
|
+
VRS
bl -
~
(3]
+
N
Ryl
~
w
+

Q

g
(1 2
— (= .
I 1——~
1
(¢ )
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(3.11)

Fazendo N — oo, temos que v 1 — 0, ou seja, dado € > 0, existe
g

1
no € N tal que v 1 < g, para todo N > ng. Assim
g —

3

0<‘9—p—N <
Y

gN

onde gy = 92N e py € Z. Portanto, Zg_QN ¢ irracional.
n=0



Capitulo 4

Valores irracionais de Funcoes

Teta Falsa

Neste capitulo mostraremos as funcoes teta falsa de Ramanujan de or-

dem 3 e algumas de ordem 5, as fungoes teta falsa de Watson de ordem 3 e
1

as g-séries de Rogers-Ramanujan aplicadas aos valores +— onde ¢ € Z com

q = 2 assumem valores irracionais.

As fungoes Theta Falsa foram introduzidas por S. Ramanujan numa carta en-
viada para G. H. Hardy, em janeiro de 1920. Nessa carta, Ramanujan listou
17 fungoes teta falsa, junto com as identidades que elas satisfazem. Ramanu-
jan dividiu essas funcoes em ordem trés, cinco e sete, mas nao disse o que
significava ordem. Nao existe uma definicao formal para ordem, mas parece
que pelas identidades que elas satisfazem, fica claro que sao relacionadas com
os numeros 3, 5 e 7. Entretanto a ordem é considerada para as fungoes teta

falsa como uma etiqueta, na qual nao tem um profundo significado.

103
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Uma definicao melhor reformulada é dada por: Uma funcao teta falsa f
é uma funcao de varidvel complexa ¢, definida por uma g-série que converge

para |q| < 1 e que satisfaz as seguintes condigoes:
1. Infinitas raizes da unidade sao singularidades exponenciais.

2. Para cada raiz da unidade ¢ existe uma funcao teta 6¢(q) tal que f(q)—

0¢(q) é limitada quando ¢ — & radialmente.

3. f nao é soma de duas funcoes, uma das quais é uma funcao teta 6 e a

outra é uma funcao que é limitada em toda raiz da unidade.

Em geral nao é fécil estabelecer estas propriedades, veja [16].
+oo

obs:As funcoes teta 6 acima sao séries do tipo Z e"qan2+b” onde a,b € Q

n—oo

ee==l.
Funcoes teta falsa de Ramanujan de ordem 3:

n2

B e q
. f<Q)—1+n2:;(1+q)2(1+q2)2...(1+qn)2

n2

B > q
. ¢<q>—1+n2_;(1+q2)<1+q4>...<1+q2n>

=1 (1 —Q) (1 —q3>_”(1 _q2n_1)

Funcoes teta falsa de Watson de ordem 3:

0 q2n(n+1)

= (1—q)2(1—¢3)7... (1 —g2n+1)?
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qn(nJrl)

(14+q)(1+¢%)...(1+¢*>*1)

q2n(n+1)

(1_|_q+q2) (1 +q3+q6) ___(1_|_q2n+1 +q4n+2>

O simbolo de Pochhamer (a, q); é definido por:

L

H(l—aq_j)_l, se k<0

J=1

1, se k=0

T
L

(a'7Q)k: .
(1—aq7), se k>0

<
I
o

—8L

(1—aqj), se k=00

<.
Il
o

\

Fungoes teta falsa de Ramanujan de ordem 5:

o0 2n2
q
L FO(Q) = Z 2
—~ (¢ 4%),
0 2n(n+1)
q
e Ii(q) =
,; (¢:4%) 41
[ee] q5n2
e O(g)=—-1+
( ) nZ:O (q7 q5>n+1 (q47 q5>n
o0 57’12
e U(g)=—-1+ q

(>, 0°),41 (% 0°),
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Teorema 4.1 As funcoes Teta falsa de Ramanujam de ordem 3 f,®, 1, x

. . 1 1
assumem valores irracionais em i§, ig, ié_l’ e

Demonstracgao

1) Sejam p,q € C com g # 0, de tal forma que f <Z—9> esteja bem definida.
q
Entao,

Ve

:1+Z Pet g

= g7 (g +p)? (¢ +p) (g )’

pn2qn+n2
— 14+
;q"2q+p (2 +p2)°... ?

o0

B pq
_ 1+(q+p>2+;(

5 (¢ +p)? (¢* + p?

0 n?—1 n—1
Pq Pq P g
(@+p)?  (¢+p)? {; (q2+p2)2---(q”+p”)2}

Fazendo n = k + 1, temos:

Py _ Pq Pq - PE+2) g
d (Q) R PET R {; (@ +p%)° .. (¢ +p’“+1)2} -y

Considere p =41 e g€ Z com ¢ > 2 em (4.1). Assim

=) _ (£1)q (£)g [ & (d1)F+2) g
f < ! ) BRCET R {; (2 + (£1)2)° .. (¢ + (il)k+1)2}
(4.2)

=
N~
no
N———
no
/N
=
+
/N
3
~_
3
~
[\

(g —|—p”)2

~—
[\

+1
Para mostrar que f ( ) é irracional, basta mostrar que a série em (4.2)
q

converge para um irracional.
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A série em (4.2) é do tipo (2.16) onde by, = (£1)¥¢*F e ay = (" + (il)k+1)2.
Agora verificaremos as condi¢oes dos Lemas 2.4.1 e 2.4.2, respectivamente
parap=1lep=—1.

a) a = (" + (F1)F)? > (21 4 (1)) > 25 = ¢ > 2.

b) [bk| =¢" >0

ap — 1= |b| = (¢*+2 + 20" (FD) +1) — 1 — ¢

ap — 1 — |b| = ¢2F 2 £ 2g7H1 — g > 22142 _ 9. o1+l _ o1,

ap —1—|bg] 26 =ap—1—|bg| >0=ar—1> |bg].

c) Se by = (£1)¥¢F eb, = (£1)%°¢° entdo byb, = (£1)F+5 gk +s.

Se p=—1,dado i € N, tome k,s > ¢ com k = s+ 1 entao:
Dby = (—1)(TDH %251 — _ 2541 — pp < ()

Se p =1 entao by > 0 para infinitos k € N.

d) Escolha i, = k uma subsequéncia dos indices da série, logo

by, (£1)*¢" biy ((iq?k)

a;, q2Rt2 £ 2k 41 a q2i%+i
& g2

ik

b,
quando k — oo, concluimos que =% — 0 e a;, — 00.
i
As hipdteses dos Lemas 2.4.1 e 2.4.2 sao satisfeitas respectivamente quando
p=—lep=1ema, b, ced e portanto a série em (4.2) converge para um

1
irracional. Dessa forma f (:I:— assume valor irracional.
4q
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2) Seja p,q € C com ¢q # 0. Entao,

(2 - s ()
V) -0)

o n2 244+..42n
= 1+ Z 2 2 zp Z 4 2 2
= g™ (¢* +p?) (¢ +ph) ... (¢ + p™)
> pn2qn2+n
- 14
; ¢ (> +p?) (¢* +p*) ... (> +p*)
0 n% n
ey ra (43)

n=1 (@®+p?) (¢*+p*)...(¢> + p*)

Tomando p =41 e g € Z com q > 2 em (4.3), temos

() =14y ()" (1.4)

q (@+1D) (" +1)...(¢*+1)

n=1
A série em (4.4) é do tipo (2.1.6) onde b, = (£1)’¢" e a, = ¢*" + 1.
Vamos mostrar que para esta série as condicoes dos Lemas 2.4.1 e 2.4.2

sao satisfeitas respectivamente parap =1e p = —1.

a)a,=q¢"+1>22*'+1=5>2=4q,>2.

b)|b.| = ¢" > 0.

n— 1= =¢*"+1—-1-q¢"=¢" —q" 22?1 -21=2>0

an—1—1bp] >0=a, —1> b,

c) Se by, = (£1)™ g™ eb, = (£1)""¢" entio by,b, = (£1)" 7 gmin,

Se p=—1,dado ¢ € N, tome n,m > ¢ com m =n + 1, entao
bmbn —_ (_1)(n+1)2+n2q2n+1 — _q2n+1 = bmbn <0

Se p =1, entao b, = ¢" = b, > 0 para infinitos n € N.

d) Escolha 7,, = n uma subseqiiéncia dos indices da série, assim
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bi, _ (£1)"¢" b, _ ((iqi)n)

a;

2n . 1
"+ 1 a;, 1+T
qn

n

bi
quando n — oo, concluimos que — — 0 e a;, — 00.
in
Por a, b, c e d, a série em (4.4) converge para um irracional, dessa forma

+1
10) (—) ¢ irracional.
q

3) Dados p,q € C com ¢ # 0, entao:

(i)

2

(5)
= 0-@)-00-07)

2 143+..42n—1

NE

n

(g —p)(¢® —p?)... (> —p*>1)

¢ (¢ —p) (¢ —p*) ... (> —p> 1)

+
qg—p (¢—p) = (@ —p°)...(¢>" —p> 1)

Fazendo n = k + 1, temos:

(k+1)?

Py P 1 D
v (5) ET (¢—p) 2 (¢ —p?) ... (g*+! — p+1) (45)

1

k=
Tomando p = +1 e ¢ € Z com ¢ > 2 em (4.5), obtemos:

1) _ & - (1) (+D*1
w(q)_((Htl){1+Z(q3$1)._,(q2k+1$1)} (4.6)

k=1
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Vamos mostrar que as condicoes dos Lemas 2.4.1 e 2.4.2 sao satisfeitas
respectivamente para a série quando p = 1 e p = —1, sabendo que a série em
(4.6) é do tipo (2.1.6), onde a; = ¢**! F 1 e by, = (£1)*".
a)a,=¢*tF1>22" 1 =7>2=q; > 2.

b) |bx] =1>0
ap—1—|bp| =¢* "N F1-1-127-2=5>0=a,— 1> |b.
c) Se by, = (£1)*, by, = (£1)™ entdo bpb, = (£1)F+7°,

Se p=—1,dado ¢ € N, tome m,k > i com m = k + 1, entao
by = (=DM T0HD* — _1 e daf b,by, < 0

Se p =1 entao b, = 1 = by > 0 para infinitos £ € N.

d) Tome i; = k uma subseqiiéncia dos indices da série, logo
by,  (£D)F

ai, o q2k+1 F1

b;
quando k — oo temos que — — 0 e a;, — 0.
i
Por a, b, c e d, a série em (4.6) converge para um numero irracional,

+1
dessa forma 1) (—) é irracional.
q



CAPITULO 4. VALORES IRRACIONAIS DE FUNCOES TETA FALSA111

4) Dados p,q € C com ¢ # 0. Entao,

WEG) o)

2 244+..42n

- P q
— 14+
; ¢" (¢* = pg +p?)...(¢>* — p g + p*")

n? +n

o0 n2
P q
- 14+
; ¢ (¢* —pa+p?)...(¢> — p"q" + p™)

e n2 n
Py
= 1+ 47

—(q* —pg+p°)...(¢> —p'q" +p*") .7

Tomando p==+1e g € Z com q > 2 em (4.7), assim:

+£1) > (£1)" ¢
x(;)—1+Z<q2¢q+1)m(q2n_(ﬂ)nan) 8

n=1
A série em (4.8) ¢ do tipo (2.1.6), onde a, = ¢** — (£1)"¢"+ 1 e b, =
()" g

Vamos mostrar que as condigoes dos Lemas 2.4.1 e 2.4.2 sao satisfeitas
respectivamente para a série quandop=1e p = —1.
a)a,=¢" — (£1)"¢"+1>2*'-11.2'+1=3=aqa, > 2.
b) [by| =¢" >0
ap—1—by| =" — (£1)"¢"+1—-1—q" > 2*1 21 -2V =0 = a,—1 > |b,|.
c) Se b, = (£1)" ¢ eb,, = (£1)™¢™ entiio by,b, = (£1)" T,

Se p=—1, dado ¢ € N, tome m,n > ¢ com m = n + 1, entao
bb, = (_1)n2+(n+1)2q2n+1 _ _q2n+1 = b,b, <0

Se p =1 entao b, = ¢" = b, > 0 para infinitos n € N.

d) Considere i,, = n uma subseqiiéncia dos indices da série, assim
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<( 1)”2>
b, (£1)" ¢ b q"
— = = =

1) 1

qn q2n

ai, ¢"—(£)"¢"+1  a,

bi,
quando n — oo temos que — — 0 e a;, — o0.
in

Por a, b, c e d, a série em (4.8) converge para um ntmero irracional,

+1
dessa forma y ( ) ¢ irracional.
q

O

Teorema 4.2 As funcoes Teta falsa de Watson w, v ep assumem valores

1 1
wrractonais em +—, £— +— ...
2 3 4

Demonstracgao

1) Seja p,q € C com ¢ # 0. Entao,

NN () R
V= o)

S

_ i P 2n(n+1) q2 (1+...4+2n+1)
prt @2+ (g — ) (g2t _p2n+1)
_ i n(n+1) q2n +4n+2
e/l (q —p)* (g2t = prrtl)

¢ > 2n(n+1) g 2n-+2
- (¢ —p)? - ; (g — p)2 (gt — p2n+1)2 (4.9)
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Tome p=+41eq€Z com q>2em (4.9), assim

+1 2 o 2n+2
w (_> = ! 5 H D 3 : 5
q (F1)? “H(qF1)" ... (¢ F1)

¢ > 2"
(g 1)° {1 > PFFL. . (P F 1)2} (410

n=1

A série em (4.10) ¢ do tipo (2.1.6) onde a, = (¢*"** F1)% e b, = ¢*".
Vamos mostrar que as condicoes do Lema 2.4.1 sao satisfeitas para p =
+1.
a) a, = (@ F 1) > (22 - 1)’ =49 = q, > 2.

b) b, = ¢*" = b, > 0 para infinitos valores de n € N.
an—l—bn:(q2”+1:‘:1)2_1_qn>(22.1+1_1)2_1_22.1:44:>
=a,—1—-b,>0=a,—1>0,

c) Considere a subseqiiéncia i, = n dos indices da série, logo

( 1 )
bi., ¢ bi, n
bo @b\
a,  (¢**t1F1) a,, 1
q9F -,
q
quando n — oo, ﬁ—>06ain—>oo.

in
Por a, b e ¢, a série em (4.10) converge para um nimero irracional. Por-
1\ ,. .
tanto, w | — | é irracional.
q
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2) Tome p,q € C com g # 0. Entao:

() -3 ()
VR o)

> n(n+1) ,1+3+...4+(2n+1)

_ p q
; gt (g +p) (@ +pP) .. (g T+ pPrtt)
_ i pn(n+1)qn2+2n+1
ot qn2+n(q —l—p) (q3 _|_p3) o (q2n+1 +p2n+1)
i pn(n+1)qn+1

— = (q +P) (q3 —|—p3) L. (q2n+1 _|_p2n+1) (411)

n

Considere p = +1 e g € Z com ¢ > 2 em (4.11), assim:

(:l:l) o (il)n(n+1)qn+1

74 —_— =

q — ) (@+1)... (¢ £1)
q = gt

<qi1>+;<qi1><q3i (P ED

q > "
= (qﬂ:l) {1+;(q3i1)---(q2”“i1)} (4.12)

A série em (4.12) é uma série do tipo (2.1.6) onde a, = (¢*"*' £1) e

n

b, = ¢". Vamos mostrar que as condicoes do Lema 2.4.1 sao satisfeitas
quando p = +1.
a) an:q2n+1:|:1222.1+1_1:7:>an>2‘

b) b, = ¢" > 2! = b, > 0 para todos n € N, logo para infinitos valores.
apn—1—b,=¢"" 1 -1—-¢g">22" - 1-1-21=4=

=a,—1—-b,>0=a,—1>b,.
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c) Tome i,, = n subseqiiéncia, por conseguinte,

1

a; ¢+l a0 1
n n q

i
quando n — oo, — — 0 e a;, — 00.
in

Por a, b e ¢, a série em (4.12) converge para um nimero irracional. Por-

+1Y\ , . .
tanto v [ — | é irracional.
q

3) Tome p,q € C com ¢ # 0. Dessa maneira,

(E)Qn(n—f—l)
p - q

pPi— = n n
() S () (B

1+=+ -
q q q2n+1 q4n+2

oo P2t 246+ 4 (4n+2)

= ; @t (2§ pg+ 2) ... (¢ 2 £ pRntigntl 4 pini2)
o an(n+1) q2n2+4n+2

- HZ:O PP (@2 + pg + @) . .. (¢ + pRntig2ntl 4 pint2)
oo Pt gant2

4.13
Z (q2 +pq + q2) . (q4n+2 +p2n+1q2n+1 +p4n+2) ( )

Considere p = +1 e ¢ € Z com ¢ > 2 em (4.13), logo:

+1 & 42+
) = 2
(q) n=0 (q2iQ+1>(q4”+2iq2n+1+1)
’ - 2n
_
o (@2xq+1) { ; SEP+1).. (¢ £+ 1) }

(4.14)

A série em (4.14) é uma série do tipo (2.1.6) onde a,, = ¢"""% + ¢*" 1 +1

ebn:q



CAPITULO 4. VALORES IRRACIONAIS DE FUNCOES TETA FALSA116

Vamos verificar que para esta série as condicoes do Lema 2.4.1 sao satis-
feitas para p = £1:
a) a, = ¢ £t 41 > 2412 921 4 ] = 57 = q, > 2.

b) b, = ¢*" = b, > 0 para todo n € N, logo para infinitos valores.
a, — 1— bn — q4n+2 + q2n+1 +1—-1-— q2n 2 24.1+2 _ 22.1+1 _ 22.1 =52 =
=a,—1—-b,>0=a,—1>0,

c) Considere i,, = n subseqiiéncia, desse modo

1
bi,, . " bi,, _ (an)

i = =
a, 2t 4] . q i 1
2

. b,
dai, — — 0 e a;, — 00, quando n — oo.
in
Por a, b e ¢ a série em (4.14) converge para um niimero irracional. Desse

(il) e
modo, p | — | € irracional.
q

O

Teorema 4.3 As funcoes Teta falsa de ordem 5, fo, f1, Fo, F1,®, ¥ as-

. L I 1
sumem valores irracionais em iﬁ’ +—, £, ...

3 4

Demonstracgao

1) Considere fy(q) = i (_Z "

n2

onde

n=0

—_

n—

(=¢.0)n = ] (I-(=)) =0+ (1+¢)...(1+4¢"); (.90 =1
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Para q € Z com g > 2 temos:

2

)
ISR

o q1+2+...+n

= 1+ 2 n
g (g+1)(+1)...(¢"+1)
o0 n2+n

q 2

= 1+
;q”Q(qH)(qQH)---(qwl)
(o] qn

- 1+

n2+n

=1 q 2 (@+1)(?+1)...(¢"+1)

n

) q
- 1+Z 42 Gt (P (1)

n

_ q
- ”Z G E@E ) ey Y

A série em (4.15) é do tipo (2.1.6) onde a,, = ¢" (¢" + 1) e b, = ¢". Vamos
verificar que as condi¢oes do Lema 2.4.1 sao satisfeitas:
a)a,=q"(¢"+1) =21 (21 +1) =6 = a, > 2.

b) b, = ¢" = b, > 0 para todo n € N, assim para infinitos valores.
an—1=b,=¢"(¢"+1)—1—¢"22'2'+1)-1-2'=6-3=3=
=a,—1—-b,>0=aqa,—1>0,

c) Considere i,, = n subseqiiéncia, portanto:

bi, q" N bi,,

a, ¢ (@+1) @, ¢ +1

bi,,
quando n — oo, temos que — — 0 e a;, — 00.
in

Por a, b e c, a série em (4.15) converge para um nimero irracional. Logo,
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1
fo (—) é irracional.
q

-1
Agora, considere f; (—) onde ¢ € Z com q > 2, temos
q
n™q"

AN S - (=
fO(q> s S D i 11 PSSy B Y e
s (i
= T A W DR @ D T @ (D))
(4.16)

A série em (4.16) ¢ do tipo (2.1.6) onde aj, = ¢"*! (¢"™ + (=1)*) e
b = (—1)(’“+1)2qk+1. Vamos verificar as condi¢oes do Lema 2.4.2 para esta
série:
a) ap = ¢+ (qk+1 + (_1)k+1) >92(22 + (—1)?) = 20 = a;, > 2.
b) Se by = (—=1)FEHD* g1 = (—1)(m+D* g+ entao

b b = (_1)(k+1)2+(m+1)2qk+m+2
Dado i € N, tome m, k > ¢ com m = k 4+ 1. Dessa forma,
bby = (_1)(k+2)2+(k+1)2q2k+3 _ _q2k+3 = b, br. < 0
c) |bi| = ¢"T1, assim .
ap—1—|b] = ¢ (M + (=D)M) =1 ¢!
> 22(2°+(-1))-1-2=15=
=ap—1—|bg| >0=ar — 1> |by]

d) Tome i), = k uma subseqiiéncia, logo

b, (_1)(k+1)2qk+1 by, (_1)(k+1)2

ai, o qk+1 (qk+1 4 (_1)k+1) ai, o qk;+1 4 (_1)k+1
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uando k — 0o, =~ — 0 e a;, — 00.
9 k
ik
Por a, b, c e d a série em (4.16) converge para um numero irracional.
) b

-1
Portanto fj (—) é irracional.
q

0 qn(n+1)

— (=40 n

(~4Q)n=0+q) 1 +¢)...(1+¢"); (—q,9)0 = 1

(1>n(n+1)
fi <1> = 1+Z 1 1 1 1
1 n=1 (1+—) (1+—2>...(1+—n)
q q q
q”<”+1>(q+1) (>+1)...(¢"+1)

n(nt1)

2) Considere fi(q) =

onde g € C com ¢ # 0, tal que

Seja ¢ € Z com ¢ > 2, assim

q 2

1
- 1+Z n(ntl)

=1q 2 (q+1)(¢*+1)...(¢"+1)

1
_ 1+Z Ry PP L PR R P

= 1+ Z ! (4.17)

(+1)]...[¢" (¢ +1)]

A série em (4.17) é do tipo (2.1.6) onde a, = ¢"(¢"+1) e b, = 1.

Verificando as condicoes do Lema 2.4.1:
a)a, =q"(¢"+1) =212 +1)=6=a, > 2.

b) b, = 1= b, > 0 para todo n € N, assim para infinitos valores.

an—1—=by=q" (" +1)—1—-1221(2'+1)—2=4=
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=a,—1—-b,>0=4aq,—1>0,

c) Considere i,, = n subseqiiéncia, daf:

b:

in

1
a, q*(q"+1)

b;,,
quando n — oo, — — 0 e a;, — 00.
in

Por a, b e ¢, a série em (4.17) converge para um numero irracional. Dessa

1
forma, fi (—) é irracional.
q

-1
Agora, considere f; (—) onde ¢ € Z com ¢ > 2. Assim
q

( 1)n(n+1)

1
S (5) N HZ q(qg — D] (¢ +1D)]...[g" (¢" + (=1)")]

) i 1
- HM{H 7 12° (¢ + 1)) ~[q”(q”+(—1)”)]”

n=

Mg

1 & 1
BERRTCEY {1 i ’; (> + D] [+ (! + (—1)’““)]] }
(4.18)

A série em (4.18) é do tipo (2.1.6) onde a = ¢*™ (" + (=1)**1) e
b, = 1. Vamos mostrar que as condigoes do Lema 2.4.1 sao satisfeitas:
a) ay = ¢" (" (1)FT) > 22(22 4 (—1)?) =20 = a; > 2.
b) Se by, = 1 = b, > 0 para todo k& € N, logo para infinitos valores.
ap—1—b, = ¢! (qk—H I (_1)k+1) 1 g

> 22(2°+(-1))-1-2=15=
=sa,—1—b,>0=a,—1>1

c) Considere i, = k subseqiiéncia, logo
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bi, 1

@ - GF L (g (—1)kHD)

i
quando k — oo, — — 0 e a;, — 0.
ik
Por a, b e c, a série em (4.18) converge para um numero irracional. Por-
) )

-1
tanto f; <—) é irracional.
q

Tomemos p,q € C onde ¢ # 0, assim

A() 1S ()
V) o)

o~ on? 1,3 2n—1

P g
= 1+
Z @ (q—p) (@ —p*)...(¢7 1 —p¥ 1)

_ P q
B quw(q p)(®—p?) ... (g7t —p>l)

n=1
o0 p2n2
= 14+
; ¢"*(q—p) (@ —p*) ... (¢>" ! —p™ 1)
oo p2n2
= 14+
nz;: (q¢* .. ¢* ) (a—p)(¢* —p®) ... (¢* ! —p* )
o0 2n2

:1+Z 3 (43 3p

lq(q —p)] [® (¢ —p*)]...[¢>" "t (¢** ! — p>~1)]

Considere p = £1 e ¢ € Z com ¢ > 2 em (4.19), obtemos:

+1 1
fo <?) - ; lqlgF D] A (@ F1)]...[¢2 1 (¢2 L F1)] (4.20)
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A série em (4.20) é do tipo (2.1.6) onde a, = ¢*" ' (¢*"'F1) e b, = 1.
Verificando as condicoes do Lema 2.4.1:
a) a, = q2n—1 (q2n—1 = 1) 2 22.1—1 (22.1—1 _ 1) —92= a, > 2.

b) b, = 1= b, > 0 para todo n € N, assim para infinitos valores.
a, — 1 — bn — q2n—1 <q2n—1 = 1) —1-=1 > 22,1—1 (22.1—1 _ 1) —2=0=
=a,—1—-b,>20=a,—12>0b,

c) Considere i,, = n uma subseqiiéncia, logo

b 1

ai, - q2n—1 <q2n—1 ES 1)

i
quando n — oo, — — 0 e a;, — 00.
in

Por a, b e c, a série em (4.20) converge para um nimero irracional. Desse

+1
modo, Fj (—) ¢ irracional.
q

> q2n(n+1)
4) Considere Fi(q) = Z ————— onde
= (4,611

(0.6 =01-9(1=¢")...(L=¢"")
dai

2n(n+1)

B > q
Fi(q) = Z 1—q)(1—¢%...(1—¢g*th)
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Tome p,q € C onde ¢q # 0, assim

AR (g)znmﬂ)
PEEO) 07

o) 2n(n+1) 1 e
- . + Z 2n(n+1) £ ! q s 2n+1 2n+1
¢—p “=q (¢—p) (¢ p)---(q —p>t)
& 2n(n+1) ,n2+n
= L+ Z 2n?+2n - 3 3q 2nl _ p2ntl
q—p “=q (=) (¢ —p°)... (¢r+! —p*r+t)
N 2n(n+1)
- L+ Z n2tn 3 - 3 20l _ p2ntl
¢—p =g g-p) (@ —pP).. (¢ = pPrtt)
> 2n(n+1)
- L+ Z 3 24l - 3 _ 3 21 _ pontl
¢—p “=a@®-. . a—p) (@ -p°).. (@ = pH)
q i p2n(nt)
a—p =lala -] (@ -] [P (gt - i)
(4.21)
Considere p = +1 e ¢ € Z com ¢ > 2 em (4.21), logo:
11 o0 L {)20(n+1)
L (_) - L+ Z 3 3< ) 2nt1 (g2ntl
q aF1 =laleF V][ (@ FD)]... [>T (¢* ™ F 1)
G 1
= —|—
; @ F D] @ (@ F 1)
(4.22)

A série em (4.22) ¢ do tipo (2.1.6) onde a,, = ¢*" ™! (¢*" "' F1) e b, = 1.
Verificando as condigoes do Lema 2.4.1 para esta série:
a) Ay, = q2n+1 (q2n+1 ¥ 1) > 22.1+1 (22.1-1—1 . 1) =56 = a, > 2.

b) b, = 1= b, > 0 para todo n € N, assim para infinitos valores.

ap — 1— bn — q2n+1 (q2n+1 ¥ 1) —1-=1 > 22.1+1 (22.1+1 _ 1) —92=54=
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=a,—1—-b,>0=4aq,—1>0,

c) Considere i,, = n uma subseqiiéncia, logo

b:

in

1
a - g2t (q2n+1 T 1)

i
quando n — oo, — — 0 e a;, — 00.
in
Por a, b e c, a série em (4.22) converge para um nimero irracional. Logo,
+1 L
F (— ¢ irracional.
4q

5) Considere ®(q) = —1 + Z - onde
7 n+1 q 7q )n

(0:¢°)p =1 =) (1 —=¢°% ... (L =g

(4¢),=1=¢)(1=¢)...(1=¢""), (¢ ¢°)y =1

assim
P(q) = -1+ +
(q7q )1 ; n+1 (q 7q5)n
1 1 > an2
1—gq 1—(1;(1—q4)(1—q6)---(1—q5”1)(1—q5"“)

Escolhemos p, g € C onde ¢ # 0. Entao

n 5; 1,.55+1
by _ p° q
o)t p{Z " [H T 1><q5f+1—p5j+1>”

~ (4.23)
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1
(qP3=1 — pPi=1) (¢vi+! — p5j+1)’

Desenvolvendo (4.23) e, tomando u; =

obtemos:

n2 (5n<2k3)n (5n;7)n n
q)(zg) - e ”Zp 1w
q—p ! q =1
n? 5n2+5n
- 1+ L1+ % [T
q—p ~ g o

- 141 {1+Zp5”2q5”Huj (4.24)
=P n=1 j=1

Tome p = +1 e q € Z com ¢q > 2, além disso (£1)>” = (£1)" para todo
n € N, assim reescrevendo (4.24):

<1>(ﬂ>=—1+—{1+2 ﬂ“”Hu} (4.25)

q

1
(@ = ED7) (77 — ()

onde u; =

A série em (4.25) é do tipo (2.1.6) onde a,, = (¢°"~' — (1)) (¢! — (£1) )
e b, = (£1)"¢.

Vamos verificar as condicoes dos Lemas 2.4.1 e 2.4.2 em tal série, respec-
tivamente parap=1ep = —1:
a) ap = (¢ — (£1)51) (51 — (£1)PF1) > (25171 — 1) (25141 — 1) =

> -1 (12 -1) = a, > 2.
b)Sep = —1, b, = (=1)"¢"" eb,, = (—1)"¢"™ entdo b,b, = (—1)"+mg>rtm),

Dado 7 € N tome m,n > ¢ com m = n + 1, portanto:

Dby = (—1) 11075 = b, b, = —¢'0 = b,,b, < 0
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Sep=1,b, =¢" = b, >0 para todo n € N, logo para infinitos.

¢) |b] = ¢ > 0.

a, — 1 . |bn| — <q5n+1 . (:I:l)5n_1> <q5n+1 _ (i1)5n+1) _ 1 _ q5n
> (25.1—1 - (i1)5.1—1) (25.1+1 - (i1)5'1+1) - 1 o 25.1

= 1563—-1-32=a,—1—|by| >0=a, —1>|b,|

d) Escolhendo i,, = n uma subseqiiéncia, temos que

bin B (il)nq5n

a;, (g = (F1)") (¢ = (F1)")

)

T, (@E) (F) 1
L= gt B g1 glon

=

i
quando n — oo, — — 0 e a;, — 00.
in

Por a, b, c e d, a série em (4.25) converge para um nimero irracional.
+1
Logo @ (—) é irracional.
q
’I'L2
7
n+1 (q3’ q5)n

6) Considere ¥(q) = —1 + Z R onde
— (% ¢°)

(@) = 1 =) (1 =q") ... (1= ¢"*?)

(%), == (1 =¢%)...(1=¢"?), (¢*,¢°), =1

Sendo
1 o0 q5n2
Vg = -1+ +
(% ¢°); (@% ¢°), ; (0% ) pir (¢ 0°),,

o0 577,2

1 q
- 14 T
(1—-¢?) Z (2% 4°) i1 (€%, 0%),

n=1
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Dados p,q € C onde g # 0. Entao

n 57—2 5542 ]

2
p\ q p q q
Y (E) St e T e Z ¢ [H (q¥=2 — p¥=2) (%72 — poit?)

J=1

(4.26)

1
(qP3=2 — pbi=2) (¢5i+2 — p5j+2)’

Desenvolvendo (4.26) e tomando u; =

obtemos

n2 <3+ag 2)n (7+M21+2)n n
\Ij<]_j> = e g Hzp e [Iw
q q j=1
p n? 5n +5n M
g i
q 7’L2 n
_p2{1—|—2p5 ¢ Huj} (4.27)
n=1 j=1

4 : 5n2 __ n
= = 2, =
Tome p +1e q € 7 com q > 2. além disso (:tl) (:f:].) para todo

= —1+
q2

n € N, assim reescrevendo (4.27):

r_
onde u; = (¢%2 — (£1)52) (qb3+2 — (£1)55+2)

A série em (4.28) é do tipo (2.1.6) onde a,, = (¢°" 2 — (£1)°"72) (¢ — (£1)°"2)
e b, = (1)"¢°". Vamos mostrar que para esta série, as condigoes dos Lemas
2.4.1 e 2.4.2 sao satisfeitas, respectivamente parap=1e p = —1.
a) a, = (72 — (£1)572) (P72 — (£1)42) > (2212 — 1) (25142 — 1) =
>22-1D)(2"-1)=a, > 2.
b)Sep = —1, b, = (—1)"¢"" eb, = (—1)"¢"" entdo b,b, = (—1)>m+n)gdntm),

Dado 7 € N, tome m,n > i com m =n + 1, assim
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b b _ ( )n+1+nq5(2n+1) _ q10n+5 = bmbn <0

Sep=1,b, =¢" = b, > 0 para todo n € N, logo para infinitos valores.

¢) |bu| = ¢ > 0.

an =1 = bl = (47 = (F)"7) (¢ = (F)TH) — 1 - g™
(25.1—2 B (i1)5‘1_2) (25.1+2 . (i1)5‘1+2) — 1951

WV

> (2°-1)(2"-1)-1-32=a,—1—|b| >0=a, — 1> |b,]

d) Escolhendo i,, = n uma subseqiiéncia, logo

a;, - (q5n72 _ (i1)5n72) (q5n+2 _ (i1)5n+2)

(1)
bﬁ _ q5n

<i1)5n+2 (j:l)EmfZ 1
g2 - g2 q'on

1 —

in

b;
quando n — co, — — 0 e a;, — 00.
in

Por a, b, c e d, a série em (4.28) converge para um nimero irracional.

+1
Logo W (—> ¢ irracional.
q

Teorema 4. 4 As q-séries de Rogers e Ramanugjan,

_HZ (1-q) 1—Q) (=g
‘ 00 Jeas)
DY ) (S R (=)
1 1

assumem valores irracionais em 15, -, iz_L’ .

3



CAPITULO 4. VALORES IRRACIONAIS DE FUNCOES TETA FALSA129

Demonstracao

Considere p,q € C com ¢ # 0. Assim,

2

o)
EN [ G

0 n? 14+2+..4n

:1+Zn2 P q

(¢ —p) (¢ —p?)...(¢" —p")

+n

_ 1_|_Z - p2qn2

(g —p) (¢ —p?)...(¢" —p")

n=1
= 1+ — Py
g 2 (g—p)(@—p*)...(¢"—p")
o0 2
prq"
= 14+
;qu - q"(¢—p) (@ —=p*)...(¢"—p")
. g
= 1+Z[ — —— (4.29)

q(q —p)] a® (¢* = p?)] ... [q" (¢" — p")]

Tomando p = +1, g € Z com ¢ > 2 e (£1)"* = (£1)" em (4.29), dai

+1\ (1) - (£1)"q"
" ( q ) - CEDN nz;; (¢ = D]...[¢" (¢" — (£1)")]
B (:I:l) > (:l:l)k+1qk+1
- [g(q F 1)] Z (2 =] [g" (¢" — (1))

k=1

(4.30)
Note que a série em (4.30) é do tipo (2.1.6) onde a; = ¢*™ (¢"* — (£1)*11)
e by = (£1)k1g* 1. Vamos mostrar que para esta série vale as condigoes dos

Lemas 2.4.1 e 2.4.2, respectivamente parap=1e p = —1:

a) ap = qurl (qk+1 _ (j:l)k+1) > 22 (22 _ (il)Q) =12 = a, > 2.
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b) |bx] = ¢**' > 0.
ap — 1 — |bk:| — qk+1 (qk+1 . (j:l)k+1) N qk+1
> 22(22—(+1)) -1-2*=7
= ak—1—|bk|>0:>ak—1>|bk|
c) Sep=—1, b, = (=)™ g"Tleb, = (—1)Fg"! entao
b,br = (_1)m+kqm+k+2
Dado i € N, tome m,k > i com m = k + 1. Assim
b, b = (_1)2k+1q2k+3 — _q2k+3 = bybp <0

Se p =1, b, = ¢**' = b, > 0 para todo k € N, logo para infinitos valores.
d) Considere a subseqiiéncia iy = k, logo

bi B (:i:l)k—Hq’H—l bi B (j:l)k"'l

a, - qk+1 (qk+1 _ (il)kJrl) a, o qk+1 _ (il)kJrl

i
uando k — oo, —% — 0 e a;, — 00.
70,' k
iy

Por a, b, c e d, a série em (4.30) converge para um irracional. Logo

(i1> L
r1 | — ] é irracional.
q
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Agora, considere p,q € C com ¢ > 2. Assim,

G
(-0 (- @)) (- ()

n(n+1)q1+2+...+n
- 1+Z ™ (g — p) (2 — p2).

n(n+1)
2

SOERE>

(g —pm)

n(n—l—l)q

Z nn+1 )(q2_p2)(qn_pn)
p
= 1_'_2 n(n+1)

nlq 2 (¢—p) (@ —=p*) ... (" —p)

n(n+1)

Z pn(n+1)

= 1+

= qq®...q"(¢—p) (¢ —p*) ... (¢" —p")
pn(n+1)

- L@ - e

Tomando p=+1e q € Z com g > 2 em (4.31), daf

+1 > 1
& (?) SRR Dirresy rerroy ey oy ey SR 2

A série em (4.32) é do tipo (2.1.6) onde a, = ¢" (¢" — (£1)") e b, =

Vamos verificar para tal série, as condi¢oes dos Lema 2.4.1 para p = £1:
a)a,=q¢" (" — (D)) =21 2' - (D)) > 2=a, > 2.

b) b, =1 = b, > 0 para todo n € N, logo para infinitos valores.
an—1=b,=q¢"(¢"—(£1)")—1-1>20=a, — 1= b,.

c) Considere i,, = n subseqiiéncia, logo

bi,,

1
a, ¢ (q" — (£1))
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bi,
quando n — oo, — — 0 e a;, — 00.
in

Por a, b e ¢, a série em (4.32) converge para um irracional. Portanto

(ﬂ) A
ro [ — | é irracional.
q

OJ
obs:Esse método falha para produzir irracionalidade de algumas funcoes teta
falsa de ordem 5 e também as de ordem superior nestes valores. Para mais
detalhes veja [2].
Para maiores detalhes veja [7],[15] e[16].



Capitulo 5

Teorema de Apéry

Em junho de 1978 na cidade de Marseille-Luminy, R. Apéry surpreendeu sua
platéia com a prova da irracionalidade de ((3), na qual tinha pontos ele-
mentares e complexos, com isso dividiu a platéia em defensores e nao defen-
sores. Dois meses depois H.Cohen apresentou a prova completa no Congresso
Internacional de Matematica em Helsinki. Apresentaremos uma prova da ir-
racionalidade de ((2) e ((3) dada por F. Beukers utilizando integrais duplas

e triplas.

Defini¢ao: A fungao Zeta de Riemann ¢é definida por :

o0

onden € Ne z € C.
A série converge para Rez > 1. Além do mais, é absolutamente e uniforme-
mente convergente em qualquer regiao finita na qual Rez > 1+, 6 > 0.

Considere

133



CAPITULO 5. TEOREMA DE APERY 134

o minimo multiplo comum entre 1,2,... n.

Lema 5.1 Sejam r e s inteiros nao-negativos. Se r > s entdao

o [ [ by

¢ um nimero racional cujo denominador é um divisor de d>.

b)// ( 10g:ry rys>dxdy

€ um numero mcwnal cujo denominador é um divisor de d3.

Ser =s entao,

Lot arys 1 1
// Y Lpdndy = ((2) = 5= =
0

r2

d)//( iofzy rys)da;dyﬂ(g(g)—%_..._rig)

Observagao 5.1 Em c¢) e d) o caso em que r =0, as somas

1724+ .. . +r2el3+.. . 73

desaparecem.

Demonstracao

Seja o qualquer nimero real nao-negativo. Considere a integral

r+a s+a
/ / Y rdy
1—ay

Note que essa integral dupla é impropria, sendo equivalente ao seguinte

) r—l—a s+o
}jliI(l)/ / — ——dzdy (5.1)

1_333/ Z F ocom0 < a2y < 1 (5.2)

limite:

Veja que
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Substituindo (5.2) na integral dupla de (5.1), obtemos:
r+o’ s+a 1—e 1—¢ 0
——dxdy = / / "oyt aFyk | dady
/ / 1- Ty € € %
1—¢ 1—¢ o0
= / / Z "y | dady
€ € k=0

ondeu,=k+r+ocevy=k+s+o.
A série em (5.2) converge uniformemente pelo Corolério 1.3.4, logo pelo

Corolario 1.3.1, temos:

1—¢ 1—¢ 00 0 l1—¢ 1—¢
/ / <Z a:“’“y”k) dxdy = Z (/ / x“’“y”%xdy)
€ € k=0 k=0 € €
Dessa forma
1—e
< / / ”’“d:l:dg)

l1—e 1—¢ r+o s+a
/ / ——dxdy =
1—=zy
yvk+1 1=
|:Uk + 1:|
&g

=
5 (e )

Portanto

xrto s+o e 1 — g)urtl _ gup+l 1 — g)vetl _ cuptl
lim / / ———dxdy = lim (1=¢) < (1=¢) <
e—0 1—ay e—0 prt up + 1 v+ 1

como a série acima é uniformemente convergente pelo Teorema 1.3.3, segue-

que pelo Corolario 1.3.2 que

1—e o s+a o 1 — up+1 _ ~up+1 1— v+l v+l
lim / / dxdy = lim ( °) < ( ) <
e e—0 up + 1 v + 1

k=0
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como
(1 _ €>uk+1 _ 5“k+1 (1 _ E)vk+1 _ 5’Uk+1 1

i | Il |-

£=0 up + 1 v+ 1 (ur, + 1) (vx + 1)

dai
1—-¢ l1—e r4o0,s+0 0

) "%y 1

hm/ / ——dxdy =

=0 J. . 1—uzy kz:% (up + 1) (v + 1)

ou seja,

e s+a o 1
/ / 1—a:y dxdy:z:: (ur + 1) (ve + 1) (53)

Vamos mostrar (a) e (c¢) primeiramente, separando respectivamente em
dois casos:
1° caso: r > s.

Como r — s # 0, podemos reescrever a série (5.3) da seguinte maneira:

SR SN R
— (ug +1 vk+1) i (r—s) o+l w+1

k=0

o S S
 (r—=s)\s+1+0 s+2+0c 7 r+4o

Assim

/ / r+a s+ad p 1 1 N 1 N N 1
xdy = e
1—=xy Y (r—s)\s+1l+o0 s+2+o0 r+o
Fazendo o = 0, concluimos que

11
2Ty 1 1 1 1\

drdy = o)==t

/0/0 1—xyxy (r—2s) (s+1+s+2+ +7“ q
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ondepeZeq=(r—s)[s+1,s+2,...,7] € N. Como [s+1,5s+2,...,r]|d,
temos d, = ky[s+1,s+2,...,7] com ky € Z epelofatode 0 <r—s<r
temos (r — s)|d, o que implica que d, = ks(r — s) com ky € N.

Portanto
d? =kika(r —s)[s+ 1,5+ 2,...,7] = k1kog = q|df

2° caso: r = s.

Segue-se de (5.3) que

o r+0' © 1
—dxdy =
// 1—:cy v kz_;(k+r+a+1)2

Fazendo o = 0, temos

1 pl Yy > 1
dedy = g —_
/0/0 1—xyxy (k+r+1)2

Em particular quando » = 0

//1—xyd” Z<kil> =<

Vamos mostrar (b) e (d), separando respectivamente em dois casos:

1° caso: r > s.

Derivando (5.4) com respeito a o, temos:

// 7’+0’ s-‘rodd d 1 1 N 1 N N 1
do 1—ay W) T 4o r—s\s+t1to s+2+0 T rio

(5.5)
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Pelo Corolario 1.3.2, obtemos o seguinte igualdade:

T+os+a r+08+0
——duxd dxd .
i ([ [ gamn) = [ (T ) e 09

Como
r+o,,5+0
i i — 1 i (e(rJra) log x+(s+0) logy)
do \ 11—y 1 —aydo
- 1 (log z 4 log yy)el" T log et (s+o) logy
1—ay
— _log my x""‘i‘o' s+o
1—ay

além de que,

d 1 1 1 1
— + +.+ =
do|r—s\s+1+0c s+2-+0 r4+o

:ris'(_(sﬂlm)f (s+21+a)2_'“_ (7“+10)2>

e (5.6), concluimos que:

logzy ., o 1 1 1 1
rgsodd — o _ B —
//1—:1:3/ Tey = r—s (s+1+0)*2 (s+240)? (r+4o0)?
/1/1 log:vy 05+ dd 1 1 N 1 N 1
rdy = ..
o Jo 1—a:y y y= r—s\(s+14+0)? (s+2+0)? (r+o0)?

Fazendo o = 0, segue-se que

logxy 1 1 1 1 P
2"y ) dedy = =) ==
//< )‘“’ r—s(<s+1>2+<s+2>2+ W) g

ondepeZequtalqueq:(r—s)[(3—1—1)2,(5—1—2)2,...,7"2].

Note que,
O<r—s<r=r—sld =d =k(r—s)ondek, € Z (5.7)

bem como,
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L,2,...,r|d, = 12,22 ... r*|d? edal (s + 1)2, (s +2)?,...,r%|d>
Como d? é multiplo comum de (s + 1)%, (s +2)%,...,r?%, segue-se que
[(s+1)2 (s+27 ..., |&=>d =k [(s+1)°(s+2)7°....7°] , ks €Z

(5.8)
Por (5.7) e (5.8), inferimos que

2° caso: r = s.

Por (5.3) deduzimos que

o 7‘—1—0 o0 1
——dxdy =
// 1—a:y v kz:g(k+r+a+1)(k+r+a+1)
Assim, derivando com respeito a o, temos:
orto r+0' d e 1
——dxd
da(// 1—xy xy) do (Z(k+r+a+1)2)
De maneira analoga ao 1° caso,
o 7"+0 0 d 1
dxdy = —
// da(l—:cy) v kgoda((k—i-r—i-a—l—l)?)

1,1
logzy 16 4 —2
——=x"y " dxdy =

/0/0 1 —xy Y Y kz:%(k+7“+0+1)3

Fazendo o = 0,

logxy o B > 2
//( 1 -y )dxdy - Z(k+r—l—1)3
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Em particular, quando r = 0, obtemos:

ot log zy B - 1 B
[ (55 ) 2 G -

Teorema 5.1 O niamero ((2) € irracional.

Demonstracao

Para cada n € N, considere a integral

// 1_@ U=y Pl@) o (5.9)

L& on(— o)), Poa) € Za].

onde P,(z) = i [z™(

Veja que
(1— Z A; iy
0<y1,J2<n
Substituindo em (5.9), temos:

]1y]2
[ [ 5 [

0<j1,52<n

Pelos itens (a) e (c) do Lema 5.1

Ll iy &7 sej1 # j2,onder = min {ji, j2} es = maz {j1, j2}
0 0 Y <(2) _____ 2 S€J1 = J2



CAPITULO 5. TEOREMA DE APERY 141
Logo

- 1 1 1

0<j1,J2€n

J1=72
Y A
0<j1,J2sn
J1#72
= Z Aj5C(2) = Z ﬁ +
0<1,d2<n 1<rggen L5l
Jj1=7J2 J1=72
+ Am
0<j1.d2<n
J1#32
onde ¢;, € Z.
Para todo j; = 1,...,n, temos:
(12,22, ... 53] [[12,22,...,n?] e [1%,2%, ..., n?]||d? e dai
(12,22, ..., 5] |d? logo d? = kj, [1%,22%,..., %], ondek;, € Z
Pelo item (a) do Lema 5.1
qs|d?, Vs =1,....n
além disso
2, Vs=1,...,n
Portanto ¢,|d*> para todo s = 1,...,n o que implica d?> = k,qs onde
ke, € 7. Assim
(z) A e ks
e D S I D D L
0<j1.d2Sn 1<d1,d28n n
J1=7J2 J1=J2
Ajyjaprks
o 2
0<j1,do2<n n
J1#32
Cn((2) + Dy

d;
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com Cp =d2 > Ay eDy=— Y Ajgciki+ Y. Ajupks

0<j1.d28n 1<i1,d28n 0<j1,J2<n
J1=732 Jj1=J2 J1#J2
ou seja,

/ / 1—;c QWD) gy = (0¢(2) + D) 052 (5.10)
para alguns C,, D, € Z.

Vamos integrar por partes n-vezes com respeito a x, a integral

// 1—a;y U=y hl@) dy (5.11)

Observacao 5.2 Usaremos o simbolo / para indicar a integral dupla em

(5.11).

Por indugao matematica, mostraremos que

JEEE D gy - [ EO I oo — )y
(5.12)

onde k é o numero de integragoes por partes da integral a esquerda em (5.12)
com respeito a z, com 1 < k < n.

Para o caso k = 1, temos:

1 — )"
Tome u = ﬂ edv = P,(z)dx o que implica
1—2y
1— 1 dnt!
du= 20 g T (1= 2]

(1 —=xy)? " nldan?
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Assim,
1
[y = G | -
_ %dd;—ll [2"(1 — 2)"] g_—i);)gdxdy B
) _% j:_n—ll (1 — 2)"] %dﬂw

(=D Lyt ) dt )
B n! (1 — ay) =+t dan—t [2"(1 — x)"] dzdy

Suponha que seja verdade para k = m, isto é,

/ (1 —111_)”3(33) dudy = (—1):! - m) / (gim_(z;)%):l di:n; (1 — 2] dady
(5.13)

Mostraremos agora que o resultado vale para k = m + 1. Para tanto,

integraremos por partes a integral a direita em (5.13).

Tome u = % edv= CZ;—_W; [z™(1 — x)"] dx o que nos leva a
du = (m(—li-i)i/:;;(jl;ly)” drev = % [z™(1 — x)"]
Logo
/ s —13,_)713 <x>dwdy B (_13;!%! [_ / df;($:i> (1= o)) (mﬁ)gﬁmﬂfﬂdzdy
ja que <(11:j;;gfl dﬁ;(z:i) [z™(1 — x)"] : = 0. Consequentemente,

L=y "Pulx), (=)™ (m+ D[y —y)t dm "
/ 1—2xy drdy = n! / (1— xy)(m—l-l)—i—l dgn—(m—+1) [2"(1 — x)"] dedy

Dai, mostramos a igualdade (5.12).

Fazendo k = n em (5.12), obtemos:
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Afirmacao 5.1 Para todo x,y tal que 0 < x,y < 1 temos que

y(1 = y)a(l—2) (ﬁ—l)s

1—ay 2

Observagao 5.3 Como a integral dupla em (5.9) € imprdpria, nosso inter-

valo de integracao € dee a1l —¢, asssme < z,y <1 —¢.

Demonstracgao
Considere a funcao f : R? — R definida abaixo:

z(1—z)y(l —y)
1—2xy

fla,y) =
Seja
Q={(z,y) eR} e<o,y<1—¢}
Considere o disco

B = {(z,y) € R? g(x,y) = 0}

o st (5 1) (v 3) - (4222)

Como Q C B, temos que max f(p) < max f(p). Pelo Teorema 1.5.1,
peQ peEB

temos:
Vf=AVyg

onde

C(y(l—y) (1 =2z +2%) z(1—2)(1—2y+y’z)
V= ( (1—ay)? ’ (1— zy)? >
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Portanto,
yd-y)(A-2c+a%y) (1
(1 ()1(Ixy2)2+ 2)2( | LY
r(l—x)(1—-2y+y°x) 1
(1—zy)? _2(y 2)A i)

1 1
Multiplicando (I) por (y — 5) e (IT) por (x — 5) temos que:

5 ) - (-2
e [
r— =) (z—2%)(1-2 2r)

e e I

Como o 2° membro de ambas as equacoes sao iguais, concluimos que:

(v-g) w0 2esty (oG] @02

(1 —zy)? (1 —zy)?
sendo (1 — zy)? # 0, obtemos:

(v=3) G- -2040%) = (5= 3) 0= 1= 2+ 570)

2,,2 2 2,,3

T T

v = 2m? b aty =y 2ey ety = Gy = T Gyt =
2,2 2 3,2

:x2—2x2y+x3y2—x3+2x3y—x4y2—g—i—xy—£E2y +%—x2y+$2y

(y* — 2*)—2zy(y—x)+a?y* (y—z)—(y° — 9623);293?4 (y? — 2?)—2?y? (y* — 2°) —
1

1 T2y
5l —2)+ 5" =) —ayly —2) + —=(y —2) =0
1 1 221>
(y—) y+x—2x”y+x292—(y2+yx+x2)+2xy(y+w)—§+§(y+x)—:ry+ 2y =

=0
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y—x=0
ou
2,2 2 2 L1 2%y’
y+a—2zy+ 2’y — (y +yx+x)+2xy(y+x)—§+§(y+x)—xy+ 5| =
= 0.
2 1— 2
Se y = x entao h(az):f(a:,x):%. Dali,
—x
h,(x):2(3:—:152)(1—:1:)(—2;52—:1:—1—1)
(1—a?)
-1
V5 .Pelo fato

Dos pontos criticos de h, o tnico pertencente a B é
—22% — 622 — 6 + 2 V5 —1
(1+2)3 2

de h'"(z) = temos h“( ) < 0. Dessa forma

5—1 +v/o—-1
<\/_2 , \/_2 ) é ponto de méximo de f(x,y) no disco B. Portanto,

flx,y) < f (\/32— 1, \/32_ 1) para todo (z,y) € .
Veja que,
(o) (o ()
2 T 9 2 145 2
Assim,

5
r( — )yl —y) < V5 -1 Ve<z,y<1l—c¢
1_$y AN 2 I ~ 9 AN

y" (1 —y)"z" (1 —x)"

(1 —zy)"*! -0

Voltando a prova do teorema, pelo fato de

n(l — nen(l — n
segue-se que/y ( <1y_);;)gz+1 z) dzdy > 0.

Por (5.10) e (5.14), temos que:

(CnC(2) + Dn) dy? = (—1)" / y"(1 (;y_)f;z’;g ="y
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portanto
0 < |(CoC(2) + D) d7?| = ‘/ Ters dmdy'
N T —agyr W

o que implica

5n
0<[Cn¢(2) + Dl < <\/52_ 1) @)

Pelo Lema 1.1.1, temos que d,, < 3", logo

0<1CiC2)+ D, < “52‘1> (@@

n

— |9 (‘/52_ 1) ] ¢(2) (5.15)

5
5—1
Temos que 9 (%) < 1, pois

9 ) 5° 9
80<81:>\/5<Z:>\/5—1<Z:>(\/§—1)5<E:>(\/5—1)5—<

25
5 5

5% 9 5—1 28125 5—1

——= =9 V5 <-——===9 vh <1

45 25 2 32768 2
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Suponha que ((2) = P com p € Z e g € N. Por (5.15) temos que
q

< |9 (ﬁ”) ¢(2)

0<|c.2+D,
q 2

B mn

5—1
Fazendo n — oo, |9 <\/_ ) -qC(2) — 0, isto é, existe ng € N tal

5
V5 —1 )
que |9 5 -qC(2) < 1 para todo n > ny. Dal,

0<|Cup+ Dypgl <1,¥n>ng

Absurdo, pelo Lema 1.4.2; pois |Cp,p + D,q| € Z. Assim, ((2) é irracional.

0
Teorema 5.2 (Teorema de Apéry).O nimero ((3) € irracional.
Demonstragao
Para cada n € N considere a integral
bt log xy)
— P,(z)P,(y)dxdy 5.16
[ (22 rwrw (5.16)
onde n!P,(z) = a [z™(1 — x)"™].
dz™

Vamos mostrar que

/01 /01 (— 0874 ) P, ()P, (y)dzdy = (A, + By((3)) d;,” (5.17)

1—a2y
para algum A,, B, € Z.
Como P,(x) € Z[z] e P,(y) € Zly], segue-se que,

Po(z)Pay) = Z Cj1j2xj1yj2v Ciijn €L

0<j1,52<n
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ot log zy log zy o
/0/0 <_1—xy)P( )P, (y)dxdy = Z C']m// ( T )xhypdxdy

0<y1,92€n

Pelos itens (b) e (d) do Lema 5.1, obtemos:

Dr . . P o
/1 /1< logxy) xﬁyjzd ] R # Jo, onder = min {j, j2} es = maxr {ji, j2}
- ray = 1 1
l—2y/) 1—2 .
Y Yy 2(4(3)—ﬁ——]—§>,86j1—]2
Logo

bt log xy B 1 1 1
/0 /0 (—1 = xy) Py(x)Pu(y)dady = ) Cjj2 (C(?)) BT AR Ak ]—?) +

0<j1.d2<n
J1=J2

+ Z C’]132 b =

0<J1,J2<n
J17#752

_ Cij
- 2 Z Ciijo ¢(3) -2 Z 13, 2312 ]i’)]—i_

0<J1,d2<n 1<d1,d28n
J1=7J2 J1=J2
+ z C]1]2
0<j1,j2<n s
J1#352
onde l;, € Z.
Para todo j; = 1,...,n, temos:
3 93 311713 93 3 3 93 37143
[1°,2°% .0 57 112, 2%, ..., n°] e [1%,2°, ..., n’]|d2 =

13,23 P3| = =k, [13,23, ... 7] ondek; €Z
1 n n J1 1 J1
Pelo item (a) do Lema 5.1,

qs|d3, Vs =1,....n

além disso
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Bld3, Vs=1,...,n

Portanto ¢,|d®> para todo s = 1,...,n o que implica d> = k,q, onde

ks € Z. Assim

1 1
/ / <_ Ingy) Pn(I)Pn(y)dl‘dy = Qdi Z Cj1j2 d _2 Z
0 0

11—z
Yy 0<j1,J2<n

Prks
+ Z C]lﬁZ d3 =

0<j1,J2<n
J1#32
B.((3)
- 3 3
dn dn
_ 3 E _ E E
com Bn = an Cj1j2 € An = -2 Cj1j2lj1kj1 + Cj1j2kas,
0<Jj1,J2<n 0<j1.J2<n 0<j1,J2<n

J1=J2 J1=J2 1732

/01 /01 (_ iofzi) Po(2) Py (y)dady = (A, + BaC(3)) d;?

isto é,

para alguns A,,, B, € Z.

log xy /1 1
_ - — - 4
1—axy o 1—(1—uzy)z

Basta tomar u =1 — (1 — zy)z o que implica du = (xy — 1)dz.Logo

/1 1 /1111 du
- — dr = -
o 1—(1—azy)z 1 u(zy —1)

logu|fy _logzy —logl  loguwy

zy — 1 xy — 1  l—uay

Observe que

Assim podemos reescrever (5.16) da seguinte maneira:

1 1 1
/ / (— ngy) P,(x)P,(y)dxdy —/ / / dxdydz

(5.18)

n 1<j1,j9<n
Jj1=J2 J1=72

]1]2 ]1
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Vamos integrar por partes n-vezes com respeito a x a integral a direita

em (5.18).

Observacao 5.4 Usaremos o simbolo / para indicar a integral tripla em

(5.18).

Analogamente & prova de ((2), por inducao, integrando por partes n vezes

com respeito a x, segue-se que

/ Pn(x)Pn(y)ZdIdde _ / Inynzn(l _ g;)"Pn(y) dxdydz (5.19)

1—(1—w=y) (11— (@1 —zy)z)"*!
Fazendo
we =2 . lzw
1 (1—ay)z 1= (1—ayw
assim, dz = (=2y) dw. Substituindo z e dz em A k) n(y>dxdydz
(1—-(1—-=zy)w)? (1= (1 —ay)z) !

na integral a direita em (5.19), temos

1—w " .
o (1 - —xy)w) (- olh) _ 29)  dydw =

{1 — (1 —zy) (1_(11_—_1;”“))} (1= (1 - ay)w)

oy () =R

B (1 —zy)w _ (—zy) cdudw —
B {1 —(1—zy)w—(1—2y)(1 — w)}nJrl (1-(1- x?/)w)2d dd
1—(1—2zy)w

2"y (1L —w)"(1 — )" Po(y)(—ay)[1 — (1 — ay)w]" " P(y) _
(zy)" (1 = (1 = zy)w)"(1 = (1 — zy)w)?
(1 —2)"(1 —w)"P.(y)

1 —(1—zy)w reyan
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/// 1_ - dxdydz—/// 11__x1(_1;y))np()dxdydw

assim

Puo)Puy) [ [yl —w)Puy)
/mdxdydz / [ p—— dxdyd (5.20)

De maneira andloga a (5.18), integrando-se por partes n-vezes com re-

speito a y a integral a direita em (5.20), obtemos que

/ P ()P (y) dadydz = / a"(1—x)"y"(1 —y)"w" (1 - w)ndmdydw

1—(1—xy)z (1= (1 —ay)w)"*!
(5.21)
Vamos mostrar que
1 — 2)y(1 — y)w(l —

1—(1—zy)w

r(1 = 2)y(l — yJw( - w)
1—(1—ay)w ’

Observagao 5.5 Como a integral tripla em (5.18) é imprdpria, nosso in-

Considere f(x,y,w) =

tervalo de integracao € dee a1 —¢, assime < x,y,w <1 —¢.

Vamos calcular o méximo de f em Q = {(z,y,w) € R% e < z,y,w < 1 —¢}.

Veja que

1 -2z —w+ 2zw — 2’yw)
(1= (1 —zy)w)?
1—2y—w+2yw—xy2w)}

(1= (1= zy)w)?
2w + w? — zyw?)

— (1 —zy)w)?

Tomamos f;, fy, fu = 0 para encontrar os pontos criticos de f, assim

h:yﬂ—wwﬂ—w{(
@:xu—wwu—m{(
fo =1 —2)y(1 —y){(l(_l
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y(1—y)w(l —w)(l — 2z —w + 2zw — 2?yw) =0
(1 —z2)w(l —w)(1 -2y — w + 2yw — xy*w) =0
(1 —2)y(1 —y)(1 — 2w + w? — zyw?) =0

Dessa forma, r =y =w =1ex =y = w = 0, o que podemos esquecer,
ja que
f(1,1,1) = f(0,0,0) =0 < f(z,y,w); ¥ (z,y,w) € Q
logo

1—22 —w+ 2zw — 2?yw = 0 (1)
1—2y —w+2yw — zy*w = 0(I1)
1— 2w+ w? — zyw? =0 (I11)

Subtraindo (I) de (/1) concluimos que
(x—y)2—2w+ayw) =0=2x=you2 — 2w+ axyw =0
Se 2 — 2w + azyw = 0 de (III) obtemos:
0=1-2w+w?—zyw? + w(2 — 2w + zyw) = 1 — w?

Dai w = £1, o que nao ¢ solugao. Portanto x = y.

Substituindo em (I11) segue-se que

1 —2w+w? — 2?w? =0
1 1
(zw) = (w—1P2=0=>2r=1——ex=—-1+—
w w

Substituindo y = r e w = em f(x,y,w), temos:

r+1
2)2 (v — 2%)(—22% — 4z + 2)
(x+1)3

(x —x
(x+1)2

G(x) = = G (z) =
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Portanto os pontos criticos sao: —1,1,0, V2 —-1,-v2—1. Como

G"(R) = i RQ(—(;;R—’_—DZLG)(R +1° onde R =2 —1

. R — R? R+1 R(1—-R)(—4

oy = =TI+ 1) RO B4
(R+1) (R+1)

Portantom:\/i—léponto de maximo de G(x),assimx:y:\/i—l

1 1
e w = ——= e assim \/5—1,\/5—1,—)
( V2

V2

em 2.

Facilmente vemos que f (\/5 -1, V2 -1

(1 —2)y(l —y)w(l —w)
(1—(1—zy)w)

Para e < z,y,w < 1 — ¢, concluimos que

z"(1— )"y (1 —y)"w"(1 — w)"
(1= (1= zy)w)r+t

Por (5.23), inferimos que

2"(1—z)"y" (1 — y)"w" (1 — w)"
/ (1— (1 —zy)w)r+! dzdydw >0 (5.24)

Seguindo de (5.17), (5.18) e (5.21), temos:
5 [ -2y —y)"w" (1 - w
De (5.22) e (5.24), deduzimos que:

/ {x(l —2)y(1 —y)w(l —w)

= G"(R) <0
é ponto de maximo de f(z,y,w)

L 4. Dai
,E>:(\/§—1).D

<(V2-1D)% VY (2, y,w) €Q

>0 (5.23)

) dxdydw

dxdydz

-3 ’ . L

(1 —2)y(l — y)w(l —w) n. 1 edudis
/[ (- (1= ayw) } A= (1= agyw)

< W‘”"/ T

= 2—1 //( logxy> dzdy
11—y

= Ni 1)"2((3)
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ou seja,
0 <A, + Bo((3)] < (V2 - 1)*"2((3)d;,
Pelo Teorema 1.2.4, d,, < 3", assim

0<|A, +B,.((3)| < (V2—1)"2¢(3)3%"
— 20(3) [27(\/5 — 1)4r

Suponha que ((3) = P onde p € Z e q € N. Logo,
q

0< ‘An + Bng‘ < 2¢(3) [27<\/§ - 1)4}"
= 0 < |gA, + Bup| < 2¢¢(3) [27(\/5 ~ 1)4]n

Como 0 < 27(v/2—1)* < 1. Fazendo n — oo, 2¢¢(3) [27(v2 — 1)*]" — 0,
isto é, existe ng € N tal que 2¢((3) [27(\/§ — 1)4}71 < 1 para todon > ng.Logo
0 < |gA, + B,p| < 1 para todo n > ng

Absurdo, ja que |¢gA,, + B,p| € Z. Dessa forma, concluimos que ((3) é ir-
racional.

Veja esses resultados em [1]. E para maiores detalhes sobre a irracionalidade

de valores da funcao zeta veja [12], [14] e [17].
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