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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar um teorema de classificacao para
hipersuperficies completas e de curvatura média constante em variedades de
Lorentz de curvatura seccional constante, sob certas limitagoes da curvatura
escalar. Para isto usaremos a féormula de Simons, que nos da uma relacao
entre as transformacoes de Newton P, e o laplaciano da norma ao quadrado do
operador de Weingarten A, e um principio do maximo devido H. Omorie S. T.
Yau. Como primeira aplicacao obtemos uma classificacao das hipersuperficies
tipo-espacgo completas e de curvatura média constante no espaco de De Sitter,
com curvatura escalar R > 1. Concluimos também que toda hipersuperficie
tipo-espago completa e de curvatura média constante positiva do espaco de
Lorentz-Minkowski, com curvatura escalar nao-negativa, é um cilindro sobre

uma curva plana e, a menos de isometrias, determinamos tal curva.

Palavras-chave: Variedade de Lorentz. Espaco de De Sitter. Espaco de

Lorentz-Minkowski.



Abstract

Our aim in this work is to show a classification theorem for complete CMC
hypersurfaces in Lorentz manifolds of constant sectional curvature, under cer-
tains bounds on the scalar curvature. To this end we use Simons formula,
wich gives a relation between Newton tranformations and the Laplacian of the
squared norm of the Weingarten operator A, as well as a maximum principle
due to H. Omori and S. T. Yau. We obtain, as a first application, a classifica-
tion of complete spacelike CMC hypersurfaces of the De Sitter space, having
scalar curvature R > 1. We also conclude that all complete spacelike hypersur-
faces with positive constant mean curvature and nonegative scalar curvature
in the Lorentz-Minkowski space are cylinders over a plane curve and, up to

isometries, we determine this curve.

Keywords : Lorentz manifold. De Sitter space. Lorentz-Minkowski space.
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Introducao

Tem sido crescente nas ultimas décadas o interesse pelo estudo da estrutura das
hipersuperficies tipo-espago em variedades de Lorentz de curvatura seccional
constante. Para o caso particular do espago de De Sitter S}, A. J. Goddard
conjecturou em [10] que hipersuperficies completas tipo-espago de curvatura
média constante sao totalmente umbilicas. Com trabalhos independentes de S.
Montiel [13] e J. L. Barbosa e V. Oliker [3], isto mostrou-se verdade somente
para hipersuperficies compactas. Para o caso nao-compacto, A. Brasil, A.
Colares e O. Palmas forneceram em [4] novos exemplos de hipersuperficies
completas nao-totalmente-umbilicas com curvatura média constante no espaco

de De Sitter.

Em [1], Akutagawa prova o seguinte

Teorema 0.1. Seja v : M™ — ST wma hipersuperficie tipo-espago completa
imersa no espaco de De Sitter com curvatura média H satisfazendo H? <

4(n —1)/n%. Entao ¢ é umbilica.

Em [I3] Montiel classifica todas as hipersuperficies tipo-espago completas

e umbilicas do espaco de De Sitter S**! como sendo da forma
M" = {z € S (z,w) = 7},

onde (w,w) =0 =1,0 ou —1 e 72 > . Além disso, o tnico caso onde M™ é
compacta ocorre quando o = —1.

Neste trabalho provamos o seguinte teorema (ver [5]) de classificagao de
hipersuperficies tipo-espago completas e de curvatura média constante em va-
riedades de Lorentz de curvatura seccional constante nao-negativa, sob certas

limitacoes da curvatura escalar:
Teorema 0.2. Seja x : M" — MZH, ¢ > 0, uma hipersuperficie tipo-espaco
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completa de curvatura média constante H. Se M tem curvatura escalar R > ¢,

entao:
(a) R=cem M.
(b) Sec=0eH#0, entdo S; =0 para todo 2 < j <n.
(¢c) Sec>0, entao M € totalmente geodésica e fechada.

Como primeira aplicagao, obtemos:

Sex : M™ — ST ¢ uma hipersuperficie tipo-espaco completa de curvatura

média H constante e curvatura escalar R > 1, entao
z(M) = {peSi(p,w) =0},

onde w € "2 € tal que (w,w) = —1.
Quando o ambiente é o espago (n + 1)-dimensional de Lorentz-Minkowski

L"*!, chegamos & seguinte conclusao:

Sex : M™ — LY € uma hipersuperficie tipo-espaco completa de curvatura
média constante H > 0 e curvatura escalar R nao-negativa, entao x(M) é um

(n — 1)-cilindro sobre uma curva plana . Mais ainda, a menos de isometrias

de L™ tem-se

Yz, xn) = (21,0,...,0,g9(x1)),

onde

i i [

e ¢ € R é arbitrdrio e tal que |c| > 1.

10



Capitulo 1
Preliminares

Em todo este trabalho, salvo mencao em contrario, M™ denotard uma vari-
edade Riemanniana n-dimensional com métrica ¢ = (,), conex@o de Levi-
Civitta V e tensor curvatura R. O anel comutativo das fungdes suaves (ou de
classe C*) sobre M serd denotado por C*°(M). O espago dos campos dife-
rencidveis sobre M serd denotado por ¥(M). J& M denotard uma variedade
pseudo-Riemanniana n-dimensional com conexao de Levi-Civitta V e tensor
curvatura R. Para simplificar a notacdo, também denotaremos por g = (,) a

métrica pseudo-Riemanniana de M.

1.1 Variedades Pseudo-Riemannianas

Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita. Uma forma bilinear simétrica

b={(,):V xV —Rédita
(a) Positiva definida, quando (v,v) > 0 para todo v € V\{0}.
(b) Negativa definida, quando (v,v) < 0 para todo v € V\{0}.
(¢) Nao-degenerada, quando (v, w) = 0 para todo w implica v = 0.

Se b ¢ uma forma bilinear simétrica sobre V', um subespaco W de V ¢ dito

nao-degenerado se by xw : W X W — R for nao-degenerada.

O indice de uma forma bilinear simétrica b sobre V é a maior dimensao de

um subespaco W de V' tal que by xw : W x W — R seja negativa definida.
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Dados uma forma bilinear simétrica b sobre V' e um subespaco W de V,

definimos o complemento ortogonal W+ de W em V por
W+ = {veV;{ww) =0vYwe W}

Lema 1.1. Seja b uma forma bilinear simétrica sobre o espaco vetorial de

dimensao finita V, e W um subespaco de V. Entao:

(a) b € ndo-degenerada se, e somente se, sua matriz com respeito a uma (e

portanto a toda) base de V' for invertitvel.

(b) Se W ¢é nao-degenerado entdo dim(W) +dim(W+) = dimV e (W+)+ =
w.

c) W € nao-degenerado se, e somente se, V.= W & W+. Em particular,
)

W € ndo-degenerado se, e somente se, W= for nio-degenerado.
Demonstragao. Veja o capitulo 2 de [14]. O

Se b = (,) é uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada sobre o espago

vetorial real V', dizemos que um vetor v € V\{0} é
e Tipo-tempo, quando (v, v) < 0;
e Tipo-luz, quando (v,v) = 0;
e Tipo-espago, quando (v,v) > 0.

De modo anélogo se define o que significa um subespaco nao-degenerado
W de V ser tipo-tempo, tipo-luz e tipo-espaco. Se v € V\{0} nao for tipo-luz,
define-se o sinal €, € {—1,1} de v dado por

(v, v)
{0, )|

€y

A norma de v € V' é dada por |v| = \/€,(v,v), e v é unitdrio se |v| = 1.
E um resultado padrao de algebra linear que V' admite uma base ortonormal
{e;} com rspeito a b, isto é, tal que (e;, e;) = €;0;;, onde ¢; denota o sinal de
e;. Desse modo, a expansao de v € V' com respeito a {e;} é dada por

n

v o= Z (v, e;)e;.

i=1
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Seja V um espaco vetorial real, b = (, ) uma forma bilinear simétrica e nao-
degenerada de indice 1 sobre V, e T = {u € V; (u,u) < 0}. Para cadau € T,
definimos o cone tipo-tempo de V' contendo u por C(u) = {v € T; (u,v) < 0}.

Lema 1.2. Sejam v,w € Y. Entao:

(a) O subespago {v}+ € tipo-espaco e V = span{v} @ span{v}+. Assim, T
¢ a uniao disjunta de C(v) e C(—v).

(b) |(v,w)| > |v||w|, com igualdade se e somente se v e w forem colineares.

(¢) Sev € C(u) para algum u € Y, entio w € C(u) < (v,w) < 0. Portanto,
we C) s vel(w) < Cl) =Cw).

Demonstragao. Veja o capitulo 5 de [14]. O

Definicao 1.3. Um tensor métrico § sobre uma variedade diferencidvel M é
um 2-tensor covariante e simétrico sobre M, tal que g, € nao-degenerada para
todo p € M. Uma variedade pseudo-Riemanniana M ¢é um par (M,g), onde
M € uma variedade diferencidvel e § = (,) é um tensor métrico de indice

constante sobre M.

Daqui para frente, sempre que nao houver perigo de confusao, escreveremos

M em vez de (M,3), (,) em vez de g e v para o indice de M.

Para o caso especial v = 1 e dim M > 2, M é dita uma Variedade de
Lorentz, e {,) é entdao chamada uma métrica de Lorentz de M. Se v =0, M é

simplesmente uma variedade Riemanniana.

Denotaremos por L"*! o espaco euclidiano R"*! munido com a métrica de

Lorentz correspondente a forma quadratica

2 2 o
q(x) = 2\ + . T, — T,
Em outras palavras, se p € L™ e v,w € T,L"" =2 R"*! entao

(v,w) = vViwy F ... + V Wy — Uy 1 Wit

L"*1 é conhecido como o espago (n + 1)-dimensional de Lorentz-Minkowski.

Outro exemplo de variedade de Lorentz é o espaco (n + 1)-dimensional de

De Sitter ST, isto ¢,
Sitt = {pel"?(pp) =1},
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onde L"*2 denota o espaco de Lorentz-Minkowski (n + 2)-dimensional.

Afirmamos que S7*! é uma subvariedade de Lorentz de LL"*2. De fato,
f : L"? — R dada por f(z) = (z,z) é uma fungao diferencidvel tal que

S"*t = f=1(1). Note que para todo X € X(L"*?),
(Vf, X) =df(X) = X(f) = X(z,2) = 2(Vxz,z) = 2(X, z) = (X, 2z),

ou seja, Vf(r) = 2z, para todo x € L""2. Em particular, Vf(z) # 0 para
todo x € ST, e assim ST é uma hipersuperficie pseudo-Riemanniana de
L2, com
\Y 2
N(z) = /(@) = < =ux

V@) 2z, 2z)

sendo um vetor normal unitério e globalmente definido em S"™. Como (N, N) =

1, ST é uma subvariedade Lorentziana de L"*2.

De modo semelhante a curvatura R de uma variedade Riemanniana M, a
curvatura R de M é definida pelo 3-tensor R : X(M) x X(M)x X(M) — X(M)
dado por

E(X,Y)Z = vxvyz—vaxz—v[X,Y}Z-

Dados p € M e v,w € TpM gerando um subespaco nao-degenerado bidi-
mensional de T, M, segue do item (a) do lema [1.1 que (v, v)(w, w)— (v, w)? # 0,

de modo que faz sentido a

Definicao 1.4. Sejam M uma variedade pseudo-Riemanniana, p € M e o C

TPW um subespago bidimensional nao-degenerado de TPW. O numero

(R(v, w)w,v)

K(o) (v, V) {(w, w) — (v, w)?

independe da base escolhida {v,w} de o, e é denominado a curvatura seccional

de M em p sequndo o.

Definicao 1.5. Dizemos que a variedade pseudo-Riemanniana M tem cur-
vatura seccional constante quando os niumeros K (o) acima independem de p e

do subespacgo bidimensional nao-degenerado o de Tpﬂ.

Se M tem curvatura seccional constante c, entdao (coroldrio 3.43 de [14])

RX,Y)Z = c({Y,2)X — (X, Z)Y). (1.1)

14



Definicao 1.6. Seja M uma variedade de Lorentz. Uma aplicacdo T, que
associa a cada p € M um cone tipo-tempo 7, em T,M, é suave quando, para
cada p € M, existem uma vizinhanc¢a aberta U de p e V. € X(U) tais que
V(q) € 1, para todo q € U. Caso uma tal aplicagdo exista, diz-se que M é

temporalmente orientdvel.

Proposicao 1.7. Uma variedade de Lorentz M ¢é temporalmente orientdvel
se, e somente se, existir um campo vetorial tipo-tempo globalmente definido

K € X(M).

Demonstracdo. Se existe um campo K de vetores tipo-tempo sobre M, basta
definir 7(p) = C(K(p)). Reciprocamente, seja 7 uma orientagao temporal de
M. Como 7 é diferencigvel, cada ponto p € M possui uma vizinhanca U em M
na qual estd definida um campo de vetores tipo-tempo Ky, com Ky (q) € 7(q),
para cada ¢ € U. Sejam agora {U,} uma cobertura aberta de M e {f,} uma

partigdo da unidade estritamente subordinada a {U,}. Entao o campo
K = ) fuKu,

estd bem definido sobre M e com a ajuda do lema 1.2 pode-se verificar que

K é tipo-tempo. n

A partir de agora, a escolha de uma aplicagdo 7 como acima, ou de um
campo tipo-tempo K a ela associado, serd denominada uma orientacao tem-
poral para M.

Seja T uma orientagio temporal para M, e V € X(M). Se V(q) € 7, para
todo ¢ € M, diz-se que V aponta para o futuro. Entdo, segue da prépria
definicdo de cones tipo-tempo que todos os campos vetoriais sobre M que
apontam para o futuro sao tipo-tempo. Além disso, se K for uma orientacao
temporal para M, o item (c) do lema [1.2 garante que um campo vetorial

tipo-tempo V sobre M aponta para o futuro se e s6 se (V, K) < 0.

1.2 Imersoes Isométricas

Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana e (WH, g) uma variedade pseudo-

. . . -~ . L. ——n+1 , . ~
Riemanniana. Uma imersao isométrica z : M"™ — M é uma imersao tal

que g = g.

15



. ~ . so . ——n+1 . ’
Dada uma imersao isométrica z : M" — M | diz-se que M é uma
hipersuperficie de M. Se M é de Lorentz, M é chamada uma hipersuperficie

tipo-espaco de M.

Proposicao 1.8. Se M"™ é uma hipersuperficie tipo-espaco de uma variedade
de Lorentz temporalmente orientada MRH, entdo M admite um campo vetorial
normal unitdrio (suave) N € X(M)*, apontando para o futuro. Em particular,

M € orientdvel.

Demonstragao. Fixe um campo K € X(M) que dé a orientagao temporal de
M e observe que, para todo p € M, o conjunto de todos os vetores tipo-tempo
v € T,M é a unido disjunta de C(K(p)) e C(—K(p)).

Tome, em cada p € M, um vetor unitdrio N(p) € T,M*. Desde que N(p)
é tipo-tempo, trocando N(p) por —N(p) se necesséario, podemos supor que
N(p) € C(K(p)). Este processo define unicamente um campo vetorial normal
unitario NV sobre M, apontando para o futuro, e entao resta apenas mostrar

que N ¢ suave.

De fato, fixe p € M e tome um referencial mével {e;} sobre uma vizinhanga
aberta e conexa U de p em M. Entdo N = K — 5" (K, ¢;)e; é suave e normal
a M em U, com

<N7N> = <N7K> = <K7K> - Z<K7€i>2‘
i=1
Como (K,K) = S7 (K, e)? — (K,N)?, temos (N,N) = —(K,N)2 < 0.

Portanto, N(q) € C(K(q)) para cada g € U, e N = % é suave. O

Dada uma imersao isométrica x : M" — M”H, identificaremos M com
(M) C M e T,M com dx,(T,M) C T, M. Assim, identificando p com z(p)
por simplicidade, T, M serd visto como um subespago vetorial de 7, pﬁ. Com
estas identificacoes, sabe-se que a conexao de Levi-Civitta V de M é dada por
VxY = (VxY)T, para todos X,Y € X(M), onde o T sobrescrito denota a

componente tangente. Assim,

VxY = VxY +a(X,Y),

onde o : X(M) x X(M) — Xt (M) ¢ a sequnda forma fundamental (vetorial)

de z. Desde que o é C°°(M)-bilinear e simétrica, definindo
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(AX)Y) = (a(X,Y),N),

onde N é um campo normal unitario sobre M, obtemos um campo A :
X(M) — X(M) de operadores lineares auto-adjuntos A, : T,M — T,M,
p € M. Cada operador A, é denominado o operador de Weingarten da imersao

z. E imediato verificar que
AX = —VxN e a(X,Y) = en(AX,Y)N.

A proposicao a seguir nos fornece equacoes fundamentais que relacionam
os tensores de curvatura de M e M e a segunda forma fundamental. Para uma

demonstragao, ver por exemplo [7].

Proposicao 1.9. Seja z : M" — M uma imersio isométrica e sejam
X, Y, Z W € X(M). Entao:

(a) (Equagdo de Gauss)

(RIX,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W)
+en[(AX, WYAY, Z) — (AX, Z)(AY, W)].

(b) (Equagao de Codazzi)
(R(X,Y)N)T = (VxA)Y — (VyA)X.

Usaremos agora a equacao de Gauss para determinar o tensor curvatura do
espaco de De Sitter S, Observe que o operador de Weingarten da inclusdo

i: Sttt — L2 é dado por
A(X) = —VxN = —Vyz = —X,

onde N = z é o campo posicio, que sabemos ser normal a S}, Assim, para
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XY, Z,W € X(S!"), segue da equacio de Gauss que

(RIX,Y)Z, W) = (R(X,Y)Z,W) - (A(X,Z), A(Y,WV))

HAX, W), AY, 2))
= —(AX, 2), A(Y, W) + (A(X, W), A(Y, Z))
= —(AX, 2), N){A(Y, W), N)
HAX, W), N)(A(Y, Z), N)
= —(AX), 2)(A(Y), W) + (A(X), W){A(Y), Z)

)Y, W) + (X, W)(Y, Z)

—(X
= (Y, 2)X — (X, 2)Y,W).

Como W € X(Sy*!) é arbitrario, segue que o tensor curvatura de S}t é dado

por
RIX,Y)Z = (Y,2)X — (X, 2)Y,

e assim ST*! tem curvatura constante igual a 1.

Para ambientes de curvatura seccional constante tem-se o seguinte

s . 7 n+1 . ~ . o
Corolario 1.10. Sejam x : M"™ — M,  wma imersao isométrica de M"™ em

um ambiente M de curvatura seccional constante c, e X, Y, Z, W € X(M).

Entao:

<R(X’ Y)Z7 W> = C[<X7 W><Y’ Z> - <X7 Z><Y7 W>]
+en[(AX, WY(AY, Z) — (AX, Z)(AY, W)]

(VxA)Y = (VyA)X.

Demonstracao. Isto é uma consequéncia imediata da proposicao anterior e da

equacao 1.1k ]

1.3 Cilindros Sobre Curvas Planas

Definicao 1.11. Seja M uma variedade Riemanniana. A escolha de um sub-

espaco linear k-dimensional D, C T,M em cada ponto p € M é chamada uma
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distribuicao tangente k-dimensional em M, ou simplesmente uma distribuicao,
se nao houver risco de confusao. Uma distribuicao é chamada suave se D =

]_[peM D, for um subfibrado suave do fibrado tangente T M.

Suponha D C T'M uma distribuicao suave. Uma subvariedade N C M
¢ chamada uma variedade integral de D se T,N = D, em cada p € M. Nobs
dizemos que D é involutiva se dados campos diferenciaveis X, Y em um aberto
U de M tais que X,,,Y, € D, para todo p € U, entao o colchete de Lie [X,Y]
é tal que [X,Y], € D,, para todo p € U. Dizemos que D é integrdvel se cada

ponto de M pertence a uma variedade integral de D.

Definicao 1.12. Uma folheagao de dimensao k em uma variedade Riemanni-
ana n-dimensional M é uma colecao de subvariedades k-dimensionais imersas,
disjuntas e conezxas (chamadas as folhas da folheagdo) cuja unigo é M e tal
que em uma vizinhanga de cada ponto p € M eziste uma carta (U, ) com a
propriedade que o(U) é um produto de abertos conexos U' x U" C RF xR % ¢
cada folha da folheagao intersecta U em um conjunto vazio ou em uma unido
enumeravel de “k-fatias”da forma xpy1 = Cry1, .oy Tn = ¢ (Uma tal carta é

chamada uma carta "flat”para a folheagdo.)

Para mais detalhes sobre o contetido das duas defini¢oes acima veja, por

exemplo, [12].

Exemplo 1.13. A colecao de todos os subespacgos afins k-dimensionais de R™

paralelos a R* € uma folheacdo k-dimensional de R™.

. ——Nn-+p . ~ . . . .
Seja f: M"™ — M " uma imersao isométrica, e seja x um ponto de M. O

subespago de T, M dado por
Alx) = {XeT,M:aX,Y)=0,VY €T, M}

é chamado o subespaco de nulidade relativa de f em x. A dimensao v(z) de
A(x) é chamada o indice de nulidade relativa de f em x. Observe que se
v(x) = v é constante em M entao x — A(z) é uma distribui¢ao v-dimensional

em M, chamada a distribuicao de nulidade relativa.
A seguite proposicao é encontrada no capitulo 5 de [7].

n—+p

Proposicao 1.14. Para uma imersao isométrica f : M™ — M ", nos temos:
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(a) A distribuicao de nulidade relativa € suave em qualquer aberto onde v é

constante.
(b) O conjunto Q ={x € M : v(z) = mingep v(x)} € aberto.

Demonstragao. (a) Assuma que dim A(z) = m para todos os pontos de um

aberto U de M. Desde que
At(z) = span{A:X : X € T,M, & € T,M~},
dado zg € U, existem X1,..., X, € TooM € &1,y & € Ty M+ tais que
Alwo)t = span{Ag, Xjh<j<n—m-

Tome extensoes locais suaves de X1, ..., Xpnom € &1,y Epem em TM e TM*,
respectivamente. Por continuidade, os campos de vetores {A¢, X}, 1 < j <
n —m, permanecem linearmente independentes em uma vizinhanca V' C U de
To, e assim geram A*. Nés concluimos que At é uma distribuicio suave em

U, e assim o mesmo vale para A.

(b) Segue imediatamente do argumento acima. O

Na notacao da proposigao acima, x — A(x), x € 2, é chamada distribui¢ao
de nulidade relativa minima.

Os seguintes dois teoremas também sao encontrados em [7].

Teorema 1.15. (Ferus). Seja f : M™ — M. " uma imersio isométrica, e
seja © C M um aberto onde o indice de nulidade relativa v € igual a alguma

constante m. FEntdo, em © nds temos:

(a) A distribuicao de nulidade relativa A € suave e integravel, e as folhas

sdo totalmente geodésicas em M e M.

(b) Se~:[0,0] = M € uma geodésica tal que ¥([0,b)) estd contido em uma
folha de A, entdo v(vy(b)) = m.

(¢) As folhas da distribui¢ao de nulidade relativa minima sdo completas sem-

pre que M € completa.
Demonstracao. (a) Sejam X,Y € Ae Z € TM. Entao
(V£a)(X,Y) =Via(X,Y) —a(VX,Y) —a(X,V5Y) =0.
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Usando a equacao de Codazzi nés obtemos
0= (Vxa)(Z,Y)=—a(Z VxY).

Assim VxY € A. Isto implica que A é involutiva com folhas totalmente

geodésicas em M e M, uma vez que
VXY =VxY + Oé(X, Y) =VxY € A.

(b) Seja L a folha de A que contém ~([0,b)), e seja Z um campo paralelo
ao longo de 7 tal que Z(v(b)) € A(y(b)). E suficiente mostrar que Z(y(0)) €
A(7(0)). Seisto é verdade, entao v(y(0)) > v(y(b)), e assim v(v(0)) = v(y(b)).
A seguinte definicao ser4 ttil: para cada X € A, seja Cx : At — At dada

por
CxY = —P(VyX),

onde P : TO — At é a projecao ortogonal. Entdo vale o fato: para cada

W e A+(4(0)), existe um tnico campo Y ao longo de i) tal que
(1) Y(0) =W
(2) BY +C,Y =0,0<t<b,

e Y estende-se suavemente a t = b.

Isto é um problema de Cauchy para uma equagao diferenciavel ordinaria
linear de primeira ordem, e assim seguem-se a existéncia e a unicidade. Derivando

(2) em relagao a t,

D? D
= —Y+—=-0,Y
0 dt? +dtc”

D? D
= Y+ |=C,|Y-C2Y
az " (dt K ) i
D2
onde foi usado na ultima igualdade que o operador C,, ao longo de v satisfaz
a equacao diferencial

D

%C’Y' = 03’+P(R( ’7,)’)/)7

sendo R o tensor curvatura de M (para mais detalhes, veja a proposicao 5.1 em

[7]). Portanto, Y é uma solugao de uma equagao diferencial ordinéria linear
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de segunda ordem com coeficientes constantes em [0, b), e assim estende-se a

t = b, o que prova o fato acima.

Sejam agora X uma extensao de v em A e Y como no fato acima. Entao

vﬁMxZ):(vymxzwﬂ(%xz)

= (VEa)(X,2) +a <%Y, Z)

D
= —a(VyX,2)+a (EY, Z)

D
= « (OW/Y + Y Z> = 0.

Em particular, |a(Y, Z)|| é constante ao longo de « e anula-se em (b), uma
vez que Z(v(b)) € A(y(b)). Daf a(Y(+(0)), Z(7(0))) = 0, e assim Z(+(0)) €
A(~(0)), como queriamos.

(¢) Segue do item anterior. O

Seja agora v : R — R? uma curva regular suave parametrizada pelo com-
primento de arco. Consideremos f : R® — R""! dada por f(ty,...,t,) =

(7(t1), t2, ..., t,). Segue entdo que a matriz jacobiana de f ¢é

v 0 .. 0
v 0 ... 0
01 ..0
0 0 .. 1

Como os dois primeiros vetores-linhas da matriz (n + 1) X n acima nunca se
anulam simultaneamente, seu posto é n, e assim f é uma imersao. De fato, f
é isométrica, como conclui-se facilmente usando-se que (71)%+ (74)? = 1. Uma
tal imersao é chamada um cilindro sobre a curva plana . O teorema a seguir,
devido a Hartman e Nirenberg, garante que qualquer imersao isométrica de

R™ em R™*! tem esta forma, isto ¢, pode ser escrita como
yxT:RxR"™ - R? x R =R,
onde «y é uma curva plana e I : R"* — R"~! ¢ a identidade.
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O lema a seguir ¢ uma adaptacao, ao teorema seguinte, da proposi¢ao 5.5

do livro de Dajczer [7].

n+1
c

Lema 1.16. Seja f : M — M
v>mn-—1.

,n > 1, uma imersao isométrica. Entao

Demonstracao. Escolhendo uma base X1, ..., X,, para T, M consistindo de dire-
¢oes principais, com curvaturas principais correspondentes Aq, ..., A, segue da

equa(;éo de Gauss que
c = ¢+ /\i)\ja

para i # j, isto é, \;A; = 0 para ¢ # j.
Suponha que algum \;, digamos A{, é nao-nulo. Entao \y = ... =\, = 0.

Dai, para qualquer Y € T,M e 2 < j < n tem-se
(a(X;,Y), N) = (A(X;),Y) = (4 X;,Y) =0,

onde N é um campo normal unitario numa vizinhanca de z € M. Como
estamos em codimensao um, temos a(X;,Y’) = 0, provando que {Xs, ..., X,,} C
A(z), e assim v(z) > n — 1.

Se todos os \; sao nulos, entao um calculo analogo ao feito acima nos da

{X1,.., X} C A(z) e assim v(z) = n. O

Teorema 1.17. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa e “flat”, e
seja f : M™ — R uma imersio isométrica. Entao f(M) é um cilindro

sobre uma curva plana.

Demonstracao. Considerando o recobrimento universal 7= : R® — M™ e tro-

cando f por f om, podemos supor que M" = R".

Pelo lema 1.16 temos v > n—1. Se v = n entao f é totalmente geodésica, e
f(M) é um cilindro sobre uma reta, isto é, um plano. Se este nao é o caso, segue
do item (a) do teorema [1.15 que o aberto nao-vazio Q = {z € R";v(x) = n—1}
é folheado por hiperplanos completos que sao, consequentemente, paralelos.
Agora nos podemos estender a folheacao para R™. Fixe xg € €, e seja 1, a
reta em R” passando por xy e perpendicular as folhas L, da folheagao. Tome
Y € A(zy), e seja Y; seu transporte paralelo ao longo de r, em R™. E claro
que Y; € A(ry). Dal,

D

D
EY; = E}/t + a<7n1,57 }/t) = 07
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e assim Y; é constante em R™!. Este fato e o item (a) do teorema [1.15
implicam que as imagens f(L,) s@o subespacos afins (n — 1)-dimensionais
paralelos de R"*!. Como 7, é perpendicular as folhas, nds concluimos que

v(t) = f(r;) é a curva plana desejada. O
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Capitulo 2
As r-ésimas Curvaturas Médias

Pela proposicao 1.8, toda hipersuperficie tipo-espaco = : M" — M de
uma variedade de Lorentz, temporalmente orientada e (n+ 1)-dimensional M,
é orientavel. Além disso, podemos escolher em M um campo diferencavel de
vetores normais N, unitario, tipo-tempo e globalmente definido. Se A denota a
segunda forma fundamental de x com respeito a N entao, em p € M, A reduz-
se a um operador linear auto-adjunto A, : T,M — T,M. Para 1 < r < n,
seja S,(p) a r-ésima fungao simétrica elementar nos autovalores de A,; desta
maneira nés obtemos n fungoes suaves S, : M — R, tais que

det(tl — A) = Zn:(—m’fskt"—k, (2.1)

k=0
onde Sy = 1 por definigdo. Se p € M e {ex} é uma base de T,M formada
por autovetores de A,, com autovalores correpondentes {\;}, vemos imediata-

mente que
S’r‘ = O-T(Ah sy )\n)v

onde o, € R[Xy,..., X,;] é o r-ésimo polindémio simétrico elementar nas inde-

terminadas Xy, ..., X, isto é,

or(X1, o Xa) = > X X,

1<i1<...<ir<n

Note em particular que vale a relacao

29, + |A]? = S}, (2.2)
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onde |A|? = (A, A) = tr(A?). De fato,
i i<j
— Z)\f

= AP

Suponha agora que o espaco ambiente M tenha curvatura seccional con-
stante c¢. Dado p € M, seja {ey,...,e,} um referencial ortonormal (um refe-
rencial geodésico, por exemplo) numa vizinhanca de p tal que {e;(p), ..., en(p)}
seja uma base ortonormal de 7,M formada por autovetores de A,. Se R ¢ a

curvatura escalar de M, segue da equacao de Gauss que

1
R = m;(R(ei,ej)ej,fiD
— gy (e Al ), Alese) A e
i
- T ﬁZ«A(%,ei)w‘l(@j?@j)) — [1ACes, )1
i

Como (N, N) = —1 e acodimensao é 1, segue que A(e;, e;) = —(A(e;, e;), N)N.
Assim, temos em p
(Alei, e:), A(ej7 ej)> = —(A(e; ), N) <A(ej7 e]’)’ N)

= —(Ap(ei), €i)(Ap(e)), €5)
= =N\,

e por um argumento andlogo, || A(e;, e;)[|* =0 se i # j.
Segue entao que
1
R = ¢c—— E YV
-1 v
n(n—=1) 3
2
= ¢c———=S
¢ nin—1)"%

ou seja,
2S5y = n(n—1)(c— R). (2.3)

Para 1 < r <n, nés definimos a r-ésima curvatura média H, de x por
-1 1
A Sy S W W

() (%)
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Em particular, H; = H é a curvatura média de x. Tais fungoes satisfazem
certas desigualdades algébricas muitos uteis, usualmente conhecidas como de-
sigualdades de Newton. Uma prova delas para nimeros reais positivos pode
ser encontrada em [11]. Aqui, nés daremos uma versao mais geral delas, de-
vida a A. Caminha, junto com uma condigao sharp para a igualdade. Para a

prova, precisamos do seguinte lema:

Lema 2.1. Se f € R[x] é um polindmio com k > 1 raizes reais, contadas
as multiplicidades, entao f' tem pelo menos k — 1 raizes reais, contadas as
multiplicidades. Em particular, se todas as raizes de f sdo reais, o mesmo

ocorre com f’.

Demonstracao. Seja v € R uma raiz de multiplicidade £ > 1 de f, isto é,

f(x) = (z — a)¥g(x), com g(a) # 0. Derivando obtemos

fi@) = Kz —a)g@) + (z - )t (2)
= (=)' H(kg(2) + (z — a)g'(x)).

Como kg(a) + (a— a)g'(a) # 0, segue que « é raiz de multiplicidade k — 1 de
I

Agora sejam aq, ...,a; € R as raizes distintas de f, isto é,

fla) = (z—a)™ (v —a)g(a),

onde kq, ...,k sdo inteiros positivos e g(o;) # 0, i = 1,...,I. Como vimos
acima, «; é raiz de multiplicidade k; — 1 de f’. Contadas as multiplicidades,
f tem k = ki + ... + k; raizes reais. Supondo, sem perda de generalidade, que
a1 < ... < oy, obtemos mais [ — 1 raizes para f’, distintas dos «;, aplicando o
Teorema do Valor Médio aos intervalos [a;, a;y1]. Assim, f’ tem pelo menos
(ki—1)+...+k—-0)+({(-1)=k—1+1—1=Fk — 1 raizes reais.

O

Proposicao 2.2. Sejam n > 1 inteiro, e A\, ..., \, numeros reais. Defina,

para 0 < r <mn, S, = S.(\;) como acima, e H, = H.(\;) = (:f)*lST()\i).

(a) Para 1 < r < n, tem-se H> > H, 1H,,,. Além disso, se a igualdade
ocorre para r = 1 ou para algum 1 < r < n, com H, 1 # 0 neste caso,

entao \; = ... = \,.
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(b) Se Hy, Hy, ..., H, > 0 para algum 1 <r < n, entao Hy > /Hy > /H3 >
.. > V/H,.. Mais ainda, se a igualdade ocorre para algum 1 < j < r,

entao A\ = ... = \,.

(c) Se, para algum 1 < r < n, tem-se H, = H,;1 = 0, entdo H; = 0 para
todo r < j < n. Em particular, no mdaximo v — 1 dos \; sao diferentes

de zero.

Demonstracao. Para provar (a) nés usamos indugao sobre o nimero n > 1 de

nimeros reais. Para n = 2, temos somente r = 1, e a desigualdade segue de

H? — HyHy, = (%Sl)2 — S
= (GOt~ M
= %((Al + X2)? — 41 ))
= i()\l —X2)? >0,

valendo a igualdade se e s6 se \; = Ag. Suponha agora que as desigualdades
sejam verdadeiras para n — 1 nimeros reais, com igualdade para r = 1 ou
l<r<mneH, #0seesosetodos os \; sdo iguais. Dados n > 3 nimeros

reais Aq, ..., A\, seja
F@) = (@ + M)+ \) = (") H,o(\)z"".
0

Entao

n—

RS S P

r=
Como as raizes de f sdo todas reais, o mesmo ocorre com f’, de modo que

existem numeros reais vi, ..., V,_1 tais que

f@) = n(@+mn)..(z+ 1)

n—1
_ nz ST(,yi)xn—r—l
r=0

_ nz_l n (” - 1) Ho(y)2" ",

r=0

n—1
r

Desde que n(".") = (n—7) ("), comparando os coeficientes temos que H,(\;) =

H,.(v;) para 0 < r < n — 1. Dai, segue da hipdtese de indugdo que, para
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1<r<n-2,
HX(N) = H2 (i) > Heoa () Hea () = He(N) Hea (V).

Além disso, se a igualdade ocorre para os A; com r = 1, respectivamente
l<r<n-=1eH.1(N) # 0, ela também ocorre para os 7; com r = 1,
respectivamente 1 < r <n —1e H,..1(7;) # 0. Segue entao da hipétese de
inducao que vy = ... = Yp_1, € assim A\; = ... = \,,.

Por fim, temos que mostrar que H>_,(\;) > H,_(\;)H,()\;), com igual-
dade para H, # 0 se e s se todos os \; s@o iguais. Se \; = 0 para algum

1 <1< n, temos H,()\;) =0 e a desigualdade é 6bvia. Se nao, H, # 0 e

HE > HooHy o [(nﬁl)_IZ%rz[(nile ]H"

i 1<j

s (-1 <Z%> Zz”ZA:Aj'

: %
%

H,
AN

Por simplicidade, fagamos a; = /\i Assim, a desigualdade acima equivale a

(n—l)(ZOg)Q > QnZaiaj.

1<j

Fazendo T'(a;) = (n — 1)(321L, cu)® — 2037, azarj, n6s temos

T(a;) = n(z a;)? — (Z a;)? — QTLZOCZ'OC]'

=l ) =23 aas] = (3 ai)?

n

= ni%‘z - (Z%’)Q >0,
i=1

i=1
onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para os vetores u = (s, ..., ;)
ev=(1,...,1). Assim, vale a igualdade se e s6 se existe t € R tal que u = tv,

isto é, se e s6 se todos os (e entdo todos os \;) sdo iguais.

1
Para a prova de (b), observe que H; > Hj segue de (a), pois aqui temos
1 1
H,, Hy > 0. Suponha entao que H; > H3 > ... > H}’ para algum 2 < k <.

Entao,
) k-1
Hp > Hy 1Hyg1 > Hp " Hpy.
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Dividindo por H :% , obtemos H k% > H ,fﬁ . Segue imediatamente das desigual-
dades acima que se H% = H,fﬁ para algum 1 < k < r, entao H,f = H, 1Hp.q.
Assim, o item (a) nos dd A\ = ... = \,.

Para provar o item (c), podemos supor r < n — 1, pois o caso r =n — 1
é direto. Pelo item (a), H?; > H,H,is, e como H, = H,.; = 0, vale a
igualdade, de sorte que se H, o # 0, segue ainda de (a) que \; = ... = A\, = \.
Mas H. = 0= A= 0= H,,» = 0 (veja a definigdo dos H, ), uma contradicao.
Assim H,,, = 0, e analogamente H,,3 = ... = H, = 0. Para finalizar, é

suficiente notar que o polinémio f(z) do item (a) é, neste caso,

n r—1
f(z) = Zij”_J = Zij” J
=0 =0

2.1 Transformacoes de Newton

Para 0 < r < n nés definimos a r-ésima transformacao de Newton P, em
M por Py = I (o operador identidade) e, para 1 < r < n, pela relagdo de

recorréncia
P, = (=1)"S, I+ AP,_;.
Segue facilmente por inducao que
B = (=1)"(S,I =S, 1A+ S, gA* — .+ (—=1)"A"),

de modo que o Teorema de Cayley-Hamilton nos da P,, = 0. Além disso, sendo
P, um polindémio em A para todo r, P, também é auto-adjunto e comuta com
A. Assim, todas as bases de T,M diagonalizando A em p € M também
diagonalizam todos os P, em p. Seja {ex}}_; uma tal base. Denotando por A4;
a restricdo de A a {e;}*+ C T,M, segue-se, como em 2.1, que

det(tI — A;) = nz_l(—l)ksk(Ai)tnlka

k=0

onde

Sk(4i) = > Aji A

(1<51< . <gp<n)js#i
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Proposicao 2.3. Com as notacioes acima, para 0 < r < n,
(a) Prei = (=1)"S,(Ai)ei,
(b) tr(Fy) = (=1)"(n —r)S,
(c) tr(AP,) = (=1)"(r +1)S,41,
(d) tr(A2P) = (—1) (S1Sys1 — (r +2)Srsa).

Demonstragao. Vamos a prova do item (a). Fixemos 1 < i < n e fagamos
inducao em r. Para r = 0 temos Pye; = ¢; = (—1)%; = (—=1)"Sp(A;)e;. Para

r=1,

Pi(e;) = (—1)'Sie; + APpe;
= [\ + . )+ Aes
= [-A—.— )/\\1 — = Ae
= (—=1)'Si(4))e;.

Suponhamos entdo, por hipétese de inducao, que Py(e;) = (—1)¥Sk(4;)e;, para

0 <k <n. Assim,

Pk+1(€i) =

Segue entao que

tr(P) = ) (Preies)

= (Y084
- (=D,
o que prova (b). Usando a expressao acima obtemos
tr(AP,) = tr(Pry) —tr((=1) S0 )
= (=) (n—7r—1)S1 + (=1)"nS, 41
= (=1)"Ssi(—n+r+1+n)
— (1) 1)Sp,
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e obtemos (c¢). Finalmente, da expressao que define P,..; segue que AP, =

(—1)"*1S, 1A+ A?P,, de modo que

(AP = tr(APr) — tr((—1) 1 Sir A)
= (=) (r +2)Spp2 + (=1)"S, 115
= (=1)"(51541 — (r+2)S,42),

o que prova (d) e conclui a demonstragao.
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Capitulo 3
A Formula de Simons

Seja MZH uma variedade de Lorentz de curvatura seccional constante c, e seja
M™ uma hipersuperficie tipo-espaco de M de curvatura média H constante e
conexao de Levi-Civitta V. Nosso objetivo é encontrar uma expressao para
o laplaciano da funcao u = %tr(Az), onde A é o operador de Weingarten da

imersao de M em M. Para tanto, precisamos da seguinte definicdo:

Definicao 3.1. Dados S e T endomorfismos autoadjuntos de X(M), denota-

mos

n n

(S,T) = tr(SoT) =) (S(T(E:)),E;) =) (SE;,TE),

i=1 i=1

onde {Ey, ..., E,} € um referencial ortonormal em M.

Usando que a matriz de mudanca entre bases ortonormais é ortogonal,
prova-se facilmente que (S, 7") independe do referencial ortonormal {E;}.

Sendo assim,

1, o, 1 1
u=tr(A%) = (4, 4) = 5 > (AE; AE)).

i=1
Definicao 3.2. A derivada covariante VA : X(M) x X(M) — X(M) do
operador A € definida por VA(X,Y) = Vy(AX) — A(Vy X).

Proposigao 3.3. Vale a relagio tr(VA) = grad(trA).

Demonstracao. Dado p € M, seja {F;}_; um referencial ortonormal que dia-

gonaliza A em p, e sejam A1(p), ..., A\, (p) os autovalores associados aos vetores
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Ei(p), ..., E,(p), respectivamente. Entao, para todo X € X(M),
(grad(trA), X) = X(trA)

=1

=1 i=1

Além disso, usando a compatibilidade da conexao de Levi-Civitta de M

com a métrica e o fato de A ser autoadjunto, conclui-se sem dificuldades que
(VAX,Y),2) = (VA(Y,Z),X), (3.2)

para quaisquer X,Y, 7 € X(M).

Sendo assim,

(tr(VA), X) = <iVA(Ei,E,-),X)

=1

Observando que em p

(VxEi, AE;) (p) = ((Vx Ei)(p), \i(p) Ei(p))

= NV xE B ) = (s, By) =0,

segue de 3.1'e 3.3 que
{grad(trA), X)(p) = (ir(VA),X)(p).
Como p e X sao arbitrarios, segue-se o resultado. Il
Estudemos as possiveis simetrias do operador
V2A : X(M) x X(M) x X(M) — X(M),
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onde
(VPA)(X,Y,Z) = (Vz(VA)(X,Y),

para quaisquer X,Y,Z € X(M). V*A é chamado a sequnda derivada covari-

ante do operador de Weingarten A.
Segue da Equacao de Codazzi que (VA)(X,Y) = (VA)(Y, X), de modo

que

(VPA)X,Y,Z) = (Vz(VA)X,Y

(VA))
= V,((VA(X.Y)) — (VA)(V,X,Y) — (VA)(X,V,Y)
= Vz((VA)(Y. X)) = (VA(Y,VzX) = (VA)(VY, X)
— (VAVA)Y. X) = (VA)Y, X, 2). (3.4)

Portanto, héa simetria nas duas primeiras variaveis.

Vejamos agora o que ocorre se permutamos a terceira variavel com uma

das duas primeiras. Desde que

R(X.Y)Z = VyVyZ—VyVyxZ—VixyZ
= VxVyvZ —-VyVxZ — VvaZ —+ VVyXZa

onde R ¢é a curvatura de M, e posto que

(VPA)X.Y,Z) = (Vz(VA)(X,Y)
= Vz((VA)(X,Y)) = (VA)(VzX,Y) = (VA)(X,VzY)
= Vz(Vy(4X) — A(Vy X)) — Vy(A(VzX))
+ A(Vy(VzX)) = Vy,v(4X) + A(Vy,v X),
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obtemos

(VPA)(X,Y, Z) = (VPA)(X, Z,Y) = Vz(Vy(AX)) = Vz(A(Vy X))
— VY (A(V2X)) + A(Vy (VX))
— Vyuv(4X) + A(Vy, v X)
— Vy(Vz(AX)) + Vy(A(VzX))
Vz(A(Vy X)) — A(Vz(Vy X))
Vv, z(AX) = A(Vv,zX)
= —Vy,v(AX)+ Vg, z(AX)
Vz(Vy(AX)) = Vy(Vz(AX))
A(Vy,y X = Vy, zX
— Vz(VyX) + Vy(VzX)),

+ 4

+ 4

ou seja,

(VPA)(X,Y,Z) — (V?PA)(X,Z,)Y) = R(Z,Y)AX
— A(R(Z,Y)X). (3.5)

Definimos AA : X(M) — X(M) como AA(X) = tr(Y — ((V2A)(X,Y,Y))),
para todo X € X(M). Isto significa que a expressao de AA numa vizinhanga
em M que admite um referencial ortonormal {E}, ..., E,} é

AA(X) = i(V2A)(X,EZ-,Ei).

=1

Usando as simetrias 3.4/ e 3.5, obtemos

(V2A)(X,E;, E) = (VPA)(E;, X, E)
= (V?A)(Ei, Ei, X)+ R(E;, X)AE; — A(R(E;, X )E)
= (Vx(VA)(E;, E;) + R(E;, X)AE; — A(R(E;, X)E;).

Como as derivagoes comutam com as contragoes, M tem curvatura média H
constante e tr(A) = —nH, temos que

Z(VX(VA))(Ei,E,-) = tr(Vx(VA)) =Vx(tr(VA))

= Vx(grad(trA)) = —nVx(grad(H)) = 0,
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onde usamos a proposicao 3.3 na terceira igualdade. Portanto,
AAX) = Y R(E;,X)AE; - A <Z R(Ei,X)Ei> :
i=1 i=1
Por outro lado, a equacao de Gauss para hipersuperficies tipo-espaco numa

variedade de Lorentz de curvatura constante ¢ nos da que, para quaisquer

X,Y,Z € X(M),
RIX.Y)Z = —c(X,2)Y +¢lY,Z)X + (AX, Z)AY — (AY, Z)AX,

e assim

AA(X) =

Z c(E;, AE)YX + ¢(X, AE)E; + (AE;, AE))AX — (AX, AE;)AFE;)

—ZA (B, E)X + (X, E))E; + (AE;, E)AX — (AX, E;)AE;)

= —ctr(A)X + cAX +tr(AHAX — A*X
+enAX — cAX — tr(A)A2X + A*X
= cnHX + (tr(A?) + ecn)AX + nHA*X,

Como A e A? sao autoadjuntos, deduz-se da expressao acima que AA também

¢ autoadjunto.

Para obtermos a Férmula de Simons precisamos de mais um resultado.

Definicao 3.4. Sejam A, B : X(M) x X(M) — X(M) 2-tensores em M. O
produto interno de A e B é a fun¢ao (A, B) : M — R dada por
(A, B)(p) = i:(A(p)(Equ);B(P)(Ei,Ej)),
ij=1
onde {Ey}y_, € uma base ortonormal de T,M.
Prova-se que (, ) define de fato um produto interno no espago dos 2-tensores

em X(M) e que independe da escolha da base ortonormal {Ej}7_;.

Proposicao 3.5. Se A: X(M) — X(M) e B: X(M) — X(M) sdo 1-tensores

em M, entao
A(A,B) = (AA,B)+ (A, AB)+2(VAVB).
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Demonstrac¢ao. Consideremos um referencial geodésico {Ey}7_; em p € M.
Assim, em p

n n

(A, B) = tr(A*B) = S (A'(B(E)), E) = Y (AE,, BE,),

=1 i=1

de modo que

A(A,B) = i Ei(Ei(A, B))

_ Z Ei(E;(AE;, BE;))

ij=1

= Y E((VpAE;, BE)) + (AE;, Vi, BE)))

ij=1

= > {(VuVsAE;, BE)) + (V5 AE;, Vi, BE;)}

1,7=1

+Y {(VBAE;, V5 BE;) + (AE;, ViV BE;)}
i,j=1
= > (Vg VgAE;,BE;)+2) (VyAE;, Vg,BE))

i,j=1 i,j=1

+> (AE;, Vi, Vi, BE;)). (3.6)
ij=1
Por outro lado, como Vg, E;(p) =0 parai,j =1,..,n

n

(AAB) = ) ((AA)E, BE;)

=1
_ Z<ZV2A(Ei,Ej,Ej),BEi>
i=1 \j=1
= > (Vi A(E;, Ej) — A(Vy, B, E;) — A(E;, Vi, E)), BE;)
ij=1
= > (Vi A(E;, E)), BE).
ij=1

Além disso, segue da equacao de Codazzi que

Vi, A(ELE;) = Vg (Ve AE — A(Vg, E))
= Vg, Vg AE; —{Vyv, 5, AE; + A([E;, Vg, E}])}.
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Logo

n

(AAB)(p) = Y (VuA(E;, E), BE;)(p)

ij=1
ij=1
e analogamente,
(A.AB)(p) = ) (AE;, VeV BE;)(p). (3.8)
ij=1

Por definicao, temos ainda que
(VA,VB)(p) = Y (VA(E,E)),VB(E; E;))(p)
ij=1
ij=1
= Z (Vi,AE;, Vg, BE;)(p), (3.9)
ij=1
onde usamos que o referencial é geodésico em p.

Finalmente, por 3.6, 3.7, 3.8 e 3.9 obtemos
A(A,B) = (AA,B)+ (A, AB)+2(VA VB).
m

Prosseguindo a busca pela Formula de Simons, segue da proposi¢ao 3.5
que

Au:%A(trAQ) = %A(A,A)

_ %((AA,A) 4 (A, AA) +2(VA, VA))

= (A AA)+|VAP.

Desenvolvendo (A, AA), obtemos
(4,04) = ) (AB:, (AA)E)

i=1
n

= Y (AE;,cnHE; + (trA* + cn) AE; + nHA’E;)
i=1
= cnHtrA+ (trA*)? + entr A* + nHtr A3

= —cn*H? + (trA*)? + centr A? + nHtr A?,
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e finalmente,
Au = |VAP? —cen®H? + (trA%)* + entr A* + nHitr A% (3.10)

equagao conhecida como Férmula de Simons.

Relembrando as transformacoes de Newton P, 0 < r < n, temos que P; =
—SiI+A=nHI+A. Segue entao que AP, = nHA+A% e A2P, = nH A%+ A3,

Tomando o trago destes operadores, obtemos

tr(P) = n*H +tr(A),
tr(AP) = —n?H?+tr(A?),
tr(A*P)) = nHtr(A?) + tr(A®).

Levando em conta que tr(A) = —nH, segue da primeira equagao acima que
enHtr(P)) = cn*H? — cen?H?. (3.11)
Ja a segunda equacao nos da

entr(AP)) = —cn®H? + cntr(A?) (3.12)

tr(A*tr(AP) = —n*H?*tr(A%) + (tr(A?))> (3.13)
Ademais, a terceira equacao nos dé
nHtr(A’P)) = n’H*tr(A?) + nHtr(A®). (3.14)

Segue entao de [3.10 que a soma dos segundos membros de 3.11, 3.12, 3.13

e 3.14 é Au — |VA%. Portanto, como nH = —S e tr(A?) = |A|?, temos

Au—|VAP? = —cSitr(Py) + entr(APy) + |A%|tr(APy) — Sitr(A%P))
= |A2|tT(AP1) - SltT’(A2P1) -+ C[?’LtT(APl) - Slt’l“(Pl)],

ou seja, vale o seguinte

. antl . .
Teorema 3.6. Seja M,  uma variedade de Lorentz de curvatura seccional

constante ¢, e seja M™ uma hipersuperficie tipo-espaco de M de curvatura
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média H constante. Se A denota o operador de Weingarten da imersao de M

em M e u= 1tr(A?), entdo
Au = |VAP + |A%|tr(AP)) — Sitr(A%P)) + c[ntr(AP) — Sitr(P))],
onde VA € derivada covariante do operador A.

Por abuso de notacao, também chamaremos esta expressao de Formula de
Simons. Em vista da proposicao 2.3, esta formula é mais manejavel que a

formula [3.10.
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Capitulo 4

O lema de Omori-Yau

4.1 O Cut Locus

Em tudo o que se segue, as variedades Riemannianas serao sempre supostas

conexas.

Seja M™ uma variedade Riemanniana completa, com métrica g = (,).
Fixado p € M, se v : [0,400) — M é uma geodésica normalizada em M,
tal que y(0) = p, sabemos que para t > 0 suficientemente pequeno tem-se
d(p,~(t)) = t, isto é, |0 ¢ minimizante. Por outro lado, se 7|4, nao for
minimizante, entao 7o, nao sera minimizante para todo t; > t,. Por fim,
se (tk)r>1 ¢ uma sequéncia de niimeros reais positivos tal que t; — to € Yj[o,4,]
¢ minimizante para todo £ > 1, entao a continuidade da funcao distancia a
partir de p, juntamente com d(p,~y(tx)) = t; para todo k > 1 garante que
d(p,v(to)) = to, isto é, Yo, ¢ minimizante. Portanto, o conjunto dos ¢ €
[0, +00) tais que 7o, é minimizante é um intervalo da forma [0, o] para algum

to > 0 ou [0, +00). Estas considera¢oes motivam a seguinte

Definicao 4.1. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Dados p € M
e v € T,M unitdrio, seja vy, : [0,4+00) — M o raio geodésico normalizado
Yo(t) = exp,(tv). Se o conjunto dost € (0,+00) tais que 7, € minimizante em
0,t] for um intervalo da forma [0,to], dizemos que ,(ty) é o ponto minimo
de p na dire¢cao de v. O cut locus Cut(p) de p em M ¢ definido como o

conjunto dos pontos minimos de p em M (em alguma dire¢ao).

Se M é compacta e p € M, seja d : M — R a funcao distancia a partir de
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p. Como tal fungao é continua, d(M) C R é compacto e, portanto, limitado.
Dado v € T,M unitdrio, nao existir um ponto minimo de p na direcao v
significa que do~, : [0, +00) — R é tal que do~,(t) =t para todo t € [0, +00).
Esta fungao ¢ ilimitada, com imagem contida em d(M), um absurdo. Assim,
se M ¢é compacta e p € M, sempre existe o ponto minimo de p na diregao v,

para todo v € T, M unitario.

A seguinte proposigao pode ser encontrada no livro de do Carmo ([8]).

Proposicao 4.2. Seja v : [0,1] — M uma geodésica normalizada. Se y(l) € o
ponto minimo de p = v(0) ao longo de v, entdo ao menos uma das alternativas

a sequir se verifica:

(a) v(1) é o primeiro ponto conjugado a p ao longo de 7.

(b) Existe outra geodésica minimizante « ligando p a (1), com {a} # {7}
Reciprocamente, se ao menos uma das alternativas acima se verifica, entao

existe to € (0,1] tal que v(tog) € o ponto minimo de p ao longo de 7.
Exemplo 4.3.

Se p € S”, como as geodésicas da esfera unitaria sao os grandes circulos,
segue que Cut(p) = {—p}. Note que neste caso o cut locus coincide com o

lugar dos pontos conjugados.

Exemplo 4.4.

Se M é completa, simplesmente conexa e tem curvatura seccional nao-
positiva, segue do Teorema de Hadamard que, dado p € M, exp, : T,M — M
¢ um difeomorfismo, de modo que M é vizinhanga normal de cada um de seus
pontos. Assim, se v € T,M é unitdrio, 7,(tf) = exp,(tv) é minimizante em

[0, +00), de onde concluimos que Cut(p) = (), para todo p € M.

Corolario 4.5. Se M € completa e p,q € M, entdo q € Cut(p) < p € Cut(q).
Mais precisamente, se q € o ponto minimo de p ao longo da geodésoca vy, entdao

p € o ponto minimo de q ao longo da geodésica —.

Demonstracao. Se q é o ponto minimo de p ao longo de v, segue da proposicao
anterior que ou ¢ é o primeiro ponto conjugado a p ao longo de 7 ou existe uma
outra geodésica minimizante « ligando p a ¢, com {a} # {v}. No primeiro

caso, p € o primeiro ponto conjugado a g ao longo da geodésica —vy. No segundo
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caso, —y e —a sao duas geodésicas minimizantes com tragos distintos ligando
q a p. Portanto, aplicando a reciproca da proposicao anterior ao ponto ¢, segue
que o ponto minimo de ¢ ao longo de —v nao ocorre depois de p. Como v é

minimizante e [(—v) = [(7), segue que p é tal ponto minimo. ]

Corolario 4.6. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Se p € M e
q € M\Cut(p), entdo existe uma unica geodésica minimizante ligando p a q,

e q nao € o primeiro ponto conjugado a p ao longo da mesma.

Demonstracao. Pelo Teorema de Hopf e Hinow, existe uma geodésica mini-
mizante v : [0,l] — M, com (0) = p, v(l) = ¢. Suponha que exista outra
geodésica minimizante « ligando p a ¢ ou que ¢ seja o primeiro ponto conju-
gado a p ao longo de 7. Pela reciproca da proposi¢ao anterior, existe ty € (0, (]
tal que (o) é o ponto minimo de p ao longo de v. Como ¢ € M\Cut(p), deve

ser ty < [. Mas af v ndo é minimizante em [0, [], uma contradicao. O

Seja T1 M o fibrado tangente unitario de M e defina a fungao-corte c :
TiM — R U {+o0} pondo
) o, se Y, (to) for o ponto minimo de p na direcdo v;

b v) = 400, senao.

Introduza em RU{+00} a topologia cuja base de abertos é dada juntando os
intervalos abertos (a,b) C R com os conjuntos da forma (a, +oc] = (a, +o0) U

{+o0}. A seguinte proposi¢ao também é encontrada em [8].

Proposicao 4.7. Dada uma variedade Riemanniana completa M, a fung¢ao-

corte ¢ : THM — R U {400} € continua.

Fixado p € M, a fungao-corte em p é a fungdo ¢, : S(0) C T,M —
R U {400}, dada para v € T,M unitdrio por ¢,(v) = ¢(p,v). Em particular,
segue da proposi¢ao acima que a fungao-corte em p também é continua, pois

¢y =coi,comi:S;' CT,M — T1M dada por i(v) = (p,v).

Corolario 4.8. Dado p € M, o cut locus Cut(p) € fechado em M.

Demonstracao. E imediato que

Cut(p) = {7(t)it =c(p,7'(0))},

onde v : [0,+00) — M é uma geodésica normalizada com 7(0) = p. Seja

74(t;), com t; = c(p,7;(0)), uma sequéncia em Cut(p) tal que v;(t;) — q €
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M. Devemos mostrar que ¢ € Cut(p). Como |7;(0)] = 1, passando a uma
subsequéncia se necessario, podemos supor que a sequéncia 7}(0) converge
para um vetor unitdrio v € T, M. Seja v a geodésica com v(0) = p e 7/(0) = v.

Entao, como exp, e ¢ sdo continuas,

q = lim~y;(t;) = lim~;(c(p,7;(0)))
= limexp,(c(p,7;(0))7;(0)) = exp,(c(p,~'(0))7'(0))
= (c(p,7'(0))) € Cut(p),

como queriamos. O

Se M é completa, fixado p € M, o Teorema de Hopf e Rinow garante que
todo ¢ € M pode ser ligado a p por uma geodésica minimizante. Portanto,

M\Cut(p) é aberto e estrelado em relagao a p. Definindo
E, = {veT,M;exp,(tv) € M\Cut(p),¥0 <t <1}, (4.1)

¢ imediato que E, ¢ estrelado em relacao a 0 € T,M. Afirmamos que E, C
T,M ¢é aberto. De fato, seja (v,) C T,M\E, tal que v,, — v € T,M. Como
v, € T,M\E,, para todo n € N existe 0 < ¢, < 1 tal que exp,(t,v,) € Cut(p).
A menos de uma subsequéncia, t, — t € [0,1], de modo que t,v, — tv.
Dai, como exp, é continua e Cut(p) é fechado, exp,(tv) € Cut(p), ou seja,

v € T,M\E,. Isto nos da que T,M\E, é fechado, isto é, E, é aberto.

Proposicao 4.9. exp, : E, — M\Cut(p) ¢ um difeomorfismo.

Demonstragio. E claro que exp,(E,) = M\Cut(p). Seja agora q € M\Cut(p)
e v(t) = exp,(tv) a tinica geodésica normalizada e minimizante ligando p =
7(0) a ¢ = (). Pelo coroldrio 4.6, ¢ nao é conjugado a p ao longo de +.
Portanto, v € T, M nao é ponto critico de exp,, que é assim um difeomorfismo
local sobre M\Cut(p). Basta, pois, mostrarmos que exp,, ¢ injetiva em F,.
Suponha que existam v,w € E, distintos, tais que y(t) = exp,(tv) e a(t) =
exp,(tw) ligam p a ¢ = 7(1) = a(1). Segue de ¢ € M\Cut(p) que ao menos
uma dentre « e 7y, digamos v, nao é minizante até q. Logo, existe 0 < ty < 1
tal que exp,(tov) = (o) € Cut(p), contradizendo o fato de que v (e portanto
tov) pertence a E,. O

Coroléario 4.10. Para cada p € M, Cut(p) tem medida de Lebesque nula em
M.
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Demonstragao. Se p : M\Cut(p) — R é a fungao distancia a partir de p, entao
a fungao poexp, : £, — R é dada por
(poexp,)(v) = d(p,exp,(v)) = |v],

e daf diferencidvel em £,\{0}. Pela proposicao anterior, exp,, : E, — M\Cut(p)
¢ um difeomorfismo, de maneira que p ¢é diferencidavel em M\(Cut(p) U {p}).
Mas como p é Lipschitziana em M ( para ver isto, use a desigualdade trian-
gular da métrica de M), segue do teorema de Rademacher (Evans [9]) que p
é diferenciavel q.t.p (quase todos os pontos). Logo, Cut(p) U {p} tem medida
de Lebesgue nula em M. Il

4.2 O Teorema de Comparacao do Hessiano

Em tudo o que se segue, fixado p € M denotamos por p : M\ (Cut(p)U{p}) —
R* a funcao distancia a partir de p, isto é, p(q) = d(p,q). Vimos na prova do

corolario 4.10/ que p é suave, com

pla) = |(exp,) " (q)] = |v], (4.2)
se v € I, é tal que q = exp,(v).

Proposicao 4.11. Seja v[0,a] — M\Cut(p) uma geodésica normalizada par-
tindo de p. Entao

Vo(y(t)) = ~'(t),V0 <t <a. (4.3)
Em particular, |Vp| = 1.
Demonstragao. Seja ¥(t) = exp,(tv), 0 <t < a, e ¢ = y(ty). Se w € TyM,
w L +'(ty), segue da proposicio 4.9 que existe W € T,(T,M) tal que
(dexp,)iwW = w, com(W,v) = 0, pelo lema de Gauss. Tomemos entao
a: (—e€) — E, tal que |a(s)| = to, a(0) = tov e a/(0) = W ( por exemplo,

a pode ser um arco de circulo de raio ty). Segue da unicidade da geodésica

minimizante que liga exp,(a(s)) a p que
plexpy(a(s) = to
Derivando em relagao a s,
0 = (Vp(g),(dexp,)eW) = (Vp(q), w).
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Como a igualdade acima é vélida para todo w L 7/(y), segue que Vp(q) é um
multiplo de 7/(¢y). Mas desde que p(y(t)) = t, para 0 < t < a, derivando em

relacao a t obtemos
(Vp(r(1),7(1)) = LV0O<t<a,
e dai Vp(v(t)) =+/(t) para 0 < t < a. O

Proposicao 4.12. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa e considere
v :[0,a] — M uma geodésica normalizada partindo de p e que nao intersecta

Cut(p). Se 0 <ty <aeX €TyuM € ortogonal a~'(ty), entdo
(Hessp)io (X, X) = (J',J)(t0), (1.4)
onde J € o campo de Jacobi ao longo de 7y tal que J(0) =0 e J(ty) = X.

Demonstragao. Como Cut(p) é fechado em M, podemos tomar uma geodésica
a: (—ee) — M\Cut(p) tal que a(0) = v(to) e @’ (0) = X. Desde que a é uma

geodésica,

(Hessplaw(@'(t),0'(t)) = o' ()(c/(t)p) = (Vame'(t)p

de modo que
(Hessp)yi)(X, X) = (poa)’(0). (4.5)

Seja 3 = ((exp,)ig,) ' oa: (—€,€) = E, e ¢ : (—€,€) x [0,tg] — M\Cut(p) a

variagao geodésica de 7j0,,] dada por

t
pls:t) = expy(i-6(s)),
com campo variacional (de Jacobi) J. De ¢(s,0) = p para todo s temos

J(0) = 0; de ¢(s,ty) = a(s) temos J(ty) = g—f(s,toﬂszo = o/(0) = X. Observe
que pela equacao de Jacobi, (J,)" = (J",v) = —(R(Y,J)v,7) = 0, de
modo que (J,7/)(t) = at +b. Como (J(0),7/(0)) = (J(to), ¥'(to)) = 0 ¢ o £0,

temos a = b =0, e assim (J,7') = 0 ao longo de 7.
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Por outro lado, sendo E : (—e¢,¢) — R o funcional energia de ¢, segue da

expressao dada para p no inicio desta secao que

poae) = o= [ 15200

= V([ 15 P !

0

= ViE(s)?,

onde usamos na ultima igualdade o fato de ¢, estar parametrizada propor-

cionalmente ao comprimento de arco. Portanto,

(poa)(s) = YRB(s) B

(poa)(s) = —Y2E(s)2E () + L2E(s) 2E"(s).

Por outro lado, a férmula da primeira variacao da energia nos da

/

1 / o D/y N\ |to__
3P0 = = [ =hias g p=o

uma vez que J L . Logo, aplicando a férmula da segunda variacao da energia

a ultima relagao acima, obtém-se

(poay'(0) = 2E)3E(0)

B @ Vo 1N [t
= ¥ p(v(to))z{fto(J,J)HJ,w o}

= ILiy(J, J) = {J, J)(to),

como queriamos. O

Estamos agora em condigoes de enunciar e provar o resultado mais impor-

tante desta secao, o Teorema de Comparacao do Hessiano.

Teorema 4.13. Sejam M™ e M wvariedades Riemannianas completas e =y :
[0,a] — M,5 : [0,a] — M geodésicas normalizadas que ndo intersectam res-

pectivamente Cut(y(0)) e Cut(7(0)). Se

Ey(y(t),X) < Ky@(®),X),
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para todos t € [0,a], X € T,M e X e Tq(t)M, ortogonais respectivamente a
Y(t) e 7 (t), e se p e p denotam respectivamente as fungoes-distancia em M

e M a partir de v(0) e 7(0), entdo, para 0 < t < a, tem-se

(Hessp),m (X, X) > (Hessp)yu (X, X), (4.6)
para todos X € T,y M e X € Tw)M, unitdrios e ortogonais respectivamente
ay(t) e7(t).
Demonstracao. Fixe 0 < ty < a. Pela proposicao anterior, temos

(Hessp)’Y(to)<X7X) = <J/7J>(t0)a

onde J é o campo de Jacobi ao longo de v tal que J(0) = 0e J(ty) = X. Note

em particular que (J,7') =0 em [0, ¢y]. Analogamente,
— X _/ —
(Hessp)ﬁ(to) (X7 X) = <J ) J) (t0)7
onde J é o campo de Jacobi ao longo de 7 tal que J(0) = 0 e J(ty) = X, com
(J,7") = 0 em [0,ty]. Agora, como 7 nio encontra Cut(7(0)) em (0, o], temos
que ¥(t) ndo é conjugado a 7(0) ao longo de 7, para 0 < t < ty,. Portanto,

segue da primeira versao do Teorema de Rauch que

(Hessp)v(to)(Xa X) = <J/7 J> (t(J) > 7 <j ) ‘]> (to)

Corolario 4.14. Nas notacoes e hipoteses do teorema anterior, tem-se

(Ap)(v(1)) = (Ap)(7(1)),¥0 <1 < a. (4.7)

Demonstracdo. Sejam {X;}*, e {X;}, bases ortonormais respectivamente
de T,yM e TsyM, com X,, = +/(t) e X,, = ¥/(t). Observe que como 7 é
geodésica e Vp(y(t)) = +/(t) para 0 < t < a, segue que

(Hessp)y(v',7) = (Vygradp,') =(V7',7) =0,
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para 0 <t < a. E claro que vale a mesma expressao para p e 5. Pelo teorema

anterior,
(Hessp)yw(Xi, Xi) > (Hessp)y (X, Xi),

parai=1,...,n — 1. Agora, basta somar membro a membro as desigualdades

acima. ]

Para o coroldrio a seguir, convencionamos #E = +o0 se k < 0. Uma

funcao f: M — R é dita convexa se Hessf for positivo semidefinido em M.

Corolario 4.15. Seja M wuma variedade Riemanniana completa, com cur-

vatura seccional Ky < k. Fizado p € M, seja p(q) = d(p,q). Se

R < min{d(p,Cut(p)),ﬁ},

entdo a fungdao p € convexa em By (p; R).

Demonstracio. Tome R > 0 satisfazendo a desigualdade acima. Seja M = MY
a forma espacial de curvatura seccional constante k, e p, a funcao distancia
a partir de um ponto fixo em M}. Se 7 : [0,a] — By(p; R) ¢ uma geodésica
normalizada com 7(0) = p, entao, nas notagoes do Teorema de Comparacao

do Hessiano, segue que

(Hessp)yw) (X, X) > (Hesspr)yn (X, X) = (J,J)(t) = s,(t)sk(t),

onde
—Si“%/@ , se k> 0;
sp(t) = 4§ t, se k=0;
%\/}kﬁk), se k < 0.

E agora imediato verificar que s}.sp > 0 para todos k < 0et > 0; se k > 0,

tem-se

si(t)sp(t) = %sin(t\/%) cos(tVk) = 2\1/E sin(2tVk) > 0,

para 0 < 2tvVEk < 7, isto 6, 0 < t < 5z Por fim, como (Hessp),(v',7) =0,
concluimos, fazendo X percorrer uma base ortonormal de {v'}*, que Hessp >

0 em By(p; R). O
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4.3 O Laplaciano da Funcao Distancia

Seja M™ uma variedade Riemanniana orientada e completa, com elemento de
volume dM, e p € M fixado. Sempre que nao houver perigo de confusao,
denotaremos simplesmente por exp, o difeomorfismo (exp,) |g,: £, — M\
Cut(p).

Se K C M é compacto e m denota a medida de Lebesgue de M, segue de
m(Cut(p)) = 0 que

Vol(K) — / dM - / M — / (exp,)*dM, (4.8)
K K\Cut(p) L

onde L = (exp,) ' (K\Cut(p)) C E,. Afim de explicitar (exp,)*dM, seja
v € T,M unitério e ty > 0 tal que tyv € E,. Seja ainda {e; = v, ey, ..., €, } uma

base ortonormal positiva de T,M e, para 2 <1i < n,

Ji(t) = (dexp,)w(te;),

o campo de Jacobi ao longo da geodésica normalizada v(t) = exp,(tv), 0 <
t < tp, com J;(0) =0 e J/(0) = ¢;. Usando o Lema de Gauss, é facil provar
que (J;,7')(t) = 0 para 0 <t < tg, de modo que, para 0 < t < t,

((expp)*dM )y (€1, ...,e,) = dMepr(w)((d expp)mel, s (d expp)tven)
1

- t"_*ldMepr(tv) (’yl(t)7 JQ(t)v X3) Jn(t)>

1
= o Vv det B(t),

onde B é a familia a 1-parametro de matrizes quadradas de ordem n — 1, tais

que B(t);; = (Ji(t), J;(t)) para 0 < t < t;, (note que B é obtida extraindo-

se a primeira linha e a primeira coluna da matriz de Gramm da n — upla

(Vl(t% J2(t)7 Tt Jn(t)) )

Denotando, para v € T,,M unitério e 0 <t < ¢,(v),

1, se t = 0;

A(t,v) =
ry/det B(t), se 0 <t < cy(v),

segue do que vimos acima que, para 0 < t < ¢,(v), A(t,v) é suave em ¢ e em
v. Note que como 7 é minizante em uma vizinhanga de p e y(t) € Cut(p),
VO <t < 1o, segue que 7|y ¢ minimizante para todo 0 < ¢ < ¢y, Assim,

segue da reciproca da proposicao 4.2 que v é a tnica geodésica minimizante
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ligando «(t) a v(0), donde ~(t) ndo é conjugado a p = (0) ao longo de 7, e
dai {7'(t), Jo(t), ..., Ju(t)} é base positiva de T M para todo 0 < t < ¢,(v).
Portanto, A(t,v) > 0 para v € T,M unitério e 0 <t < ¢,(v).

Sendo du; a 1-forma dual de e; em T,,M, segue do que fizemos acima que
((exp,)*dM)y, = A(t,v)dus A ... A duy,. (4.9)

Por outro lado, denotando por do o elemento de volume canonico da esfera
unitdria S71(0) C T,M, segue do teorema de integracdo em coordenadas

polares que

(duy A ... Nduy)y, = " 'dt Ado,
e dai
((exp,) dM)y, = A(t,v)t"'dt A do. (4.10)

Em particular, A(t,v) independe da base {es, ..., e, } escolhida para o comple-

mento ortogonal de v em T),M.

Exemplo 4.16.

Examinemos brevemente os célculos acima no caso particular em que M =
M, a forma espacial de curvatura seccional constante k. Neste caso (com
as notagbes acima), sabemos que o campo de Jacobi J ao longo de v, com

J(0)=0e J'(0) =w, onde w L +/(0), é dado por
J(t) = se(Hw(t),

onde w(t) denota o transporte paralelo de w ao longo de «y e s; é dada por

—Sinftff), se k> 0;
se(t) = t, se k=0;
%\/}kﬁm, se k < 0.

Se {e1 = 7/(0), e, ..., €, } é uma base ortonormal positiva de T, M, w;(t), 2 <
i < n, é o transporte paralelo de e; ao longo de v e J;(t) = si(t)w;(t), segue

que B(t)i; = (Ji(t), J;(t)) = s3(t)d;;, de modo que

1_1 sp(t)" 1t (4.11)

A(t,v) "
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Portanto, se 0 < R < d(p, Cut(p)), temos

Vol(Bu, (p, B)) = / (exp,)"dM
B(p,R)CTpMk

R
= // sp(t)" tdodt
o Jsp!
R
= wn/ Sk(t)n_ldta
0

onde w,, denota o volume (n — 1)-dimensional da esfera unitaria S7~' C T, M.

Exemplo 4.17.

Seja M, = S? C R3 a esfera unitédria centrada na origem de R3. Vamos
usar a férmula acima para calcular a drea de B(p, %), p € S* (a drea de um
hemisfério). Como no nosso caso k = 1, temos si(t) = sin(t). Como w, = 27,

segue que
T 3
Vol(B(p, 5)) = 27r/ sin(t)dt = 2m,
0
resultado que ja esperavamos. Note que neste caso, d(p, Cut(p)) = 7.

Para o que se segue, precisamos do seguinte lema:

Lema 4.18. Seja I C R um intervalo e B : I — GL,(R) um caminho dife-

rencidvel de matrizes twertiveis. Entao

S et B(t) = (det BO))Ir(B(0B(0)™).

Demonstragdo. Seja B(t) = (b'(t),...,b™(t)), onde ¥ (t) denota a j-ésima co-
luna de B(t). Se (b')'(¢t) = Y."_, ai;(t)b(t), entao, suprimindo ¢ quando con-

j=1
veniente,
idet B(t) = idet(b1 o (B0
dt — ) Y ) Y
= Z det(bl, ceey a,n'bi, ceey bn)
i=1
= (detB) > a; = (det B)tr(aj;)
i=1
= (det B)tr(B'B™").
Note que B’ = B -a'. O

53



Proposicao 4.19. Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa e orien-
tada, e p € M fizado. Se v : [0,a] — M\Cut(p) € a geodésica normalizada
v(t) = exp,(tv), entdo, para 0 <t < a,

n—1  Altw)

Ap(r(1) = — R TROE (4.12)

onde " denota a deriwada em relacao at.

Demonstracao. Fixe 0 <ty < a e seja ¢ = v(ty), de modo que p(q) = ty, onde
p é a funcao distancia a partir de p = v(0). Seja ainda {e; = 7/(to), €2, ..., €n}
uma base ortonormal positiva de T; M e, para 2 < i < n, J; o campo de Jacobi

ao longo de v tal que J;(0) = 0 e J;(tg) = e;. Pela proposigao 4.12, temos

Ap(q) = (Hessp)q(el,el)+Z(Hessp)q(ei,ei)

= Y (LI (),

i=2
onde (Hessp)q(e1,e1) = 0, pois v é geodésica.

Agora, para 2 < i < n tem-se Ji(t) = (dexp,)w(tJ;(0)), onde Ji(0) €
Ty (T M) = T, M é o vetor tal que (dexp, )sy(toJ;(0)) = €;. Como (J;,7)(t) =
0 em [0,%o], derivando obtemos (J/(0),7/(0)) = 0, com J/(0) # 0, sendo
J; = 0. Afirmamos que {J(0),...,J/(0)} s@o linearmente independentes,
e portanto uma base (ndo necessariamente ortogonal) do complemento or-
togonal de v = 4/(0) em T,M. De fato, sejam as,...,c, em R tais que
Yoro0;J/(0) = 0. Entao, J(t) = >.7 ,a;Ji(t) ¢ um campo de Jacobi ao
longo de ~ tal que J(0) = 0 e J(0) = 0. Dai, J = 0 e, em particular,
Yoy aie; =0 o Ji(tg) = 0, de modo que ap = ... = o, = 0.

Seja {v, Es, ..., E,} uma base ortonormal e positiva de T,M, e
j=2

Entao, calculando como anteriormente e denotando ¢ = det(a;;), temos

A(t,v) = ((exp,)"dM)w(v, By, ..., Ey)

= det(a;;)((exp,)*dM ) (v, J5(0), ..., J,(0))

= L) 0y (3 (0, a0 o ()

tn—l

- tni_ﬂ/det B(1),
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onde B(t);; = (Ji(t), J;(t)), para 2 < 4,5 <ne0 <t <t Note ademais que
B(ty) = I, a matriz identidade. Portanto,

c
A(to,U) = =1
to
e, pelo lema anterior,
—1 det B)'(t
Al(to,v) — _u detB(t0)+ nc_1 ( € )(0)
ty to " 24/det B(to)
n—1)c
= e et Bt (B 1) B(t) )
0 2t
(n—1)c
= — trB'(t
t(r)z + 2tn Tir ( 0)

Derivando B(t);; = (J;(t), J;(t)) , obtemos

trB'(to) 22 Y(to) = 2Ap(q),
de maneira que
Altr) = =2V € ).
tn tn
Agora, basta calcular %. O]

4.4 A Formula de Bochner

Afim de dar continuidade as ideias das duas ultimas sec¢oes, precisamos de
um resultado auxiliar, devido a S. Bochner, que encontrara outras aplicagoes

posteriormente. Eo proposito desta secao estabelece-lo.

Para o teorema a seguir, se T': V' — V é um operador linear auto-adjunto

em um espago vetorial real de dimensao finita com produto interno, denotamos
|T||?> = tr(T?), o quadrado da norma de Hilbert-Schmidt de T'. Assim, sendo

{e1, ..., e, } uma base ortonormal de V', segue que

TN = ) (T?(ei), es) Z|T €)% (4.13)
1=1

Teorema 4.20. (Bochner). Seja M"™ uma variedade Riemanniana e f: M —

R uma func¢ao suave. Entao

SAIVSP = Rie(VE V) + (V. VAD) + |[Hess|”

95



Demonstracao. Fixe p € M e seja {e;} um referencial mével num aberto U,

geodésico em p € U. Entao, temos em p
1 1
§A|Vf|2 = 3 Z(H@SS’V}CF)(&,Q)

_ %Zei(ei<Vf, V) =Y eV VI V)

= Z<veiveivfa Vf> + Z |veivf‘2

2

= Y (V. V.V V) + | Hessf|?, (4.14)

onde usamos a equagao 4.13 na tultima igualdade. Agora, para X € X(M),
temos que

Y (R(X,e)Vfe) =Y (VxVeVf =V VxVf—VixeVfe) (415

7 7

Como o referencial é geodésico em p, temos que (Vxe;)(p) = 0, e dai

(2

D AVxVeVfie) =3 X(VeiVf,e) = X(Af) = (X,V(Af))  (416)

em p. Utilizando novamente que o referencial é geodésico em p, juntamente
com o fato de Hessf ser um operador linear auto-adjunto, obtemos sucessiva-

mente em p

(Ve VxVf+VixeVie) = e(VxVfe) = (VxVf, Veer)
HVe, VS X el)
= (Ve VF,X)+ (Ve Vf, Vxe; — Ve, X)
= (Ve Ve, VS, X)
+(Ve, VI Ve X) = (Ve Vf, Ve, X)
= (Vo Ve,V X). (4.17)

Substituindo 4.16 e 4.17 em 4.15, segue que

Y (R(X e)Vfe) = (X, V(Af) =D (Ve V.V, X),

7 7
ou ainda

D VeV VX)) = Rie(X,Vf)+ (X, V(Af)).

(2
Basta agora fazer X = V f na ultima relacao acima, substituindo o resultado

em 4.14. ]
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4.5 O Teorema de Comparacao do Laplaciano

Comecemos esta secao com o seguinte resultado de Algebra Linear.

Lema 4.21. Seja V"™ um espaco vetorial real n-dimensional com produto in-
terno e T : 'V — V um operador linear auto-adjunto. Se dim(KerT) > k,

0 <k <n, entao

1T >

1
(TP,

com igualdade se e so se a restricao de T ao complemento ortogonal de KerT

for um maltiplo do operador identidade.

Demonstracao. Seja {ey,...,e,} uma base de V formada por autovetores de
T, com T(e;) = \je; para 1 < i <me ) =0 parai >n— k. Entao, pela

desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

1
T|? = A > i)
I = 3oz (o
1
= T
ocorrendo a igualdade se e s6 se A\; = ... = \,_. O

Proposicao 4.22. Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa e orien-
tada, p € M e :[0,a] — M\Cut(p) a geodésica normalizada v(t) = exp,,(tv).
Nas notagoes da se¢ao 3.3, se f(t) = tA(t,v)ﬁ, entao, para 0 <t < a, tem-se

Apo(e) = (- E (119
(-1 D | Rty (), < o, (4.19)

f(@)
ocorrendo a igualdade se e s6 se a restricio de (Hessp)yy) ao complemento

ortogonal de v'(t) em Ty M for um maltiplo da identidade.

Demonstragao. Note primeiro que como A é suave e A(0,v) = 1, temos f :
[0,a] — R suave. Por outro lado, como |Vp(y(t))| = 1 para 0 < ¢t < a, segue

da férmula de Bochner que
1
0 = SAIVp = Ric(Vp,Vp) + (Vp,V(Ap)) + |Heespl.
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Seja g(t) = f(t)" 1 = t""TA(t,v). Segue da proposi¢do 4.19 que

q'(t) (n — D" 2A(t,v) + t" LA (¢, v)
g(t) tn=LA(t, v)
n—1 A(t,v)
t A(t,v)
= Ap(y(t)).
Mas desde que g = f*7 !, temos ¢’ = (n — 1) f"2f’, e daf
g'(t) f't)
A t) = =n-1 . 4.20
o) = L= -1l (4.20)
Por outro lado,
: d g
(Vo,V(Ap)awy = (V1) V(Ap))yw = 7 Ap(¥(1)) = (5) (t). (4.21)
Portanto, derivando 4.20/ e omitindo ¢ quando conveniente, obtemos
N /" I\
=) = (n—=1)—=—-(n-1)(=
( g) (n—1) 7 (n —1)( f)
B f// Ap )
= =) - -
Logo, 4.21!se escreve
f// A,O
<v:07 V(AIO»W(t) = (n - 1)7 - (TL - 1)<TL — 1)27
relacao que substituida na férmula de Bochner fornece finalmente
I A 2
0 = Ric(y,7)+(n— 1)f7 + |Hessp|? — E,L_p)l :

Mas desde que (Hessp),u)(7',7') = 0e ' # 0, temos que dim[Ker(Hessp)| >

1. Como Ap = tr(Hessp), segue do lema anterior que |Hessp|? — (ff)f, donde

segue 4.19. O

Observacao 4.23. Para M = My, uma forma espacial de curvatura seccional
constante k, denotemos por p, f e A os objetos correspondentes na notacao

acima. Segue de {11 e da definicio de f que f(t) = si(t). De sy + ks =0,

Seque que
]"v’/ s’
Ric(¥,7') + (n — 1)? = (n—1Dk+(n— 1)S_k —0.
k

Lema 4.24. (Sturm).Sejam f,q : [0,a] — R func¢des suaves, tais que f(0) =
g(0) =0 e f'(0) = ¢'(0) > 0. Sek € R € tal que f"(t) + kf(t) > 0 e
g"(t)+kg(t) =0, ou f"(t)+kf(t) =0 e g"(t)+ kg(t) <0 para todo t € [0, a],

entao:
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1. g(t) > 0 = f(t) > 0, isto é, o primeiro zero de f nao ocorre antes do

primeiro zero de g.

2. Onde g for positiva, temos 5 nao-decrescente e f > g.

Demonstracao. As condigoes sobre f e g garantem a existéncia de € > 0 tal
que f,g > 0em (0,€). Mostremos primeiro que se f e g forem positivas (0, o)

entao % é nao-decrescente. Para tanto, defina F(t) = L9 para t € (0,t).

9(t)
Entao F'(t) > 0 se e s6 se f'(t)g(t) — f(t)g'(t) > 0. Basta agora observar que

(f'g — fg')(0) = 0 e, em qualquer caso,

(flg—19")(t) = f'(t)gt) — f(t)g"(t)
> —kf(t)g(t) — f(t)(—kg(t)) = 0.

Suponha agora que existe ty € (0,al, tal que g > 0 em (0,%], f > 0 em
(0,t0) e f(to) = 0. Como F’' > 0 em (0,ty) e, pela regra de L'Hospital,
| o)
=0t g0
temos f(t) > g(t) em (0,ty), e dai em [0,%y]. Em particular, f(ty) > g(ty) >

0, uma contradigao. Isto termina a prova do item (a) e, por consequéncia,

também a de (b). O

O préximo resultado é conhecido como Teorema de Comparagao do

Laplaciano. Novamente aqui, convencionamos \/LE = 400 se k < 0.

Teorema 4.25. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa e orientada,
p € M e~|[0,a] — M\Cut(p) uma geodésica normalizada partindo de p. Dado
k € R, escolha sobre M um ponto arbitrdario py e uma geodésica normalizada

5 :10,a] — My, partindo de py. Se Ricyy > k, entao

(Ap)(r(to)) < (AP)((t)), (4.22)

para todo ty < min{a, Z=}. Ademais, hd igualdade se e s6 se Ky (' (t), X) = k
para 0 <t <ty e todo X € TyyM ndo colinear com ~'(t).

1

Demonstracao. Sejav =4'(0) e f(t) =tA(t,v)™D. A fungao correspondente
em M, é, como vimos acima, ]?: si. Nas condicoes da proposicao anterior,

para obtermos a desigualdade do enunciado basta mostrar que

L < % (4.23)
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Para tanto, note que

0 > Ricy(Y,7)+ (n— 1)f7” > (n—1)(k+ fTH),

isto é, "+ kf <0. Ademais, f(0) =0e

F0) = %( At 0)T ) |imo= A(0,0) T = 1.

Para [ = s;, temos que [” + kf = 0, f(O) =0e f’(O) =1 Se0<ty<
min{a, \/lg}, temos f, ]7> 0 em (0.tp]. Portanto, pelo Lemma de Sturm, F' = %
é nao-decrescente, isto é, F’ > 0 em (0, to]. Isto nos d& 4.23.

Se houver igualdade em t = t;, é imediato do Lemma de Sturm que deve ser
f=Ffem [0, to]. Dai, pela proposigao 4.22, para todo t € (0, to] a restrigao de
(Hessp)~ () ao complemento ortogonal de '(t) em T7,;) M deve ser um multiplo

da identidade. Portanto, os autovalores nao nulos de Hessp sao iguais a

A1) _ P _ ) _ s
i1 J0 F) s

Segue daf que se X € T,y M, com (X,+/(t)) = 0, entdo

s
Vx’}/ = —kX.
Sk

Afirmamos agora que é possivel estender X ao longo de v, de modo que
[X,7'] = 0. De fato, para isto ocorrer devemos ter V.,.X = %X. Sendo
e, ..., e, campos ortonormais paralelos ao longo de v e X(t) = > a;(t)e;(?),

basta escolhermos as fungdes a; tais que a, = z—iai.
Por fim, para |X| = 1, segue da afirmacao acima que
Kn(X,7) = —(RX, 7)1, X)
= _<VW’VX7/ - VXV“/V/ + V[X,“/’W/v X)
/
= (Vo (1Y), X)
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4.6 O Lema de Omori-Yau

Se M™ é uma variedade Riemanniana fechada e f : M — R é uma funcao
suave, entao existe p € M tal que f assume seu valor maximo (respectivamente
minimo) em p. Portanto, Vf(p) =0 e Af(p) < 0 (respectivamente Af(p) >
0). Nesta segao provaremos um analogo deste resultado para funcoes suaves

sobre variedades completas nao necessariamente compactas, o Lema de Omori-
Yau.

Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa, com conexao de Levi-
Civitta V e tensor curvatura R; denote ainda por A o laplaciano de M. Para
p € M fixado, seja p(z) = d(z,p) a fungao distancia a partir de p.

Se v : [0,1] = M é uma geodésica normalizada ligando p a x, seja

n—1 1

K(z) = min {l—k - /k l(t—k)QRic(y’(t))dt}, (4.24)

0<k<lI (I —

onde Ric denota a curvatura de Ricci de M. Afirmamos que K, (z) estd bem

definido. De fato,

1 ! 9. , 1 . ) ! )
m/k (t —k)*Ric(v'(t))dt < S0E tsel[log] Ric(~'(t)) /k (t — k)*dt
= (ﬂ) sup Ric(y/(t)),

te[0,l]

de modo que

n—1 [ —k
> 1 — [ ) / .
Kv(x) 01;1]%2[ { - < 3 ) tsel[tﬁ] R@c(v (t))}

Observe que o minimo acima existe. Basta ver a expressao entre chaves como

uma funcao de k, digamos g = g(k), que claramente é continua em [0,1) e

satisfaz

klirﬁg(k) = +o0.

Caso © € M\Cut(p), tome v como sendo a tnica geodésica minimizante

ligando p a x, e seja K(x) = K,(z). Caso contrario, ponha

K(z) = inf K (x),

5

onde o infimo ¢é tomado sobre todas as geodésicas minimizantes v ligando p a

x.
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Lema 4.26. Para todo x € M\Cut(p), tem-se Ap(x) < K(x).

Demonstracao. Sejam « : [0,1] — M a tnica geodésica minimizante ligando p
a z, com comprimento | = p(z), e Ji, ..., J,_1 0s Unicos campos de Jacobi ao
longo de 7, se anulando em 7(0) e tais que J;(1) = ¢;(), onde {e1, ..., €1, €, =
7'} é um referencial ortonormal e paralelo ao longo de 7. Como J;(0) =0 e

(Ji,7") 2 = 0 segue da proposigao [4.12/ que
(Hessp)e(Jiy Ji) = (I}, Ji)a,

e assim

(Ap)(x) = Z(vez(vp)vez>x
= Y (VYo

— Z(H@SSP)x(eia €;)

n—1

— Z(Hessp);c(Ju Ji)

n—1

=1

Por outro lado, a equagdo de Jacobi nos da (J!, J;) = —(R(Y', J;)Y', J:), de

modo que
W J) = / [T = (RO T, 1)
_ /{J;,J; IR
= /0 L Tt = (1, ).
Logo,

n—1
> L ).
i=1

Fixado 0 < k <, se f:]0,l]] — R é dada por

0, se 0 <t<k;

EE osek<t<L

ft) =

N
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entdo f ¢é suave por partes tal que f(0) = 0 e f(I) = 1. Como (J;,7") = 0,
V; = fe; é um campo diferencidvel por partes ao longo de v com (V;,~') = 0,

J;(0) = Vi(0) = 0 e Ji(1) = Vi(I) = e;(1), segue do Lema do Indice que

1 n—1

Ap(z) < Z[l(feiafei):/ Z{ (fed)', (fed)') — (R(Y', fea)y', fei) tdt
1 n—1
-/ (U = P Rit )

n— : :
_ ﬁ/}{ dt_ﬁ/k (t — k)2 Ric(y (1)) dt
n—1 1

= T =L /k (t — k)2 Ric(+/(t))dt.

Basta agora tomar o minimo sobre todos os 0 < k < [. ]

Lema 4.27. Se a curvatura de Ricci de M ¢é limitada inferiormente, entao
K(x) € limitada superiormente por uma constante que nao depende de x, para

todo x € M.

Demonstrag¢ao. Podemos supor Ric > «, com a < 0 a ser escolhido poste-

riormente. Se 7 : [0,]] — M é uma geodésica normalizada ligando p a =z,

entao
K, (z) < mj {”_1_ a l(t—k:)th}
W= GEN kT -k,
B n—1 «a(l—k)
— 0<kr<1[{l T3 1. (4.25)

Vamos estudar a funcao

n—1 a(l-y)

Derivando, obtemos
] on—1 a

ou



Observe agora que

, n—1 @
fly) <0 < I—y2 "~ 3
_S(na— 1) < (- y)
& —wdl—y\

< Y& (_Oovyl) U (yQa +OO)7

e analogamente

fly) >0 & ye(y,p)y#l

Assim, y; é um minimo global para f |(_), € tomando || suficientemente
grande temos 0 < y; < [. Por fim, como lim, ;- f(y) = 400 segue de 4.25

que

Ky(z) < fln) = —7=——=—

o que conclui a demonstragao.

]

Lema 4.28. Seja v : [0,l] — M uma geodésica minizante, tal que v(0) = q e
v(1) € M\Cut(q). Entdo existe um aberto U contendo {7} tal que para todo

x €U hd em U no mdzximo uma geodésica minimizante ligando x a q.

Demonstracao. Suponha, sem perda de generalidade, v normalizada. Por con-
tradicao, se nenhum tal U existir, entao para todo j > 1 existe ; € M tal
que lim;_, o dpr(zj, {7}) = 0 e x; é ligado a ¢ por ao menos duas geodésicas
minimizantes distintas, digamos «a;, 3;:[0,;] — M com [a}(0)| = |3(0)] = 1.
Ademais, como para todo ponto de uma bola normal B, centrada em ¢ o raio
geodésico a partir de ¢ é a Unica geodésica minimizante que o liga a ¢, temos
x; € M\B, para todo j > 1.

Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que existem

0<ty<lewv,weT,M, |v|=|w| =1, tais que
zj — 7(t), (0) — v, 55(0) — w.

Pela continuidade da funcao distancia temos que ¢; — ¢y, de modo que para
0 <t <ty temos que 7,(t) = exp,(tv) e 7u(t) = exp,(tw) sdo geodésicas

minimizantes ligando ¢ a y(to). H& agora dois casos a considerar:
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e v #+/(0) ou w # +/(0): suponha, sem perda de generalidade, v # +/(0).
Entao () é ligado a ¢ pelas geodésicas minimizantes distintas v e 7.
Portanto, pela proposicio 4.2l existe t € (0, o] tal que v(t) é o ponto

minimo de g ao longo de v, contradizendo nossas hipoteses.
e v =w=1+'(0): entdo
linexp, (1,0(0)) = exp, (t07(0)) = lim exp, (£;5(0)).

Como v é minimizante e v(I) € M\Cut(q), novamente pela propsi¢ao
4.2 temos que 7y(ty) nao é conjugado a ¢ ao longo de v, e portanto
to7'(0) ndao é um ponto critico de exp,. Logo, exp, ¢ injetiva numa
vizinhanga de t¢7/(0), de sorte que, para j suficientemente grande, tem-

se t;a’;(0) = t;3;(0), uma contradigao.
[

Teorema 4.29. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa e f : M — R
uma funcao de classe C* em M, limitada superiormente. Entdo, para todo

p € M, existe uma sequéncia (pg)r>1 em M tal que

Jm flp) = sup f, (4.26)

2(f(pr) — f(p) + V)p(pk) (4.27)

VIEIL = H o2 +2) loglome)? + 2

2(f(pe) — f(p) + D(p(px) K (px) +1)
k(p(pk)? + 2)log(p(pr)? + 2)
4(f(px) = f(p) + Dp(pr)* (4.98)
k2(p(pk)? + 2)*log(p(pr)? + 2)]* '

Demonstracao. Para k inteiro positivo, seja

f@) = ) +1
log(p(x)? + 2)]*

Temos ¢ continua, e se f(z) < \ para todo = € M,

A—flp)+1
log(p(x)? + 2)]*

Af(pk)

+

g(z) =

g9()

Y

de modo que

lim sup g¢g(z) <0. (4.29)
p(z)—+o0
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Afirmamos que g assume seu maximo em algum p, € M. De fato, desde que
g(p) > 0, segue de (4.29) que existe R > 0 tal que p(z) > R = g(z) <
g(p). Como B(p,R) é limitado e fechado, e M é completa, o Teorema de

Hopf e Rinow nos dé que B(p, R) é compacto. Por continuidade, g assume

um méaximo p, em B(p, R), e portanto um méaximo global. Em particular,
fpe) = f(p) +1>0.

Consideremos agora dois casos separadamente:

1°caso. pr € M\Cut(p): para v € T,M, desde que (omitindo = por

clareza),
o(g) = v(f) _ 2(f — f(p) + 1)pv(pl) : (4.30)
log(p? +2)]*  k(p* + 2)[log(p* + 2)]+*
obtemos em py
0 = Vg i o 2f = fp) +1)pVp (4.31)

log(p? +2)]F  k(p? + 2)[log(p? + 2)]5 1
e, desde que |Vp| = 1, obtemos a equagao 4.27.

Para o laplaciano, a equacao 4.30 nos da

o(vlg)) = v(v(f)) . 2pv(f)v(p)
log(p? +2)]F k(o + 2)[log(p? +2)] ¢
2{pv(f)v(p) + (f = f(p) + D[v(p)* +
k(p? +2)[log(p? + 2)]F 1

A(f = Fp) + Dp*u(p)?* (1 e
k(p* + 2)*[log(p* + 2)] 5+ (k + 1+ log(p” + 2)) . (4.32)

pu(v (p))]}

_|_

Portanto, em py,

0> Ay = Af - 4p(V [, Vp) 1
B log(p? +2)]F  k(p?* + 2)[log(p? + 2)]x !
2(f = f(p) + (A + pAp)
k(p? + 2)[log(p® + 2)Ji+!
A(f = flp) + 1)p?
k(p? +2)2[log(p? + 2)]3*?

_I_

1
(E + 1+ log(p* + 2)) .

Lembrando que |Vp| = 1, segue da equacao 4.31/ que em py,

2(f = fp)+)p

(V£,Vp) k(p? +2)log(p® +2)’
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e substituindo essa relacao no que fizemos acima, obtemos em py que

Af < 8/ = fp)+1)p* 2 = f(p) + 1)(1 + pK)

k2(p? + 2)*[log(p* + 2)]2 k(p? + 2)log(p* +2)
AR D = fp) H D) A = flp) )PP
K2(p2 +2)2[log(p? +2)]7  k(p® +2)21og(p? + 2)
_ 2/ - fp+ DI+ pK)
k(p? + 2)log(p? + 2)

A(f = f(p) + Dp? _ — Eloo(p?
W+ 2ploglp + P - D T Hesler 2

2(f — f(p) + 1)1 + pK) A(f = flp) + 1)p?
k(p? +2)log(p* +2)  k*(p* + 2)*[log(p® + 2)]*’

que é justamente a desigualdade 4.28|.

2° caso. pi € Cut(p): entdo p € Cut(pg). Se v é uma geodésica mini-
mizante ligando p, = 7(0) a p, tal que p é o ponto minimo de pj, ao longo de
v, entdo q ¢ Cut(py) para todo q¢ € {7}, ¢ # p,pr. Fixado um tal ¢ = (1),
pelo lema 4.28, nés podemos tomar um aberto U contendo {7 |y}, tal que
para todo x € U ha no maximo uma geodésica minimizante ligando ¢ a z.

Denotando por p, a funcao distancia a partir de ¢ na variedade U, tem-se
p, suave numa vizinhanga de py, pois pr # q e pr & Cut(q). Por defini¢ao de
distancia, é claro que p,(7) > py(), para todo z € U.

Afirmamos agora que a fungao g : U — R dada por

d(r) = fx) = fp)+1 1
{log[(p,(z) + p(q))?* + 2]} *

também atinge seu maximo em pi. De fato, segue de g atingir seu méaximo em

pr que, para x € U,

_ B f(pr) = f(p) +1
M) = gz, (o) +p< IEEETE
)

for) — f(p) +
[log(p(px)? +2)

V
K
—

8

|

onde usamos na ultima desigualdade que
Pq(x) + plq) = pg(x) + plg) = p(x),
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pela desigualdade triangular. Portanto, Vg(py) = 0 e Ag(pr) < 0.

Observe que o que difere as expressoes de g e g é a troca de p(x) por
p,(7)+p(q). Como p(q) é constante, de modo analogo a expressao 4.30, segue

que para v € T, U e omitindo x por clareza, temos

v(f)
{log[(p, + p())2 + 2]} #
2(f = f(p) + 1) (B, + p(0)v(p,)
k[P, + p(9))2 + 2{log[(7, + plq))? + 2]}++1

v(g) =

Portanto, em py,

0=V(g) = Vi ]

{log[(p, + p(q))? + 2]} *
1)(p, +r(q)) Vo,
[

2(f — f(p) + |
k[, + p(a))? + 2]{log[(p, + p(q))? + 2]} ¥ +!

Como |Vp,| = 1, obtemos

2(f(px) — f(p) + 1)(py(pr) + p(q))

VIBN = 50 + p@)? + 2 loelF, o) T pla)? + 21

Como 5,(p) + p(a) = p(pe), obtemos

2(f(pr) — f(p) + 1)p(pr)
k(p(px)? + 2) log(p(pr)? +2)’

que ¢é justamente 4.27. De maneira semelhante obtemos 4.28.

IV f(pr)l

Para provar 4.26 é suficiente provar que limsup f(pg) = sup,, f. Se isto
fosse falso, existiriam x € M e § > 0 tais que f(z) > limsup f(px) + 6. Entao,
para todo k suficientemente grande, terfamos f(x) > f(px) + 0/2. Agora,
desde que

- f($)—f(p)+1,k—>00,

tem-se

f(z) = f(p) +1
log(p(x)? + 2)]*

para todo k suficientemente grande. Por outro lado, como f é limitada supe-

> flz) = flp)+1-06/4

riomente, para todo k suficientemente grande tem-se

flor) = f(p) +1
log(p(pk)? + 2)]*

flx) = fp)+1> flpe) = f(p) +146/2> +0/4.
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Portanto, novamente para todo k suficientemente grande, obtemos
flx) = flp) +1
[log(p(x)? +2)]%
> flz)—flp)+1—-0/4
fpe) = f(p) +1
log(p(pr)? + 2)]%
uma contradigao. O

g(z) =

= g(pk);

Corolario 4.30. Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa, com cur-
vatura de Ricci limitada inferiormente, e f : M — R uma funcao de classe

C? limitada superiormente. Entdo eriste uma sequéncia (py)x>1 de pontos de

M tais que
1 1 1
fpr) >sup f— — [V f(pe)| < 7. Af(pr) < 1
M k k k
Demonstracao. Sendo Cy = sup,, f, segue de 4.27 que
2(C1— fp)+1)  plpw) 1
\Y < . )
VIl s ; o) +2 Tog(p(p)” + 2
_2AG- i)+ 1
- k 22 log2’
e dai
i [VF0l = o (433

Se f assume seu maximo em algum ponto p € M, tomamos p, = p para todo
k, e nada mais hé a fazer. Sendo, desde que (M,d) é um espago métrico, a
sequéncia (pg)r>1, cuja existéncia é assegurada pelo teorema anterior, é tal
que limy_, o p(pr) = +00. Assim, como Ricy >> —oo, segue do lema 4.27
que, para todo k suficientemente grande, K (p) < Cy para alguma constante

positiva Cy que nao depende de k. Portanto, segue de 4.28 que

2(CL = f(p) +1) (Cap(pr) +1 1
Af(pr) < I ( p(pr)? + 2 ) log(p(pr)? +2)
. MQ—f@HJ)(;Mw )2 L
2 p(pr)? +2) [log(p(pr)? + 2)]?
2(Cy— f(p)+1)Cs | C1— f(p)+1
= klog 2 2k2log? 2
de modo que
limksup Af(pr) < 0. (4.34)

A conclusao do corolario segue agora de 4.26, 4.33 e 4.34, passando a

uma subsequéncia, se necessario. O
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Corolario 4.31. (Lema de Omori-Yau). Seja M™ uma variedade Riemanni-
ana completa com curvatura de Ricci limitada inferiormente e f : M — R
uma funcdo de classe C?, limitada inferiormente. Entdo existe uma sequéncia

(pr)k>1 de pontos de M tais que

1 1 1

inf - — A ——.

flow) <inf f+ - V)l < 2 Af(or) > =
Demonstracao. Aplique o corolario anterior a funcao — f. O

Corolario 4.32. (Akutagawa). Seja M™ uma variedade Riemanniana com-
pleta, com curvatura de Ricci limitada inferiormente. Se f : M — R é
uma fun¢do ndo-negativa de classe C2, tal que Af > af® para algum par

de numeros reais a >0 e 3 > 1, entao f = 0.

Demonstragao. Seja ¢ : R} — R uma funcao suave a ser escolhida posteri-

ormente, e g = ¢ o f. Entdo Vg =¢'(f)Vf e

Ag = div(¢'(N)V) =& (Ndiv(Vf)+ (V). V])
= J(NAF+" (V] V)

= F(NHAF+"(HIVIP
: ") 1o 12
A
¢'(NIAf+ ¢,(f>2|Vg| :
de modo que
RIS
Fazendo ¢(t) = m, a > 0, é simples concluir que
0= oot ) (1)
PO =g =\ e )
e dai, substituindo na equacao acima, obtemos

+1 2041 7
(“58) 19 = o180 = a8 2 aa L

Se agora tomamos o = % > (), segue que

1 ﬁ
<a;: )|Vg|2—gAg > aa (%) : (4.35)

Desde que g é C? e limitada inferiormente (g > 0), segue do corolario 4.31

que existe uma sequéncia (pg)r>1 de pontos em M tal que
1

. 1 1
9(px) <infg+ o Vg(pr)| < E,Ag(pk) > =7
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Substituindo isto em 4.35, obtemos

a+1l 1/, 1 foe) )’
ari(yer) 2 o(Tfey) - 0w

Afirmamos que f(pr) — sup,, f. De fato, suponha que exista p € M tal

que g(p) = infas g, ou seja, G(f(p) = infyrg. Entdo f(p) = supy f, caso

contrério existiria pg € M com f(pg) > f(p) e entdo, como ¢ é estritamente
decrescente, g(po) = ¢(f(po)) < ¢(f(p)) = g(p) = infp; g, um absurdo. Dali,
¢(f(px)) = 9(pr) — 9(p) = &(f(p)). Como ¢~" ¢é continua, temos f(py) —
f(p) = supy [

Suponha por outro lado que g ndao assuma seu infimo em M, isto é,
g(lp) > i]\n4fg,‘v’p € M.
Assim, dado p € M existe ko tal que k > ko = g(pr) < g(p), ou seja,
k> ko= o(f(p)) < o(f(p)) = flpr) > f(p).

Dai, hmk—H—oo f(pk) = SUpyps f
Portanto, fazendo k — +o00 em 4.36, concluimos que sup,, f = 0, e desde

que f >0, temos f = 0. O
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Capitulo 5

Resultados Principais

No que segue, MZH denota uma variedade de Lorentz completa de curvatura

seccional constante c. O Seguinte teorema e seus corolarios sao devidos a A.
Caminha ([5]).

Teorema 5.1. Seja x : M" — MZH, ¢ > 0, uma hipersuperficie tipo-espaco
completa de curvatura média constante H. Se M tem curvatura escalar R > ¢,

entao:
(a) R=cem M.
(b) Sec=0eH#0, entdo S; =0 para todo 2 < j <n.
(¢) Sec>0, entao M ¢é totalmente geodésica e fechada.
Demonstracao. Pela Férmula de Simons,

%A\AP VAP £ tr(AP) AP — Sytr(A2P,)
+ c[ntr(APy) — Sitr(Py)], (5.1)

e pela proposicao 2.3,

Zf?”‘(APlﬂA‘Z — Slt’f’(AZPl) = —QSglAP — Sl<—1)<3152 — 353)
= —25,|A]* 4+ 525, — 35,55 (5.2)
e
ntr(APl) — Sltr(P1> = —2n52 — Sl(—l)(n — 1)51
= —2n5 + (n—1)57. (5.3)
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Agora, aplicando a segunda desigualdade de Newton (proposi¢ao [2.2),

temos

2
SIS3 _ 8133 :H1H3 < H22 — 52

RO [GR

de modo que um simples célculo nos da

2(n —2)

35153 <
n—1

S3. (5.4)
Por outro lado, segue da primeira desigualdade de Newton que

2
(n—1)8? —2nS;, = (n—1)n? (ﬂ — 2—52>

= (n—1)n*(H{ — Hy) > 0. (5.5)

Vamos agora interpretar a condigao sobre R em termos de |A[*: de 2.3 nds

temos Sy < 0. Assim, segue de 2.2/ que
AP — S = —28,>0. (5.6)

Substituindo 5.2, 5.3, 5.4 e 5.5 em 5.1, lembrando que ¢ > 0 e que
S1 = —nH = constante, obtemos sucessivamente

1 1 2(n —2
LAAR =83 = AR > —asifap+ st - 20D

S2 n—2 52—|A|2
_ 2__1 1
- s (-5 (0 ()
_ |AJ? AP =S8\ (n=2\ (AP - S
- 2&<2 + 2 n—1 2

(AP AP -8
= 252( 5 + 2(%—1)
B nl A2 - 52
- _2S2< 20— 1)

= (14P -5 (%)

— ar - sp (1ap - )

v

sty (14 —5” (57)

Nosso propédsito é aplicar o coroldrio 4.32 & funcao |A]*> — S? em (.7
Para isto, precisamos saber se a curvatura de Ricci de M ¢é limitada inferi-

ormente. Tome p € M, um vetor unitario v € T,M e uma base ortonormal
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{e1,....,en_1,€, = v} de T,M. Pela Equacao de Gauss

(n — 1)Ricy(v) = ZR(ei,en,en,ei)

= Z(c—i— (Alei, ), Alen, en)) — || Ales, en)|?)

= (n—1)c

+ D (= (Aler ), N) N, Alen, ea)) + (Afes, ea), N)?)
= (n—1)c+ Z (Apei, ) (Apen, en) + (Apei, en)?)

<n

= (n—1)c— (S — (Apen, ) (Apen, ) + > _(Apei, €n)”

<n
> (n—1)c+ (Apen, en)* — S1{Aen, en)
2
= (n—1c+ ((Apen, en) — 151) — le
2 4
2
> (n—1)c— % (5.8)

Assim, aplicando o corolario 4.32/ com 8 = 2, nés temos |A|? = S? em M.
Por 2.2 isto é o mesmo que S5 = 0, ou, por 2.3, R =cem M, o que nos da
o item (a).

Como em 5.7 temos agora a igualdade, segue que VA = 0 e de 5.4 que

H,H3 = H3 = 0. Como usamos que

clntr(AP) — Sitr(Py)] = c[(n —1)S} — 2n.S,]
= c(n—1)n*(Hi — Hy) >0,

segue que cH? = cHy =0em M. Sec=0e H = H # 0 entdao H3 = 0, e
como Hy = 0, segue do item (c¢) da proposi¢ao 2.2 que S; = 0 em M, para
todo 2 < j < n, que é justamente (b).

Se ¢ > 0 entdao H? = Hy = 0 em M, ou seja, S = Sy = 0. De 25, + |A|* =

S?% segue que A = 0, isto é, M é totalmente geodésica. Mais ainda, 5.8 nos dé

G2
Ric,(v) 20_4(7?—11) =c>0,

para todop € M etodowv € T,M, |v| = 1. Segue entao do Teorema de Bonnet-

Myers que M é fechada (compacta sem bordo), com diam(M) < W\/E , 0 que

conclui a demonstracao do teorema. O]
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Corolario 5.2. Seja x : M™ — ST uma hipersuperficie tipo-espago completa
de curvatura média constante H no espago de De Sitter. Se M tem curvatura

escalar R > 1, entao
(M) = {p €Sy (p,w) =0},
para algum w € L2 tal que (w,w) = —1.

Demonstragao. Em [3] e [13] os autores caracterizaram hipersuperficies tipo-
espaco fechadas CMC de S"™ como sendo totalmente umbilicas. Mais pre-

cisamente, tais hipersuperficies sao dadas por
M., = {xeS'(z,w)=r7},

para algum 7 € R e algum w € L"™ tal que (w,w) = —1. Pelo item (c) do

teorema anterior, M é fechada e totalmente geodésica, de modo que A = 0.

Determinemos o operador de Weingarten A com respeito a M, ,,. A aplicacao
diferencigvel f : S7™ — R dada por f(z) = (z,w) é tal que f~Y(1) = M,,,.
Um célculo direto nos dd que V f(z) = w”, onde w’ é a componente tangencial

de w. Em particular, se € M., entao, para todo v € T, M ,,,
df,(v) = (W’ v) = (w,v) = (w — T2,0),

pois v € To(S{*) = {u € L™ (u,x) = 0}. Daf, como (w — 7, 2) = 0 se

x € M;,, temos V f(xz) = w — 7z, para todo x € M, ,, e portanto,

w—TIT
N(xz) =
(=) \/|<w—7'ac,w—7x>|
w—Tx
241

¢ um campo normal unitdrio para M, ,,. Sendo assim, o operador de Wein-

garten ¢ dado por

A(v) :_ﬁwz_j(ﬂ;ﬂ>
2 +1
1 _ _
- e (Vou—1V,2)
241
N v
7241
B T
B 211

onde V é a conexdo de Levi-Civitta de S}
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Portanto, como sabemos que A = 0, temos que 7 = 0, e o resultado segue-

se. OJ

Corolario 5.3. Seja x : M™ — L™\ wma hipersuperficie tipo-espaco completa
de curvatura média constante H > 0. Se a curvatura escalar R de M € nao-
negativa, entao x(M) € um cilindro sobre uma curva plana . Além disso, a

menos de isometrias de L™, temos

’y(xh...,l'n) — (1:1,0,...,0,9($1));

onde

|| -1 1
glw1) = nH e nH +n2H2

e c € R é arbitrdrio e tal que |c| > 1.

Demonstragao. Note que S; = —nH # 0, e segue-se entdo do item (b) do
teorema 5.1 que Sy = ... = 5, = 0. Logo, se Ay, ..., A\, sao os autovalores do
operador de Weingarten A associados a base ortonormal {e;}",, apenas um
Ai, © = 1,...,n, é nao-nulo, digamos \; # 0. Assim, se N é o campo normal
unitario e tipo-tempo que dé a orientagao de M, segue que \; = (Ae;, e;) =
(afei, e;), N). Isto nos déd que a(e,e;) # 0 e a(e;,e;) = 0 para j = 2,...,n.

Portanto, {es, ..., €,} é uma base para o subespaco de nulidade relativa
Alx)={XeT,M:aX,Y)=0,VY € T,M},

para todo x € M. Ou seja, a nulidade relativa v de M é identicamente n — 1.
Dai, pelo teorema [1.15/ (de Ferus), a distribuigao de nulidade relativa é suave
e integravel, e as folhas sdo completas e totalmente geodésicas em M™ e L"FL,
Segue entao do argumento da prova do teorema [1.17 (ver capitulo 5 de [7]),

que M ¢é um cilindro sobre uma curva plana.

Por outro lado, em [3] mostra-se que toda hipersuperficie tipo-espago com-

pleta M™ de " ¢ o gréfico

(X1, ey n) = (21, s T, f(T1, 0, X))

de alguma funcdo f : R” — R com norma do gradiente |V f| < 1. Mais ainda,

mostra-se também em [3] que a curvatura média H de M é dada por

nH = —dw (V—f>
V1=V
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Dai, a menos de isometrias de L."*! nés podemos assumir que M é o grafico
de f(x1,...,x,) = g(x1). Assim, Vf = (¢,0,...,0), de modo que segue facil-
mente da equagao acima que

1/

g
[1—(g)]

Multiplicando ambos os membros da equacao acima por ¢’, obtemos a EDO

nH = —

N|w

! N
niHg +—29___ — o
[1—(g')%]>

Integrando de 0 a z; e assumindo sem perda de generalidade que g(0) = 0,

nds temos
1 1o 1
/ an'—l——gg s |dey = [nHg+ ———— | [
0 [1—(9)%]> 1—(g')?
1 1
= nHg(x,) + -
oy V1I=g(z1)?  /1-¢(0)?
= ()7
ou seja,
Hg+ !
n — = g,
T T=(gp

onde ¢ = 1/4/1 — ¢’(0)2 é tal que |c| > 1. Agora é sé checar que

g(z1) = a2+ 32— /(x1—a)? + 2

¢ a soulgao da EDO acima, onde a = v/¢2 —1/(nH) e f =1/(nH).
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