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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar um teorema de classificação para

hipersuperf́ıcies completas e de curvatura média constante em variedades de

Lorentz de curvatura seccional constante, sob certas limitações da curvatura

escalar. Para isto usaremos a fórmula de Simons, que nos dá uma relação

entre as transformações de Newton Pr e o laplaciano da norma ao quadrado do

operador de Weingarten A, e um prinćıpio do máximo devido H. Omori e S. T.

Yau. Como primeira aplicaçao obtemos uma classificação das hipersuperf́ıcies

tipo-espaço completas e de curvatura média constante no espaço de De Sitter,

com curvatura escalar R ≥ 1. Conclúımos também que toda hipersuperf́ıcie

tipo-espaço completa e de curvatura média constante positiva do espaço de

Lorentz-Minkowski, com curvatura escalar não-negativa, é um cilindro sobre

uma curva plana e, a menos de isometrias, determinamos tal curva.

Palavras-chave: Variedade de Lorentz. Espaço de De Sitter. Espaço de

Lorentz-Minkowski.



Abstract

Our aim in this work is to show a classification theorem for complete CMC

hypersurfaces in Lorentz manifolds of constant sectional curvature, under cer-

tains bounds on the scalar curvature. To this end we use Simons formula,

wich gives a relation between Newton tranformations and the Laplacian of the

squared norm of the Weingarten operator A, as well as a maximum principle

due to H. Omori and S. T. Yau. We obtain, as a first application, a classifica-

tion of complete spacelike CMC hypersurfaces of the De Sitter space, having

scalar curvature R ≥ 1. We also conclude that all complete spacelike hypersur-

faces with positive constant mean curvature and nonegative scalar curvature

in the Lorentz-Minkowski space are cylinders over a plane curve and, up to

isometries, we determine this curve.

Keywords : Lorentz manifold. De Sitter space. Lorentz-Minkowski space.
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Introdução

Tem sido crescente nas últimas décadas o interesse pelo estudo da estrutura das

hipersuperf́ıcies tipo-espaço em variedades de Lorentz de curvatura seccional

constante. Para o caso particular do espaço de De Sitter Sn
1 , A. J. Goddard

conjecturou em [10] que hipersuperf́ıcies completas tipo-espaço de curvatura

média constante são totalmente umb́ılicas. Com trabalhos independentes de S.

Montiel [13] e J. L. Barbosa e V. Oliker [3], isto mostrou-se verdade somente

para hipersuperf́ıcies compactas. Para o caso não-compacto, A. Brasil, A.

Colares e O. Palmas forneceram em [4] novos exemplos de hipersuperf́ıcies

completas não-totalmente-umb́ılicas com curvatura média constante no espaço

de De Sitter.

Em [1], Akutagawa prova o seguinte

Teorema 0.1. Seja ψ : Mn → Sn+1
1 uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço completa

imersa no espaço de De Sitter com curvatura média H satisfazendo H2 <

4(n− 1)/n2. Então ψ é umb́ılica.

Em [13] Montiel classifica todas as hipersuperf́ıcies tipo-espaço completas

e umb́ılicas do espaço de De Sitter Sn+1 como sendo da forma

Mn = {x ∈ Sn+1; 〈x,w〉 = τ},

onde 〈w, w〉 = σ = 1, 0 ou −1 e τ 2 > σ. Além disso, o único caso onde Mn é

compacta ocorre quando σ = −1.

Neste trabalho provamos o seguinte teorema (ver [5]) de classificação de

hipersuperf́ıcies tipo-espaço completas e de curvatura média constante em va-

riedades de Lorentz de curvatura seccional constante não-negativa, sob certas

limitações da curvatura escalar:

Teorema 0.2. Seja x : Mn → M
n+1

c , c ≥ 0, uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço
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completa de curvatura média constante H. Se M tem curvatura escalar R ≥ c,

então:

(a) R = c em M .

(b) Se c = 0 e H 6= 0, então Sj = 0 para todo 2 ≤ j ≤ n.

(c) Se c > 0, então M é totalmente geodésica e fechada.

Como primeira aplicação, obtemos:

Se x : Mn → Sn+1
1 é uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço completa de curvatura

média H constante e curvatura escalar R ≥ 1, então

x(M) = {p ∈ Sn+1
1 ; 〈p, w〉 = 0},

onde w ∈ Ln+2 é tal que 〈w, w〉 = −1.

Quando o ambiente é o espaço (n + 1)-dimensional de Lorentz-Minkowski

Ln+1, chegamos à seguinte conclusão:

Se x : Mn → Ln+1 é uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço completa de curvatura

média constante H > 0 e curvatura escalar R não-negativa, então x(M) é um

(n− 1)-cilindro sobre uma curva plana γ. Mais ainda, a menos de isometrias

de Ln+1, tem-se

γ(x1, ..., xn) = (x1, 0, ..., 0, g(x1)),

onde

g(x1) =

√
|c|

nH
−

√(
x1 −

√
c2 − 1

nH

)2

+
1

n2H2

e c ∈ R é arbitrário e tal que |c| ≥ 1.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Em todo este trabalho, salvo menção em contrário, Mn denotará uma vari-

edade Riemanniana n-dimensional com métrica g = 〈, 〉, conexão de Levi-

Civitta ∇ e tensor curvatura R. O anel comutativo das funções suaves (ou de

classe C∞) sobre M será denotado por C∞(M). O espaço dos campos dife-

renciáveis sobre M será denotado por X(M). Já M
n

denotará uma variedade

pseudo-Riemanniana n-dimensional com conexão de Levi-Civitta ∇ e tensor

curvatura R. Para simplificar a notação, também denotaremos por g = 〈, 〉 a

métrica pseudo-Riemanniana de M .

1.1 Variedades Pseudo-Riemannianas

Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita. Uma forma bilinear simétrica

b = 〈, 〉 : V × V → R é dita

(a) Positiva definida, quando 〈v, v〉 > 0 para todo v ∈ V \{0}.

(b) Negativa definida, quando 〈v, v〉 < 0 para todo v ∈ V \{0}.

(c) Não-degenerada, quando 〈v, w〉 = 0 para todo w implica v = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V , um subespaço W de V é dito

não-degenerado se b|W×W : W ×W → R for não-degenerada.

O ı́ndice de uma forma bilinear simétrica b sobre V é a maior dimensão de

um subespaço W de V tal que b|W×W : W ×W → R seja negativa definida.

11



Dados uma forma bilinear simétrica b sobre V e um subespaço W de V ,

definimos o complemento ortogonal W⊥ de W em V por

W⊥ = {v ∈ V ; 〈v, w〉 = 0,∀w ∈ W}.

Lema 1.1. Seja b uma forma bilinear simétrica sobre o espaço vetorial de

dimensão finita V , e W um subespaço de V . Então:

(a) b é não-degenerada se, e somente se, sua matriz com respeito a uma (e

portanto a toda) base de V for invert́ıtvel.

(b) Se W é não-degenerado então dim(W ) + dim(W⊥) = dim V e (W⊥)⊥ =

W .

(c) W é não-degenerado se, e somente se, V = W ⊕ W⊥. Em particular,

W é não-degenerado se, e somente se, W⊥ for não-degenerado.

Demonstração. Veja o caṕıtulo 2 de [14].

Se b = 〈, 〉 é uma forma bilinear simétrica e não-degenerada sobre o espaço

vetorial real V , dizemos que um vetor v ∈ V \{0} é

• Tipo-tempo, quando 〈v, v〉 < 0;

• Tipo-luz, quando 〈v, v〉 = 0;

• Tipo-espaço, quando 〈v, v〉 > 0.

De modo análogo se define o que significa um subespaço não-degenerado

W de V ser tipo-tempo, tipo-luz e tipo-espaço. Se v ∈ V \{0} não for tipo-luz,

define-se o sinal εv ∈ {−1, 1} de v dado por

εv =
〈v, v〉
|〈v, v〉| .

A norma de v ∈ V é dada por |v| =
√

εv〈v, v〉, e v é unitário se |v| = 1.

É um resultado padrão de álgebra linear que V admite uma base ortonormal

{ei} com rspeito a b, isto é, tal que 〈ei, ej〉 = εiδij, onde εi denota o sinal de

ei. Desse modo, a expansão de v ∈ V com respeito a {ei} é dada por

v =
n∑

i=1

εi〈v, ei〉ei.

12



Seja V um espaço vetorial real, b = 〈, 〉 uma forma bilinear simétrica e não-

degenerada de ı́ndice 1 sobre V , e Υ = {u ∈ V ; 〈u, u〉 < 0}. Para cada u ∈ Υ,

definimos o cone tipo-tempo de V contendo u por C(u) = {v ∈ Υ; 〈u, v〉 < 0}.

Lema 1.2. Sejam v, w ∈ Υ. Então:

(a) O subespaço {v}⊥ é tipo-espaço e V = span{v} ⊕ span{v}⊥. Assim, Υ

é a união disjunta de C(v) e C(−v).

(b) |〈v, w〉| ≥ |v||w|, com igualdade se e somente se v e w forem colineares.

(c) Se v ∈ C(u) para algum u ∈ Υ, então w ∈ C(u) ⇔ 〈v, w〉 < 0. Portanto,

w ∈ C(v) ⇔ v ∈ C(w) ⇔ C(v) = C(w).

Demonstração. Veja o caṕıtulo 5 de [14].

Definição 1.3. Um tensor métrico g sobre uma variedade diferenciável M é

um 2-tensor covariante e simétrico sobre M , tal que gp é não-degenerada para

todo p ∈ M . Uma variedade pseudo-Riemanniana M é um par (M, g), onde

M é uma variedade diferenciável e g = 〈, 〉 é um tensor métrico de ı́ndice

constante sobre M .

Daqui para frente, sempre que não houver perigo de confusão, escreveremos

M em vez de (M, g), 〈, 〉 em vez de g e ν para o ı́ndice de M .

Para o caso especial ν = 1 e dim M ≥ 2, M é dita uma Variedade de

Lorentz, e 〈, 〉 é então chamada uma métrica de Lorentz de M . Se ν = 0, M é

simplesmente uma variedade Riemanniana.

Denotaremos por Ln+1 o espaço euclidiano Rn+1 munido com a métrica de

Lorentz correspondente à forma quadrática

q(x) = x2
1 + ... + x2

n − x2
n+1.

Em outras palavras, se p ∈ Ln+1 e v, w ∈ TpLn+1 ∼= Rn+1, então

〈v, w〉 = v1w1 + ... + vnwn − vn+1wn+1.

Ln+1 é conhecido como o espaço (n + 1)-dimensional de Lorentz-Minkowski.

Outro exemplo de variedade de Lorentz é o espaço (n + 1)-dimensional de

De Sitter Sn+1
1 , isto é,

Sn+1
1 = {p ∈ Ln+2; 〈p, p〉 = 1},

13



onde Ln+2 denota o espaço de Lorentz-Minkowski (n + 2)-dimensional.

Afirmamos que Sn+1
1 é uma subvariedade de Lorentz de Ln+2. De fato,

f : Ln+2 → R dada por f(x) = 〈x, x〉 é uma função diferenciável tal que

Sn+1
1 = f−1(1). Note que para todo X ∈ X(Ln+2),

〈∇f,X〉 = df(X) = X(f) = X〈x, x〉 = 2〈∇Xx, x〉 = 2〈X, x〉 = 〈X, 2x〉,

ou seja, ∇f(x) = 2x, para todo x ∈ Ln+2. Em particular, ∇f(x) 6= 0 para

todo x ∈ Sn+1
1 , e assim Sn+1

1 é uma hipersuperf́ıcie pseudo-Riemanniana de

Ln+2, com

N(x) =
∇f(x)

|∇f(x)| =
2x√
〈2x, 2x〉 = x

sendo um vetor normal unitário e globalmente definido em Sn+1
1 . Como 〈N,N〉 ≡

1, Sn+1
1 é uma subvariedade Lorentziana de Ln+2.

De modo semelhante à curvatura R de uma variedade Riemanniana M , a

curvatura R de M é definida pelo 3-tensor R : X(M)×X(M)×X(M) → X(M)

dado por

R(X, Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

Dados p ∈ M e v, w ∈ TpM gerando um subespaço não-degenerado bidi-

mensional de TpM , segue do item (a) do lema 1.1 que 〈v, v〉〈w, w〉−〈v, w〉2 6= 0,

de modo que faz sentido a

Definição 1.4. Sejam M uma variedade pseudo-Riemanniana, p ∈ M e σ ⊂
TpM um subespaço bidimensional não-degenerado de TpM . O número

K(σ) =
〈R(v, w)w, v〉

〈v, v〉〈w,w〉 − 〈v, w〉2
independe da base escolhida {v, w} de σ, e é denominado a curvatura seccional

de M em p segundo σ.

Definição 1.5. Dizemos que a variedade pseudo-Riemanniana M tem cur-

vatura seccional constante quando os números K(σ) acima independem de p e

do subespaço bidimensional não-degenerado σ de TpM .

Se M tem curvatura seccional constante c, então (corolário 3.43 de [14])

R(X, Y )Z = c(〈Y, Z〉X − 〈X, Z〉Y ). (1.1)

14



Definição 1.6. Seja M uma variedade de Lorentz. Uma aplicação τ , que

associa a cada p ∈ M um cone tipo-tempo τp em TpM , é suave quando, para

cada p ∈ M , existem uma vizinhança aberta U de p e V ∈ X(U) tais que

V (q) ∈ τq para todo q ∈ U . Caso uma tal aplicação exista, diz-se que M é

temporalmente orientável.

Proposição 1.7. Uma variedade de Lorentz M é temporalmente orientável

se, e somente se, existir um campo vetorial tipo-tempo globalmente definido

K ∈ X(M).

Demonstração. Se existe um campo K de vetores tipo-tempo sobre M , basta

definir τ(p) = C(K(p)). Reciprocamente, seja τ uma orientação temporal de

M . Como τ é diferenciável, cada ponto p ∈ M possui uma vizinhança U em M

na qual está definida um campo de vetores tipo-tempo KU , com KU(q) ∈ τ(q),

para cada q ∈ U . Sejam agora {Uα} uma cobertura aberta de M e {fα} uma

partição da unidade estritamente subordinada a {Uα}. Então o campo

K =
∑

α

fαKUα

está bem definido sobre M e com a ajuda do lema 1.2 pode-se verificar que

K é tipo-tempo.

A partir de agora, a escolha de uma aplicação τ como acima, ou de um

campo tipo-tempo K a ela associado, será denominada uma orientação tem-

poral para M .

Seja τ uma orientação temporal para M , e V ∈ X(M). Se V (q) ∈ τq para

todo q ∈ M , diz-se que V aponta para o futuro. Então, segue da própria

definição de cones tipo-tempo que todos os campos vetoriais sobre M que

apontam para o futuro são tipo-tempo. Além disso, se K for uma orientação

temporal para M , o item (c) do lema 1.2 garante que um campo vetorial

tipo-tempo V sobre M aponta para o futuro se e só se 〈V, K〉 < 0.

1.2 Imersões Isométricas

Sejam (Mn, g) uma variedade Riemanniana e (M
n+1

, g) uma variedade pseudo-

Riemanniana. Uma imersão isométrica x : Mn → M
n+1

é uma imersão tal

que x∗g = g.
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Dada uma imersão isométrica x : Mn → M
n+1

, diz-se que M é uma

hipersuperf́ıcie de M . Se M é de Lorentz, M é chamada uma hipersuperf́ıcie

tipo-espaço de M .

Proposição 1.8. Se Mn é uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço de uma variedade

de Lorentz temporalmente orientada M
n+1

, então M admite um campo vetorial

normal unitário (suave) N ∈ X(M)⊥, apontando para o futuro. Em particular,

M é orientável.

Demonstração. Fixe um campo K ∈ X(M) que dá a orientação temporal de

M e observe que, para todo p ∈ M , o conjunto de todos os vetores tipo-tempo

v ∈ TpM é a união disjunta de C(K(p)) e C(−K(p)).

Tome, em cada p ∈ M , um vetor unitário N(p) ∈ TpM
⊥. Desde que N(p)

é tipo-tempo, trocando N(p) por −N(p) se necessário, podemos supor que

N(p) ∈ C(K(p)). Este processo define unicamente um campo vetorial normal

unitário N sobre M , apontando para o futuro, e então resta apenas mostrar

que N é suave.

De fato, fixe p ∈ M e tome um referencial móvel {ei} sobre uma vizinhança

aberta e conexa U de p em M . Então Ñ = K−∑n
i=1〈K, ei〉ei é suave e normal

a M em U , com

〈Ñ , Ñ〉 = 〈Ñ , K〉 = 〈K,K〉 −
n∑

i=1

〈K, ei〉2.

Como 〈K,K〉 =
∑n

i=1〈K, ei〉2 − 〈K, N〉2, temos 〈Ñ , Ñ〉 = −〈K, N〉2 < 0.

Portanto, Ñ(q) ∈ C(K(q)) para cada q ∈ U , e N = Ñ

|Ñ | é suave.

Dada uma imersão isométrica x : Mn → M
n+1

, identificaremos M com

x(M) ⊂ M e TpM com dxp(TpM) ⊂ Tx(p)M . Assim, identificando p com x(p)

por simplicidade, TpM será visto como um subespaço vetorial de TpM . Com

estas identificações, sabe-se que a conexão de Levi-Civitta ∇ de M é dada por

∇XY = (∇XY )T , para todos X, Y ∈ X(M), onde o T sobrescrito denota a

componente tangente. Assim,

∇XY = ∇XY + α(X,Y ),

onde α : X(M) × X(M) → X⊥(M) é a segunda forma fundamental (vetorial)

de x. Desde que α é C∞(M)-bilinear e simétrica, definindo

16



〈AX, Y 〉 = 〈α(X,Y ), N〉,

onde N é um campo normal unitário sobre M , obtemos um campo A :

X(M) → X(M) de operadores lineares auto-adjuntos Ap : TpM → TpM ,

p ∈ M . Cada operador Ap é denominado o operador de Weingarten da imersão

x. É imediato verificar que

AX = −∇XN e α(X,Y ) = εN〈AX, Y 〉N.

A proposição a seguir nos fornece equações fundamentais que relacionam

os tensores de curvatura de M e M e a segunda forma fundamental. Para uma

demonstração, ver por exemplo [7].

Proposição 1.9. Seja x : Mn → M
n+1

uma imersão isométrica e sejam

X, Y, Z,W ∈ X(M). Então:

(a) (Equação de Gauss)

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(X,Y )Z, W 〉
+εN [〈AX, W 〉〈AY, Z〉 − 〈AX,Z〉〈AY, W 〉].

(b) (Equação de Codazzi)

(R(X,Y )N)T = (∇XA)Y − (∇Y A)X.

Usaremos agora a equação de Gauss para determinar o tensor curvatura do

espaço de De Sitter Sn+1
1 . Observe que o operador de Weingarten da inclusão

i : Sn+1
1 → Ln+2 é dado por

A(X) = −∇XN = −∇Xx = −X,

onde N = x é o campo posição, que sabemos ser normal a Sn+1
1 . Assim, para

17



X, Y, Z,W ∈ X(Sn+1
1 ), segue da equação de Gauss que

〈R(X,Y )Z,W 〉 = 〈R(X, Y )Z, W 〉 − 〈A(X, Z), A(Y,W )〉
+〈A(X, W ), A(Y, Z)〉

= −〈A(X,Z), A(Y, W )〉+ 〈A(X, W ), A(Y, Z)〉
= −〈A(X,Z), N〉〈A(Y,W ), N〉

+〈A(X, W ), N〉〈A(Y, Z), N〉
= −〈A(X), Z〉〈A(Y ),W 〉+ 〈A(X),W 〉〈A(Y ), Z〉
= −〈X, Z〉〈Y, W 〉+ 〈X,W 〉〈Y, Z〉
= 〈〈Y, Z〉X − 〈X, Z〉Y,W 〉.

Como W ∈ X(Sn+1
1 ) é arbitrário, segue que o tensor curvatura de Sn+1

1 é dado

por

R(X,Y )Z = 〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y,

e assim Sn+1
1 tem curvatura constante igual a 1.

Para ambientes de curvatura seccional constante tem-se o seguinte

Corolário 1.10. Sejam x : Mn → M
n+1

c uma imersão isométrica de Mn em

um ambiente M
n+1

de curvatura seccional constante c, e X, Y, Z, W ∈ X(M).

Então:

〈R(X,Y )Z,W 〉 = c[〈X, W 〉〈Y, Z〉 − 〈X, Z〉〈Y, W 〉]
+εN [〈AX, W 〉〈AY, Z〉 − 〈AX,Z〉〈AY, W 〉]

e

(∇XA)Y = (∇Y A)X.

Demonstração. Isto é uma consequência imediata da proposição anterior e da

equação 1.1.

1.3 Cilindros Sobre Curvas Planas

Definição 1.11. Seja M uma variedade Riemanniana. A escolha de um sub-

espaço linear k-dimensional Dp ⊂ TpM em cada ponto p ∈ M é chamada uma
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distribuição tangente k-dimensional em M , ou simplesmente uma distribuição,

se não houver risco de confusão. Uma distribuição é chamada suave se D =
∐

p∈M Dp for um subfibrado suave do fibrado tangente TM .

Suponha D ⊂ TM uma distribuição suave. Uma subvariedade N ⊂ M

é chamada uma variedade integral de D se TpN = Dp em cada p ∈ M . Nós

dizemos que D é involutiva se dados campos diferenciáveis X, Y em um aberto

U de M tais que Xp, Yp ∈ Dp para todo p ∈ U , então o colchete de Lie [X,Y ]

é tal que [X, Y ]p ∈ Dp, para todo p ∈ U . Dizemos que D é integrável se cada

ponto de M pertence a uma variedade integral de D.

Definição 1.12. Uma folheação de dimensão k em uma variedade Riemanni-

ana n-dimensional M é uma coleção de subvariedades k-dimensionais imersas,

disjuntas e conexas (chamadas as folhas da folheação) cuja união é M e tal

que em uma vizinhança de cada ponto p ∈ M existe uma carta (U,ϕ) com a

propriedade que ϕ(U) é um produto de abertos conexos U ′×U ′′ ⊂ Rk×Rn−k, e

cada folha da folheação intersecta U em um conjunto vazio ou em uma união

enumerável de ”k-fatias”da forma xk+1 = ck+1, ..., xn = cn. (Uma tal carta é

chamada uma carta ”flat”para a folheação.)

Para mais detalhes sobre o conteúdo das duas definições acima veja, por

exemplo, [12].

Exemplo 1.13. A coleção de todos os subespaços afins k-dimensionais de Rn

paralelos a Rk é uma folheação k-dimensional de Rn.

Seja f : Mn → M
n+p

uma imersão isométrica, e seja x um ponto de M . O

subespaço de TxM dado por

∆(x) = {X ∈ TxM : α(X, Y ) = 0, ∀Y ∈ TxM}

é chamado o subespaço de nulidade relativa de f em x. A dimensão ν(x) de

∆(x) é chamada o ı́ndice de nulidade relativa de f em x. Observe que se

ν(x) ≡ ν é constante em M então x 7→ ∆(x) é uma distribuição ν-dimensional

em M , chamada a distribuição de nulidade relativa.

A seguite proposição é encontrada no caṕıtulo 5 de [7].

Proposição 1.14. Para uma imersão isométrica f : Mn → M
n+p

, nós temos:
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(a) A distribuição de nulidade relativa é suave em qualquer aberto onde ν é

constante.

(b) O conjunto Ω = {x ∈ M : ν(x) = minx∈M ν(x)} é aberto.

Demonstração. (a) Assuma que dim ∆(x) = m para todos os pontos de um

aberto U de M . Desde que

∆⊥(x) = span{AξX : X ∈ TxM, ξ ∈ TxM
⊥},

dado x0 ∈ U , existem X1, ..., Xn−m ∈ Tx0M e ξ1, ..., ξn−m ∈ Tx0M
⊥ tais que

∆(x0)
⊥ = span{Aξj

Xj}1≤j≤n−m.

Tome extensões locais suaves de X1, ..., Xn−m e ξ1, ..., ξn−m em TM e TM⊥,

respectivamente. Por continuidade, os campos de vetores {Aξj
Xj}, 1 ≤ j ≤

n−m, permanecem linearmente independentes em uma vizinhança V ⊂ U de

x0, e assim geram ∆⊥. Nós conclúımos que ∆⊥ é uma distribuição suave em

U , e assim o mesmo vale para ∆.

(b) Segue imediatamente do argumento acima.

Na notação da proposição acima, x 7→ ∆(x), x ∈ Ω, é chamada distribuição

de nulidade relativa mı́nima.

Os seguintes dois teoremas também são encontrados em [7].

Teorema 1.15. (Ferus). Seja f : Mn → M
n+p

c uma imersão isométrica, e

seja Θ ⊂ M um aberto onde o ı́ndice de nulidade relativa ν é igual a alguma

constante m. Então, em Θ nós temos:

(a) A distribuição de nulidade relativa ∆ é suave e integrável, e as folhas

são totalmente geodésicas em M e M .

(b) Se γ : [0, b] → M é uma geodésica tal que γ([0, b)) está contido em uma

folha de ∆, então ν(γ(b)) = m.

(c) As folhas da distribuição de nulidade relativa mı́nima são completas sem-

pre que M é completa.

Demonstração. (a) Sejam X, Y ∈ ∆ e Z ∈ TM . Então

(∇⊥
Zα)(X,Y ) = ∇⊥

Zα(X, Y )− α(∇ZX, Y )− α(X,∇ZY ) = 0.
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Usando a equação de Codazzi nós obtemos

0 = (∇⊥
Xα)(Z, Y ) = −α(Z,∇XY ).

Assim ∇XY ∈ ∆. Isto implica que ∆ é involutiva com folhas totalmente

geodésicas em M e M , uma vez que

∇XY = ∇XY + α(X, Y ) = ∇XY ∈ ∆.

(b) Seja L a folha de ∆ que contém γ([0, b)), e seja Z um campo paralelo

ao longo de γ tal que Z(γ(b)) ∈ ∆(γ(b)). É suficiente mostrar que Z(γ(0)) ∈
∆(γ(0)). Se isto é verdade, então ν(γ(0)) ≥ ν(γ(b)), e assim ν(γ(0)) = ν(γ(b)).

A seguinte definição será útil: para cada X ∈ ∆, seja CX : ∆⊥ → ∆⊥ dada

por

CXY = −P (∇Y X),

onde P : TΘ → ∆⊥ é a projeção ortogonal. Então vale o fato: para cada

W ∈ ∆⊥(γ(0)), existe um único campo Y ao longo de γ|[0,b) tal que

(1) Y (0) = W

(2) D
dt

Y + Cγ′Y = 0, 0 ≤ t < b,

e Y estende-se suavemente a t = b.

Isto é um problema de Cauchy para uma equação diferenciável ordinária

linear de primeira ordem, e assim seguem-se a existência e a unicidade. Derivando

(2) em relação a t,

0 =
D2

dt2
Y +

D

dt
Cγ′Y

=
D2

dt2
Y +

(
D

dt
Cγ′

)
Y − C2

γ′Y

=
D2

dt2
Y + cY,

onde foi usado na última igualdade que o operador Cγ′ ao longo de γ satisfaz

a equação diferencial

D

dt
Cγ′ = C2

γ′ + P (R( , γ′)γ′),

sendo R o tensor curvatura de M (para mais detalhes, veja a proposição 5.1 em

[7]). Portanto, Y é uma solução de uma equação diferencial ordinária linear
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de segunda ordem com coeficientes constantes em [0, b), e assim estende-se a

t = b, o que prova o fato acima.

Sejam agora X uma extensão de γ′ em ∆ e Y como no fato acima. Então

∇⊥
γ′α(Y, Z) = (∇⊥

Xα)(Y, Z) + α

(
D

dt
Y, Z

)

= (∇⊥
Y α)(X, Z) + α

(
D

dt
Y, Z

)

= −α(∇Y X,Z) + α

(
D

dt
Y, Z

)

= α

(
Cγ′Y +

D

dt
Y, Z

)
= 0.

Em particular, ‖α(Y, Z)‖ é constante ao longo de γ e anula-se em γ(b), uma

vez que Z(γ(b)) ∈ ∆(γ(b)). Dáı α(Y (γ(0)), Z(γ(0))) = 0, e assim Z(γ(0)) ∈
∆(γ(0)), como queŕıamos.

(c) Segue do item anterior.

Seja agora γ : R → R2 uma curva regular suave parametrizada pelo com-

primento de arco. Consideremos f : Rn → Rn+1 dada por f(t1, ..., tn) =

(γ(t1), t2, ..., tn). Segue então que a matriz jacobiana de f é




γ′1 0 ... 0

γ′2 0 ... 0

0 1 ... 0

. . .

. . .

. . .

0 0 ... 1




Como os dois primeiros vetores-linhas da matriz (n + 1) × n acima nunca se

anulam simultaneamente, seu posto é n, e assim f é uma imersão. De fato, f

é isométrica, como conclui-se facilmente usando-se que (γ′1)
2 +(γ′2)

2 = 1. Uma

tal imersão é chamada um cilindro sobre a curva plana γ. O teorema a seguir,

devido a Hartman e Nirenberg, garante que qualquer imersão isométrica de

Rn em Rn+1 tem esta forma, isto é, pode ser escrita como

γ × I : R× Rn−1 → R2 × Rn−1 = Rn+1,

onde γ é uma curva plana e I : Rn−1 → Rn−1 é a identidade.
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O lema a seguir é uma adaptação, ao teorema seguinte, da proposição 5.5

do livro de Dajczer [7].

Lema 1.16. Seja f : Mn
c → M

n+1

c , n ≥ 1, uma imersão isométrica. Então

ν ≥ n− 1.

Demonstração. Escolhendo uma base X1, ..., Xn para TxM consistindo de dire-

ções principais, com curvaturas principais correspondentes λ1, ..., λn, segue da

equação de Gauss que

c = c + λiλj,

para i 6= j, isto é, λiλj = 0 para i 6= j.

Suponha que algum λi, digamos λ1, é não-nulo. Então λ2 = ... = λn = 0.

Dáı, para qualquer Y ∈ TxM e 2 ≤ j ≤ n tem-se

〈α(Xj, Y ), N〉 = 〈A(Xj), Y 〉 = 〈λjXj, Y 〉 = 0,

onde N é um campo normal unitário numa vizinhança de x ∈ M . Como

estamos em codimensão um, temos α(Xj, Y ) = 0, provando que {X2, ..., Xn} ⊂
∆(x), e assim ν(x) ≥ n− 1.

Se todos os λi são nulos, então um cálculo análogo ao feito acima nos dá

{X1, ..., Xn} ⊂ ∆(x) e assim ν(x) = n.

Teorema 1.17. Seja Mn uma variedade Riemanniana completa e ”flat”, e

seja f : Mn → Rn+1 uma imersão isométrica. Então f(M) é um cilindro

sobre uma curva plana.

Demonstração. Considerando o recobrimento universal π : Rn → Mn e tro-

cando f por f ◦ π, podemos supor que Mn = Rn.

Pelo lema 1.16 temos ν ≥ n−1. Se ν = n então f é totalmente geodésica, e

f(M) é um cilindro sobre uma reta, isto é, um plano. Se este não é o caso, segue

do item (a) do teorema 1.15 que o aberto não-vazio Ω = {x ∈ Rn; ν(x) = n−1}
é folheado por hiperplanos completos que são, consequentemente, paralelos.

Agora nós podemos estender a folheação para Rn. Fixe x0 ∈ Ω, e seja rt a

reta em Rn passando por x0 e perpendicular as folhas Lx da folheação. Tome

Y ∈ ∆(x0), e seja Yt seu transporte paralelo ao longo de rt em Rn. É claro

que Yt ∈ ∆(rt). Dáı,

D

dt
Yt =

D

dt
Yt + α(r′t, Yt) = 0,
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e assim Yt é constante em Rn+1. Este fato e o item (a) do teorema 1.15

implicam que as imagens f(Lx) são subespaços afins (n − 1)-dimensionais

paralelos de Rn+1. Como rt é perpendicular as folhas, nós conclúımos que

γ(t) = f(rt) é a curva plana desejada.
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Caṕıtulo 2

As r-ésimas Curvaturas Médias

Pela proposição 1.8, toda hipersuperf́ıcie tipo-espaço x : Mn → M
n+1

de

uma variedade de Lorentz, temporalmente orientada e (n+1)-dimensional M ,

é orientável. Além disso, podemos escolher em M um campo diferencável de

vetores normais N , unitário, tipo-tempo e globalmente definido. Se A denota a

segunda forma fundamental de x com respeito a N então, em p ∈ M , A reduz-

se a um operador linear auto-adjunto Ap : TpM → TpM . Para 1 ≤ r ≤ n,

seja Sr(p) a r-ésima função simétrica elementar nos autovalores de Ap; desta

maneira nós obtemos n funções suaves Sr : M → R, tais que

det(tI − A) =
n∑

k=0

(−1)kSkt
n−k, (2.1)

onde S0 = 1 por definição. Se p ∈ M e {ek} é uma base de TpM formada

por autovetores de Ap, com autovalores correpondentes {λk}, vemos imediata-

mente que

Sr = σr(λ1, ..., λn),

onde σr ∈ R[X1, ..., Xn] é o r-ésimo polinômio simétrico elementar nas inde-

terminadas X1, ..., Xn, isto é,

σr(X1, ..., Xn) =
∑

1≤i1<...<ir≤n

Xi1 ...Xir .

Note em particular que vale a relação

2S2 + |A|2 = S2
1 , (2.2)
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onde |A|2 = 〈A,A〉 = tr(A2). De fato,

S2
1 − 2S2 = (

∑
i

λi)
2 − 2

∑
i<j

λiλj

=
∑

i

λ2
i

= |A|2.

Suponha agora que o espaço ambiente M tenha curvatura seccional con-

stante c. Dado p ∈ M , seja {e1, ..., en} um referencial ortonormal (um refe-

rencial geodésico, por exemplo) numa vizinhança de p tal que {e1(p), ..., en(p)}
seja uma base ortonormal de TpM formada por autovetores de Ap. Se R é a

curvatura escalar de M , segue da equação de Gauss que

R =
1

n(n− 1)

∑

i6=j

〈R(ei, ej)ej, ei〉

=
1

n(n− 1)

∑

i6=j

(c + 〈A(ei, ei), A(ej, ej)〉 − ‖A(ei, ej)‖2)

= c +
1

n(n− 1)

∑

i6=j

(〈A(ei, ei), A(ej, ej)〉 − ‖A(ei, ej)‖2).

Como 〈N,N〉 = −1 e a codimensão é 1, segue que A(ei, ej) = −〈A(ei, ej), N〉N .

Assim, temos em p

〈A(ei, ei), A(ej, ej)〉 = −〈A(ei, ei), N〉〈A(ej, ej), N〉
= −〈Ap(ei), ei〉〈Ap(ej), ej〉
= −λiλj,

e por um argumento análogo, ‖A(ei, ej)‖2 = 0 se i 6= j.

Segue então que

R = c− 1

n(n− 1)

∑

i6=j

λiλj

= c− 2

n(n− 1)
S2,

ou seja,

2S2 = n(n− 1)(c−R). (2.3)

Para 1 ≤ r ≤ n, nós definimos a r-ésima curvatura média Hr de x por

Hr =
(−1)r

(
n
r

) Sr =
1(
n
r

)σr(−λ1, ...,−λn).
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Em particular, H1 = H é a curvatura média de x. Tais funções satisfazem

certas desigualdades algébricas muitos úteis, usualmente conhecidas como de-

sigualdades de Newton. Uma prova delas para números reais positivos pode

ser encontrada em [11]. Aqui, nós daremos uma versão mais geral delas, de-

vida a A. Caminha, junto com uma condição sharp para a igualdade. Para a

prova, precisamos do seguinte lema:

Lema 2.1. Se f ∈ R[x] é um polinômio com k ≥ 1 ráızes reais, contadas

as multiplicidades, então f ′ tem pelo menos k − 1 ráızes reais, contadas as

multiplicidades. Em particular, se todas as ráızes de f são reais, o mesmo

ocorre com f ′.

Demonstração. Seja α ∈ R uma raiz de multiplicidade k ≥ 1 de f , isto é,

f(x) = (x− α)kg(x), com g(α) 6= 0. Derivando obtemos

f ′(x) = k(x− α)k−1g(x) + (x− α)kg′(x)

= (x− α)k−1(kg(x) + (x− α)g′(x)).

Como kg(α) + (α−α)g′(α) 6= 0, segue que α é raiz de multiplicidade k− 1 de

f ′.

Agora sejam α1, ..., αl ∈ R as ráızes distintas de f , isto é,

f(x) = (x− α1)
k1 · · · (x− αl)

klg(x),

onde k1, ..., kl são inteiros positivos e g(αi) 6= 0, i = 1, ..., l. Como vimos

acima, αi é raiz de multiplicidade ki − 1 de f ′. Contadas as multiplicidades,

f tem k = k1 + ... + kl ráızes reais. Supondo, sem perda de generalidade, que

α1 < ... < αl, obtemos mais l − 1 ráızes para f ′, distintas dos αi, aplicando o

Teorema do Valor Médio aos intervalos [αi, αi+1]. Assim, f ′ tem pelo menos

(k1 − 1) + ... + (kl − l) + (l − 1) = k − l + l − 1 = k − 1 ráızes reais.

Proposição 2.2. Sejam n > 1 inteiro, e λ1, ..., λn números reais. Defina,

para 0 ≤ r ≤ n, Sr = Sr(λi) como acima, e Hr = Hr(λi) =
(

n
r

)−1
Sr(λi).

(a) Para 1 ≤ r < n, tem-se H2
r ≥ Hr−1Hr+1. Além disso, se a igualdade

ocorre para r = 1 ou para algum 1 < r < n, com Hr+1 6= 0 neste caso,

então λ1 = ... = λn.
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(b) Se H1, H2, ..., Hr > 0 para algum 1 < r ≤ n, então H1 ≥
√

H2 ≥ 3
√

H3 ≥
... ≥ r

√
Hr. Mais ainda, se a igualdade ocorre para algum 1 ≤ j < r,

então λ1 = ... = λn.

(c) Se, para algum 1 ≤ r < n, tem-se Hr = Hr+1 = 0, então Hj = 0 para

todo r ≤ j ≤ n. Em particular, no máximo r − 1 dos λi são diferentes

de zero.

Demonstração. Para provar (a) nós usamos indução sobre o número n > 1 de

números reais. Para n = 2, temos somente r = 1, e a desigualdade segue de

H2
1 −H0H2 = (

1

2
S1)

2 − S2

= (
1

2
(λ1 + λ2))

2 − λ1λ2

=
1

4
((λ1 + λ2)

2 − 4λ1λ2)

=
1

4
(λ1 − λ2)

2 ≥ 0,

valendo a igualdade se e só se λ1 = λ2. Suponha agora que as desigualdades

sejam verdadeiras para n − 1 números reais, com igualdade para r = 1 ou

1 < r < n e Hr+1 6= 0 se e só se todos os λi são iguais. Dados n ≥ 3 números

reais λ1, ..., λn, seja

f(x) = (x + λ1)...(x + λn) =
n∑

r=0

(
n

r

)
Hr(λi)x

n−r.

Então

f ′(x) =
n−1∑
r=0

(n− r)

(
n

r

)
Hr(λi)x

n−r−1.

Como as ráızes de f são todas reais, o mesmo ocorre com f ′, de modo que

existem números reais γ1, ..., γn−1 tais que

f ′(x) = n(x + γ1)...(x + γn−1)

= n

n−1∑
r=0

Sr(γi)x
n−r−1

=
n−1∑
r=0

n

(
n− 1

r

)
Hr(γi)x

n−r−1.

Desde que n
(

n−1
r

)
= (n−r)

(
n
r

)
, comparando os coeficientes temos que Hr(λi) =

Hr(γi) para 0 ≤ r ≤ n − 1. Dáı, segue da hipótese de indução que, para
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1 ≤ r ≤ n− 2,

H2
r (λi) = H2

r (γi) ≥ Hr−1(γi)Hr+1(γi) = Hr−1(λi)Hr+1(λi).

Além disso, se a igualdade ocorre para os λi com r = 1, respectivamente

1 < r < n − 1 e Hr+1(λi) 6= 0, ela também ocorre para os γi com r = 1,

respectivamente 1 < r < n − 1 e Hr+1(γi) 6= 0. Segue então da hipótese de

indução que γ1 = ... = γn−1, e assim λ1 = ... = λn.

Por fim, temos que mostrar que H2
n−1(λi) ≥ Hn−2(λi)Hn(λi), com igual-

dade para Hn 6= 0 se e só se todos os λi são iguais. Se λi = 0 para algum

1 ≤ i ≤ n, temos Hn(λi) = 0 e a desigualdade é óbvia. Se não, Hn 6= 0 e

H2
n−1 ≥ Hn−2Hn ⇔

[(
n

n− 1

)−1 ∑
i

Hn

λi

]2

≥
[(

n

n− 2

)−1 ∑
i<j

Hn

λiλj

]
Hn

⇔ (n− 1)

(∑
i

1

λi

)2

≥ 2n
∑
i<j

1

λiλj

.

Por simplicidade, façamos αi = 1
λi

. Assim, a desigualdade acima equivale a

(n− 1)(
n∑

i=1

αi)
2 ≥ 2n

∑
i<j

αiαj.

Fazendo T (αi) = (n− 1)(
∑n

i=1 αi)
2 − 2n

∑
i<j αiαj, nós temos

T (αi) = n(
n∑

i=1

αi)
2 − (

n∑
i=1

αi)
2 − 2n

∑
i<j

αiαj

= n[(
n∑

i=1

αi)
2 − 2

∑
i<j

αiαj]− (
n∑

i=1

αi)
2

= n

n∑
i=1

α2
i − (

n∑
i=1

αi)
2 ≥ 0,

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para os vetores u = (α1, ..., αn)

e v = (1, ..., 1). Assim, vale a igualdade se e só se existe t ∈ R tal que u = tv,

isto é, se e só se todos os αi(e então todos os λi) são iguais.

Para a prova de (b), observe que H1 ≥ H
1
2
2 segue de (a), pois aqui temos

H1, H2 > 0. Suponha então que H1 ≥ H
1
2
2 ≥ ... ≥ H

1
k
k para algum 2 ≤ k < r.

Então,

H2
k ≥ Hk−1Hk+1 ≥ H

k−1
k

k Hk+1.
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Dividindo por H
k−1

k
k , obtemos H

1
k
k ≥ H

1
k+1

k+1 . Segue imediatamente das desigual-

dades acima que se H
1
k
k = H

1
k+1

k+1 para algum 1 ≤ k < r, então H2
k = Hk−1Hk+1.

Assim, o item (a) nos dá λ1 = ... = λn.

Para provar o item (c), podemos supor r < n − 1, pois o caso r = n − 1

é direto. Pelo item (a), H2
r+1 ≥ HrHr+2, e como Hr = Hr+1 = 0, vale a

igualdade, de sorte que se Hr+2 6= 0, segue ainda de (a) que λ1 = ... = λn = λ.

Mas Hr = 0 ⇒ λ = 0 ⇒ Hr+2 = 0 (veja a definição dos Hr), uma contradição.

Assim Hr+2 = 0, e analogamente Hr+3 = ... = Hn = 0. Para finalizar, é

suficiente notar que o polinômio f(x) do item (a) é, neste caso,

f(x) =
n∑

j=0

Sjx
n−j =

r−1∑
j=0

Sjx
n−j.

2.1 Transformações de Newton

Para 0 ≤ r ≤ n nós definimos a r-ésima transformação de Newton Pr em

M por P0 = I (o operador identidade) e, para 1 ≤ r ≤ n, pela relação de

recorrência

Pr = (−1)rSrI + APr−1.

Segue facilmente por indução que

Pr = (−1)r(SrI − Sr−1A + Sr−2A
2 − ... + (−1)rAr),

de modo que o Teorema de Cayley-Hamilton nos dá Pn = 0. Além disso, sendo

Pr um polinômio em A para todo r, Pr também é auto-adjunto e comuta com

A. Assim, todas as bases de TpM diagonalizando A em p ∈ M também

diagonalizam todos os Pr em p. Seja {ek}n
k=1 uma tal base. Denotando por Ai

a restrição de A a {ei}⊥ ⊂ TpM , segue-se, como em 2.1, que

det(tI − Ai) =
n−1∑

k=0

(−1)kSk(Ai)t
n−1−k,

onde

Sk(Ai) =
∑

(1≤j1<...<jk≤n)js 6=i

λj1 · · · λjk
.
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Proposição 2.3. Com as notações acima, para 0 ≤ r ≤ n,

(a) Prei = (−1)rSr(Ai)ei,

(b) tr(Pr) = (−1)r(n− r)Sr,

(c) tr(APr) = (−1)r(r + 1)Sr+1,

(d) tr(A2Pr) = (−1)r(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2).

Demonstração. Vamos à prova do item (a). Fixemos 1 ≤ i ≤ n e façamos

indução em r. Para r = 0 temos P0ei = ei = (−1)0ei = (−1)0S0(Ai)ei. Para

r = 1,

P1(ei) = (−1)1S1ei + AP0ei

= [−(λ1 + ... + λn) + λi]ei

= [−λ1 − ...− λ̂i − ...− λn]ei

= (−1)1S1(Ai)ei.

Suponhamos então, por hipótese de indução, que Pk(ei) = (−1)kSk(Ai)ei, para

0 ≤ k < n. Assim,

Pk+1(ei) = (−1)k+1Sk+1ei + APkei

= (−1)k+1Sk+1ei + (−1)kSk(Ai)λiei

= (−1)k+1Sk+1ei + (−1)k(Sk+1 − Sk+1(Ai))ei

= (−1)k+1Sk+1(Ai)ei.

Segue então que

tr(Pr) =
n∑

i=1

〈Prei, ei〉

= (−1)r

n∑
i=1

Sr(Ai)

= (−1)r(n− r)Sr,

o que prova (b). Usando a expressão acima obtemos

tr(APr) = tr(Pr+1)− tr((−1)r+1Sr+1I)

= (−1)r+1(n− r − 1)Sr+1 + (−1)rnSr+1

= (−1)rSr+1(−n + r + 1 + n)

= (−1)r(r + 1)Sr+1,
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e obtemos (c). Finalmente, da expressão que define Pr+1 segue que APr+1 =

(−1)r+1Sr+1A + A2Pr, de modo que

tr(A2Pr) = tr(APr+1)− tr((−1)r+1Sr+1A)

= (−1)r+1(r + 2)Sr+2 + (−1)rSr+1S1

= (−1)r(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2),

o que prova (d) e conclui a demonstração.
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Caṕıtulo 3

A Fórmula de Simons

Seja M
n+1

c uma variedade de Lorentz de curvatura seccional constante c, e seja

Mn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço de M de curvatura média H constante e

conexão de Levi-Civitta ∇. Nosso objetivo é encontrar uma expressão para

o laplaciano da função u = 1
2
tr(A2), onde A é o operador de Weingarten da

imersão de M em M . Para tanto, precisamos da seguinte definição:

Definição 3.1. Dados S e T endomorfismos autoadjuntos de X(M), denota-

mos

〈S, T 〉 = tr(S ◦ T ) =
n∑

i=1

〈S(T (Ei)), Ei〉 =
n∑

i=1

〈SEi, TEi〉,

onde {E1, ..., En} é um referencial ortonormal em M .

Usando que a matriz de mudança entre bases ortonormais é ortogonal,

prova-se facilmente que 〈S, T 〉 independe do referencial ortonormal {Ei}.
Sendo assim,

u =
1

2
tr(A2) =

1

2
〈A,A〉 =

1

2

n∑
i=1

〈AEi, AEi〉.

Definição 3.2. A derivada covariante ∇A : X(M) × X(M) → X(M) do

operador A é definida por ∇A(X, Y ) = ∇Y (AX)− A(∇Y X).

Proposição 3.3. Vale a relação tr(∇A) = grad(trA).

Demonstração. Dado p ∈ M , seja {Ei}n
i=1 um referencial ortonormal que dia-

gonaliza A em p, e sejam λ1(p), ..., λn(p) os autovalores associados aos vetores
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E1(p), ..., En(p), respectivamente. Então, para todo X ∈ X(M),

〈grad(trA), X〉 = X(trA)

=
n∑

i=1

X〈AEi, Ei〉

=
n∑

i=1

〈∇X(AEi), Ei〉+
n∑

i=1

〈AEi,∇XEi〉. (3.1)

Além disso, usando a compatibilidade da conexão de Levi-Civitta de M

com a métrica e o fato de A ser autoadjunto, conclui-se sem dificuldades que

〈∇A(X,Y ), Z〉 = 〈∇A(Y, Z), X〉, (3.2)

para quaisquer X,Y, Z ∈ X(M).

Sendo assim,

〈tr(∇A), X〉 = 〈
n∑

i=1

∇A(Ei, Ei), X〉

=
n∑

i=1

〈∇A(Ei, Ei), X〉

=
n∑

i=1

〈∇A(Ei, X), Ei〉

=
n∑

i=1

〈∇X(AEi)− A(∇XEi), Ei〉

=
n∑

i=1

〈∇X(AEi), Ei〉 −
n∑

i=1

〈∇XEi, AEi〉. (3.3)

Observando que em p

〈∇XEi, AEi〉(p) = 〈(∇XEi)(p), λi(p)Ei(p)〉
= λi(p)〈∇XEi, Ei〉(p) =

λi(p)

2
X〈Ei, Ei〉(p) = 0,

segue de 3.1 e 3.3 que

〈grad(trA), X〉(p) = 〈tr(∇A), X〉(p).

Como p e X são arbitrários, segue-se o resultado.

Estudemos as posśıveis simetrias do operador

∇2A : X(M)× X(M)× X(M) → X(M),
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onde

(∇2A)(X, Y, Z) = (∇Z(∇A))(X,Y ),

para quaisquer X,Y, Z ∈ X(M). ∇2A é chamado a segunda derivada covari-

ante do operador de Weingarten A.

Segue da Equação de Codazzi que (∇A)(X,Y ) = (∇A)(Y, X), de modo

que

(∇2A)(X, Y, Z) = (∇Z(∇A))(X, Y )

= ∇Z((∇A)(X, Y ))− (∇A)(∇ZX, Y )− (∇A)(X,∇ZY )

= ∇Z((∇A)(Y, X))− (∇A)(Y,∇ZX)− (∇A)(∇ZY, X)

= (∇Z(∇A))(Y,X) = (∇2A)(Y, X, Z). (3.4)

Portanto, há simetria nas duas primeiras variáveis.

Vejamos agora o que ocorre se permutamos a terceira variável com uma

das duas primeiras. Desde que

R(X, Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

= ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇∇XY Z +∇∇Y XZ,

onde R é a curvatura de M , e posto que

(∇2A)(X, Y, Z) = (∇Z(∇A))(X, Y )

= ∇Z((∇A)(X, Y ))− (∇A)(∇ZX, Y )− (∇A)(X,∇ZY )

= ∇Z(∇Y (AX)− A(∇Y X))−∇Y (A(∇ZX))

+ A(∇Y (∇ZX))−∇∇ZY (AX) + A(∇∇ZY X),
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obtemos

(∇2A)(X, Y, Z)− (∇2A)(X, Z, Y ) = ∇Z(∇Y (AX))−∇Z(A(∇Y X))

− ∇Y (A(∇ZX)) + A(∇Y (∇ZX))

− ∇∇ZY (AX) + A(∇∇ZY X)

− ∇Y (∇Z(AX)) +∇Y (A(∇ZX))

+ ∇Z(A(∇Y X))− A(∇Z(∇Y X))

+ ∇∇Y Z(AX)− A(∇∇Y ZX)

= −∇∇ZY (AX) +∇∇Y Z(AX)

+ ∇Z(∇Y (AX))−∇Y (∇Z(AX))

+ A(∇∇ZY X −∇∇Y ZX

− ∇Z(∇Y X) +∇Y (∇ZX)),

ou seja,

(∇2A)(X, Y, Z)− (∇2A)(X, Z, Y ) = R(Z, Y )AX

− A(R(Z, Y )X). (3.5)

Definimos ∆A : X(M) → X(M) como ∆A(X) = tr(Y → ((∇2A)(X, Y, Y ))),

para todo X ∈ X(M). Isto significa que a expressão de ∆A numa vizinhança

em M que admite um referencial ortonormal {E1, ..., En} é

∆A(X) =
n∑

i=1

(∇2A)(X, Ei, Ei).

Usando as simetrias 3.4 e 3.5, obtemos

(∇2A)(X,Ei, Ei) = (∇2A)(Ei, X, Ei)

= (∇2A)(Ei, Ei, X) + R(Ei, X)AEi − A(R(Ei, X)Ei)

= (∇X(∇A))(Ei, Ei) + R(Ei, X)AEi − A(R(Ei, X)Ei).

Como as derivações comutam com as contrações, M tem curvatura média H

constante e tr(A) = −nH, temos que

n∑
i=1

(∇X(∇A))(Ei, Ei) = tr(∇X(∇A)) = ∇X(tr(∇A))

= ∇X(grad(trA)) = −n∇X(grad(H)) = 0,

36



onde usamos a proposição 3.3 na terceira igualdade. Portanto,

∆A(X) =
n∑

i=1

R(Ei, X)AEi − A

(
n∑

i=1

R(Ei, X)Ei

)
.

Por outro lado, a equação de Gauss para hipersuperf́ıcies tipo-espaço numa

variedade de Lorentz de curvatura constante c nos dá que, para quaisquer

X, Y, Z ∈ X(M),

R(X, Y )Z = −c〈X,Z〉Y + c〈Y, Z〉X + 〈AX, Z〉AY − 〈AY,Z〉AX,

e assim

∆A(X) =

=
n∑

i=1

(−c〈Ei, AEi〉X + c〈X, AEi〉Ei + 〈AEi, AEi〉AX − 〈AX, AEi〉AEi)

−
n∑

i=1

A(−c〈Ei, Ei〉X + c〈X, Ei〉Ei + 〈AEi, Ei〉AX − 〈AX,Ei〉AEi)

= −ctr(A)X + cAX + tr(A2)AX − A3X

+cnAX − cAX − tr(A)A2X + A3X

= cnHX + (tr(A2) + cn)AX + nHA2X.

Como A e A2 são autoadjuntos, deduz-se da expressão acima que ∆A também

é autoadjunto.

Para obtermos a Fórmula de Simons precisamos de mais um resultado.

Definição 3.4. Sejam A,B : X(M) × X(M) → X(M) 2-tensores em M . O

produto interno de A e B é a função 〈A,B〉 : M → R dada por

〈A, B〉(p) =
n∑

i,j=1

〈A(p)(Ei, Ej), B(p)(Ei, Ej)〉,

onde {Ek}n
k=1 é uma base ortonormal de TpM .

Prova-se que 〈, 〉 define de fato um produto interno no espaço dos 2-tensores

em X(M) e que independe da escolha da base ortonormal {Ek}n
k=1.

Proposição 3.5. Se A : X(M) → X(M) e B : X(M) → X(M) são 1-tensores

em M , então

∆〈A,B〉 = 〈∆A,B〉+ 〈A, ∆B〉+ 2〈∇A,∇B〉.
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Demonstração. Consideremos um referencial geodésico {Ek}n
k=1 em p ∈ M .

Assim, em p

〈A,B〉 = tr(A∗B) =
n∑

i=1

〈A∗(B(Ei)), Ei〉 =
n∑

i=1

〈AEi, BEi〉,

de modo que

∆〈A,B〉 =
n∑

i=1

Ei(Ei〈A,B〉)

=
n∑

i,j=1

Ei(Ei〈AEj, BEj〉)

=
n∑

i,j=1

Ei(〈∇Ei
AEj, BEj〉+ 〈AEj,∇Ei

BEj〉)

=
n∑

i,j=1

{〈∇Ei
∇Ei

AEj, BEj〉+ 〈∇Ei
AEj,∇Ei

BEj〉}

+
n∑

i,j=1

{〈∇Ei
AEj,∇Ei

BEj〉+ 〈AEj,∇Ei
∇Ei

BEj〉}

=
n∑

i,j=1

〈∇Ei
∇Ei

AEj, BEj〉+ 2
n∑

i,j=1

〈∇Ei
AEj,∇Ei

BEj〉

+
n∑

i,j=1

〈AEj,∇Ei
∇Ei

BEj〉. (3.6)

Por outro lado, como ∇Ei
Ej(p) = 0 para i, j = 1, ..., n

〈∆A,B〉 =
n∑

i=1

〈(∆A)Ei, BEi〉

=
n∑

i=1

〈
n∑

j=1

∇2A(Ei, Ej, Ej), BEi

〉

=
n∑

i,j=1

〈∇Ej
A(Ei, Ej)− A(∇Ej

Ei, Ej)− A(Ei,∇Ej
Ej), BEi〉

=
n∑

i,j=1

〈∇Ej
A(Ei, Ej), BEi〉.

Além disso, segue da equação de Codazzi que

∇Ej
A(Ei, Ej) = ∇Ej

(∇Ej
AEi − A(∇Ej

Ei))

= ∇Ej
∇Ej

AEi −∇Ej
A(∇Ej

Ei)

= ∇Ej
∇Ej

AEi − {∇∇Ej
Ei

AEj + A([Ej,∇Ej
Ei])}.
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Logo

〈∆A,B〉(p) =
n∑

i,j=1

〈∇Ei
A(Ej, Ei), BEj〉(p)

=
n∑

i,j=1

〈∇Ei
∇Ei

AEj, BEj〉(p), (3.7)

e analogamente,

〈A, ∆B〉(p) =
n∑

i,j=1

〈AEj,∇Ei
∇Ei

BEj〉(p). (3.8)

Por definição, temos ainda que

〈∇A,∇B〉(p) =
n∑

i,j=1

〈∇A(Ei, Ej),∇B(Ei, Ej)〉(p)

=
n∑

i,j=1

〈∇Ej
AEi − A(∇Ej

Ei),∇Ej
BEi −B(∇Ej

Ei)〉(p)

=
n∑

i,j=1

〈∇Ej
AEi,∇Ej

BEi〉(p), (3.9)

onde usamos que o referencial é geodésico em p.

Finalmente, por 3.6, 3.7, 3.8 e 3.9 obtemos

∆〈A,B〉 = 〈∆A,B〉+ 〈A, ∆B〉+ 2〈∇A,∇B〉.

Prosseguindo a busca pela Fórmula de Simons, segue da proposição 3.5

que

∆u =
1

2
∆(trA2) =

1

2
∆〈A,A〉

=
1

2
(〈∆A, A〉+ 〈A, ∆A〉+ 2〈∇A,∇A〉)

= 〈A, ∆A〉+ |∇A|2.

Desenvolvendo 〈A, ∆A〉, obtemos

〈A, ∆A〉 =
n∑

i=1

〈AEi, (∆A)Ei〉

=
n∑

i=1

〈AEi, cnHEi + (trA2 + cn)AEi + nHA2Ei〉

= cnHtrA + (trA2)2 + cntrA2 + nHtrA3

= −cn2H2 + (trA2)2 + cntrA2 + nHtrA3,
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e finalmente,

∆u = |∇A|2 − cn2H2 + (trA2)2 + cntrA2 + nHtrA3, (3.10)

equação conhecida como Fórmula de Simons.

Relembrando as transformações de Newton Pr, 0 ≤ r ≤ n, temos que P1 =

−S1I+A = nHI+A. Segue então que AP1 = nHA+A2 e A2P1 = nHA2+A3.

Tomando o traço destes operadores, obtemos

tr(P1) = n2H + tr(A),

tr(AP1) = −n2H2 + tr(A2),

tr(A2P1) = nHtr(A2) + tr(A3).

Levando em conta que tr(A) = −nH, segue da primeira equação acima que

cnHtr(P1) = cn3H2 − cn2H2. (3.11)

Já a segunda equação nos dá

cntr(AP1) = −cn3H2 + cntr(A2) (3.12)

e

tr(A2)tr(AP1) = −n2H2tr(A2) + (tr(A2))2. (3.13)

Ademais, a terceira equação nos dá

nHtr(A2P1) = n2H2tr(A2) + nHtr(A3). (3.14)

Segue então de 3.10 que a soma dos segundos membros de 3.11, 3.12, 3.13

e 3.14 é ∆u− |∇A|2. Portanto, como nH = −S1 e tr(A2) = |A|2, temos

∆u− |∇A|2 = −cS1tr(P1) + cntr(AP1) + |A2|tr(AP1)− S1tr(A
2P1)

= |A2|tr(AP1)− S1tr(A
2P1) + c[ntr(AP1)− S1tr(P1)],

ou seja, vale o seguinte

Teorema 3.6. Seja M
n+1

c uma variedade de Lorentz de curvatura seccional

constante c, e seja Mn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço de M de curvatura
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média H constante. Se A denota o operador de Weingarten da imersão de M

em M e u = 1
2
tr(A2), então

∆u = |∇A|2 + |A2|tr(AP1)− S1tr(A
2P1) + c[ntr(AP1)− S1tr(P1)],

onde ∇A é derivada covariante do operador A.

Por abuso de notação, também chamaremos esta expressão de Fórmula de

Simons. Em vista da proposição 2.3, esta fórmula é mais manejável que a

fórmula 3.10.
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Caṕıtulo 4

O lema de Omori-Yau

4.1 O Cut Locus

Em tudo o que se segue, as variedades Riemannianas serão sempre supostas

conexas.

Seja Mn uma variedade Riemanniana completa, com métrica g = 〈, 〉.
Fixado p ∈ M , se γ : [0, +∞) → M é uma geodésica normalizada em M ,

tal que γ(0) = p, sabemos que para t > 0 suficientemente pequeno tem-se

d(p, γ(t)) = t, isto é, γ|[0,t] é minimizante. Por outro lado, se γ|[0,t0] não for

minimizante, então γ|[0,t1] não será minimizante para todo t1 ≥ t0. Por fim,

se (tk)k≥1 é uma sequência de números reais positivos tal que tk → t0 e γ|[0,tk]

é minimizante para todo k ≥ 1, então a continuidade da função distância a

partir de p, juntamente com d(p, γ(tk)) = tk para todo k ≥ 1 garante que

d(p, γ(t0)) = t0, isto é, γ|[0,to] é minimizante. Portanto, o conjunto dos t ∈
[0, +∞) tais que γ|[0,t] é minimizante é um intervalo da forma [0, t0] para algum

t0 > 0 ou [0, +∞). Estas considerações motivam a seguinte

Definição 4.1. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Dados p ∈ M

e v ∈ TpM unitário, seja γv : [0, +∞) → M o raio geodésico normalizado

γv(t) = expp(tv). Se o conjunto dos t ∈ (0, +∞) tais que γv é minimizante em

[0, t] for um intervalo da forma [0, t0], dizemos que γv(t0) é o ponto mı́nimo

de p na direção de v. O cut locus Cut(p) de p em M é definido como o

conjunto dos pontos mı́nimos de p em M (em alguma direção).

Se M é compacta e p ∈ M , seja d : M → R a função distância a partir de
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p. Como tal função é cont́ınua, d(M) ⊂ R é compacto e, portanto, limitado.

Dado v ∈ TpM unitário, não existir um ponto mı́nimo de p na direção v

significa que d◦γv : [0, +∞) → R é tal que d◦γv(t) = t para todo t ∈ [0, +∞).

Esta função é ilimitada, com imagem contida em d(M), um absurdo. Assim,

se M é compacta e p ∈ M , sempre existe o ponto mı́nimo de p na direção v,

para todo v ∈ TpM unitário.

A seguinte proposição pode ser encontrada no livro de do Carmo ([8]).

Proposição 4.2. Seja γ : [0, l] → M uma geodésica normalizada. Se γ(l) é o

ponto mı́nimo de p = γ(0) ao longo de γ, então ao menos uma das alternativas

a seguir se verifica:

(a) γ(l) é o primeiro ponto conjugado a p ao longo de γ.

(b) Existe outra geodésica minimizante α ligando p a γ(l), com {α} 6= {γ}.
Reciprocamente, se ao menos uma das alternativas acima se verifica, então

existe t0 ∈ (0, l] tal que γ(t0) é o ponto mı́nimo de p ao longo de γ.

Exemplo 4.3.

Se p ∈ Sn, como as geodésicas da esfera unitária são os grandes ćırculos,

segue que Cut(p) = {−p}. Note que neste caso o cut locus coincide com o

lugar dos pontos conjugados.

Exemplo 4.4.

Se M é completa, simplesmente conexa e tem curvatura seccional não-

positiva, segue do Teorema de Hadamard que, dado p ∈ M , expp : TpM → M

é um difeomorfismo, de modo que M é vizinhança normal de cada um de seus

pontos. Assim, se v ∈ TpM é unitário, γv(t) = expp(tv) é minimizante em

[0, +∞), de onde conclúımos que Cut(p) = ∅, para todo p ∈ M .

Corolário 4.5. Se M é completa e p, q ∈ M , então q ∈ Cut(p) ⇔ p ∈ Cut(q).

Mais precisamente, se q é o ponto mı́nimo de p ao longo da geodésoca γ, então

p é o ponto mı́nimo de q ao longo da geodésica −γ.

Demonstração. Se q é o ponto mı́nimo de p ao longo de γ, segue da proposição

anterior que ou q é o primeiro ponto conjugado a p ao longo de γ ou existe uma

outra geodésica minimizante α ligando p a q, com {α} 6= {γ}. No primeiro

caso, p é o primeiro ponto conjugado a q ao longo da geodésica −γ. No segundo
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caso, −γ e −α são duas geodésicas minimizantes com traços distintos ligando

q a p. Portanto, aplicando a rećıproca da proposição anterior ao ponto q, segue

que o ponto mı́nimo de q ao longo de −γ não ocorre depois de p. Como γ é

minimizante e l(−γ) = l(γ), segue que p é tal ponto mı́nimo.

Corolário 4.6. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Se p ∈ M e

q ∈ M\Cut(p), então existe uma única geodésica minimizante ligando p a q,

e q não é o primeiro ponto conjugado a p ao longo da mesma.

Demonstração. Pelo Teorema de Hopf e Hinow, existe uma geodésica mini-

mizante γ : [0, l] → M , com γ(0) = p, γ(l) = q. Suponha que exista outra

geodésica minimizante α ligando p a q ou que q seja o primeiro ponto conju-

gado a p ao longo de γ. Pela rećıproca da proposição anterior, existe t0 ∈ (0, l]

tal que γ(t0) é o ponto mı́nimo de p ao longo de γ. Como q ∈ M\Cut(p), deve

ser t0 < l. Mas áı γ não é minimizante em [0, l], uma contradição.

Seja T1M o fibrado tangente unitário de M e defina a função-corte c :

T1M → R ∪ {+∞} pondo

c(p, v) =





t0, se γv(t0) for o ponto mı́nimo de p na direção v;

+∞, senão.

Introduza em R∪{+∞} a topologia cuja base de abertos é dada juntando os

intervalos abertos (a, b) ⊂ R com os conjuntos da forma (a, +∞] = (a, +∞)∪
{+∞}. A seguinte proposição também é encontrada em [8].

Proposição 4.7. Dada uma variedade Riemanniana completa M , a função-

corte c : T1M → R ∪ {+∞} é cont́ınua.

Fixado p ∈ M , a função-corte em p é a função cp : Sn−1
1 (0) ⊂ TpM →

R ∪ {+∞}, dada para v ∈ TpM unitário por cp(v) = c(p, v). Em particular,

segue da proposição acima que a função-corte em p também é cont́ınua, pois

cp = c ◦ i, com i : Sn−1
1 ⊂ TpM → T1M dada por i(v) = (p, v).

Corolário 4.8. Dado p ∈ M , o cut locus Cut(p) é fechado em M .

Demonstração. É imediato que

Cut(p) = {γ(t); t = c(p, γ′(0))},

onde γ : [0, +∞) → M é uma geodésica normalizada com γ(0) = p. Seja

γj(tj), com tj = c(p, γ′j(0)), uma sequência em Cut(p) tal que γj(tj) → q ∈
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M . Devemos mostrar que q ∈ Cut(p). Como |γ′j(0)| = 1, passando a uma

subsequência se necessário, podemos supor que a sequência γ′j(0) converge

para um vetor unitário v ∈ TpM . Seja γ a geodésica com γ(0) = p e γ′(0) = v.

Então, como expp e c são cont́ınuas,

q = lim γj(tj) = lim γj(c(p, γ
′
j(0)))

= lim expp(c(p, γ
′
j(0))γ′j(0)) = expp(c(p, γ

′(0))γ′(0))

= γ(c(p, γ′(0))) ∈ Cut(p),

como queŕıamos.

Se M é completa, fixado p ∈ M , o Teorema de Hopf e Rinow garante que

todo q ∈ M pode ser ligado a p por uma geodésica minimizante. Portanto,

M\Cut(p) é aberto e estrelado em relação a p. Definindo

Ep = {v ∈ TpM ; expp(tv) ∈ M\Cut(p),∀0 ≤ t ≤ 1}, (4.1)

é imediato que Ep é estrelado em relação a 0 ∈ TpM . Afirmamos que Ep ⊂
TpM é aberto. De fato, seja (vn) ⊂ TpM\Ep tal que vn → v ∈ TpM . Como

vn ∈ TpM\Ep, para todo n ∈ N existe 0 ≤ tn ≤ 1 tal que expp(tnvn) ∈ Cut(p).

A menos de uma subsequência, tn → t ∈ [0, 1], de modo que tnvn → tv.

Dáı, como expp é cont́ınua e Cut(p) é fechado, expp(tv) ∈ Cut(p), ou seja,

v ∈ TpM\Ep. Isto nos dá que TpM\Ep é fechado, isto é, Ep é aberto.

Proposição 4.9. expp : Ep → M\Cut(p) é um difeomorfismo.

Demonstração. É claro que expp(Ep) = M\Cut(p). Seja agora q ∈ M\Cut(p)

e γ(t) = expp(tv) a única geodésica normalizada e minimizante ligando p =

γ(0) a q = γ(l). Pelo corolário 4.6, q não é conjugado a p ao longo de γ.

Portanto, v ∈ TpM não é ponto cŕıtico de expp, que é assim um difeomorfismo

local sobre M\Cut(p). Basta, pois, mostrarmos que expp é injetiva em Ep.

Suponha que existam v, w ∈ Ep distintos, tais que γ(t) = expp(tv) e α(t) =

expp(tw) ligam p a q = γ(1) = α(1). Segue de q ∈ M\Cut(p) que ao menos

uma dentre α e γ, digamos γ, não é minizante até q. Logo, existe 0 < t0 < 1

tal que expp(t0v) = γ(t0) ∈ Cut(p), contradizendo o fato de que v (e portanto

t0v) pertence a Ep.

Corolário 4.10. Para cada p ∈ M , Cut(p) tem medida de Lebesgue nula em

M .

45



Demonstração. Se ρ : M\Cut(p) → R é a função distância a partir de p, então

a função ρ ◦ expp : Ep → R é dada por

(ρ ◦ expp)(v) = d(p, expp(v)) = |v|,

e dáı diferenciável em Ep\{0}. Pela proposição anterior, expp : Ep → M\Cut(p)

é um difeomorfismo, de maneira que ρ é diferenciável em M\(Cut(p) ∪ {p}).
Mas como ρ é Lipschitziana em M ( para ver isto, use a desigualdade trian-

gular da métrica de M), segue do teorema de Rademacher (Evans [9]) que ρ

é diferenciável q.t.p (quase todos os pontos). Logo, Cut(p) ∪ {p} tem medida

de Lebesgue nula em M .

4.2 O Teorema de Comparação do Hessiano

Em tudo o que se segue, fixado p ∈ M denotamos por ρ : M\(Cut(p)∪{p}) →
R∗+ a função distância a partir de p, isto é, ρ(q) = d(p, q). Vimos na prova do

corolário 4.10 que ρ é suave, com

ρ(q) = |(expp)
−1(q)| = |v|, (4.2)

se v ∈ Ep é tal que q = expp(v).

Proposição 4.11. Seja γ[0, a] → M\Cut(p) uma geodésica normalizada par-

tindo de p. Então

∇ρ(γ(t)) = γ′(t),∀0 < t ≤ a. (4.3)

Em particular, |∇ρ| = 1.

Demonstração. Seja γ(t) = expp(tv), 0 ≤ t ≤ a, e q = γ(t0). Se w ∈ TqM ,

w ⊥ γ′(t0), segue da proposição 4.9 que existe W ∈ Tv(TpM) tal que

(d expp)t0vW = w, com〈W, v〉 = 0, pelo lema de Gauss. Tomemos então

α : (−ε, ε) → Ep tal que |α(s)| = t0, α(0) = t0v e α′(0) = W ( por exemplo,

α pode ser um arco de ćırculo de raio t0). Segue da unicidade da geodésica

minimizante que liga expp(α(s)) a p que

ρ(expp(α(s)) = t0.

Derivando em relação a s,

0 = 〈∇ρ(q), (d expp)t0vW 〉 = 〈∇ρ(q), w〉.
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Como a igualdade acima é válida para todo w ⊥ γ′(t0), segue que ∇ρ(q) é um

múltiplo de γ′(t0). Mas desde que ρ(γ(t)) = t, para 0 ≤ t ≤ a, derivando em

relação a t obtemos

〈∇ρ(γ(t)), γ′(t)〉 = 1,∀0 < t ≤ a,

e dáı ∇ρ(γ(t)) = γ′(t) para 0 < t ≤ a.

Proposição 4.12. Seja Mn uma variedade Riemanniana completa e considere

γ : [0, a] → M uma geodésica normalizada partindo de p e que não intersecta

Cut(p). Se 0 < t0 ≤ a e X ∈ Tγ(t0)M é ortogonal a γ′(t0), então

(Hessρ)γ(t0)(X,X) = 〈J ′, J〉(t0), (4.4)

onde J é o campo de Jacobi ao longo de γ tal que J(0) = 0 e J(t0) = X.

Demonstração. Como Cut(p) é fechado em M , podemos tomar uma geodésica

α : (−ε, ε) → M\Cut(p) tal que α(0) = γ(t0) e α′(0) = X. Desde que α é uma

geodésica,

(Hessρ)α(t)(α
′(t), α′(t)) = α′(t)(α′(t)ρ)− (∇α′(t)α

′(t))ρ

= α′(t)(α′(t)ρ)

= α′(t)((ρ ◦ α)′(t))

= (ρ ◦ α)′′(t),

de modo que

(Hessρ)γ(t0)(X, X) = (ρ ◦ α)′′(0). (4.5)

Seja β = ((expp)|Ep)
−1 ◦ α : (−ε, ε) → Ep e ϕ : (−ε, ε)× [0, t0] → M\Cut(p) a

variação geodésica de γ|[0,t0] dada por

ϕ(s, t) = expp(
t

t0
β(s)),

com campo variacional (de Jacobi) J . De ϕ(s, 0) = p para todo s temos

J(0) = 0; de ϕ(s, t0) = α(s) temos J(t0) = ∂ϕ
∂s

(s, t0)|s=0 = α′(0) = X. Observe

que pela equação de Jacobi, 〈J, γ′〉′′ = 〈J ′′, γ′〉 = −〈R(γ′, J)γ′, γ′〉 = 0, de

modo que 〈J, γ′〉(t) = at + b. Como 〈J(0), γ′(0)〉 = 〈J(t0), γ
′(t0)〉 = 0 e t0 6= 0,

temos a = b = 0, e assim 〈J, γ′〉 ≡ 0 ao longo de γ.
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Por outro lado, sendo E : (−ε, ε) → R o funcional energia de ϕ, segue da

expressão dada para ρ no ińıcio desta seção que

(ρ ◦ α)(s) = l(ϕs) =

∫ t0

0

| ∂ϕ

∂t
(s, t) | dt

=
√

t0(

∫ t0

0

| ∂ϕ

∂t
(s, t) |2 dt)

1
2

=
√

t0E(s)
1
2 ,

onde usamos na última igualdade o fato de ϕs estar parametrizada propor-

cionalmente ao comprimento de arco. Portanto,

(ρ ◦ α)′(s) =

√
t0
2

E(s)−
1
2 E ′(s)

e

(ρ ◦ α)′′(s) = −
√

t0
4

E(s)−
3
2 E ′(s)2 +

√
t0
2

E(s)−
1
2 E ′′(s).

Por outro lado, a fórmula da primeira variação da energia nos dá

1

2
E ′(0) = −

∫ t0

0

〈J,
Dγ′

dt
〉dt + 〈J, γ′〉 |t00 = 0,

uma vez que J ⊥ γ′. Logo, aplicando a fórmula da segunda variação da energia

à última relação acima, obtém-se

(ρ ◦ α)′′(0) =

√
t0
2

E(0)−
1
2 E ′′(0)

=

√
t0
2

√
t0

ρ(γ(t0))
2{It0(J, J) + 〈J ′, γ′〉 |t00 }

= It0(J, J) = 〈J ′, J〉(t0),

como queŕıamos.

Estamos agora em condições de enunciar e provar o resultado mais impor-

tante desta seção, o Teorema de Comparação do Hessiano.

Teorema 4.13. Sejam Mn e M
n

variedades Riemannianas completas e γ :

[0, a] → M, γ : [0, a] → M geodésicas normalizadas que não intersectam res-

pectivamente Cut(γ(0)) e Cut(γ(0)). Se

KM(γ′(t), X) ≤ KM(γ′(t), X),
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para todos t ∈ [0, a], X ∈ Tγ(t)M e X ∈ Tγ(t)M , ortogonais respectivamente a

γ′(t) e γ′(t), e se ρ e ρ denotam respectivamente as funções-distância em M

e M a partir de γ(0) e γ(0), então, para 0 < t ≤ a, tem-se

(Hessρ)γ(t)(X, X) ≥ (Hessρ)γ(t)(X, X), (4.6)

para todos X ∈ Tγ(t)M e X ∈ Tγ(t)M , unitários e ortogonais respectivamente

a γ′(t) e γ′(t).

Demonstração. Fixe 0 < t0 ≤ a. Pela proposição anterior, temos

(Hessρ)γ(t0)(X,X) = 〈J ′, J〉(t0),

onde J é o campo de Jacobi ao longo de γ tal que J(0) = 0 e J(t0) = X. Note

em particular que 〈J, γ′〉 = 0 em [0, t0]. Analogamente,

(Hessρ)γ(t0)(X, X) = 〈J ′, J〉(t0),

onde J é o campo de Jacobi ao longo de γ tal que J(0) = 0 e J(t0) = X, com

〈J, γ′〉 = 0 em [0, t0]. Agora, como γ não encontra Cut(γ(0)) em (0, t0], temos

que γ(t) não é conjugado a γ(0) ao longo de γ, para 0 < t ≤ t0. Portanto,

segue da primeira versão do Teorema de Rauch que

(Hessρ)γ(t0)(X,X) = 〈J ′, J〉(t0) ≥ |J(t0)|2
|J(t0)|2

〈J ′, J〉(t0)

=
|X|2
|X|2 (Hessρ)γ(t0)(X, X)

= (Hessρ)γ(t0)(X, X).

Corolário 4.14. Nas notações e hipóteses do teorema anterior, tem-se

(∆ρ)(γ(t)) ≥ (∆ρ)(γ(t)), ∀0 < t ≤ a. (4.7)

Demonstração. Sejam {Xi}n
i=1 e {X i}n

i=1 bases ortonormais respectivamente

de Tγ(t)M e Tγ(t)M , com Xn = γ′(t) e Xn = γ′(t). Observe que como γ é

geodésica e ∇ρ(γ(t)) = γ′(t) para 0 < t ≤ a, segue que

(Hessρ)γ(γ
′, γ′) = 〈∇γ′grad.ρ, γ′〉 = 〈∇γ′γ

′, γ′〉 = 0,
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para 0 < t ≤ a. É claro que vale a mesma expressão para ρ e γ. Pelo teorema

anterior,

(Hessρ)γ(t)(Xi, Xi) ≥ (Hessρ)γ(t)(Xi, Xi),

para i = 1, ..., n− 1. Agora, basta somar membro a membro as desigualdades

acima.

Para o corolário a seguir, convencionamos π
2
√

k
= +∞ se k ≤ 0. Uma

função f : M → R é dita convexa se Hessf for positivo semidefinido em M .

Corolário 4.15. Seja M uma variedade Riemanniana completa, com cur-

vatura seccional KM ≤ k. Fixado p ∈ M , seja ρ(q) = d(p, q). Se

R < min{d(p, Cut(p)),
π

2
√

k
},

então a função ρ é convexa em BM(p; R).

Demonstração. Tome R > 0 satisfazendo a desigualdade acima. Seja M = Mn
k

a forma espacial de curvatura seccional constante k, e ρk a função distância

a partir de um ponto fixo em Mn
k . Se γ : [0, a] → BM(p; R) é uma geodésica

normalizada com γ(0) = p, então, nas notações do Teorema de Comparação

do Hessiano, segue que

(Hessρ)γ(t)(X,X) ≥ (Hessρk)γ(t)(X, X) = 〈J ′, J〉(t) = s′k(t)sk(t),

onde

sk(t) =





sin(t
√

k)√
k

, se k > 0;

t, se k=0;
sinh(t

√−k)√−k
, se k < 0.

É agora imediato verificar que s′ksk > 0 para todos k ≤ 0 e t > 0; se k > 0,

tem-se

s′k(t)sk(t) =
1√
k

sin(t
√

k) cos(t
√

k) =
1

2
√

k
sin(2t

√
k) > 0,

para 0 < 2t
√

k < π, isto é, 0 < t < π
2
√

k
. Por fim, como (Hessρ)γ(γ

′, γ′) = 0,

conclúımos, fazendo X percorrer uma base ortonormal de {γ′}⊥, que Hessρ ≥
0 em BM(p; R).
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4.3 O Laplaciano da Função Distância

Seja Mn uma variedade Riemanniana orientada e completa, com elemento de

volume dM , e p ∈ M fixado. Sempre que não houver perigo de confusão,

denotaremos simplesmente por expp o difeomorfismo (expp) |Ep : Ep → M \
Cut(p).

Se K ⊂ M é compacto e m denota a medida de Lebesgue de M , segue de

m(Cut(p)) = 0 que

V ol(K) =

∫

K

dM =

∫

K\Cut(p)

dM =

∫

L

(expp)
∗dM, (4.8)

onde L = (expp)
−1(K\Cut(p)) ⊂ Ep. Afim de explicitar (expp)

∗dM , seja

v ∈ TpM unitário e t0 > 0 tal que t0v ∈ Ep. Seja ainda {e1 = v, e2, ..., en} uma

base ortonormal positiva de TpM e, para 2 ≤ i ≤ n,

Ji(t) = (d expp)tv(tei),

o campo de Jacobi ao longo da geodésica normalizada γ(t) = expp(tv), 0 ≤
t ≤ t0, com Ji(0) = 0 e J ′i(0) = ei. Usando o Lema de Gauss, é fácil provar

que 〈Ji, γ
′〉(t) = 0 para 0 ≤ t ≤ t0, de modo que, para 0 < t ≤ t0,

((expP )∗dM)tv(e1, ..., en) = dMexpp(tv)((d expp)tve1, ..., (d expp)tven)

=
1

tn−1
dMexpp(tv)(γ

′(t), J2(t), ..., Jn(t))

=
1

tn−1

√
det B(t),

onde B é a famı́lia a 1-parâmetro de matrizes quadradas de ordem n− 1, tais

que B(t)ij = 〈Ji(t), Jj(t)〉 para 0 < t ≤ t0 (note que B é obtida extraindo-

se a primeira linha e a primeira coluna da matriz de Gramm da n − upla

(γ′(t), J2(t), ..., Jn(t)) ).

Denotando, para v ∈ TpM unitário e 0 ≤ t < cp(v),

A(t, v) =





1, se t = 0;

1
tn−1

√
det B(t), se 0 < t < cp(v),

segue do que vimos acima que, para 0 < t < cp(v), A(t, v) é suave em t e em

v. Note que como γ é minizante em uma vizinhança de p e γ(t) 6∈ Cut(p),

∀0 ≤ t ≤ t0, segue que γ|[0,t] é minimizante para todo 0 ≤ t ≤ t0. Assim,

segue da rećıproca da proposição 4.2 que γ é a única geodésica minimizante
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ligando γ(t) a γ(0), donde γ(t) não é conjugado a p = γ(0) ao longo de γ, e

dáı {γ′(t), J2(t), ..., Jn(t)} é base positiva de Tγ(t)M para todo 0 < t < cp(v).

Portanto, A(t, v) > 0 para v ∈ TpM unitário e 0 ≤ t < cp(v).

Sendo dui a 1-forma dual de ei em TpM , segue do que fizemos acima que

((expp)
∗dM)tv = A(t, v)du1 ∧ ... ∧ dun. (4.9)

Por outro lado, denotando por dσ o elemento de volume canônico da esfera

unitária Sn−1
1 (0) ⊂ TpM , segue do teorema de integração em coordenadas

polares que

(du1 ∧ ... ∧ dun)tv = tn−1dt ∧ dσ,

e dáı

((expp)
∗dM)tv = A(t, v)tn−1dt ∧ dσ. (4.10)

Em particular, A(t, v) independe da base {e2, ..., en} escolhida para o comple-

mento ortogonal de v em TpM .

Exemplo 4.16.

Examinemos brevemente os cálculos acima no caso particular em que M =

Mk, a forma espacial de curvatura seccional constante k. Neste caso (com

as notações acima), sabemos que o campo de Jacobi J ao longo de γ, com

J(0) = 0 e J ′(0) = w, onde w ⊥ γ′(0), é dado por

J(t) = sk(t)w(t),

onde w(t) denota o transporte paralelo de w ao longo de γ e sk é dada por

sk(t) =





sin(t
√

k)√
k

, se k > 0;

t, se k=0;
sinh(t

√−k)√−k
, se k < 0.

Se {e1 = γ′(0), e2, ..., en} é uma base ortonormal positiva de TpM , wi(t), 2 ≤
i ≤ n, é o transporte paralelo de ei ao longo de γ e Ji(t) = sk(t)wi(t), segue

que B(t)ij = 〈Ji(t), Jj(t)〉 = s2
k(t)δij, de modo que

A(t, v) =
1

tn−1
sk(t)

n−1. (4.11)
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Portanto, se 0 < R < d(p, Cut(p)), temos

V ol(BMk
(p,R)) =

∫

B(p,R)⊂TpMk

(expp)
∗dMk

=

∫ R

0

∫

Sn−1
1

sk(t)
n−1dσdt

= ωn

∫ R

0

sk(t)
n−1dt,

onde ωn denota o volume (n−1)-dimensional da esfera unitária Sn−1
1 ⊂ TpMk.

Exemplo 4.17.

Seja Mk = S2 ⊂ R3 a esfera unitária centrada na origem de R3. Vamos

usar a fórmula acima para calcular a área de B(p, π
2
), p ∈ S2 (a área de um

hemisfério). Como no nosso caso k = 1, temos sk(t) = sin(t). Como ω2 = 2π,

segue que

V ol(B(p,
π

2
)) = 2π

∫ π
2

0

sin(t)dt = 2π,

resultado que já esperávamos. Note que neste caso, d(p, Cut(p)) = π.

Para o que se segue, precisamos do seguinte lema:

Lema 4.18. Seja I ⊂ R um intervalo e B : I → GLn(R) um caminho dife-

renciável de matrizes ivert́ıveis. Então

d

dt
det B(t) = (det B(t))tr(B′(t)B(t)−1).

Demonstração. Seja B(t) = (b1(t), ..., bn(t)), onde bj(t) denota a j-ésima co-

luna de B(t). Se (bi)′(t) =
∑n

j=1 aij(t)b
j(t), então, suprimindo t quando con-

veniente,

d

dt
det B(t) =

n∑
i=1

det(b1, ..., (bi)′, ..., bn)

=
n∑

i=1

det(b1, ..., aiib
i, ..., bn)

= (det B)
n∑

i=1

aii = (det B)tr(aij)

= (det B)tr(B′B−1).

Note que B′ = B · a>.
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Proposição 4.19. Seja Mn uma variedade Riemanniana completa e orien-

tada, e p ∈ M fixado. Se γ : [0, a] → M\Cut(p) é a geodésica normalizada

γ(t) = expp(tv), então, para 0 < t ≤ a,

∆ρ(γ(t)) =
n− 1

t
+

A′(t, v)

A(t, v)
, (4.12)

onde ’ denota a derivada em relação a t.

Demonstração. Fixe 0 < t0 ≤ a e seja q = γ(t0), de modo que ρ(q) = t0, onde

ρ é a função distância a partir de p = γ(0). Seja ainda {e1 = γ′(t0), e2, ..., en}
uma base ortonormal positiva de TqM e, para 2 ≤ i ≤ n, Ji o campo de Jacobi

ao longo de γ tal que Ji(0) = 0 e Ji(t0) = ei. Pela proposição 4.12, temos

∆ρ(q) = (Hessρ)q(e1, e1) +
n∑

i=2

(Hessρ)q(ei, ei)

=
n∑

i=2

〈J ′i , Ji〉(t0),

onde (Hessρ)q(e1, e1) = 0, pois γ é geodésica.

Agora, para 2 ≤ i ≤ n tem-se Ji(t) = (d expp)tv(tJ
′
i(0)), onde J ′i(0) ∈

Tt0v(TpM) ≈ TpM é o vetor tal que (d expp)t0v(t0J
′
i(0)) = ei. Como 〈Ji, γ

′〉(t) =

0 em [0, t0], derivando obtemos 〈J ′i(0), γ′(0)〉 = 0, com J ′i(0) 6= 0, senão

Ji ≡ 0. Afirmamos que {J ′2(0), ..., J ′n(0)} são linearmente independentes,

e portanto uma base (não necessariamente ortogonal) do complemento or-

togonal de v = γ′(0) em TpM . De fato, sejam α2, ..., αn em R tais que
∑n

i=2 αiJ
′
i(0) = 0. Então, J(t) =

∑n
i=2 αiJi(t) é um campo de Jacobi ao

longo de γ tal que J(0) = 0 e J ′(0) = 0. Dáı, J ≡ 0 e, em particular,
∑n

i=2 αiei =
∑n

i=2 αiJi(t0) = 0, de modo que α2 = ... = αn = 0.

Seja {v, E2, ..., En} uma base ortonormal e positiva de TpM , e

Ei =
n∑

j=2

aijJ
′
j(0),∀2 ≤ i ≤ n.

Então, calculando como anteriormente e denotando c = det(aij), temos

A(t, v) = ((expp)
∗dM)tv(v, E2, ..., En)

= det(aij)((expp)
∗dM)tv(v, J ′2(0), ..., J ′n(0))

=
det(aij)

tn−1
dMexpp(tv)(γ

′(t), J2(t), ..., Jn(t))

=
c

tn−1

√
det B(t),
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onde B(t)ij = 〈Ji(t), Jj(t)〉, para 2 ≤ i, j ≤ n e 0 < t ≤ t0. Note ademais que

B(t0) = I, a matriz identidade. Portanto,

A(t0, v) =
c

tn−1
0

e, pelo lema anterior,

A′(t0, v) = −(n− 1)c

tn0

√
det B(t0) +

c

tn−1
0

(det B)′(t0)

2
√

det B(t0)

= −(n− 1)c

tn0
+

c

2tn−1
0

(det B(t0))tr(B
′(t0)B(t0)

−1)

= −(n− 1)c

tn0
+

c

2tn−1
0

trB′(t0).

Derivando B(t)ij = 〈Ji(t), Jj(t)〉 , obtemos

trB′(t0) =
n∑

i=2

2〈J ′i , Ji〉(t0) = 2∆ρ(q),

de maneira que

A′(t0, v) = −(n− 1)c

tn0
+

c

tn−1
0

∆ρ(q).

Agora, basta calcular A′(t0,v)
A(t0,v)

.

4.4 A Fórmula de Bochner

Afim de dar continuidade às ideias das duas últimas seções, precisamos de

um resultado auxiliar, devido a S. Bochner, que encontrará outras aplicações

posteriormente. É o propósito desta seção estabelecê-lo.

Para o teorema a seguir, se T : V → V é um operador linear auto-adjunto

em um espaço vetorial real de dimensão finita com produto interno, denotamos

‖T‖2 = tr(T 2), o quadrado da norma de Hilbert-Schmidt de T . Assim, sendo

{e1, ..., en} uma base ortonormal de V , segue que

‖T‖2 =
n∑

i=1

〈T 2(ei), ei〉 =
n∑

i=1

|T (ei)|2. (4.13)

Teorema 4.20. (Bochner). Seja Mn uma variedade Riemanniana e f : M →
R uma função suave. Então

1

2
∆|∇f |2 = Ric(∇f,∇f) + 〈∇f,∇(∆f)〉+ ‖Hessf‖2.
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Demonstração. Fixe p ∈ M e seja {ei} um referencial móvel num aberto U ,

geodésico em p ∈ U . Então, temos em p

1

2
∆|∇f |2 =

1

2

∑
i

(Hess|∇f |2)(ei, ei)

=
1

2

∑
i

ei(ei〈∇f,∇f〉) =
∑

i

ei〈∇ei
∇f,∇f〉

=
∑

i

〈∇ei
∇ei

∇f,∇f〉+
∑

i

|∇ei
∇f |2

=
∑

i

〈∇ei
∇ei

∇f,∇f〉+ ‖Hessf‖2, (4.14)

onde usamos a equação 4.13 na última igualdade. Agora, para X ∈ X(M),

temos que

∑
i

〈R(X, ei)∇f, ei〉 =
∑

i

〈∇X∇ei
∇f −∇ei

∇X∇f −∇[X,ei]∇f, ei〉. (4.15)

Como o referencial é geodésico em p, temos que (∇Xei)(p) = 0, e dáı

∑
i

〈∇X∇ei
∇f, ei〉 =

∑
i

X〈∇ei∇f, ei〉 = X(∆f) = 〈X,∇(∆f)〉 (4.16)

em p. Utilizando novamente que o referencial é geodésico em p, juntamente

com o fato de Hessf ser um operador linear auto-adjunto, obtemos sucessiva-

mente em p

〈∇ei
∇X∇f +∇[X,ei]∇f, ei〉 = ei〈∇X∇f, ei〉 − 〈∇X∇f,∇ei

ei〉
+〈∇ei

∇f, [X, ei]〉
= ei〈∇ei

∇f,X〉+ 〈∇ei
∇f,∇Xei −∇ei

X〉
= 〈∇ei

∇ei
∇f, X〉

+〈∇ei
∇f,∇ei

X〉 − 〈∇ei
∇f,∇ei

X〉
= 〈∇ei

∇ei
∇f, X〉. (4.17)

Substituindo 4.16 e 4.17 em 4.15, segue que

∑
i

〈R(X, ei)∇f, ei〉 = 〈X,∇(∆f)〉 −
∑

i

〈∇ei
∇ei

∇f, X〉,

ou ainda

∑
i

〈∇ei
∇ei

∇f,X〉 = Ric(X,∇f) + 〈X,∇(∆f)〉.

Basta agora fazer X = ∇f na última relação acima, substituindo o resultado

em 4.14.
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4.5 O Teorema de Comparação do Laplaciano

Comecemos esta seção com o seguinte resultado de Álgebra Linear.

Lema 4.21. Seja V n um espaço vetorial real n-dimensional com produto in-

terno e T : V → V um operador linear auto-adjunto. Se dim(KerT ) ≥ k,

0 ≤ k ≤ n, então

‖T‖2 ≥ 1

n− k
(trT )2,

com igualdade se e só se a restrição de T ao complemento ortogonal de KerT

for um múltiplo do operador identidade.

Demonstração. Seja {e1, ..., en} uma base de V formada por autovetores de

T , com T (ei) = λiei para 1 ≤ i ≤ n e λi = 0 para i > n − k. Então, pela

desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

‖T‖2 =
n−k∑
i=1

λ2
i ≥

1

n− k
(
n−k∑
i=1

λi)
2

=
1

n− k
(trT )2,

ocorrendo a igualdade se e só se λ1 = ... = λn−k.

Proposição 4.22. Seja Mn uma variedade Riemanniana completa e orien-

tada, p ∈ M e γ : [0, a] → M\Cut(p) a geodésica normalizada γ(t) = expp(tv).

Nas notações da seção 3.3, se f(t) = tA(t, v)
1

n−1 , então, para 0 < t ≤ a, tem-se

∆ρ(γ(t)) = (n− 1)
f ′(t)
f(t)

(4.18)

e

(n− 1)
f ′′(t)
f(t)

+ Ric(γ′(t), γ′(t)) ≤ 0, (4.19)

ocorrendo a igualdade se e só se a restrição de (Hessρ)γ(t) ao complemento

ortogonal de γ′(t) em Tγ(t)M for um múltiplo da identidade.

Demonstração. Note primeiro que como A é suave e A(0, v) = 1, temos f :

[0, a] → R suave. Por outro lado, como |∇ρ(γ(t))| = 1 para 0 < t ≤ a, segue

da fórmula de Bochner que

0 =
1

2
∆|∇ρ|2 = Ric(∇ρ,∇ρ) + 〈∇ρ,∇(∆ρ)〉+ |Heesρ|2.
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Seja g(t) = f(t)n−1 = tn−1A(t, v). Segue da proposição 4.19 que

g′(t)
g(t)

=
(n− 1)tn−2A(t, v) + tn−1A′(t, v)

tn−1A(t, v)

=
n− 1

t
+

A′(t, v)

A(t, v)

= ∆ρ(γ(t)).

Mas desde que g = fn−1, temos g′ = (n− 1)fn−2f ′, e dáı

∆ρ(γ(t)) =
g′(t)
g(t)

= (n− 1)
f ′(t)
f(t)

. (4.20)

Por outro lado,

〈∇ρ,∇(∆ρ)〉γ(t) = 〈γ′(t),∇(∆ρ)〉γ(t) =
d

dt
∆ρ(γ(t)) = (

g′

g
)′(t). (4.21)

Portanto, derivando 4.20 e omitindo t quando conveniente, obtemos

(
g′

g
)′ = (n− 1)

f ′′

f
− (n− 1)(

f ′

f
)2

= (n− 1)
f ′′

f
− (n− 1)(

∆ρ

n− 1
)2.

Logo, 4.21 se escreve

〈∇ρ,∇(∆ρ)〉γ(t) = (n− 1)
f ′′

f
− (n− 1)(

∆ρ

n− 1
)2,

relação que substitúıda na fórmula de Bochner fornece finalmente

0 = Ric(γ′, γ′) + (n− 1)
f ′′

f
+ |Hessρ|2 − (∆ρ)2

n− 1
.

Mas desde que (Hessρ)γ(t)(γ
′, γ′) = 0 e γ′ 6= 0, temos que dim[Ker(Hessρ)] ≥

1. Como ∆ρ = tr(Hessρ), segue do lema anterior que |Hessρ|2− (∆ρ)2

n−1
, donde

segue 4.19.

Observação 4.23. Para M = Mk, uma forma espacial de curvatura seccional

constante k, denotemos por ρ̃, f̃ e Ã os objetos correspondentes na notação

acima. Segue de 4.11 e da definição de f̃ que f̃(t) = sk(t). De s′′k + ksk = 0,

segue que

Ric(γ̃′, γ̃′) + (n− 1)
f̃ ′′

f̃
= (n− 1)k + (n− 1)

s′′k
sk

= 0.

Lema 4.24. (Sturm).Sejam f, g : [0, a] → R funções suaves, tais que f(0) =

g(0) = 0 e f ′(0) = g′(0) > 0. Se k ∈ R é tal que f ′′(t) + kf(t) ≥ 0 e

g′′(t) + kg(t) = 0, ou f ′′(t) + kf(t) = 0 e g′′(t) + kg(t) ≤ 0 para todo t ∈ [0, a],

então:
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1. g(t) > 0 ⇒ f(t) > 0, isto é, o primeiro zero de f não ocorre antes do

primeiro zero de g.

2. Onde g for positiva, temos f
g

não-decrescente e f ≥ g.

Demonstração. As condições sobre f e g garantem a existência de ε > 0 tal

que f, g ≥ 0 em (0, ε). Mostremos primeiro que se f e g forem positivas (0, t0)

então f
g

é não-decrescente. Para tanto, defina F (t) = f(t)
g(t)

para t ∈ (0, t0).

Então F ′(t) ≥ 0 se e só se f ′(t)g(t)− f(t)g′(t) ≥ 0. Basta agora observar que

(f ′g − fg′)(0) = 0 e, em qualquer caso,

(f ′g − fg′)′(t) = f ′′(t)g(t)− f(t)g′′(t)

≥ −kf(t)g(t)− f(t)(−kg(t)) = 0.

Suponha agora que existe t0 ∈ (0, a], tal que g > 0 em (0, t0], f > 0 em

(0, t0) e f(t0) = 0. Como F ′ ≥ 0 em (0, t0) e, pela regra de L’Hôspital,

lim
t→0+

F (t) =
f ′(0)

g′(0)
= 1,

temos f(t) ≥ g(t) em (0, t0), e dáı em [0, t0]. Em particular, f(t0) ≥ g(t0) >

0, uma contradição. Isto termina a prova do item (a) e, por consequência,

também a de (b).

O próximo resultado é conhecido como Teorema de Comparação do

Laplaciano. Novamente aqui, convencionamos π√
k

= +∞ se k ≤ 0.

Teorema 4.25. Seja Mn uma variedade Riemanniana completa e orientada,

p ∈ M e γ[0, a] → M\Cut(p) uma geodésica normalizada partindo de p. Dado

k ∈ R, escolha sobre Mk um ponto arbitrário p0 e uma geodésica normalizada

γ̃ : [0, a] →Mk, partindo de p0. Se RicM ≥ k, então

(∆ρ)(γ(t0)) ≤ (∆ρ̃)(γ̃(t0)), (4.22)

para todo t0 < min{a, π√
k
}. Ademais, há igualdade se e só se KM(γ′(t), X) = k

para 0 ≤ t ≤ t0 e todo X ∈ Tγ(t)M não colinear com γ′(t).

Demonstração. Seja v = γ′(0) e f(t) = tA(t, v)
1

(n−1) . A função correspondente

em Mk é, como vimos acima, f̃ = sk. Nas condições da proposição anterior,

para obtermos a desigualdade do enunciado basta mostrar que

f ′

f
≤ f̃ ′

f̃
. (4.23)
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Para tanto, note que

0 ≥ RicM(γ′, γ′) + (n− 1)
f ′′

f
≥ (n− 1)(k +

f ′′

f
),

isto é, f ′′ + kf ≤ 0. Ademais, f(0) = 0 e

f ′(0) =
d

dt
(tA(t, v)

1
(n−1) ) |t=0= A(0, v)

1
(n−1) = 1.

Para f̃ = sk temos que f̃ ′′ + kf̃ = 0, f̃(0) = 0 e f̃ ′(0) = 1. Se 0 < t0 <

min{a, π√
k
}, temos f, f̃ > 0 em (0.t0]. Portanto, pelo Lemma de Sturm, F = f̃

f

é não-decrescente, isto é, F ′ ≥ 0 em (0, t0]. Isto nos dá 4.23.

Se houver igualdade em t = t0, é imediato do Lemma de Sturm que deve ser

f = f̃ em [0, t0]. Dáı, pela proposição 4.22, para todo t ∈ (0, t0] a restrição de

(Hessρ)γ(t) ao complemento ortogonal de γ′(t) em Tγ(t)M deve ser um múltiplo

da identidade. Portanto, os autovalores não nulos de Hessρ são iguais a

∆ρ(γ(t))

n− 1
=

f ′(t)
f(t)

=
f̃ ′(t)

f̃(t)
=

s′k(t)
sk(t)

.

Segue dáı que se X ∈ Tγ(t)M , com 〈X, γ′(t)〉 = 0, então

∇Xγ′ =
s′k
sk

X.

Afirmamos agora que é posśıvel estender X ao longo de γ, de modo que

[X, γ′] = 0. De fato, para isto ocorrer devemos ter ∇γ′X =
s′k
sk

X. Sendo

e1, ..., en campos ortonormais paralelos ao longo de γ e X(t) =
∑

i ai(t)ei(t),

basta escolhermos as funções ai tais que a′i =
s′k
sk

ai.

Por fim, para |X| = 1, segue da afirmação acima que

KM(X, γ′) = −〈R(X, γ′)γ′, X〉
= −〈∇γ′∇Xγ′ −∇X∇γ′γ

′ +∇[X,γ′]γ
′, X〉

= −〈∇γ′(
s′k
sk

X), X〉

= −(
s′k
sk

)2 − (
s′k
sk

)′〈X,X〉

= −s′′k
sk

= k.
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4.6 O Lema de Omori-Yau

Se Mn é uma variedade Riemanniana fechada e f : M → R é uma função

suave, então existe p ∈ M tal que f assume seu valor máximo (respectivamente

mı́nimo) em p. Portanto, ∇f(p) = 0 e ∆f(p) ≤ 0 (respectivamente ∆f(p) ≥
0). Nesta seção provaremos um análogo deste resultado para funções suaves

sobre variedades completas não necessariamente compactas, o Lema de Omori-

Yau.

Seja Mn uma variedade Riemanniana completa, com conexão de Levi-

Civitta ∇ e tensor curvatura R; denote ainda por ∆ o laplaciano de M . Para

p ∈ M fixado, seja ρ(x) = d(x, p) a função distância a partir de p.

Se γ : [0, l] → M é uma geodésica normalizada ligando p a x, seja

Kγ(x) = min
0≤k≤l

{
n− 1

l − k
− 1

(l − k)2

∫ l

k

(t− k)2Ric(γ′(t))dt

}
, (4.24)

onde Ric denota a curvatura de Ricci de M . Afirmamos que Kγ(x) está bem

definido. De fato,

1

(l − k)2

∫ l

k

(t− k)2Ric(γ′(t))dt ≤ 1

(l − k)2
sup
t∈[0,l]

Ric(γ′(t))
∫ l

k

(t− k)2dt

= (
l − k

3
) sup

t∈[0,l]

Ric(γ′(t)),

de modo que

Kγ(x) ≥ min
0≤k≤l

{
n− 1

l − k
−

(
l − k

3

)
sup
t∈[0,l]

Ric(γ′(t))

}
.

Observe que o mı́nimo acima existe. Basta ver a expressão entre chaves como

uma função de k, digamos g = g(k), que claramente é cont́ınua em [0, l) e

satisfaz

lim
k→l−

g(k) = +∞.

Caso x ∈ M\Cut(p), tome γ como sendo a única geodésica minimizante

ligando p a x, e seja K(x) = Kγ(x). Caso contrário, ponha

K(x) = inf
γ

Kγ(x),

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as geodésicas minimizantes γ ligando p a

x.
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Lema 4.26. Para todo x ∈ M\Cut(p), tem-se ∆ρ(x) ≤ K(x).

Demonstração. Sejam γ : [0, l] → M a única geodésica minimizante ligando p

a x, com comprimento l = ρ(x), e J1, ..., Jn−1 os únicos campos de Jacobi ao

longo de γ, se anulando em γ(0) e tais que Ji(l) = ei(l), onde {e1, ..., en−1, en =

γ′} é um referencial ortonormal e paralelo ao longo de γ. Como Ji(0) = 0 e

〈Ji, γ
′〉x = 0 segue da proposição 4.12 que

(Hessρ)x(Ji, Ji) = 〈J ′i , Ji〉x,

e assim

(∆ρ)(x) =
n∑

i=1

〈∇ei
(∇ρ), ei〉x

=
n−1∑
i=1

〈∇ei
(∇ρ), ei〉x

=
n−1∑
i=1

(Hessρ)x(ei, ei)

=
n−1∑
i=1

(Hessρ)x(Ji, Ji)

=
n−1∑
i=1

〈J ′i , Ji〉x.

Por outro lado, a equação de Jacobi nos dá 〈J ′′i , Ji〉 = −〈R(γ′, Ji)γ
′, Ji〉, de

modo que

Il(Ji, Ji) =

∫ l

0

{〈J ′i , J ′i〉 − 〈R(γ′, Ji)γ
′, Ji〉}dt

=

∫ l

0

{〈J ′i , J ′i〉+ 〈J ′′i , Ji〉}dt

=

∫ l

0

〈J ′i , Ji〉′dt = 〈J ′i , Ji〉x.

Logo,

∆ρ(x) =
n−1∑
i=1

Il(Ji, Ji).

Fixado 0 ≤ k ≤ l, se f : [0, l] → R é dada por

f(t) =





0, se 0 ≤ t ≤ k;

t−k
l−k

, se k ≤ t ≤ l.
,
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então f é suave por partes tal que f(0) = 0 e f(l) = 1. Como 〈Ji, γ
′〉 = 0,

Vi = fei é um campo diferenciável por partes ao longo de γ com 〈Vi, γ
′〉 = 0,

Ji(0) = Vi(0) = 0 e Ji(l) = Vi(l) = ei(l), segue do Lema do Índice que

∆ρ(x) ≤
n−1∑
i=1

Il(fei, fei) =

∫ l

0

n−1∑
i=1

{〈(fei)
′, (fei)

′〉 − 〈R(γ′, fei)γ
′, fei〉}dt

=

∫ l

0

{
n−1∑
i=1

(f ′)2 − f 2Ric(γ′(t))}dt

=
n− 1

(l − k)2

∫ l

k

dt− 1

(l − k)2

∫ l

k

(t− k)2Ric(γ′(t))dt

=
n− 1

l − k
− 1

(l − k)2

∫ l

k

(t− k)2Ric(γ′(t))dt.

Basta agora tomar o mı́nimo sobre todos os 0 ≤ k ≤ l.

Lema 4.27. Se a curvatura de Ricci de M é limitada inferiormente, então

K(x) é limitada superiormente por uma constante que não depende de x, para

todo x ∈ M .

Demonstração. Podemos supor Ric ≥ α, com α < 0 a ser escolhido poste-

riormente. Se γ : [0, l] → M é uma geodésica normalizada ligando p a x,

então

Kγ(x) ≤ min
0≤k≤l

{n− 1

l − k
− α

(l − k)2

∫ l

k

(t− k)2dt}

= min
0≤k≤l

{n− 1

l − k
− α(l − k)

3
}. (4.25)

Vamos estudar a função

f(y) =
n− 1

l − y
− α(l − y)

3
, y 6= l, α < 0.

Derivando, obtemos

f ′(y) =
n− 1

(l − y)2
+

α

3
,

e um cálculo simples nos dá que f ′(y) = 0 se e só se

y = y1 = l −
√
−3(n− 1)

α

ou

y = y2 = l +

√
−3(n− 1)

α
.
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Observe agora que

f ′(y) < 0 ⇔ n− 1

(l − y)2
< −α

3

⇔ −3(n− 1)

α
< (l − y)2

⇔
√
−3(n− 1)

α
< |l − y|

⇔ y ∈ (−∞, y1) ∪ (y2, +∞),

e analogamente

f ′(y) > 0 ⇔ y ∈ (y1, y2), y 6= l.

Assim, y1 é um mı́nimo global para f |(−∞,l), e tomando |α| suficientemente

grande temos 0 ≤ y1 < l. Por fim, como limy→l− f(y) = +∞ segue de 4.25

que

Kγ(x) ≤ f(y1) =
n− 1√
−3(n−1)

α

− α

3

√
−3(n− 1)

α
,

o que conclui a demonstração.

Lema 4.28. Seja γ : [0, l] → M uma geodésica minizante, tal que γ(0) = q e

γ(l) ∈ M\Cut(q). Então existe um aberto U contendo {γ} tal que para todo

x ∈ U há em U no máximo uma geodésica minimizante ligando x a q.

Demonstração. Suponha, sem perda de generalidade, γ normalizada. Por con-

tradição, se nenhum tal U existir, então para todo j ≥ 1 existe xj ∈ M tal

que limj→+∞ dM(xj, {γ}) = 0 e xj é ligado a q por ao menos duas geodésicas

minimizantes distintas, digamos αj, βj:[0, tj] → M com |α′j(0)| = |β′j(0)| = 1.

Ademais, como para todo ponto de uma bola normal Bq centrada em q o raio

geodésico a partir de q é a única geodésica minimizante que o liga a q, temos

xj ∈ M\Bq para todo j ≥ 1.

Passando a uma subsequência, se necessário, podemos supor que existem

0 < t0 ≤ l e v, w ∈ TqM , |v| = |w| = 1, tais que

xj → γ(t0), α
′
j(0) → v, β′j(0) → w.

Pela continuidade da função distância temos que tj → t0, de modo que para

0 ≤ t ≤ t0 temos que γv(t) = expq(tv) e γw(t) = expq(tw) são geodésicas

minimizantes ligando q a γ(t0). Há agora dois casos a considerar:
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• v 6= γ′(0) ou w 6= γ′(0): suponha, sem perda de generalidade, v 6= γ′(0).

Então γ(t0) é ligado a q pelas geodésicas minimizantes distintas γ e γv.

Portanto, pela proposição 4.2 existe t̃ ∈ (0, t0] tal que γ(t̃) é o ponto

mı́nimo de q ao longo de γ, contradizendo nossas hipóteses.

• v = w = γ′(0): então

lim
j

expq(tjα
′
j(0)) = expq(t0γ

′(0)) = lim
j

expq(tjβ
′
j(0)).

Como γ é minimizante e γ(l) ∈ M\Cut(q), novamente pela propsição

4.2 temos que γ(t0) não é conjugado a q ao longo de γ, e portanto

t0γ
′(0) não é um ponto cŕıtico de expq. Logo, expq é injetiva numa

vizinhança de t0γ
′(0), de sorte que, para j suficientemente grande, tem-

se tjα
′
j(0) = tjβ

′
j(0), uma contradição.

Teorema 4.29. Seja Mn uma variedade Riemanniana completa e f : M → R

uma função de classe C2 em M , limitada superiormente. Então, para todo

p ∈ M , existe uma sequência (pk)k≥1 em M tal que

lim
k→+∞

f(pk) = sup
M

f, (4.26)

|∇f(pk)| =
2(f(pk)− f(p) + 1)ρ(pk)

k(ρ(pk)2 + 2) log(ρ(pk)2 + 2)
(4.27)

e

∆f(pk) ≤ 2(f(pk)− f(p) + 1)(ρ(pk)K(pk) + 1)

k(ρ(pk)2 + 2) log(ρ(pk)2 + 2)

+
4(f(pk)− f(p) + 1)ρ(pk)

2

k2(ρ(pk)2 + 2)2[log(ρ(pk)2 + 2)]2
. (4.28)

Demonstração. Para k inteiro positivo, seja

g(x) =
f(x)− f(p) + 1

[log(ρ(x)2 + 2)]
1
k

.

Temos g cont́ınua, e se f(x) ≤ λ para todo x ∈ M ,

g(x) ≤ λ− f(p) + 1

[log(ρ(x)2 + 2)]
1
k

,

de modo que

lim sup
ρ(x)→+∞

g(x) ≤ 0. (4.29)
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Afirmamos que g assume seu máximo em algum pk ∈ M . De fato, desde que

g(p) > 0, segue de (4.29) que existe R > 0 tal que ρ(x) > R ⇒ g(x) <

g(p). Como B(p,R) é limitado e fechado, e M é completa, o Teorema de

Hopf e Rinow nos dá que B(p,R) é compacto. Por continuidade, g assume

um máximo pk em B(p,R), e portanto um máximo global. Em particular,

f(pk)− f(p) + 1 > 0.

Consideremos agora dois casos separadamente:

1ocaso. pk ∈ M\Cut(p): para v ∈ TxM , desde que (omitindo x por

clareza),

v(g) =
v(f)

[log(ρ2 + 2)]
1
k

− 2(f − f(p) + 1)ρv(ρ)

k(ρ2 + 2)[log(ρ2 + 2)]
1
k
+1

, (4.30)

obtemos em pk

0 = ∇g =
∇f

[log(ρ2 + 2)]
1
k

− 2(f − f(p) + 1)ρ∇ρ

k(ρ2 + 2)[log(ρ2 + 2)]
1
k
+1

, (4.31)

e, desde que |∇ρ| = 1, obtemos a equação 4.27.

Para o laplaciano, a equação 4.30 nos dá

v(v(g)) =
v(v(f))

[log(ρ2 + 2)]
1
k

− 2ρv(f)v(ρ)

k(ρ2 + 2)[log(ρ2 + 2)]
1
k
+1

− 2{ρv(f)v(ρ) + (f − f(p) + 1)[v(ρ)2 + ρv(v(ρ))]}
k(ρ2 + 2)[log(ρ2 + 2)]

1
k
+1

+
4(f − f(p) + 1)ρ2v(ρ)2

k(ρ2 + 2)2[log(ρ2 + 2)]
1
k
+2

(
1

k
+ 1 + log(ρ2 + 2)

)
. (4.32)

Portanto, em pk,

0 ≥ ∆g =
∆f

[log(ρ2 + 2)]
1
k

− 4ρ〈∇f,∇ρ〉
k(ρ2 + 2)[log(ρ2 + 2)]

1
k
+1

− 2(f − f(p) + 1)(1 + ρ∆ρ)

k(ρ2 + 2)[log(ρ2 + 2)]
1
k
+1

+
4(f − f(p) + 1)ρ2

k(ρ2 + 2)2[log(ρ2 + 2)]
1
k
+2

(
1

k
+ 1 + log(ρ2 + 2)

)
.

Lembrando que |∇ρ| = 1, segue da equação 4.31 que em pk

〈∇f,∇ρ〉 =
2(f − f(p) + 1)ρ

k(ρ2 + 2) log(ρ2 + 2)
,
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e substituindo essa relação no que fizemos acima, obtemos em pk que

∆f ≤ 8(f − f(p) + 1)ρ2

k2(ρ2 + 2)2[log(ρ2 + 2)]2
+

2(f − f(p) + 1)(1 + ρK)

k(ρ2 + 2) log(ρ2 + 2)

− 4(k + 1)(f − f(p) + 1)ρ2

k2(ρ2 + 2)2[log(ρ2 + 2)]2
− 4(f − f(p) + 1)ρ2

k(ρ2 + 2)2 log(ρ2 + 2)

=
2(f − f(p) + 1)(1 + ρK)

k(ρ2 + 2) log(ρ2 + 2)

+
4(f − f(p) + 1)ρ2

k2(ρ2 + 2)2[log(ρ2 + 2)]2
[2− (k + 1)− k log(ρ2 + 2)]

≤ 2(f − f(p) + 1)(1 + ρK)

k(ρ2 + 2) log(ρ2 + 2)
+

4(f − f(p) + 1)ρ2

k2(ρ2 + 2)2[log(ρ2 + 2)]2
,

que é justamente a desigualdade 4.28.

2o caso. pk ∈ Cut(p): então p ∈ Cut(pk). Se γ é uma geodésica mini-

mizante ligando pk = γ(0) a p, tal que p é o ponto mı́nimo de pk ao longo de

γ, então q 6∈ Cut(pk) para todo q ∈ {γ}, q 6= p, pk. Fixado um tal q = γ(l),

pelo lema 4.28, nós podemos tomar um aberto U contendo {γ |[0,l]}, tal que

para todo x ∈ U há no máximo uma geodésica minimizante ligando q a x.

Denotando por ρq a função distância a partir de q na variedade U , tem-se

ρq suave numa vizinhança de pk, pois pk 6= q e pk 6∈ Cut(q). Por definição de

distância, é claro que ρq(x) ≥ ρq(x), para todo x ∈ U .

Afirmamos agora que a função g : U → R dada por

g(x) =
f(x)− f(p) + 1

{log[(ρq(x) + ρ(q))2 + 2]} 1
k

também atinge seu máximo em pk. De fato, segue de g atingir seu máximo em

pk que, para x ∈ U ,

g(pk) =
f(pk)− f(p) + 1

{log[(ρq(pk) + ρ(q))2 + 2]} 1
k

=
f(pk)− f(p) + 1

[log(ρ(pk)2 + 2)]
1
k

= g(pk)

≥ g(x) =
f(x)− f(p) + 1

[log(ρ(x)2 + 2)]
1
k

≥ f(x)− f(p) + 1

{log[(ρq(x) + ρ(q))2 + 2]} 1
k

= g(x),

onde usamos na última desigualdade que

ρq(x) + ρ(q) ≥ ρq(x) + ρ(q) ≥ ρ(x),
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pela desigualdade triangular. Portanto, ∇g(pk) = 0 e ∆g(pk) ≤ 0.

Observe que o que difere as expressões de g e g é a troca de ρ(x) por

ρq(x)+ρ(q). Como ρ(q) é constante, de modo análogo à expressão 4.30, segue

que para v ∈ TxU e omitindo x por clareza, temos

v(g) =
v(f)

{log[(ρq + ρ(q))2 + 2]} 1
k

− 2(f − f(p) + 1)(ρq + ρ(q))v(ρq)

k[(ρq + ρ(q))2 + 2]{log[(ρq + ρ(q))2 + 2]} 1
k
+1

Portanto, em pk

0 = ∇(g) =
∇f

{log[(ρq + ρ(q))2 + 2]} 1
k

− 2(f − f(p) + 1)(ρq + ρ(q))∇ρq

k[(ρq + ρ(q))2 + 2]{log[(ρq + ρ(q))2 + 2]} 1
k
+1

.

Como |∇ρq| = 1, obtemos

|∇f(pk)| =
2(f(pk)− f(p) + 1)(ρq(pk) + ρ(q))

k[(ρq(pk) + ρ(q))2 + 2] log[(ρq(pk) + ρ(q))2 + 2]
.

Como ρq(pk) + ρ(q) = ρ(pk), obtemos

|∇f(pk)| =
2(f(pk)− f(p) + 1)ρ(pk)

k(ρ(pk)2 + 2) log(ρ(pk)2 + 2)
,

que é justamente 4.27. De maneira semelhante obtemos 4.28.

Para provar 4.26 é suficiente provar que lim sup f(pk) = supM f . Se isto

fosse falso, existiriam x ∈ M e δ > 0 tais que f(x) > lim sup f(pk) + δ. Então,

para todo k suficientemente grande, teŕıamos f(x) > f(pk) + δ/2. Agora,

desde que

f(x)− f(p) + 1

[log(ρ(x)2 + 2)]
1
k

−→ f(x)− f(p) + 1, k −→∞,

tem-se

f(x)− f(p) + 1

[log(ρ(x)2 + 2)]
1
k

> f(x)− f(p) + 1− δ/4

para todo k suficientemente grande. Por outro lado, como f é limitada supe-

riomente, para todo k suficientemente grande tem-se

f(x)− f(p) + 1 > f(pk)− f(p) + 1 + δ/2 >
f(pk)− f(p) + 1

[log(ρ(pk)2 + 2)]
1
k

+ δ/4.
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Portanto, novamente para todo k suficientemente grande, obtemos

g(x) =
f(x)− f(p) + 1

[log(ρ(x)2 + 2)]
1
k

> f(x)− f(p) + 1− δ/4

>
f(pk)− f(p) + 1

[log(ρ(pk)2 + 2)]
1
k

= g(pk),

uma contradição.

Corolário 4.30. Seja Mn uma variedade Riemanniana completa, com cur-

vatura de Ricci limitada inferiormente, e f : M → R uma função de classe

C2 limitada superiormente. Então existe uma sequência (pk)k≥1 de pontos de

M tais que

f(pk) > sup
M

f − 1

k
, |∇f(pk)| < 1

k
, ∆f(pk) <

1

k
.

Demonstração. Sendo C1 = supM f , segue de 4.27 que

|∇f(pk)| ≤ 2(C1 − f(p) + 1)

k
· ρ(pk)

ρ(pK)2 + 2
· 1

log(ρ(pk)2 + 2)

≤ 2(C1 − f(p) + 1)

k
· 1

2
√

2
· 1

log 2
,

e dáı

lim
k→+∞

|∇f(pk)| = 0. (4.33)

Se f assume seu máximo em algum ponto p ∈ M , tomamos pk = p para todo

k, e nada mais há a fazer. Senão, desde que (M,d) é um espaço métrico, a

sequência (pk)k≥1, cuja existência é assegurada pelo teorema anterior, é tal

que limk→+∞ ρ(pk) = +∞. Assim, como RicM >> −∞, segue do lema 4.27

que, para todo k suficientemente grande, K(pk) ≤ C2 para alguma constante

positiva C2 que não depende de k. Portanto, segue de 4.28 que

∆f(pk) ≤ 2(C1 − f(p) + 1)

k

(
C2ρ(pk) + 1

ρ(pk)2 + 2

)
1

log(ρ(pk)2 + 2)

+
4(C1 − f(p) + 1)

k2

(
ρ(pk)

ρ(pk)2 + 2

)2
1

[log(ρ(pk)2 + 2)]2

≤ 2(C1 − f(p) + 1)C3

k log 2
+

C1 − f(p) + 1

2k2 log2 2
,

de modo que

lim sup
k→+∞

∆f(pk) ≤ 0. (4.34)

A conclusão do corolário segue agora de 4.26, 4.33 e 4.34, passando a

uma subsequência, se necessário.
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Corolário 4.31. (Lema de Omori-Yau). Seja Mn uma variedade Riemanni-

ana completa com curvatura de Ricci limitada inferiormente e f : M → R

uma função de classe C2, limitada inferiormente. Então existe uma sequência

(pk)k≥1 de pontos de M tais que

f(pk) < inf
M

f +
1

k
, |∇f(pk)| < 1

k
, ∆f(pk) > −1

k
.

Demonstração. Aplique o corolário anterior à função −f .

Corolário 4.32. (Akutagawa). Seja Mn uma variedade Riemanniana com-

pleta, com curvatura de Ricci limitada inferiormente. Se f : M → R é

uma função não-negativa de classe C2, tal que ∆f ≥ afβ para algum par

de números reais a > 0 e β > 1, então f ≡ 0.

Demonstração. Seja φ : R∗+ → R∗+ uma função suave a ser escolhida posteri-

ormente, e g = φ ◦ f . Então ∇g = φ′(f)∇f e

∆g = div(φ′(f)∇f) = φ′(f)div(∇f) + 〈∇φ′(f),∇f〉
= φ′(f)∆f + φ′′(f)〈∇f,∇f〉
= φ′(f)∆f + φ′′(f)|∇f |2

= φ′(f)∆f +
φ′′(f)

φ′(f)2
|∇g|2,

de modo que

− φ′′(f)

φ′(f)2
|∇g|2 + ∆g = φ′(f)∆f.

Fazendo φ(t) = 1
(1+t)α , α > 0, é simples concluir que

φ′(t) = −αφ(t)
α+1

α ,
φ′′(f)

φ′(f)2
=

(
α + 1

α

)
1

φ(f)
,

e dáı, substituindo na equação acima, obtemos
(

α + 1

α

)
|∇g|2 − φ(f)∆g = αφ(f)

2α+1
α ∆f ≥ aα

fβ

(1 + f)2α+1
.

Se agora tomamos α = β−1
2

> 0, segue que

(
α + 1

α

)
|∇g|2 − g∆g ≥ aα

(
f

1 + f

)β

. (4.35)

Desde que g é C2 e limitada inferiormente (g ≥ 0), segue do corolário 4.31

que existe uma sequência (pk)k≥1 de pontos em M tal que

g(pk) < inf
M

g +
1

k
, |∇g(pk)| < 1

k
, ∆g(pk) > −1

k
.
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Substituindo isto em 4.35, obtemos

α + 1

αk2
+

1

k

(
inf
M

g +
1

k

)
≥ aα

(
f(pk)

1 + f(pk)

)β

. (4.36)

Afirmamos que f(pk) → supM f . De fato, suponha que exista p ∈ M tal

que g(p) = infM g, ou seja, φ(f(p)) = infM g. Então f(p) = supM f , caso

contrário existiria p0 ∈ M com f(p0) > f(p) e então, como φ é estritamente

decrescente, g(p0) = φ(f(p0)) < φ(f(p)) = g(p) = infM g, um absurdo. Dáı,

φ(f(pk)) = g(pk) → g(p) = φ(f(p)). Como φ−1 é cont́ınua, temos f(pk) →
f(p) = supM f .

Suponha por outro lado que g não assuma seu ı́nfimo em M , isto é,

g(p) > inf
M

g, ∀p ∈ M.

Assim, dado p ∈ M existe k0 tal que k > k0 ⇒ g(pk) < g(p), ou seja,

k > k0 ⇒ φ(f(pk)) < φ(f(p)) ⇒ f(pk) > f(p).

Dáı, limk→+∞ f(pk) = supM f .

Portanto, fazendo k → +∞ em 4.36, conclúımos que supM f = 0, e desde

que f ≥ 0, temos f ≡ 0.
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Caṕıtulo 5

Resultados Principais

No que segue, M
n+1

c denota uma variedade de Lorentz completa de curvatura

seccional constante c. O Seguinte teorema e seus corolários são devidos a A.

Caminha ([5]).

Teorema 5.1. Seja x : Mn → M
n+1

c , c ≥ 0, uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço

completa de curvatura média constante H. Se M tem curvatura escalar R ≥ c,

então:

(a) R = c em M .

(b) Se c = 0 e H 6= 0, então Sj = 0 para todo 2 ≤ j ≤ n.

(c) Se c > 0, então M é totalmente geodésica e fechada.

Demonstração. Pela Fórmula de Simons,

1

2
∆|A|2 = |∇A|2 + tr(AP1)|A|2 − S1tr(A

2P1)

+ c[ntr(AP1)− S1tr(P1)], (5.1)

e pela proposição 2.3,

tr(AP1)|A|2 − S1tr(A
2P1) = −2S2|A|2 − S1(−1)(S1S2 − 3S3)

= −2S2|A|2 + S2
1S2 − 3S1S3 (5.2)

e

ntr(AP1)− S1tr(P1) = −2nS2 − S1(−1)(n− 1)S1

= −2nS2 + (n− 1)S2
1 . (5.3)
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Agora, aplicando a segunda desigualdade de Newton (proposição 2.2),

temos

S1S3(
n
1

)(
n
3

) =
S1S3

n
(

n
3

) = H1H3 ≤ H2
2 =

S2
2(

n
2

)2 ,

de modo que um simples cálculo nos dá

3S1S3 ≤ 2(n− 2)

n− 1
S2

2 . (5.4)

Por outro lado, segue da primeira desigualdade de Newton que

(n− 1)S2
1 − 2nS2 = (n− 1)n2

(
S2

1

n2
− 2S2

n(n− 1)

)

= (n− 1)n2(H2
1 −H2) ≥ 0. (5.5)

Vamos agora interpretar a condição sobre R em termos de |A|2: de 2.3 nós

temos S2 ≤ 0. Assim, segue de 2.2 que

|A|2 − S2
1 = −2S2 ≥ 0. (5.6)

Substituindo 5.2, 5.3, 5.4 e 5.5 em 5.1, lembrando que c ≥ 0 e que

S1 = −nH = constante, obtemos sucessivamente

1

2
∆(|A|2 − S2

1) =
1

2
∆|A|2 ≥ −2S2|A|2 + S2

1S2 − 2(n− 2)

n− 1
S2

2

= −2S2

(
|A|2 − S2

1

2
+

(
n− 2

n− 1

) (
S2

1 − |A|2
2

))

= −2S2

( |A|2
2

+

( |A|2 − S2
1

2

)
−

(
n− 2

n− 1

)( |A|2 − S2
1

2

))

= −2S2

( |A|2
2

+
|A|2 − S2

1

2(n− 1)

)

= −2S2

(
n|A|2 − S2

1

2(n− 1)

)

= (|A|2 − S2
1)

(
n|A|2 − S2

1

2(n− 1)

)

=
n

2(n− 1)
(|A|2 − S2

1)

(
|A|2 − S2

1

n

)

≥ n

2(n− 1)
(|A|2 − S2

1)
2. (5.7)

Nosso propósito é aplicar o corolário 4.32 à função |A|2 − S2
1 em 5.7.

Para isto, precisamos saber se a curvatura de Ricci de M é limitada inferi-

ormente. Tome p ∈ M , um vetor unitário v ∈ TpM e uma base ortonormal
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{e1, ..., en−1, en = v} de TpM . Pela Equação de Gauss

(n− 1)Ricp(v) =
∑
i<n

R(ei, en, en, ei)

=
∑
i<n

(c + 〈A(ei, ei), A(en, en)〉 − ‖A(ei, en)‖2)

= (n− 1)c

+
∑
i<n

(−〈A(ei, ei), N〉〈N,A(en, en)〉+ 〈A(ei, en), N〉2)

= (n− 1)c +
∑
i<n

(−〈Apei, ei〉〈Apen, en〉+ 〈Apei, en〉2)

= (n− 1)c− (S1 − 〈Apen, en〉)〈Apen, en〉+
∑
i<n

〈Apei, en〉2

≥ (n− 1)c + 〈Apen, en〉2 − S1〈Apen, en〉

= (n− 1)c +

(
〈Apen, en〉 − 1

2
S1

)2

− 1

4
S2

1

≥ (n− 1)c− S2
1

4
. (5.8)

Assim, aplicando o corolário 4.32 com β = 2, nós temos |A|2 = S2
1 em M .

Por 2.2, isto é o mesmo que S2 = 0, ou, por 2.3, R = c em M , o que nos dá

o item (a).

Como em 5.7 temos agora a igualdade, segue que ∇A = 0 e de 5.4 que

H1H3 = H2
2 = 0. Como usamos que

c[ntr(AP1)− S1tr(P1)] = c[(n− 1)S2
1 − 2nS2]

= c(n− 1)n2(H2
1 −H2) ≥ 0,

segue que cH2
1 = cH2 = 0 em M . Se c = 0 e H1 = H 6= 0 então H3 = 0, e

como H2 = 0, segue do item (c) da proposição 2.2 que Sj = 0 em M , para

todo 2 ≤ j ≤ n, que é justamente (b).

Se c > 0 então H2
1 = H2 = 0 em M , ou seja, S2

1 = S2 = 0. De 2S2 + |A|2 =

S2
1 segue que A = 0, isto é, M é totalmente geodésica. Mais ainda, 5.8 nos dá

Ricp(v) ≥ c− S2
1

4(n− 1)
= c > 0,

para todo p ∈ M e todo v ∈ TpM , |v| = 1. Segue então do Teorema de Bonnet-

Myers que M é fechada (compacta sem bordo), com diam(M) ≤ π
√

1
c
, o que

conclui a demonstração do teorema.
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Corolário 5.2. Seja x : Mn → Sn+1
1 uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço completa

de curvatura média constante H no espaço de De Sitter. Se M tem curvatura

escalar R ≥ 1, então

x(M) = {p ∈ Sn+1
1 ; 〈p, w〉 = 0},

para algum w ∈ Ln+2 tal que 〈w, w〉 = −1.

Demonstração. Em [3] e [13] os autores caracterizaram hipersuperf́ıcies tipo-

espaço fechadas CMC de Sn+1
1 como sendo totalmente umb́ılicas. Mais pre-

cisamente, tais hipersuperf́ıcies são dadas por

Mτ,w = {x ∈ Sn+1
1 ; 〈x,w〉 = τ},

para algum τ ∈ R e algum w ∈ Ln+2 tal que 〈w, w〉 = −1. Pelo item (c) do

teorema anterior, M é fechada e totalmente geodésica, de modo que A ≡ 0.

Determinemos o operador de Weingarten A com respeito a Mτ,w. A aplicação

diferenciável f : Sn+1
1 → R dada por f(x) = 〈x, w〉 é tal que f−1(τ) = Mτ,w.

Um cálculo direto nos dá que∇f(x) = wT , onde wT é a componente tangencial

de w. Em particular, se x ∈ Mτ,w então, para todo v ∈ TxMτ,w,

dfx(v) = 〈wT , v〉 = 〈w, v〉 = 〈w − τx, v〉,

pois v ∈ Tx(Sn+1
1 ) = {u ∈ Ln+2; 〈u, x〉 = 0}. Dáı, como 〈w − τx, x〉 = 0 se

x ∈ Mτ,w, temos ∇f(x) = w − τx, para todo x ∈ Mτ,w, e portanto,

N(x) =
w − τx√

|〈w − τx, w − τx〉|
=

w − τx√
τ 2 + 1

é um campo normal unitário para Mτ,w. Sendo assim, o operador de Wein-

garten é dado por

A(v) = −∇vN = −∇v

(
w − τx√
τ 2 + 1

)

= − 1√
τ 2 + 1

(∇vw − τ∇vx)

=
τ√

τ 2 + 1
∇vx

=
τ√

τ 2 + 1
v,

onde ∇ é a conexão de Levi-Civitta de Sn+1
1 .
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Portanto, como sabemos que A ≡ 0, temos que τ = 0, e o resultado segue-

se.

Corolário 5.3. Seja x : Mn → Ln+1 uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço completa

de curvatura média constante H > 0. Se a curvatura escalar R de M é não-

negativa, então x(M) é um cilindro sobre uma curva plana γ. Além disso, a

menos de isometrias de Ln+1, temos

γ(x1, ..., xn) = (x1, 0, ..., 0, g(x1)),

onde

g(x1) =

√
|c|

nH
−

√(
x1 −

√
c2 − 1

nH

)2

+
1

n2H2

e c ∈ R é arbitrário e tal que |c| ≥ 1.

Demonstração. Note que S1 = −nH 6= 0, e segue-se então do item (b) do

teorema 5.1 que S2 = ... = Sn = 0. Logo, se λ1, ..., λn são os autovalores do

operador de Weingarten A associados à base ortonormal {ei}n
i=1, apenas um

λi, i = 1, ..., n, é não-nulo, digamos λ1 6= 0. Assim, se N é o campo normal

unitário e tipo-tempo que dá a orientação de M , segue que λi = 〈Aei, ei〉 =

〈α(ei, ei), N〉. Isto nos dá que α(e1, e1) 6= 0 e α(ej, ej) = 0 para j = 2, ..., n.

Portanto, {e2, ..., en} é uma base para o subespaço de nulidade relativa

∆(x) = {X ∈ TxM : α(X,Y ) = 0,∀Y ∈ TxM},

para todo x ∈ M . Ou seja, a nulidade relativa ν de M é identicamente n− 1.

Dáı, pelo teorema 1.15 (de Ferus), a distribuição de nulidade relativa é suave

e integrável, e as folhas são completas e totalmente geodésicas em Mn e Ln+1.

Segue então do argumento da prova do teorema 1.17 (ver caṕıtulo 5 de [7]),

que M é um cilindro sobre uma curva plana.

Por outro lado, em [3] mostra-se que toda hipersuperf́ıcie tipo-espaço com-

pleta Mn de Ln+1 é o gráfico

(x1, ..., xn) 7→ (x1, ..., xn, f(x1, ..., xn))

de alguma função f : Rn → R com norma do gradiente |∇f | < 1. Mais ainda,

mostra-se também em [3] que a curvatura média H de M é dada por

nH = −div

(
∇f√

1− |∇f |2

)
.
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Dáı, a menos de isometrias de Ln+1 nós podemos assumir que M é o gráfico

de f(x1, ..., xn) = g(x1). Assim, ∇f = (g′, 0, ..., 0), de modo que segue facil-

mente da equação acima que

nH = − g′′

[1− (g′)2]
3
2

.

Multiplicando ambos os membros da equação acima por g′, obtemos a EDO

nHg′ +
g′g′′

[1− (g′)2]
3
2

= 0.

Integrando de 0 a x1 e assumindo sem perda de generalidade que g(0) = 0,

nós temos

∫ x1

0

(
nHg′ +

g′g′′

[1− (g′)2]
3
2

)
dx1 =

(
nHg +

1√
1− (g′)2

)
|x1
0

= nHg(x1) +
1√

1− g′(x1)2
− 1√

1− g′(0)2

= 0,

ou seja,

nHg +
1√

1− (g′)2
= c,

onde c = 1/
√

1− g′(0)2 é tal que |c| ≥ 1. Agora é só checar que

g(x1) =
√

α2 + β2 −
√

(x1 − α)2 + β2

é a soulção da EDO acima, onde α =
√

c2 − 1/(nH) e β = 1/(nH).
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