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Resumo

Neste trabalho estudaremos uma generalizacao do Algoritmo de De Casteljau, que é um
procedimento recursivo para construcao de curvas de Bezier em espacos Euclidianos,

para grupos de Lie e Esferas S2, com énfase nas curvas de Bezier de grau 3.



Abstract

In this paper we study a generalization of the De Casteljau algorithm, which is a
recursive procedure for constructing Bezier curves in Euclidean spaces, for Lie Groups

and Spheres S2, with emphasis on Bezier curves of degree 3.
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Introducao

Utilizamos o Algoritmo de De Casteljau para gerar curvas polinomiais de inter-
polacao no espaco Fuclidiano R™. Tais curvas sao chamadas curvas de Bezier, e seus

pontos sao calculados através da recursao

X[ (1) = (1 —t)x] (1) + tx] [ (1)

1

r=1,....n 0
e Xi =X
1i=0,....n—7
onde Xg,X1,...,Xn € R™ sdo chamados pontos de controle da curva e t € [0, 1].

Nos anos atuais tem aumentado o interesse em ferramentas matematicas que combi-
nam as idéias basicas destas curvas com outras teorias, afim de permitir a resolucao de
varios tipos de problemas. Como exemplo podemos citar o Planejamento de Trajetérias
Suaves de Robos Moveis, onde, utilizando métodos proprios, gera-se um conjunto de
pontos intermediarios de passagem, que leva o robo de uma posi¢ao inicial a uma posigao
final, levando em conta certos obstaculos, como mostra a figura 1'. A trajetéria global
resultante é gerada usando um interpolador baseado em curvas de Bezier.

Também podemos citar como exemplo de aplicacao A Interpolagao de Movimento

em Animacao, como mostra a figura 22,

IExtraida do artigo: Planejamento de Trajetéria para o Robé Omni Utilizando o Algoritmo Mapa

de Rotas Probabilistico, VII SBAI/ 1T IEEE LARS. Sao Lufs, setembro de 2005.
2Extraida do artigo: Lie Group Integrators for Animation and Control of Vehicles, ACM Transac-

tions on Graphics, Vol. 28, No. 2, April 2009.
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Figura 1: Planejamento em Trajetérias Suaves de Robos Moveis

Figura 2: Interpolagao de Movimentos em Animacao

Faremos um breve estudo dessas curvas no R™, no primeiro capitulo, verificando suas
principais propriedades, onde também observamos que podemos generalizar tal idéia
para uma variedade Riemanniana, apenas utilizando uma generalizacao de interpolagoes
lineares, que sao as interpolacoes geodésicas, no processo de recursao, ou seja, sendo
{x0,X1,...,Xn} um conjunto de pontos distintos em uma variedade Riemanniana M,

que assumiremos ser completa, denote por (t,xi,Xi+1) 0 arco de geodésica que liga
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o ponto x; (t =0) ao ponto x;,1 (t = 1), entdo temos a recursao:
Bolt,xi) =%xi Vi=0,...,n
Bre(t, xi, -+ oy Xiga) = B (b, Pre—r (,Xi, -+ oy Xipre—1)s Pre—1 (6, X1, Xigk))
k=1,....,n; 1=0,...,n—Kk.
Nos capitulos posteriores, trabalharemos estas idéias em duas Variedades Rieman-
nianas particulares que sao o grupo SO(3) e a esfera S%2. Para isso, consideramos
inicialmente uma curva de Bézier de grau 3 em um grupo de Lie compacto qualquer

que é dada por
t — p(t) =exp(tle(t)) exp(tLa(t)) exp(tLi)xo

onde o ponto xq pertence ao grupo G e Lg(t), L4(t) e Ly sdo geradores infinitesimais de
certas curvas geodésicas em G. Posteriormente mostramos que esta curva satisfaz as
condicoes

p(0) =xq p(l) =x3

d
E(O) = 3L1x0 d_E(l) = 3L3x3

e baseado neste fato, de acordo com a formulagao de curvas de Hermite, utilizamos
d d

LPye P
dt dt
construcao de curvas de Bézier em SO(3).

os dados xg, X3, (1) para chegarmos ao algoritmo de De Casteljau para a
Com relacao as curvas de Bézier de grau 3 em S? utilizamos os arcos de geodésicas
que ligam dois pontos, digamos x; (t = 0) e x441 (t = 1) que é dada pela seguinte

férmula
sen((1 — t)eil)X. sen(tG%)X.
sen(61) ' sen(01) T

onde 0] = cos™(xi, xi41) ¢ 0 angulo entre os vetores x; € Xi;1. E com isso considerando

B1(t,xi, Xip1) =

0f = cos '{xi,xi;1), 1=0,1,2
e%(t) = COS_1<Bl(ta xiaxi+1)7 Bl(ta xi+l7xi+2)>7 i= Oa 1
Gg(t) = cos” " (Balt, X0, X1, X2), Ba(t, x1,%2,%3)),
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sen((1—1t)0(t))
sen0(t)

sen (tO(t))

ft,8(t) = sen0(t)

g(t,0(t)) ==

temos a curva de Bézier de grau 3 que é dada por

g(t,05(t))g(t,05(t))g(t, 05)x0 + {g(t, 05 (t))g(t, 03 (t))f(t, O5)
gl(t, 05(t))f(t,03(t))g(t,07) + f(t,05(t))g(t, 03(t))g(t,0]) } x4

{g(t, 05 (1)) f(t, 03(t))f(t,01) + f(t,05(t))g(t, 07 (t))f(t, 61)

p(t)

f(t,05(t))F(t, 07(t))g(t, 05) } xa

+ o+ o+ o+

f(t, 05 (1)) f(t, 0F7())F(t, 05)xs

Também em S? mostramos como construir uma curva de Bézier de grau 3 utilizando
dp( dP(
dt dt

Vale ressaltar que a importancia de estudar tais idéias em grupos de Lie e, particular-

apenas os dados X, X3, 0) e 1).

mente, no grupo SO(3) é que podemos utilizar essa generalizacao para implementarmos
o Algoritmo de De Casteljau em S? de uma maneira mais simples, sem utilizar muitos
caculos, conforme vimos anteriormente. Implementar esse algoritmo desta forma é um
objetivo futuro deste trabalho, fazendo necessario neste momento entender a teoria por
tras destas idéias.

Por fim mostramos, no tiltimo capitulo, os resultados experimentais da implementagao

das idéias do algoritmo de De Casteljau, no espaco Euclidiano R? e na esfera S2.

13



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Variedades Riemannianas

Por uma questao de completitude mostraremos algumas definicoes de Geometria que

usaremos nos capitulos posteriores.

Definicao 1.1. Uma variedade diferencidavel de dimensao n € um conjunto M e uma

familia de aplicagoes biunivocas X : Uy C R™ — M de abertos U, de R™ em M tais

2. Para todo par &, B, com xo(Ug) (N xp(Ug) = W # 0, os conjuntos x (W) e

xgl(W) sao abertos em R™ e as aplicacoes xgl 0 Xy Sao diferencidveis;

3. A familia {(Uy, xo)} € mdzima relativa as condi¢oes 1 e 2.

Definigao 1.2. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno (,)p, no espago
tangente T,M, que varia diferenciavelmente no sequinte sentido: Sex :U C R™ — M

¢ um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(X1,X2,...,xXn) =g € x(U) e

9 d d ) i
Ox,t (q),a—xj(q)> = gyj(x1,...,Xn) € uma funcao

diferencidvel em U.

= U DR ta
(@) = Q0. 1o, 0), entdo (-

14



A definicao anterior nao depende da escolha do sistema de coordenadas. Uma
variedade diferenciavel com uma dada métrica Riemanniana chama-se uma Variedade
Riemanniana.

A existéncia de um produto interno que varia diferenciavelmente em relacao a escolha
do ponto p € M possibilita definir conceitos como angulo entre vetores, comprimento

de curvas, angulo entre curvas e isometrias, entre outros.

Definicao 1.3. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f: M —

N € chamado isometria se:

(u,v)p = (dfp(u), dfp(v))¢(p)
para todop € M, u, ve T,M.

Seguem alguns exemplos de Variedades Riemannianas.

0
Exemplo 1. M = R™ com 3 identificado com e; = (0,...,1,...,0). A métrica é

Xi

dada por (e, ej) = dyj.

Exemplo 2. As esferas S™(r) = {x € R™"":||x|| = 1}, que podem ser munidas de uma

métrica induzida de R™ através da projecao estereogrdfica.

Exemplo 3. Os grupos de Lie. Na prorima secao mostraremos a defini¢cao de grupos

de Lie, e também como definir uma métrica Riemanniana.

Definicao 1.4. Uma aplicagao diferencidvel ¢ : I — M de um intervalo aberto I C R
em uma variedade diferencidqvel M chama-se uma curva (parametrizada). Um campo
vetorial V ao longo de uma curva ¢ : 1 — M € uma aplicagao que a cada t € 1 associa

um vetor tangente V(t) € Te)M.

Dada uma variedade Riemanniana M, uma curva ¢ em M, seja (U, x) um sistema
de coordenadas em M em torno de c(tg) e c(t) = (x1(t),...,xn(t)) as coordenadas
locais de c, entao c é geodésica se e sO se

dQXk k dXi %

e 2V at

)
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Exemplo 4. Seja M = R™. As geodésicas de M sao retas parametrizadas propor-

ctonalmente ao comprimento de arco.

Exemplo 5. Seja M = S™. As geodésicas de M sao os circulos mdzimos de S™

parametrizados pelo comprimento de arco.

Exemplo 6. Em um grupo de Lie compacto G, as geodésicas sdo os subgrupos a um

parametro de G e suas translacoes.

1.2 Grupos de Lie

Mostraremos nesta secao as idéias basicas de Grupos de Lie que utilizaremos nos

proximos capitulos.

Definicao 1.5. Um grupo de Lie é um grupo G cujo conjunto subjacente possui uma

estrutura de variedade diferencidavel, de modo que a aplica¢ao

p: GxG — G
(9;h) +— gh

¢ diferencidvel.

Assumimos aqui que G é de classe C* assim como a operacao produto p. Dado
g € G definimos as translacoes a esquerda e a direita, respectivamente por
Eg:G — G Dy:G — G
h +— Eg(h)=gh h +—— Dgy(h)=hg
Decorre da definicao de grupos de Lie que tais aplicagoes sao difeomorfismos.

Temos um vasto nimero de exemplos de grupos de Lie. Por exemplo tomando
qualquer espaco vetorial de dimensao finita V sobre R, com a operacao 4+ em V temos
uma grande classe deles.

A grande forca da teoria dos grupos de Lie esta baseada na existéncia das algebras
de Lie associadas aos grupos. As algebras de Lie possibilitam transportar métodos da

algebra linear ao estudo de objetos nao lineares, como sao os grupos de Lie.

16



Definicao 1.6. Uma dlgebra de Lie consiste de um espago vetorial g munido de um

produto (colchete) [-,-] 1 g X g —> @ que satisfaz as propriedades
1. O colchete [-,-] € linear em cada uma das varidveis (bilinear);
2. [A,B] = —[B, Al, para A,B € g (Anti-simetria);

3. Identidade de Jacobi: para A,B,C € g,

(A, [B, Cl] = [[A, B], C] + [B, [C, Al

E importante mencionar que um subespaco h C g é uma subalgebra de Lie se for
fechado pelo colchete, e neste caso h é também uma algebra de Lie.

Um exemplo de algebra de Lie é dado pelo espaco vetorial dos campos de vetores
sobre uma variedade diferencidvel (C*) munido do colchete de Lie de campos de vetores.

Também teremos uma algebra de Lie se considerarmos o conjunto gl(n,R) de todas
as matrizes n X n reais munido do colchete [A, B] = AB—BA, onde AB indica o produto
usual de matrizes.

Queremos definir a algebra de Lie de um grupo de Lie, para isso faz-se necessario o

estudo dos campos invariantes.

Definicao 1.7. Seja G um grupo de Lie. Um campo de vetores X em G € dito
e invariante a direita se,d(Dg)n(X(h)) =X(hg), V g,h € G.
e invariante a esquerda se, d(Eg)n(X(h)) = X(gh), ¥g,h € G.

Da condicao de invariancia a direita, temos X(g) = X(1-g) = d(Dg):(X(1)). Assim
temos que um campo invariante a direita (ou a esquerda) é completamente determinado
por seu valor no elemento neutro 1. Com isso podemos associar a cada elemento do
espaco tangente T;G um tnico campo invariante a direira e um tnico campo invariante

a esquerda.

17



Desta forma, dado A € T,G, denotaremos por A4 e A os campos invariantes a

direita e a esquerda, respectivamente, associados ao campo A, ou seja
A%(g) = d(Dg)i(A) e A°(g) =d(Eg)(A)

Agora denote por Inv?® e Inv® o conjunto dos campos invariantes 3 direita e a
esquerda, respectivamente. Tais conjuntos sao subespagos vetoriais (sobre R), do espago

de todos os campos de vetores em G, e também temos que as aplicacoes

6 — Imvd T,G — Inve

A +— Ad A — A€

sao isomorfismos entre os espagos vetoriais correspondentes.

Os espacos de campos invariantes Inv® ou Inv® munidos com o colchete de Lie, sao
subalgebras de Lie da algebra de Lie de todos os campos de vetores em G, pois dados
X e Y campos invariantes a direita (ou a esquerda) num grupo de Lie G, temos que
o colchete de Lie [X,Y] é invariante a direita (a esquerda). Este fato é consequéncia
da féormula geral: Sejam M uma variedade, X, Y campos de vetores em M e ¢ um
difeomorfismo de M. Entao! ¢.[X,Y] = [$.X, $.Y]. Logo basta aplicar esta férmula a
¢ =Dy (ou Eg) e X, Y, campos invariantes.

Assim ambos os espacos vetoriais Inv® ou Inve admitem estruturas de dlgebra de
Lie. Logo definimos a algebra de Lie de um grupo de Lie G como sendo qualquer uma
das algebras de Lie Inv¢ ou Inve.

Essas dlgebras de Lie sao isomorfas, nao havendo ambiguidade na definicao acima.
Como o espaco tangente T;G ¢ isomorfo tanto a Inv® quanto a Inv®, o colchete de Lie
de campos de vetores restrito ao subspaco dos campos invariantes induz, através destes
isomorfismos, os colchetes [, 14 € [, ]e em T; G, que sdo dados por [A, Blq = [A4, B4](1)
e [A,Ble = [A¢,B€](1), A,B € T,G, e assim com estes colchetes temos uma estrutura

de algebra de Lie em T;G. Desta forma temos a definicao:

1O sfmbolo * representa um elemento qualquer de G.

18



Definigao 1.8. A dlgebra de Lie do grupo de Lie G, denotada por g, é qualquer uma

das dlgebras de Lie isomorfas Inve, Inve, (TyG, [, ]a) ou (T1G, [+, Je).

Dizemos que uma métrica Riemanniana em G é invariante a esquerda se (u,v), =
(d(Ex)yu, d(Ex)yV)e, (y) Para todo x,y € G, u,v € T,G, isto é, se Ex é uma isometria.
De maneira analoga definimos uma métrica Riemanniana invariante a direita. Uma
métrica Riemanniana invariante a esquerda e a direita é chamada bi-invariante.

Para introduzir em G uma métrica invariante a esquerda, tome um produto interno

qualquer (, ). em g e defina
<u7v>X = <(dEX_1)X(u)7 (dEx—l)x(V)>e

Como E, depende diferencidavelmente de x isso fornece realmente uma métrica Rieman-
niana, evidentemente invariante a esquerda.

De maneira andloga podemos construir em G métricas invariantes a direita. Também
se G for compacto, G possui uma métrica bi-invariante.

Outro conceito muito importante é o da aplicacao exponencial exp : g — G, que
¢ o objeto central usado para transportar ao grupo de Lie G as propriedades de sua
algebra de Lie g.

Por definicao, sabemos que os elementos de g sao equacoes diferenciais ordindrias em
G (Campos invariantes), que possuem fluxos, os quais sao formados por difeomorfismos
locais de G. Os elementos formadores desses fluxos se identificam naturalmente a ele-
mentos de G, permitindo construir a partir de X € g, um subspago de G parametrizado
por t € R (subgrupo a l-parametro). A aplicagdo exponencial é construida a partir
desses grupos, como veremos a seguir.

Seja X um campo invariante (& esquerda ou a direita de G). Denote por X; o seu
fluxo. Em principio X; é um fluxo local, isto é, para t fixado, o dominio domX; de X;
¢ o subconjunto aberto de G das condicoes iniciais cujas solugoes se prolongam até t.

A invariancia de X acarreta na seguinte simetria do fluxo X;. Dado X € Inv? temos
Xi(hg) = X¢(h)g

19



Em particular tomando h = 1 temos X{(g) = X¢(1)g. Isto é, a solucao que passa por
g ¢ obtida por translacao a direita da solugao que passa pelo elemento neutro.

De maneira analoga dado Y € Inv® temos
gYi(h) = Yi(gh)

e assim Yi(g) = gY¢(1).

Um campo invariante (& esquerda ou a direita) é completo, ou seja, suas trajetérias
se prolongam sobre todo o R. Também se A € T,G, entdo as trajetérias (A4)(1) e
(A€)¢(1), que passam pelo elemento neutro coincidem para todo t € R. Além do mais,
a aplicacdao t € R — (A%)((1) € G é um homomorfismo do grupo aditivo R a valores
em G. Assim com essas descrigoes das trajetérias dos campos invariantes podemos

definir a aplicacao exponencial.
Definicao 1.9. Seja X € T\G. Entdo, expX = (X4)—1(1) = (X€) =1 (1).

Assim se X é um campo invariante exp X é o valor em t = 1 da solucao de X que
passa pelo elemento neutro quando t = 0.

Segue abaixo algumas propriedades da aplicacao exponencial:
1. exp(0) =1;
2. Paratodo X eget,seR,
expl(t + s)X] = exp(tX) exp(sX) = exp(sX) exp(tX).
Com isso temos que que (exp X) ™! = exp(—X);
3. Dados X,Y € g, [X,Y] =0 se, e somente se, exp(tX) exp(sY) = exp(sY) exp(tX).

Assim como vimos anteriormente a aplicagao t — exp(tX), X € g, é um homomor-
fismo. Portanto

{exp(tX);t € R}

20



¢ um subgrupo de G, denominado de subgrupo a 1-parametro gerado por X. Da segunda
propriedade acima temos que os elementos do subgrupo {exp(tX); t € R} comutam entre
si.

Se G é um grupo de Lie compacto, entao as geodésicas de G (com relacao a uma
métrica bi-invariante) sdo os subgrupos a l-parametro e suas translagoes, isto é, se
X egeteR entao exptX é uma geodésica de G assim como h(exp tX) e (exptX)h,
onde h € G.

Sejam G e H dois grupos de lie. Um homomorfismo ¢ : G — H diferenciavel entre
G e H é chamado de homomorfismo entre grupos de Lie. A mesma terminologia se
aplica a isomorfismos e automorfismos de grupos de Lie.

Levando em conta o principio de que os grupos de Lie devem ser estudados através
das algebras de Lie, os homomorfismos entre grupos de Lie devem ser descritos através
dos homomorfismos entre suas algebras de Lie.

Um homomorfismo entre as algebras de Lie g e i) é uma aplicagao linear 8 : g — b
que satisfaz 0[X,Y] = [0X, 0Y] para todo X,Y € g. A relacao entre os homomorfismos
de grupos e algebra de Lie é fornecida pela diferencial no elemento neutro como segue:
Sejam G e H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e b, respectivamente. Sejad : G — H

um homomorfismo diferencidavel e tome X € g. Entao para todo g € G, vale

dd4(X?(g)) = Y4 (d(g))

onde Y = dd(X).

Um caso particular de homomorfismo entre grupos de Lie é dado quando o contra-
dominio é o grupo linear Gl(n,R), ou seja, o grupo das transformacoes lineares in-
versiveis de R™, ou simplesmente, o grupo das matrizes n X n inversiveis. Nesse caso,
o homomorfismo é chamado de representacao do grupo. De maneira geral, uma repre-
sentacao de um grupo G num espaco vetorial V é uma acao p de G em V tal que todas
as transformagoes p(g) sao aplicagoes lineares de V. Temos que cada p(g) é inversivel

e que p: G — GL(V) é um homomorfismo, onde GLl(V) denota o grupo das trans-
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formacoes lineares inversiveis de V. O espaco V é chamado de espago de representacao
e dimV sua dimensao.

Seja p uma representagao de dimensao finita (diferenciavel) de G em V. A dlgebra de
Lie do grupo GLl(V) é denotada por gl(V), ela coincide com o espaco das transformacoes
lineares V. — V com o colchete dado pelo comutador. A diferencial de p na identidade
dp; : g — gl(V) é um homomorfismo de dlgebras de Lie e como tal uma representacao
em V da dlgebra de Lie g. Essa representacao é denominada representacao infinitesimal

associada a p. A férmula abaixo relaciona as duas representacoes:

p(exp X) = exp(dp:(X)). (1.1)

Existe uma representacao natural de um grupo de Lie G em sua algebra de Lie.
Essa representacao é construida da seguinte forma: Um elemento g € G define o au-
tomorfismo interno Cg4(x) = gxg™'. E claro que C4(1) = 1, portanto d(Cg); é uma

aplicacao linear g — g. Dados g, h € G,
Cyo0Cn(x) =glhxh™")g~' = Cgn(x)

o que implica que d(Cg); o d(Cp)1 = d(Cgn)i. Dai que a aplicacao g — d(Cgq); ¢

uma representacao de G em g, isto é um homomorfismo de G em Gl(g).

1.3 Curvas de Bézier e o Algoritmo de De Casteljau

O algoritmo de De Casteljau é um procedimento recursivo para gerar curvas polino-
miais de interpolagao de grau n no espago Euclidiano R™. Tais curvas sao conhecidas
como curvas de Bézier.

Iniciaremos o estudo do algoritmo de De Casteljau com o seguinte problema: Dado
um conjunto de pontos {Xg,X1,...,Xn} € R™ construir uma curva que tenha inicio no
ponto Xg, fim no ponto x,, e tenha sua forma controlada pelos demais pontos, no sentido

de que se alterarmos a posicao destes, a curva terd um novo esboco. Uma curva com
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estas caracteristicas pode ser construida usando seguidas interpolacoes lineares. Para
exemplificar considere o caso de uma parabola no plano, ou seja, uma curva que inicia
em um ponto Xg, termina em um ponto X, e tem a sua forma controlada por um ponto

Xx1. Logo temos

Figura 1.1: Curva de Bézier construida com Interpolacoes Lineares

xo(t) = (1 —t)xo+tx; e x(t) = (1 —t)xs + txo
xg(t) = (1 —t)xg(t) + txj(t) =
x2(t) = x5 (1) = (1 —t)*x + 2t(1 — t)x; + t°xy

Embora simples o caso acima ¢ muito 1til para entendermos como funciona o algo-
ritmo de De Casteljau que possui uma generalizagao bem natural para uma curva de
grau n qualquer no R™.

Dados xg,X1,...,Xn € R e t € [0, 1] temos

xI(t) = (1 —t)x] ' (t) + tx{ | (t)

1

i=0,....n—r

n

Como percebemos no exemplo anterior, os pontos da forma x™(t) = x{'(t) sdo os

pontos pertencentes a curva de Bézier.
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Faremos agora algumas consideracoes sobre curvas de Bézier.

1. O poligono formado pelos pontos Xg,...,X, ¢ chamado Poligono de Bézier ou
Poligono de Controle da curva de Bézier. Similarmente os vértices do poligono

sao chamados de Pontos de Bézier ou Pontos de Controle.

2. Curvas de Bézier sao invariantes por aplicacoes afins. Ou seja, calcular os pontos
x"(t) e depois aplicar esses pontos em uma transformacao afim terd o mesmo
efeito que aplicar a transformacao afim no poligono de controle e depois calcular
os pontos x™(t). Isto é consequéncia do fato de ser o algoritmo de De Casteljau

composto por interpolagoes lineares que sao invariantes por aplicagoes afins.

3. Curvas de Bézier sao invariantes por mudancas de parametrizacao. Isto quer
dizer que a curva nao precisa necessariamente ser definida sobre o intervalo [0, 1],

u—a
bastando aplicar a mudanca de parametrizacao t = T— onde temos a <u<b
—a

para definirmos a curva sobre um intervalo arbitrario [a, b].

4. Para t € [0,1], x™(t) pertence ao fecho convexo do poligono de controle. Isto
ocorre porque todo ponto intermediario b ¢ obtido através de uma combinagao
baricéntrica convexa de pontos anteriores bjrfl. Assim nenhum passo do algoritmo

De Casteljau produz pontos fora do fecho convexo de x;.

5. A curva de Bézier satisfaz as seguintes condigoes x™(0) = xg, x™(1) = xn,
Lxm(t) = n(x; —xp) e Lx"(t) = n(xXn — Xn_1). Na formulacao de
t=0 t=1

curvas de Hermite utilizamos os dados xg, Xn, %x“(t) e %X“(t) para
t=0 t=1
obtermos o conjunto de pontos {xg, X1, ...,Xn}. Veremos mais sobre este tipo de

curva nos proximos capitulos.

Muitas vezes é necessario exibir uma representagao explicita de uma curva de Bézier,
ou seja, expressar uma curva de Bézier através de uma féormula nao recursiva sem a

necessidade de um algoritmo.
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Podemos encontrar tal representacao usando os polinomios de Bernstein, que sao

dados por
n .
B (t) = t(1—y"
i
onde
n! .
n . ~— se 0<ig<n
_ ) iln—-1)!
i 0 caso contrario

Os polinomios de Bernstein satisfazem a seguinte recursao
BI'(t) = (1 —t)BY' () + tB{ (1)

com

Bj(t) =1 e B)Tt(t):() para j €{0,...,n}

Para verificar tal fato basta observar que pela relacao de Stifel temos

n n—1 n—1
= +
i i i—1
e assim
n .
Bi'(t) = t(1—y"
i
n—1 ) ) n—1 . )
- th1—t) 4 tH1—t)" "

i i—1

= (1—t)BM'(t) +tBIM (1)

Outra propriedade importante dos polinomios de Bernstein é que

iB{‘(t) —1
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De fato basta observar que

i=0 i
= ) BY(1)
i=0

Estabelecendo a relacao entre curvas de Bézier e os polindmios de Bernstein, temos
primeiramente que os pontos intermediarios do algoritmo de De Casteljau x] podem

ser expressados em termos dos polinomios de Bernstein de grau r, da forma
T
X(t) =Y xiBl(1)
i=0
onde
re{0,....,n} e i1€{0,....,n—1}
Tal fato pode ser mostrado por inducao em r da seguinte forma: Para r = 1 temos
1
D xiiBi(t) = xiBj(t) +xi+1B(t)
i=0
= xi(l —t) +xit
= x{(1—1t) +x{t
= x(t)

1

Agora suponha que o resultado é valido para r — 1, ou seja
r—1
XNt =) xiB (1)
=0

Assim temos

X[(t) = (1 —t)x] (1) + txf 1 (1)

logo usando a hipotese de indugao segue que
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r—1

X)) = (1—-1)) xiyBl M)+t ) xip1B (1)

j=0
i4+r—1 i4r

= (1—t) ) xBIl(U+t ) xB -l (1)
j=1 j=i+1

it+r—1
= (1—t xBrl )+ x4 Brl
(1-1) Z] - 0()
it+r

+t4 Y BT () +x BT (1)
j=1+1 0‘
i+r itr
= (1-1)) B +th)B; L
j=1

i+r

= 2 {1 0B (0) + B[ (1)}

i4r

= ) xBi (1)
j=1

= Z XjJriB;(t)
j=0

Terminando assim nossa verificagdo. A importancia deste fato é que quando r = n
e 1 = 0 temos os pontos da curva de Bézier escritos em funcao dos polinomios de

Bernstein, ou seja,
n
XM(t) =x}(t) = ) xBIM1)
j=0

Chegando assim a nossa representacao explicita de uma curva de Bézier.

Uma propriedade muito interessante das curvas de Bézier, que podemos verificar
facilmente com esta representagao é que elas sao simétricas com relacao ate 1 —1t, ou
seja

ZX)B“ an B (1 —t)

Este fato segue da igualdade

BI'(t) = B}(1—1)
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Assim podemos tomar os pontos de Bézier da forma xg,X1,...,Xn OU X1, Xn_1,. .., Xo-

Na figura abaixo temos mais exemplos de curvas de Bézier.

Figura 1.2: Curvas de Bézier

A idéia do algoritmo de De Casteljau pode ser generalizada para uma variedade
Riemanniana M da seguinte forma. Seja{xg, X1, ..., Xn} um conjunto de pontos distintos
em uma variedade Riemanniana M, que assumiremos ser completa. Uma curva suave
em M, denotada por t — PBn(t,Xo,...,%Xn), que liga o ponto xq, quando t = 0,
ao ponto x,, quando t = 1, pode ser construida utilizando interpolacao geodésica da
seguinte forma. Denote por 31(t, x{,Xi+1) 0 arco de geodésica que liga o ponto x; (t = 0)

ao ponto xiy1 (t = 1), entdao temos a recursao:

Bo(t,xi) =x; Vi=0,...,n
Bk(t7xi7 s 7Xi+k) - Bl (ta Bk—l(taxb s 7Xi+k—1)7 Bk—l(t,Xi+1, . 7Xi+k)) (12)

k=1,...,n; 1=0,....,n—k.
Observe que no caso em que a variedade é o espaco Euclidiano as geodésicas sao as
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retas, e assim esta recursao é equivalente ao caso que ja trabalhamos, necessitando
apenas adaptar a notacao ao caso anterior.
Nos proximos capitulos estenderemos nossos estudos do algoritmo de De Casteljau

a casos particulares de variedades, que sao os grupos de Lie e a esfera S™.
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Capitulo 2

Curvas de Bézier de grau 3 em SO(3)

Vimos no capitulo anterior que uma curva de Bézier de grau n no R™ pode ser
obtida através de uma familia de segmentos de linhas retas usando o algoritmo de De
Casteljau.

Em um grupo de Lie, podemos aplicar a mesma idéia, porém, ao invés de segmentos
de linhas retas, devemos utilizar segmentos de geodésicas. Consideraremos apenas
grupos de Lie compactos, com relagao a uma métrica bi-invariante, pois assim dados
dois pontos arbitrarios garantimos a existéncia de uma geodésica ligando eles. Nosso
objetivo neste capitulo é mostrar como obter tais curvas polinomiais de grau 3 em
SO(3).

Antes de chegarmos ao objetivo principal, consideraremos uma curva de Bézier de
grau 3 em um grupo de Lie qualquer.

Inicialmente considere os pontos distintos xi,1 = 0, 1, 2, 3 pertencentes ao grupo G
e Liy1,1=0,1,2 os geradores infinitesimais' das curvas geodésicas em G que ligam os
pontos xi, quando t =0, e X, 1, quando t = 1.

O primeiro passo para chegarmos a nossa curva ¢ construir os arcos de geodésicas

LA &lgebra de Lie é um objeto linear que aproxima o grupo de Lie, assim também chamamos esta

estrutura de Grupo infinitesimal.
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que ligam x; a xi;1 que sao dados por

t — exp(Lit1)xs

e assim
x1 = exp(Li)xo
Xo = exp(Ly)xq (2.1)
xz = exp(Lz)xy
Desta forma observe que
x3 = exp(L3) exp(La) exp(Ly)xo (2.2)

O segundo passo é definirmos L4(t) e Ls(t). L4(t) é o gerador infinitesimal da
curva geodésica em G, que liga um ponto qualquer, determinado por t, da curva t —
exp(tL;)xg a um ponto qualquer, determinado pelo mesmo t, da curva t — exp(tlLy)x;
e L5(t) é o gerador infinitesimal da curva geodésica em G, que liga um ponto qualquer,
determinado por t, da curva t — exp(tly)x; a um ponto qualquer, determinado pelo

mesmo t, da curva t — exp(tL3)x,. Desta forma segue que

exp(Ly(t)) = exp(tly)exp((1—t)Ly)

(2.3)
exp(Ls(t)) = exp(tls)exp((1 —t)Ls)
Assim temos as curvas polinomiais quadraticas
t — exp(tLy(t)) exp(tLy)xo (2.4)

t — exp(tLs(t)) exp(tly)xq

O ultimo passo é definir Lg(t) que é o gerador infinitesimal da curva geodésica em
G, que liga um ponto qualquer, determinado por t, da curva t — exp(tL4(t))xo a um

ponto qualquer, determinado pelo mesmo t, da curva t — exp(tLs(t))x;. Temos
exp(Lg(t)) = exp(tLs(t)) exp((1 — t)L4(t)) (2.5)
E assim a nossa curva de Bézier de grau 3 sera

t — p(t) =exp(tLs(t)) exp(tLy(t)) exp(tLy)xo (2.6)
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Os campos L4(t), L5(t) e Lg(t) satisfazem as condicoes

L4(0) = L Li(1) = L
L;(0) = Ly L5(1) = L3 (2.7)
Ls(0) = L Ls(1) = L3

Nossa proxima tarefa é mostrar que a curva definida em (2.6) tem propriedades

analogas as curvas de Bézier no espaco Euclidiano R™.

Lema 1. Seja A(t) uma curva de classe C* na dlgebra de Lie de G. Entao, se

4 xpl(A)

T = Qexp(A(t))

t=t1

para algum campo constante (), entao vale

£ expltA()

= A(0),

t=0

4 p(tA()

o = (Q + A(1)) exp(A(1)).

t=1

Prova:

Note que

% exp(tA(t)) . = exp(tA(t))(A(t) + tA(t))

t=t1

= exp(tiA(ti))A(t) +exp(tiA(t1)) (LA (t))

= eplbALAL) + = exp(bA(L)

t=t
fazendo t; = 0 temos

4 p(tA(D)

dt = A(0)

t=0

fazendo t; =1

d
3¢ SXP(tA(L)

= A(L) exp(A(1)) + Qexp(A(1))

t=1

Teorema 1. O polinémio cibico t — p(t) em G, dado por (2.6) satisfaz as sequintes

condicoes
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(2.8)

Prova:

Temos
p(0) = exp(0-Lg(0)) exp(0- Ly(0)) exp(0 - Ly)xo
= xq
Também usando (2.7) segue que
p(1) = exp(l-Le(1))exp(1-Ly(1))exp(1 - Li)xo

= exp(L3) exp(Lz) exp(L1)xo

= XS

Como exp(Ly(t)) = exp(tls)exp((1 — t)L;) = exp(tly) exp(—tL;) exp(L;), usando a

férmula de Campbell-Hausdorff?, temos

d
3¢ &p(La(t)

= % {exp(tLy) exp(—tL;) exp(L;)}

t=0 t=0
= S {e(t(ly — L)+ O(¢) }esp(L)|
= {espltta — L)+ 0 lela — L) + 02D pesplL]
= (L~ L) esp(L)
¢
d d
g eelt)| = grlep(la)exp((t—Dlo)exp((1 —t)L)})

= —%{exp(l_g)eXp(—SL2)eXP(SL1)}

s=0

= —exp(Lg)% {exp(s(L; — Ly) + O(s%))}

= —exp(ly)(L; —Ly)

s=0

2exp(A) exp(B) = exp (A + B+ [A, Bl + 5 ([A,[A, Bl — [B, [B,Al]) + -+ ).
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= exp(l2)(La — L)

= exp(Ly)(Ly —exp(0)L;)

= exp(Ly)(Ly —exp(Ly — Lo)L4)

= exp(L2)(Ly —exp(Ly) exp(—Lz)L1)

= Q4 eXP(L2)

De maneira analoga, desde que

exp(Ls(t)) = exp(tls) exp((1 — t)L2) = exp(tLs) exp(—tLs) exp(L2)

temos
d L-(t = d tL tL L
aexp( 5( ))t:O = a{exp( 3)€Xp(— 2)eXP( 2)} o
= 2 {eltlly — L)+ O fesp(Ly)|
= {espltta— L) + O (el — L)+ O(2) pesplLa]
= (L3—L2)GXP(L2)
e
d L = d L 1)L 1 L
anp( 5(t)) L a{eXp( 3) exp((t —1)Ls) exp((1 —t)L2)} -
=~ {exp(Ly) expl—sLy) exp(sL)}
S s=0
= —exp(ly) o {epls(ly ~ 1) + O(™}|
= —eXp(L?,)(]—z—Ls)
= exp(Ls)(Ls —exp(Ls)Ly exp(—Ls))
= Qjexp(Ls)
Também

exp(Lg(t)) = exp(tLs(t)) exp((1 — t)L4(t)) = exp(tLs(t)) exp(Ly(t)) exp(—tLy(t)),
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e usando (2.7), e o Lema 1, temos

d

< eplL(t)

5 op(Lo(t)

t=0

- % {exp(tLs(t)) exp(L4(t)) exp(—tLy(t))}

t=0

_ {% {exp(tLs(t))} exp(La(t)) exp(—tLy(t)) + exp(tLs(t))-

& (explLu(1) expl—tLa(0) + explLaft) 5 (expi—tL)]

L5(0) exp(L4(0)) + (Ly — Ly) exp(L;) — L4 (0) exp(L4(0))

t=0

= Lyexp(L;) + (Ly — Ly) exp(Ly) — Ly exp(L4)

= 2(Ly — L) exp(Ly)

= (Qs5+L5(1)) exp(Ls(1)) + exp(Ls(1)) -

t=1

{(=La(1) — Qu) exp(=La(1)) exp(La(1)) + exp(—La(1)) exp(L2) Qu}
= (Q5 +L5(1)) exp(L5(1)) — exp(L5(1))L4(1)
= {L; — exp(L3) Lo exp(—Ls) + Ly} exp(Ls) — exp(Ls)Ls
= 2Ly exp(Ls) — exp(L3) Ly exp(—Ls) exp(Ls)
—exp(Ls)Ly exp(—Ls) exp(Ls)
= {213 — 2exp(Ls)Ly exp(—Ls)}exp(Ls)

= QOgexp(Ls)

Assim, novamente utilizando o Lema 1, segue que

d

EP(O)

{% lexp(tLe(t))] exp(tLa(t)) exp(tLi)xo + exp(tLs(t))-

& (DAL () el + xpltLy (1) (expleL )|

Ls(0)xo + La(0)x0 + Lixo

t=0

L1X0 + L1X0 + L1X0 = 3L1X0
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(Q¢ + Lg(1)) exp(Lg(1)) exp(Ly(1)) exp(Li)xo +

exp(Le(1))(Q4 4 La(1)) exp(La(1)) exp(Li)xo +

exp(Lg(1)) exp(L4 (1)L exp(Li)xo

(Q¢ + L3) exp(Ls) exp(Ls) exp(Li)xg +

{exp(L3)(Q4 4 L) }exp(—Ls) exp(Ls) exp(Ls) exp(Li)xo +
exp(Ls) exp(Ly) Ly exp(—Ls) exp(—Ls) exp(Ls) exp(Ls) exp(L1)xo
{(Qg + L3) + exp(L3)(Q4 + Ly) exp(—L3)+

exp(Ls) exp(Ls) Ly exp(—Ls) exp(—Ls)}x;

{2L5 — 2 exp(Ls)Ly exp(—Ls) + L3 + exp(L3) Q4 exp(—Ls)+
exp(Ls)Ls exp(—L3) + exp(Ls) exp(La) L1 exp(—Ls) exp(—L3)} x3
{2L5 — 2 exp(L3)Ly exp(—Ls) + Ls + exp(L3) Ly exp(—Ls)—
exp(Ls) exp(Ly) Ly exp(—Ly) exp(—L3) + exp(Ls) Ly exp(—Ls) +
exp(Ls) exp(Ly) Ly exp(—Ls) exp(—Ls)}x;
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O Teorema anterior é muito importante para tratarmos o problema de encontrar

uma curva de Bézier utilizando apenas os dados de fronteira (curvas de Hermite).

Quando G = SO(3), podemos encontrar curvas de Bezier, de maneira mais facil do

para a e b vetores em R? e x o produto vetorial em R3, temos

sen||all 1 —cos||al|
Sa+ : i
lall

exp(Sq) = Icos|lal| +
lall
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que no caso geral, devido ao fato de que, neste caso podemos escrever explicitamente a
exponencial dos elementos da algebra de Lie £ = s0(3) de G e o logaritmo dos elementos

em G. De fato, se S, € 50(3) denota a matriz anti-simétrica definida por Sqb = a x b,



Também, se x = exp S € SO(3), entao

S =logx = x (x —x") (2.10)
2 senx
tr(x) —1 -, . N
onde cosa = ———— (Quando tr(x) = —1, log nao é definido de maneira unica).

Assim com base no algoritmo de De Casteljau para um grupo de Lie qualquer, podemos
obter uma curva de Bezier de grau 3 em SO(3) que satisfaz as condicoes de fronteira

(2.8), seguindo os passos abaixo:

Dados xg,x3 € SO(3), V € T,,SO(3), W € T,,SO(3),

1. Calcule Ly = $Vx; ', Ly = sWx3 .

2. Use (2.9) para calcular exp(L;), exp(Ls).

3. Calcule os pontos intermedidrios x; e Xo de x; = exp(L;)xg, € Xo = exp(—L3)x3.

4. Use o item anterior e fato de que xo = exp(Ls)x; para calcular exp(Ly) =

exp(—Ls)xsx, ' exp(—L,).
5. Use (2.10) para obter Ls.
6. Use (2.9) para calcular exp(tLs), exp(tLs), exp((1 —t)L;) e exp((1 —t)Ly).
7. Use o item anterior e as igualdades em (2.7) para obter exp(L,) e exp(Ls).
8. Calcule L, e L5 usando (2.10).
9. Calcule exp(tLs) e exp((1 —t)Ly).
10. Calcule exp(Lg) = exp(tLs) exp((1 —t)Ly).
11. Calcule Lg.
12. Calcule exp(tLy) e exp(tLg).

13. Calcule p(t) = exp(tLg) exp(tLy) exp(tL;)xo
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Capitulo 3

Curvas de Bézier de grau 3 em S?

Trabalharemos agora com curvas de Bézier de grau 3 em S?, considerando duas
abordagens. Na primeira simplesmente tratamos S? como uma variedade Riemmaniana,
com a métrica induzida pela métrica Euclidiana em R3, e neste caso, utilizar o algoritmo
De Casteljau estda relacionado a habilidade de calcular curvas geodésicas na variedade
que ligam dois pontos, digamos x; (para t =0) e x;,1 (para t =1). Em S? tal curva é

dada pela seguinte férmula

sen((1 —t)6}) 4 sen(t0;]) .
sen(67) " sen(6}) A

(3.1)

B1(t,xi,Xit1) =

onde 07 = cos ! (xi,xi;1) é 0 angulo entre os vetores x; € Xi;1.

De fato, para encontrar a formula acima consideramos o plano do grande circulo que
passa por Xi € Xiy1, que é definido por xi, xi1 € a origem, e com isso basta resolver o
problema neste plano.

De acordo com a Figura 3.1 temos

xi = (cosBg,senBy)

Xit1 = (cos(0g + 61), sen (6 + 67))

e assim a curva que liga os pontos X; e x{;1 em termo dos angulos ¢ dada por
B (X1, x101) = (cos(8 + 1), sen (B, + t01)).
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___________ Bilt,X;,X.q)
/// : X
sen(@o+tel) | /gr<tel LA
/// eO ! e
cos(8o+ t0')

Figura 3.1: Plano que contém o grande circulo que passa por Xi € Xi;1

Vamos escrever a curva acima em funcao dos pontos x; e xi,1. Consideraremos o

X
ponto (x,y) como o vetor coluna , assim temos

Y

cos(0p + t0})
Bilt, xi,xi11) =
sen (0y + t07)

o que implica em

cos(0g) cos(t0!) — sen (0y) sen (t01)
Bl (ta Xi, Xi-l—l) -
sen (0g) cos(t0}) + cos(0y) sen (t6})

cos(00)[sen(01) cos(t0!) — cos(01) sen (t01)] + [cos(0p) cos(0}) —sen(0g) sen(0})]sen (107} )
sen (01)

sen (0¢)[sen(0}) cos(t01) — cos(8}) sen (t01)] + [sen(0) cos(01) + cos(0p) sen(0})] sen (t07])
sen (07)

cos(Bp)sen((1 —1)01) 4 cos(8y + 01 )sen (t67)
sen (0})

sen(0p)sen((1 — t)01) + sen(6y + 61)sen (t6})
sen (07)
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sen((1 —t)01) . cos(0o) sen(t01) cos (6 + 67)

1 1)
sen (05) sen(6y) sen (0;) sen(0o + 67)
_ sen((1—1)8}) Ny sen(t0}) ,
N sen (01) " sen(6}) v

e assim chegamos em (3.1). Logo, nesta primeira abordagem, basta aplicar o método
visto nas preliminares para Variedades Riemannianas, que é mostrado mais adiante.
Na segunda abordagem utilizamos o fato de que para dois pontos quaisquer X
e x; em S?, representados como vetores unitdrios em R?, existe um elemento A de
SO(3), uma matriz de rotacao 3 x 3, tal que Axy = x;. Além disso sabemos que
geodésicas em S? sdo arcos de grande circulos e que cada arco pode ser expressado
como uma unica curva no grupo de rotagdo (Desde que os pontos Xy e X; nao sejam
antipodas). De fato podemos escrever o arco de geodésica Bi(t,xi,xi11) em S? como
a curva t — exp(t0}S,.)x; onde t — exp(t61S,,) é uma geodésica em SO(3). Com

base nestes fatos podemos mostrar o resultado abaixo.

Lema 2. Suponha que temos o conjunto de pontos {Xo,X1,X2,X3} em S? e a curva de
Bezier de grau 3, p(t) € S?, obtido destes pontos através do algoritmo De Casteljau.
Entao existe um conjunto de pontos{g1, gs, gs} em SO(3), tal que a curva de Bezier de
grau 3, g(t) € SO(3), obtido pelo algoritmo De Casteljau, em SO(3), do conjunto de

pontos {go, g1, g2, g3}, onde gy = e = identidade, satisfaz

JoXo = Xp, g1Xo = X1, g2Xpo = X2 € g3Xp = X3

g(t)xo =p(t),t € [0,1].

Segue que dados os pontos Xg, X1, X2, X3 em S? podemos obter o polinomio p(t) em S?,
simplesmente resolvendo o problema para os pontos go, g1, g2, gs no lema 2 e aplicando

o algoritmo De Casteljau em SO(3). Note que gy,1 < k < 3, ndo sao elementos
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arbitrarios satisfazendo gxgy' %k 1 = xk, 1 < k < 3. De fato gixg, ', sdo as rotagoes

do IR? sobre o eixo xx_; X Xi. Isto é,

gkggil = eXp(elﬁ—lstq ><Xk)

onde, 0 < 01 |, <7, 0 | =cos™H{(xx_1,Xk)-

Seguimos agora com a construgao da Curva de Bézier de grau 3 usando o algoritmo

De Casteljau em S?, seguindo as idéias da primeira abordagem. Usando (3.1) para o

arco de geodésica que liga dois pontos, a curva de Bézier de grau 3 na esfera pode ser

definida como segue. Considere

0f = cos '(xi,xi;1), 1=0,1,2
03(t) = cos " (Bult,xi,xi1), Brlt, Xir1, Xis2)), 1=0,1
03(t) = cos H(Balt,xo,x1,%a), Ba(t, X1, %2, X3)),
¢
o= T SO

De acordo com (1.2) a nossa curva polinomial ctibica é dada por
p(t) = Bslt, xo, X1, %2, x3) = Pu(t, Balt, X0, X1, %2), P2(t, X1, %2, X3))
mas temos que
Ba(t, x0,x1,%2) = Pu(t, Br(t, x0,x1), Bu(t,x1,%2))

Balt,x1,%2,x3) = Bui(t, B1(t,x1,%2), B1(t, X2,%3)).

Logo utilizando a equagao (3.1) segue que

Ba(t,x0,x1,%2) = g(t, 05(t))g(t,00)x0 + F(t, 05)x1]

+ f(t,05(t))[g(t, 8])x1 + f(t, 67)x2]
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B?(tv X1, X2, XS) - g(t7 e% (t))[g (t7 ei)xl + f(tv e%)x2]

+ f(t,05(t))[g(t, 03)x2 + f(t, 05)x3]

e assim

p(t) = Bs(t,x0, x1,%2,x3) = g(t,05(t)) {g(t, 03(t))[g(t, 09)x0 + (t,05)x1]
+  f(t,05(1))[g(t, 81)x1 + (t,01)x2] }
+ f(t,05(t) {g(t, 05 () [g(t,01)x; + f(t, 0] )xo]

+  f(t,07(1))[g(t, 83)x2 + f(t,05)x3] }

Entao temos

g(t, 05(t))g(t, 05(t))g(t, 0g)xo + {g(t, B5())g(t, 5 (t))f(t, Op)
g(t, 65(t))f(t, 65(t))g(t, 01) + f(t,05(t))g(t, 07(t))g(t. 01) } x1

{g(t, 05 (1)) f(t, 03(t))f(t,01) + f(t,05(t))g(t, 07 (t))f(t, 07)

p(t)

f(t,05(t))F(t, 07(t))g(t,05) } xa (3.4)

+ o+ o+ o+

f(t, 05 (1)) F(t, 07 (1)) f(t, 05)x;
Obeserve que as fungoes f e g definidas em (3.3) satisfazem
f(0,6(0)) =0, g¢(0,0(0)) =1, f(1,6(1)) =1, g(1,6(1)) =0 (3.5)

e também temos

4 0 000)) = (cos(0- 6(0))(8(0) +0-6(0)))send(0) — sen (0 - 6(0)) cos(6(0))6(0)
dt (sen©(0))2

~ 0(0)sen0(0)

~ (senB(0))2

o 0(0)

~ sen0(0)
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daf (cos(1-0(1))(0(1) +1-6(1)))sen6(1) — sen(1-0(1))cos(0(1))6(1)

a(l’e(l)) - (sen0(1))2
~cos(0(1))0(1)
N sen©O(1)
dg ~ (cos0(0)(—06(0) + 0(0)))sen0(0) — send(0) cos 6(0)0(0)
at 000 = (senB(0))2
~ —06(0) cos0(0)
N sen0(0)
dg B (cos(0-0(1))(—0(1) 4+ 0-6(1)))senB(1) — sen(0-0(1))cos(1)0(1)
o) = (sen6(1))?
~—0(1)
~ sen(1)

Com isso podemos provar o resultado abaixo.

Teorema 2. O polinomio cibico t — p(t) em S? definido por (3.4) satisfaz as

sequintes condicoes de fronteira

dp d

p(0) =xo it (0) = 3aﬁl(t,xo,x1) >
(3.6)
p(1) =x3 %(1) :3%51(’(,X2,X3)’t_1-

Prova:
As condigoes

p(0) =x0 e p(1) =x3

sao consequéncia direta das igualdades (3.5) aplicadas em p(t). Temos que

d d
s = {Sew) (ot si(wgle o))}
dg

+ gl odt0) { S0 e3lengie.of) + ot 3N S x.00) b xo
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dg 2 1
+ {dt(te3 ) {g(t,05(t))f(t,00)}

+ g(t,05(t { (t,05(t +g(t,05(t ))j:(t’ e}])}
dg 2

- dt(t 05 (t)) {f(t,05(t))g(t,67)}

+ oot { e b+ fie e g o) |

v 2800 {ole 2o, 011}

e {% o)+ g(t. 0310 2 x 00 }

+ {ii (t,05(t) {f(t f(t,0)}

T+ oglted(n) {%(t 03(4))1(t,0}) + F(t,83(1)) &1 (1, ei)}

v 2 b0) folt e o)

+ 1(e030) { SO e 07N oD + (e i) (100

+ 30 e e o2l 0})

+ f(t,05(t {d— (t,0%(t 3) -+ f(t,03(t ))@(t 61)}}7(
d at 2 2

df )
+ {dt(t 05 () {f(t,07(t))f(t,03)}
df

+ o {5

(020} 1(8,03) + 1030 1 (1031 | v

Substituindo as igualdades (3.5) e as expressoes para as derivadas de f(t,0(t)) e g(t, 0(t)),

e também observando que 03(0) = 02(0) = 0} e 63(1) = 0%(1) = 0} temos

d (0) = _ 05(0) cos05(0)  05(0) cos B5(0)  Bgcos0p ]
dtp a sen 03 (0) sen 62(0) sen 0} 0
02(0 02(0 ol
+ { ol0) + (0) + —2 }x1

sen03(0) sen62(0) sen 0}

05 cos 0]
B 3{_ Sene(l]} 0+3{ enel}

d

- 3&61(1:7 XOaxl)‘
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sen 63 (1) sen0?(1) sen 0}
03(1) cos03(1)  0%(1) cos0%(1) N 03 cos 03 N
sen03(1) sen0?(1) sen 03 3

B 03 03 cos 0}
B 3{_ seneé}xri_g{ sen 6l s

d
= 3aﬁl(tax2>x3)‘t:1

d { 05(1) 07(1) 9%}
1) = — X2

o que conclui a prova do teorema.
[ |

Discutiremos agora as idéias da segunda abordagem, que é bastante 1util quando
estamos considerando Curvas de Hermite, em que nao sao dados os pontos {xg, X1, X2, X3}
em S2, mas somente os pontos inicial e final, junto com suas derivadas. Ou seja, se os

dados de fronteiras sao xg, X3, %%(O) e %’%(1), onde x( e x5 s@o vetores unitarios em R? e

dp,... v dp,..\ ¢
2O =Y )=V,

sao vetores em R?, com Vj tangente a S? no ponto xg e V; tangente a S? no ponto xs,
de modo que (Vp, xo) = (Vi,x3) = 0, estamos querendo encontrar um polinémio ciibico

p(t) que satisfaz as seguintes condigoes

'P(O) = Xo, P(l) = X3

dp,.. v dp,... o
2O =Y, 1=V,

Observe que para usarmos o Lema 2 precisamos inicialmente identificar os pontos g1, g2

(3.7)

e gz em SO(3) e os pontos x; e x; em S? C R? tal que g1Xg = X1, gaXg = Xa, g3Xg = X3,

49(0)xg = L2(0) = Vy e L2(1)x =

2z

(1) = V;. Do Teorema 1 aplicado a g(t)

em SO(3) temos %%(O) =3L; e %%(1) = 3L3g3, portanto %2—(0)7(0 = 3Lixo = Vj e

%%(1)x0 = 3L3g3xp = 3L3x3 = V,. Assim precisamos determinar a solucao do sistema
de equacoes

1.~ 1.~
L1X0 = §V0 L3X3 = §V1 (38)
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Observe que L; e L3 sdo elementos da dlgebra de Lie de SO(3) e portanto sdo matrizes
anti-simétricas 3 x 3. Desde que (Vy,xo) = (Vi,%x3) = 0 temos que o sistema (3.8) &

possivel pois
1, 1 -
<X07 I-1X0> = §<V0,X0> =0, <X37 L3X3> = §<V17X3> =0.

Contudo as equagoes (3.8) nao determinam L; e L3 de forma tnica. Mas segue do
Teorema 2 que Xy ¢é ligado a x; por uma geodésica em S?, com vetor tangente %\70
(para xg). Assim sabemos que L; precisa ser uma rotagao infinitesimal sobre um eixo
perpendicular a xg e \70. Da mesma forma, L3 precisa ser uma rotacao infinitesimal
sobre um eixo perpendicular a x5 e V,. Assim L; = 00S, xv, € Ls = 015, .v, Assim

as equagoes (3.8) resultam em

1~ 1.
eOSXoXVOXO = gvo elSX:’,XVlX?’ — §V1 (39)

Essas equagoes definem 0y, 0,1, 0 < 0y, 0; < 7t de maneira tnica, e assim L; e Ls.

Tendo obtido Ly e L3, podemos agora calcular x; e x5 das expressoes
x1 =exp(Li)xg X2 = exp(—L3)x3

Com isso os pontos intermedidrios gi,gs e g3 podem ser obtidos, como antes, por
gi9; ', = exp(01Sx,  xx)s 01 = cos ' ((xi_1,xi)), 1 < i < 3. Posteriormente basta
utilizar o Lema 2 para calcular a curva. Assim finalizamos o problema de encontrar o

polinoémio ctibico p(t) € S com os dados de fronteira em (3.7).
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Capitulo 4

Aplicacoes

Neste capitulo mostraremos as implementacoes feitas em linguagem C, com base nas
idéias tedricas vista nos capitulos anteriores, usando a API!' grafica OpenGL juntamente

com algumas bibliotecas como a GLUT?.

4.1 Implementacao de Curvas de Bézier de Grau 3

no R2

Nossa implementagao para este caso desenha, a cada clique na tela, um quadrado
centrado neste ponto, e a partir do segundo clique, desenha também o segmento de reta
que liga os respectivos centros de cada par de quadrados. Ao final do quarto quadrado
¢ desenhado nossa Curva de Bezier de grau 3.

Uma vez construida a nossa curva podemos clicar em um dos pontos, aqui represen-
tados pelos quadrados, e arrasta-lo pela tela, afim de gerarmos novas curvas de Bezier
de uma maneira interativa.

Na proxima péagina segue a parte do cédigo implementado que desenha os objetos

descritos acima.

! Application Programming Interface
20penGL Utility Toolkit
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void Desenha(void) {
glClear (GL_COLOR_BUFFER_BIT) ;
glBegin(GL_QUADS) ;
for(int i=0;i<=N-1;i++){

glColor3f (0.0, 0.0, 0.0);

glVertex2f (p[i] [0]-0.01, p[i][1]-0.01);

glVertex2f (p[i] [0]+0.01, p[i][1]-0.01);

glVertex2f (p[i] [0]+0.01, p[i][1]+0.01);

glVertex2f (p[i] [0]-0.01, p[i][1]+0.01);

}
glEnd () ;
if (N>1)4
glPointSize(2.0);
glBegin (GL_LINES);
glColor3f (1.0, 0.0, 0.0);
for(int i=0;i< N-1;i++){
glVertex2f (p[il[0], p[il[11);
glVertex2f (p[i+1]1[0], pli+1]1[11);
}
glEndQ);
}
if (N==4){
glColor3f (0.0f,0.0f,1.0£);
glPointSize(2.0);
glBegin (GL_POINTS) ;
for (float u=0.0;u<=1.0;u+=0.0001)
{
float x=0.0,y=0.0;
x=p[0] [0]* (1-u)* (1-u)* (1-u) +3*u* (1-u) * (1-u) *
p[1]1 [0]+3*u*u* (1-u)*p[2] [0]+p [3] [O] *u*u*u;
y=p[0] [1]* (1-u)* (1-u)* (1-u) +3*u* (1-u) * (1-u) *
p[1] [1]+3*ukux (1-u)*p [2] [1]+p [3] [1]*u*uxu;
glVertex2f (x,y);
¥
glEnd () ;
}
glFlush();
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As figuras ilustram as idéias descritas anteriormente.

[0
c
‘K!

© Curvas de Bézier (S & R | [e CurvasdeBézier

Figura 4.1: Ilustragao dos dois primeiros cliques

© Curvas de Bézier o @] % © Curvas de Bézier Sl %]

Figura 4.2: ITlustragao do terceiro e quarto cliques

As proximas figuras ilustram a modificacao da curva apds arrastarmos um dos pontos

de controle, obtendo assim novas curvas de Bezier.

49



Figura 4.3: Gerando Novas curvas de Bezier de Forma Interativa

4.2 Implementacao de Curvas de Bézier de grau 3
na Esfera S?

Neste caso, comegamos desenhando a esfera S? (raio 1 e centrada na origem). Nossa
camera virtual localiza-se inicialmente na posicao (2,2, 2), direcionada para origem e o

topo da cena é orientado pelo vetor z, representado pela cor amarela na figura abaixo.

© Curvas de Bezier na Esfera

Figura 4.4: Tela Inicial
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Quando clicamos na esfera nossa aplicacao desenha um ponto, que corresponde a
projecao do ponto da tela na esfera. Seguindo a mesma idéia do caso anterior, a partir
do segundo ponto, é desenhado também o arco de geodésica que liga cada par de pontos.
Ao final do quarto ponto é desenhado a nossa curva de Bézier de grau 3.

Nesta aplicagao também temos implementado um trackball virtual que permite girar
a esfera na tela, afim de melhorar a visualizacao da curva de Bézier.

Abaixo segue a parte do cédigo que desenha os objetos.

void Desenha(void)
{
glClear (GL_COLOR_BUFFER_BIT) ;
glColor3f(0.9f, 0.9f, 0.9f);
if (trackballMove) {
glRotatef (angle, axis[0], axis[1], axis[2]);
}
glutWireSphere(1.0f,150.0f,150.0f) ;
glBegin(GL_LINES);
{
glColor3f (1.0, 0.5, 0.0);
glVertex3£(0,0,0);
glVertex3£(0.5,0,0);
}
glEndQ);
glBegin(GL_LINES) ;
{
glColor3f (0.0, 1.0, 0.0);
glVertex3£(0,0,0);
glVertex3£(0,0.5,0);
}
glEndQ);
glBegin(GL_LINES);
{
glColor3f (1.0, 1.0, 0.0);
glVertex3£(0,0,0);
glVertex3£(0,0,0.5);
}
glEnd () ;
glPointSize(5.0);

glBegin(GL_POINTS);
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for(int i=0;i<=N-1;i++){
glColor3f (0.0, 0.0, 1.0);
glVertex3f (p[i] [0],p[i] [1],p[il[2]);
}
glEnd();
if (N>1){
glPointSize(1.0);
glBegin (GL_POINTS) ;
glColor3f (1.0, 0.0, 0.0);
for(int i=0;i< N-1;i++){
thetal[1] [il=acos(p[i] [0]*p[i+1] [0]+p[i] [11*p[i+1] [11+p[i] [21*p[i+1]1[2]);
for(float u=0.0;u<=1.0;u+=0.001)
{
float x=0.0,y=0.0,2=0.0;
x=p[i] [0]*(sin((1-u)*(theta[1][i]))/sin(theta[1][i]))+
pli+1] [0]*(sin(u*(thetal[1] [i]))/sin(thetal1][i]));
y=p[il [11*(sin((1-u)*(theta[1] [i]))/sin(theta[1] [1]))+
pli+1]1[1]1*(sin(u*(theta[1] [i]))/sin(theta[1]1[i]1));
z=p[i] [2]*(sin((1-u)*(theta[1] [i]))/sin(theta[1][i]))+
pli+1] [2]*(sin(u*(thetal[1] [i]))/sin(thetal[1][i]1));
glVertex3f(x,y,2z);
13
glEnd () ;
if (N==4){
for (float u=0.0;u<=1.0;u+=0.001)
{
V[0] [0]=p[0] [0]*(sin((1-u)*(thetal[1][0]))/sin(thetal[1][0]))+
pl[1][0]*(sin(u*(theta[1] [0]))/sin(theta[1][0]));
V[0] [1]=p[0] [1]*(sin((1-u)*(theta[1] [0]))/sin(theta[1] [0]))+
pl1][1]*(sin(u*(theta[1] [0]))/sin(theta[1][0]));
V[0l [2]=p[0] [2]*(sin((1-u)*(theta[1] [0]))/sin(theta[1] [0]))+
pl1][2]*(sin(u*(theta[1] [0]))/sin(theta[1][0]));
V[1] [0]=p[1] [0]*(sin((1-u)*(theta[1] [1]))/sin(theta[1][1]))+
pl[2] [0]*(sin(ux(theta[1] [1]))/sin(theta[1][1]1));
VI[1] [1]=p[1] [1]*(sin((1-u)*(theta[1] [1]))/sin(theta[1] [1]))+
p[2] [1]1*(sin(u*(theta[1] [11))/sin(thetal[1][1]1));
V1] [2]=p[1]1 [2]*(sin((1-u)*(theta[1] [1]))/sin(theta[1] [1]))+
pl2] [2]*(sin(u*(thetal[1][1]))/sin(thetal[1][1]1));
V[2] [0]1=p[2] [0]*(sin((1-u)*(theta[1][2]))/sin(theta[1] [2]))+
p[3]1 [0]*(sin(u*(thetal[1][2]))/sin(thetal[1][2]1));
V2] [11=p[2] [1]*(sin((1-uw)*(theta[1] [2]))/sin(theta[1] [2]))+

p[31[11*(sin(u*(theta[1][2]1))/sin(thetal1]1[2]1));
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V2] [2]1=p[2] [2] *(sin((1-u)*(theta[1] [2]))/sin(theta[1] [2]))+
p[3][2]*(sin(ux(theta[1] [2]))/sin(theta[1][2]));
alfa[0] [0]=acos(V[0][0] * V[11[0] + V[0I[1] * V[11[1] + v[0][2] = V[1][2]);
alfa[1] [0]=acos(V[11[0] * V[2]1[0] + V[11[1] = V[2]1[1] + V[11[2] = v[2][2]);
K1=(sin((1-u)*alfa[0] [0])/sin(alfa[0] [0]));
K2=(sin(u*alfa[0][0])/sin(alfal0][0]));
K3=(sin((1-u)*alfa[1] [0])/sin(alfa[1]1[0]));
K4=(sin(u*alfa[1][0])/sin(alfal1]1[0]));
alfa[2] [0]=acos ((K1*V[0] [0]+K2xV[1] [0])* (K3*V[1] [0]+
K4*V[2] [0])+(K1xV[0] [1]+K2*V [1] [1])*(K3*V[1] [1]+K4*V[2] [1])+
(K1*V[0] [2]+K2*V [1] [2])* (K3*V [1] [2]+K4*V[2] [2]));

glColor3£(0.0f,0.0£f,0.0£);
Bi=(sin((1-u)*alfa[2] [0])/sin(alfa[2] [0]))*

(sin((1-u)*alfa[0] [0])/sin(alfa[0] [0]))*

(sin((1-u)*theta[1] [0])/sin(theta[1][0]));
B2=(sin((1-u)*alfa[2] [0])/sin(alfa[2] [0]))*

(sin((1-u)*alfa[0] [0])/sin(alfa[0] [0]))*

(sin(uxtheta[1] [0])/sin(theta[1] [0]))+(sin((1-u)*alfa[2][0])/sin(alfa[2] [0]))*

(sin(u*alfa[0] [0])/sin(alfa[0] [0]1))*

(sin((1-u)*theta[1] [1])/sin(theta[1] [1]))+(sin(u*alfa[2] [0])/sin(alfa[2] [0]))*

(sin((1-uw)*alfa[1][0])/sin(alfa[1] [0]))=*

(sin((1-u)*theta[1] [1])/sin(thetal[1][1]));
B3=(sin((1-u)*alfa[2] [0])/sin(alfa[2] [0]))*(sin(u*alfa[0] [0])/sin(alfa[0] [0]))=*
(sin(uxtheta[1] [1])/sin(theta[1] [1]))+(sin(u*alfa[2] [0])/sin(alfa[2] [0]))*

(sin((1-u)*alfa[1] [0])/sin(alfa[1] [0]))*(sin(u*theta[1] [1])/sin(thetal[1][1]))+
(sin(u*alfa[2] [0])/sin(alfa[2] [0]))*(sin(u*alfa[1] [0])/sin(alfal1][0]))*
(sin((1-u)*theta[1] [2])/sin(thetal[1]1[2]));
B4=(sin(u*alfa[2] [0])/sin(alfa[2] [0]))*(sin(uxalfal[1] [0])/sin(alfa[1][0]))*
(sin(u*theta[1] [2])/sin(theta[1][2]));
glPointSize(2.0);
glBegin (GL_POINTS) ;{
float r=0.0,5=0.0,w=0.0;
r=p[0] [0]*B1+p[1] [0]*B2+p[2] [0]*B3+p[3] [0] *B4;
s=p[0] [1]1*B1+p[1] [1]1*B2+p[2] [1]*B3+p[3] [1]*B4;;
w=p [0] [2]*B1+p[1] [2]1*B2+p[2] [2]*B3+p[3] [2] *B4;
glVertex3f(r,s,w);
}
glEnd();
}r

glutSwapBuffers();
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A construcao da curva de Bézier de grau 3 na esfera é ilustrada pelas figuras abaixo.

[ &= Curvas de Bezier na Esfera I = B8] X J r“ Curvas de Bezier na Esfera ]MP
H ./‘"‘—’q\-
\\ \\\\._
< G e s
Figura 4.5: ITlustracao dos dois primeiros cliques
(e Curvas de Bezier na Esfera |E~@_§z_‘ [ Curvas de Bezier na Esfera lﬁl

Figura 4.6: ITlustracao do terceiro e quarto cliques

As préximas figuras ilustram o funcionamento do trackball virtual, que serve para

girar a esfera e assim permitir o acesso a todas as partes dela.
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Figura 4.7: Trackball Virtual

== =

E com isso finalizamos as aplicacoes dos conhecimentos tedricos estudados.
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