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Resumo

O objetivo desta dissertacao é apresentar um resultado similar ao Teo-
rema de Bernstein sobre hipersuperficies minimas no espago euclidiano, isto
é, mostrar que tal resultado se generaliza para hipersuperficies de S"*! com
curvatura média constante, cuja aplicacao de Gauss esta contida em um hemis-
fério fechado de S (Teorema 3.1). Porém, no caso em que a hipersuperficie
¢ minima, utilizaremos na demonstracao deste teorema, um resultado sobre
caracterizacao das hiperesferas de S"*! entre todas hipersuperficies de S™*!

em termos de suas imagens de Gauss (Teorema 2.1).

Palavras-chave: Curvatura Média. Aplicacao de Gauss.



Abstract

The objective of this dissertation is to show a similar result of Bernstein
Theorem about minimal hypersurfaces in Euclidian space, that is, to show
that that result is generalized to hypersurfaces of S"*! with constant mean
curvature, whose Gauss image is contained in a closed hemisphere of S"*!
(Theorem 3.1). However, in the case where the hypersurface is minimal, we
will use in the proof of this theorem a result about the characterization of the
hyperspheres of S**! among all complete hypersurfaces in S"™! in terms of

their Gauss images (Theorem 2.1).

Keywords : Mean Curvature. Gauss Map.
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Introducao

Um dos mais célebres teoremas de superficies minimas em R? é o teorema de

Bernstein:

Teorema 0.1 (Bernstein [2]) Seja M C R? uma superficie minima completa
que € dada pelo grdfico de uma funcao diferencidvel e inteira (definida sobre

todo R?) f : R?* — R. Entao, M é um plano.

A prova da conjectura de Bernstein sobre hipersuperficies minimas no
espago euclidiano (para dimensdes em que é conhecida ver [1], [4], [7]) nos
dao a seguinte especulacao sobre a geometria de hipersuperficies minimas na

esfera euclidiana.

Se a imagem de Gauss de uma hipersuperficie minima compacta M"™ na
esfera euclidiana S™*' estd em um hemisfério fechado de S"*', entdo M™ €

uma hiperesfera grande em S"T1.

E. de Giorgi [4] e J. Simons [7] tém mostrado que a imagem de Gauss de
uma hipersuperficie minima que nao seja uma hiperesfera grande nao pode
estd em um hemisfério aberto. Nomizu, K. e Smyth, B. [6] mostraram que
a especulacao acima é realmente verdade e se generaliza para hipersuperficies
de curvatura média constante (teorema 3.1). Neste trabalho, mostraremos em

detalhes a demonstracao deste resultado.
Para provar este resultado, primeiro obtemos uma caracterizacao das hiperes-

feras (grandes ou pequenas) de S™™! entre todas hipersuperficies completas de

S™*! em termos de suas imagens de Gauss (teorema 2.1).



Capitulo 1
Preliminares

Neste trabalho iremos considerar M™ uma variedade Riemanniana de di-
mensao n e classe C°, D(M) o anel das fungoes reais de classe C* definidas
em M. Se p € M entao T,M denotard o espago tangente a M em p e T'M
o fibrado tangente de M. Primeiramente iremos definir e apresentar alguns

resultados que serao utilizados no decorrer do trabalho.

1.1 Gradiente, Divergente e Laplaciano

Defini¢ao 1.1 Seja f € D(M). O gradiente de f, denotado por Vf, € o

campo de vetores em M, definido pela sequinte condi¢ao:
(Vf, X)=X(f), vX eTM.
Decorre da definicao que se f,g € D(M) entao:
L V(f+g9)=Vf+Vy
2. V(fg) =gV [+ fVyg

Definicao 1.2 Seja X € TM. A divergéncia de X € a funcao divX : M — R,
definida por

divX (p) = tr[Y (p) = (Vy X)(p)],
onde tr significa o traco da aplicacao.

As propriedades abaixo decorrem diretamente da defini¢ao.

10



11

1. div(X +Y) =divX + divY
2. div(fX) = fdivX +(Vf, X),
para quaisquer X,Y € TM e qualquer f € D(M).

Teorema 1.1 (Teorema da Divergéncia). Seja X € CY(M), M uma variedade

Riemanniana compacta com bordo. Entao

/ divX dM = [ (X, ¢)dS,
M oM

onde & € o campo unitdrio normal a OM apontando para fora de M.

Definicao 1.3 Seja f € D(M). O Laplaciano de f é o operador A : D(M) —
D(M) definido por
Af =div(Vf).

Usando as propriedades do gradiente e divergente, temos :
L. A(f+g9)=Af+Ag
2. A(fg) = fAg+gAf+2(V[,Vyg),

para quaisquer f,g € D(M).

Observacao 1.1 (Referencial mével) Seja M™ uma variedade Riemanniana
de dimensao n, e p € M. FEntao existe uma vizinhanca U C M de p e
n campos de vetores linearmente independentes Ey, ..., B, € TM ortogonais,

tais que, (E;, E;) = 6;;,Yi,j €1,...,n.

Proposicao 1.1 Se {Ey,...,E,} é um referencial ortonormal local em M,

entao,
V=Y El(f)E:.
i=1
Demonstracao: Escrevendo Vf = Z a; E;, temos que

i=1

E;(f) = (Vf E;) = <iaiEi7Ej> = aj.
Logo, :
VI =2 Ef)E;
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Proposicao 1.2 Se X = > X,E;, onde {Es,...,E,} € um referencial local

em M, entao

divX = Z — (Vg Ei, X)).

Demonstracao: Temos

divX = Y (Vg X, E)

=1

S o) o

= Y (E{X))Ej, E) + (X;VE,E;, Ey).
2,7=1
Como <EZ, EJ> = (Sij;

0 = EZ<EZ,EJ> = <VE1EZ7E > <E17VE E > ou seJa <VE E E> <VE1E17E]>
Dali,

tem-se que

n

divX = zn:Ez(Xz) - Z Xi(Vg, Ei, Ej)

1,j=1

= ZE iVEE“X)

i=1

= Y (E(X)) — (Vg E;, X)).

i=1

O

Defini¢ao 1.4 Seja f € D(M). Definimos a hessiana de f em p € M como
o operador linear Hessf : T,M — T,M, dado por

(Hessf)Y =Vy(Vf), VY eTM.

Podemos considerar Hessf como um tensor tal que para cada par de campos

X, Y € TM, temos

(Hessf)(X,Y) = ((Hessf)(X),Y).
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1.2 Imersoes Isométricas

Seja ¢ : M" — ™ uma imersio de uma variedade diferencigvel M de
dimensao n em uma variedade Riemanniana M de dimensao n+m, isto é, dado
p € M" temos que di, : T,M — Tw(p)M é injetiva. A métrica Riemanniana
de M induz de maneira natural uma métrica Riemanniana em M: Se vy, vy €
T,M, define-se (v1,v2)p = (dip(v1), dpp(v2))y(p). Nesta situagao, ¥ passa a ser

uma imersao isométrica de M em M.

1.2.1 A segunda forma fundamental

Seja ¥ : M™ — M uma imersao. Dado p € M, existe um aberto U C M
contendo p tal que ¥(U) C M é uma subvariedade mergulhada de M. Isto
quer dizer que existem uma vizinhanca U C M de 9 (p) e um difeomorfismo
0 :UC M — V C R*"™" em uma aberto V de R™™, tal que ¢ aplica
difeomorficamente ¢(U) N U em um aberto do subespaco R™ x {0} C R*™,
onde 0 € R™.

Para simplificar a notacao, identificamos U com ¢ (U) e cada vetor v €
T,M, q € U, com diy(v) € Ty M. Usaremos tais identificagoes para esten-
der, por exemplo, um campo local (isto é, definido em U) de vetores de M a
um campo local (isto é, definido em U) de vetores em M; se U é suficiente-
mente pequeno, tal extensao é sempre possivel, como se vé facilmente usando
o difeomorfismo ¢.

Para cada p € M, o produto interno em TPM decompoe TPM na soma

direta
TpM = TpM D (TpM>L7

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Se v € T,M,

p € M, podemos escrever
v=ov"+0N T eT,M, VN e (T,M)"

T N

Denominamos v' a componente tangencial de v e v a componente nor-
mal de v. Tal decomposicao é evidentemente diferenciavel no sentido que as

aplicacoes de TM em TM dadas por

(p,v) = (p,0") e (p,v) — (p,o")
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sao diferencidveis.

Denotando a conexao Riemanniana de M por V, entao se X e Y sao

campos locais de vetores em M e X,Y sao extensoes locais a M, definimos

VxY = (VgY)".

E possivel provar que V é a conexao Riemanniana relativa a métrica induzida
de M por .

Queremos definir a segunda forma fundamental da imersao ¢ : M — M.
Para isto convém introduzir previamente a seguinte definicao. Se X,Y sao
campos locais em M,

B(X,Y)=VxY —VxY
é um campo local em M normal a M. B(X,Y) nao depende das extensoes

X.,Y. Com efeito, se X; é uma outra extensao de X, teremos
(VxY = VxY)— (Vx,Y —VyY) =Vx_ %Y,

que se anula em M, pois X — X; = 0 em M; além disto, se Y| é outra extensao

de Y,

(VY —VyY) — (VgY1 = VyY) =Vx(Y = Y;) =0,
pois Y — Y| = 0 ao longo de uma trajetéria de X.

Portanto, B(X,Y") estd bem definida. No que se segue, indicaremos por

X(U)* os campos diferencidveis em U de vetores normais a ¢(U) ~ U.

Proposigao 1.3 Se X,Y € X(U), a aplicagio B : X(U) x X(U) — X(U)*
dada por
B(X,Y)=VxY —VxY

€ bilinear e simétrica.

Demonstracao: Pelas propriedades de linearidade de uma conexao, conclui-
se imediatamente que B ¢é aditiva em X e Y e que B(fX,Y) = fB(X,Y),
f € D(U). Resta mostrar que B(X, fY) = fB(X,Y), f € D(U). Indicando

por f uma extensao de f a U, teremos

B(X,[Y) = Vx(fY) - Vx(fY)
= fVxY = fVxY + X())Y - X(f)Y.
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Como em M, f = f e X(f) = X(f), concluimos que as duas tltimas
parcelas se anulam, donde B(X, fY) = fB(X,Y), isto é, B é bilinear. Para

mostrar que B é simétrica, utilizaremos a simetria da conexao Riemanniana,

obtendo

B(X,Y)=VxY —VxY =Vs:X +[X,Y] - Vy X — [X,Y].

Como em M, [X,Y] = [X,Y], concluimos que B(X,Y) = B(Y, X).
0

Como B é bilinear, concluimos, exprimindo B em um sistema de coorde-

nadas , que o valor de B(X,Y)(p) depende apenas de X (p) e Y(p).

Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Sejap € M e n €

(T,M)*. A aplicagao H, : T,M x T,M — R dada por
Hﬁ(x7y) = <B($=y)777>7 a:,yETpM,

¢é pela proposicao 1.3, uma forma bilinear simétrica.

Definicao 1.5 A forma quadrdtica 11, definida em T,M por

¢ chamada a sequnda forma fundamental de v em p sequndo o vetor normal

n.

As vezes se utiliza também a expressao sequnda forma fundamental para
designar a aplicacao B que em cada p € M é uma aplicacao bilinear, simétrica,
tomando valores em (T,M)*.

Observe que a aplicagao bilinear H,, fica associada uma aplicagao linear

auto-adjunta, chamada aplicagao de Weingarten, A, : T,M — T,M por
<Aﬂ($)’ y> = Hn(x7 y) = <B(l’, y)7 77>'

Proposigao 1.4 Sejap € M, x € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensdo

local de m normal a M. Entao
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Demonstracao: Seja y € T,M e X,Y extensoes locais de z,y, respectiva-

mente, e tangentes a M. Entao, (N,Y) = 0, e portanto,

(Ay(z),y) = (B(X,Y)(p),N)=(VxY — VxY,N)(p)
= (VxY,N)(p) = —(Y,VxN)(p) = (~V.N,y),

para todo y € T,M.
O

Sejam K e K as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, definidas

por
B <R(X, Y)X, Y>
KXY = RV - .7
RX,7) = —AX X Y)
IXIEITIE - (X.7)2
onde

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[X’y}Z,

E(X, Y)Z = VYVXZ — VXVYZ + v[X,Y}Z-

Teorema 1.2 (Gauss) Sejam p € M e x,y wvetores ortonormais de T,M.

Entao
K(x,y) — K(z,y) = (B(z,z), B(y,y)) — | B(z,y)|*.

Demonstracao: Pode ser encontrada em [3].

Definicao 1.6 Uma imersio 1) : M — M € geodésica em p € M, se para todo
n € (T,M)* a sequnda forma fundamental I1, é identicamente nula em p. A

imersao Y € totalmente geodésica se ela é geodésica para todo p € M.

Proposicao 1.5 Uma imersao ¢ : M — M € geodésica em p € M se, e sd

se, toda geodésica v de M partindo de p € geodésica de M em p.

Demonstragao: Sejam 7(0) = p e 4/(0) = z. Sejam N uma extensao local,
normal a M, de um vetor normal 17 em p e X uma extensao local, tangente a

M, de ~'(t). Como (X, N) =0, obteremos em p,

H,(z,z) = (A,(2),z) =—(VxN,X)
= —X(N,X)+(N,VxX) = (N,VxX).
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Decorre dai que 1 é geodésica em p se, e sé se, para todo x € T,M, a
geodésica v de M que é tangente a x em p satisfaz a condicdo: VxX(p)
nao tem componente normal. Portanto, 1) é geodésica em p se, e s6 se, toda
geodésica v de M partindo de p é geodésica de M em p.

O

Definicao 1.7 Uma imersao ¢ : M — M ¢é minima se para todo p € M e

todo n € (T,M)* tem-se que trA, = 0.

Escolhendo um referencial ortonormal 71,7y, ..., 7 de vetores em X(U)*t,

onde U é uma vizinhanga de p onde ¢ é um mergulho, podemos escrever, em

P,
B(z,y) =Y Hy(v,y)mi, x,ye€T,M, i=1,.m.

Nao é dificil verificar que o vetor normal dado por

1
H=— Z(”’Am)m

n

1
nao depende do referencial 7; escolhido. O vetor H é chamado o vetor curvatura

média de . E claro que 1 é minima se, e s6 se, H(p) = 0 para todo p € M.

1.2.2 As equacoes fundamentais de uma imersao isométrica

. ~ . T ——n+m
Dada uma imersao isométrica v : M"™ — M , temos em cada p € M a
decomposicao

TPM = TpM @ (TpM>La

que varia diferenciavelmente com p. Isto significa que, localmente, a parte
do fibrado tangente TM que se projeta sobre M se decompode em um fibrado
tangente TM e em um fibrado normal TM*. No que se segue, usaremos
sistematicamente as letras latinas X,Y, Z, etc., para indicar os campos dife-
renciaveis de vetores tangentes e as letras gregas &, 1, (, etc., para indicar os

campos diferenciaveis de vetores normais.

Dados X e 7, ji vimos que a componente tangente de Vxn é dada por
(Vxn)T = —A,X. A componente normal de V xn, chamada conexao normal

V+ da imersao é dada por

Vxn = (Vxn)" =Vxn— (Vxn)" =Vxn+ 4,X.
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Verifica-se facilmente que a conexao normal V< possui as propriedades

usuais de uma conexao, isto é, é linear em X, aditiva em 7, e
Vx(fn) = fVxn+X(f)n,  feDM).

De maneira analoga ao caso do fibrado tangente, introduz-se a partir de V+
uma nog¢ao de curvatura no fibrado normal que é chamada curvatura normal

Rt da imersao e definida por

RH(X,Y)n = Vi Vxn — Vi Vi + Vig vy
Proposicao 1.6 As sequintes equacoes se verificam
(a) Equagao de Gauss

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T)—(B(Y,T), B(X, Z))+{(B(X,T), B(Y, Z)).
(b) Equagdo de Ricci
(RIX,Y)n, Q) = (RH(X,Y)n, Q) = ([Ay, AJX,Y),
onde [A,, Ac] indica o operador A, o A; — Ac 0 A,).
Demonstragao: Ver [3].

Observacgao 1.2 Dizemos que o fibrado normal de uma imersao é plano (flat)
se R* = 0. Admita que o espaco ambiente M tem curvatura seccional cons-

tante. Entao a equacao de Ricci se escreve
<RL(X7 Y)n7 C> = _<[A777 AC]Xa Y>

Decorre daf que R+ = 0 se, e s6 se, [A,, A(] = 0 para todo n,(, isto
¢, se, e s6 se, para todo p € M existe uma base de T,M que diagonaliza

simultaneamente todos os A,.

Dada uma imersao isométrica, convém indicar por X(M)=*

o espaco dos
campos diferenciaveis de vetores normais a M. A segunda forma fundamental

da imersao pode entao ser considerada como um tensor

B X(M) x (M) x X(M)* — D(M)
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definido por
B(X,Y.n) = (B(X,Y),n).

A definicao de derivada covariante se estende a este tipo de tensor de maneira

natural
(VxB)(Y,Z,n) = X(B(Y, Z,1)~B(VxY, Z,n)~B(Y,VxZ,n)-B(Y. Z,Vxn).
Proposicao 1.7 (Equagao de Codazzi) Com a notagdo acima

(R(X,Y)Z,n) = (VyB)(X,Z.n) — (VxB)(Y, Z,n).
Demonstragao: Ver [3].

Observacao 1.3 Se o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante,

a equacao de Codazzi se escreve como
(W}@B)(Y, Z7 77) = (ﬁyB)(X, Za 7])
Se além disto, a codimensao da imersdao é um, Vyn = 0, donde,

VxB(Y,Z,n) = X(A)Y,Z)—{(A,(VxY),Z) - (A,)Y,VxZ)
= (Vx(AyY), Z) — (4,(VxY), Z).

Portanto, neste caso, a equacao de Codazzi se escreve
VX(AHY) - VY(AWX> - An([X7 Y])

Definigao 1.8 Seja v : M™ — M"™ wuma hipersuperficie e A : TM"™ —
TM"™ o tensor de Weingarten. A derivada covariante de A € a aplicagcao

VA:TM" x TM"™ — TM" dada por

VAX,Y) = Vy(AX) — A(Vy X).

Proposicao 1.8 Seja A : TM™ — TM™ o tensor de Weingarten. Entdo a

derivada covariante VA € bilinear.
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Demonstragao: Dados X,Y,Z € TM™ e f € D(M), temos

VAKX + fY,Z) = Vz(AX + fY)) — A(V4(X + fY))
= V4(AX)+ Vz(fAY) — A(VzX) — A(V(fY))
= Vz(AX) - A(VzX)+ fV2(AY) + Z(f)AY

—JA(VZY) = Z(f)AY

= VAX,Z)+ f(Vz(AY) — A(VzY))
— VA(X,Z)+ fVA(Y, 2).

E também,

VAX,Z+ [Y) = Vzuv(AX) = A(Vzipv X)
— V4(AX) = A(V2X) + F(Vy(AX) — A(Vy X))
= VAX,Z)+ fVA(X,Y).

[l

Proposigao 1.9 Seja ¢ : M™ — M™ uma hipersuperficie, onde M tem

curvatura seccional constante. Entdo VA € simétrica, isto €,
VA(X,Y) = VAY, X),
para X,Y € TM™.

Demonstracao: Desde que M™*! tem curvatura seccional constante e 1) tem

codimensao um, segue-se da equacao de Codazzi que
Vi (AY) = Uy (AX) = A(X,Y]) = A(VxY) — A(Vy X)),
para X, Y € TM"™. Logo
VAX,Y)=VA(Y, X).
O

Definicao 1.9 Dado um tensor simétrico T : TM™ x TM"™ — TM", defini-
mos o traco de T" como sendo
trT => T(E; E),
i=1

onde {E1, Es, ..., E,} € um referencial ortonormal.
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Definicao 1.10 Sejam A:TM — TM e B : TM — TM 1-tensores na vari-
edade Riemanniana M. O produto interno dos 1-tensores A e B € a aplica¢ao
(A,B) : M — R dada por

onde By ¢ o operador adjunto de B,

1.2.3 Hipersuperficies totalmente umbilicas de S"*!

Mostraremos aqui, que as tinicas hipersuperficies totalmente umbilicas de S"*1
sao as hiperesferas grandes e pequenas de S"*!. Para isto, precisamos da

seguinte definicao.

Definigao 1.11 (Conexdes de métricas conformes) Seja M uma variedade
diferencidvel. Duas métricas Riemannianas g ¢ g em M sao conformes se
existe uma fungao positiva p - M — R tal que g(X,Y) = ug(X,Y), para
todo par X,Y € TM (em nossos cdlculos sempre faremos p(p) = e®®), onde
¢ : M — R ¢ qualquer funcao definida em M ep € M, tal igualdade estd bem

definida pois estamos considerando p positiva,).

Sejam V e V as conexoes Riemannianas de g e g, respectivamente. Mostremos

a seguinte relacao entre as conexoes,
VxY =VxY + 5(X,Y),

onde S(X,Y) = H{X(¢)Y +Y (¢) X —g(X,Y )V} e V¢ ¢ calculado na métrica
g, isto ¢, X(¢) = g(X, Vo).
De fato, como V é obviamente simétrica, pois S é simétrica, basta mostra

que V é compativel com @, isto é, que
Xg(Y,2)=g9(VxY,Z)+3(Y,Vx2).
Desenvolvendo o primeiro membro da igualdade acima teremos

X(e®g(Y,2)) = X(e))g(Y,Z) +e?g(VxY, Z) + e®9(Y,Vx Z)
= e?X(0)g(Y,2) +e®g(VxY,Z) +e?g(Y,VxZ).

Para o segundo termo, temos

’9(VxY. Z) +e?g(Y,VxZ) + e*{g(S(X,Y), Z) + (Y, S(X, Z))}.
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Portanto basta mostrar que
X(9)g(Y, Z) = g(S(X,Y), Z) + g(Y, S(X, Z)).
Substituindo a expressio de S(X,Y) teremos,
X@u(2) ~ g(FXOY + V(@)X - 9(X.V)70).2)
- (V307 + 20X - (X, 2)v0})

= X(0)(Y.Z) ~ X(6)g(V, 2) ~ 3Y (0)g(X.2) +

L g(X.V)g(V6. Z) ~ L Z(0)a(Y. X) + Lo(X. 2)g(¥. V)

= 0,
o que conclui a afirmacao.

Definicao 1.12 (hipersuperficies umbilicas) Seja (M”+1,g) uma variedade
com métrica Riemanniana g e seja V a sua conexdo Riemanniana. Diz-se que
wma imersio x : M" — M ¢ (totalmente) umbilica se para todo p € M, a

sequnda forma fundamental B de x em p satisfaz

<B(X7 Y),T]>(p) = A(p)(X, Y>7 /\(p> € R,

para todo par X,Y € TM e todo campo unitario n normal a x(M); aqui
estamos usando {,) para indicar a métrica g em M e a métrica induzida por

x em M.

Provemos que ao mudarmos a métrica ¢ para uma métrica g = e®g, con-

. ~ ——n+1l _ . s
forme a g, a imersdo x : M™ — (M, g) continua a ser umbilica.

De fato, basta observar que se 7 é um campo normal unitario a M na

métrica g entao \/—77:4) é um campo normal unitario na métrica g. Assim, con-
e

siderando uma base ortonormal {E, ..., E,} que diagonaliza o operador se-

gunda forma A, segundo a métrica g, teremos,
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g

Desde que a base que escolhemos diagonaliza o operador A,, segue para

1 =7 que

n(9) é uma funcao de M em R. Assim,
2V/e?

onde f =

— — 1
bR T

Logo se M™ é uma hipersuperficie umbilica de S"™* temos que k; = ... = k,,

(ki — kj).

o que implica pela expressao acima que k; = ... = k,, 0 que prova nossa
afirmagao.

Uma hiperesfera " em S"*! significa a intersecao de S**! com um hiper-
plano em R™"2. 3" ¢ chamada uma hiperesfera grande (equatorial) ou pequena
(ndo equatorial), respectivamente, de acordo com os hiperplanos, passando

pela origem de R"*2 ou nao. Podendo ser um tnico ponto.

De posse dessas considerecoes, tomemos a esfera S*™! através da inversa da
projecao estereografica, a qual sabemos que é conforme, logo implica dos fatos
provados acima que se M"™ é uma hipersuperficie umbilica de S**!, temos que
sua imagem pela projecao estereografica também o é. Desde de que as unicas
umbilicas de R"*! sao as esferas n-dimensionais e hiperplanos de R"*!, segue
pela inversa da projecao estereografica que as tnicas hipersuperficies umbilicas

de S"*! sdo as grandes e pequenas hiperesferas.



Capitulo 2

Caracterizacao das hiperesferas
de S"T! em termos de suas

imagens de Gauss

Obteremos neste capitulo como principal resultado, uma caracterizacao
das hiperesferas (grandes ou pequenas) de S"*! entre todas hipersuperficies
completas de S"*! em termos de suas imagens de Gauss, tendo como referéncia

principal o trabalho de Nomizu, K. e Smyth, B. [6].

2.1 A Aplicacao de Gauss

Seja M uma variedade Riemanniana orientavel e completa de dimensao n
e : M — S"! uma imersao isométrica de M na esfera unitdria S**! em

R"*2 com centro na origem.

Desde que M ¢ orientavel, podemos escolher um campo global de vetores
unitarios &, normal a M em S"! com respeito a imersao 1. Para campos
de vetores X e Y sobre M, as conexdes Riemannianas V e V de S"*! e M,

respectivamente, sao relacionadas por

ViV = (VxY)T
= VyY — (VxY, e

Como (Y, §) = 0, temos

0=X(Y &) = <6XY7 £) + (Y, ﬁxf%

24
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o qual nos implica

(VxY.6) = —(Y,Vx&)
= (Y, —(Vx&)")
= (Y, AX).

Portanto, VxY = VyY — (AX,Y)¢, onde A é o tensor simétrico do tipo
(1,1) sobre M definido por AX = —(Vx&)7.

A aplicacao de Gauss ¢ : M™ — S"*! ¢ definida por ¢(p) = &y € S"
para cada p € M. ¢(M) é chamada a imagem de Gauss de M. Observe
que ¢(X") é um ponto (resp. uma hiperesfera pequena) de S"*! se ¥" é uma

hiperesfera grande (resp. pequena) de S"*1.

De fato, se X" ¢ uma hiperesfera grande de S"*!, temos (¢)(p),v) = 0 para
algum v € R™*2 unitdrio e para todo p € ¥". Logo se X € TX", denotando a

conexao de R"*2 por D, temos
X{W(p),v) = 0= (Dx¢(p),v) = 0= (X,0) = 0= v =clyp),

onde ¢ é uma constante. Desde que v € unitario, temos v = £&y,), para todo
p € X", onde o sinal depende da orientagdo tomada. Portanto, ¢(¥X") é um

tinico ponto de S"*1.

Agora, se X" é uma hiperesfera pequena de S"!, temos ((p),v) = ki,
0 < k1 < 1. Podemos supor 0 < k; < 1, pois se k; = 1 terfamos ¢ (p) = v para

todo p € X", logo X" seria um 1nico ponto. Desta forma temos

X((p),v) =0= (Dx(p),v) =0 = (X,v) = 0= v =FE(p) + ka {up),

para alguma constante k3. Observe que,

(o) V) = o) » F1Y(p) + k2 §yw)) = k2

el=|v|?*=k+ k3.
Desde que 0 < k; < 1, temos 0 < ke < 1. Portanto, ¢(X") é uma hiperes-

fera pequena de S™*1.
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Teorema 2.1 Seja M uma variedade Riemanniana orientdavel e completa de

dimensdo n > 2 imersa isometricamente em S™ e ¢ sua aplicacio de Gauss.

i) Se ¢(M) estd contida em uma hiperesfera grande de S™*', entio M estd
merqulhada como uma hiperesfera grande e assim ¢(M) € um tnico

ponto.

ii) Se ¢(M) estd contida em uma hiperesfera pequena de S™**, porém ndo é
um unico ponto, entao M esta mergulhada como uma hiperesfera pequena

e (M) € uma hiperesfera pequena.

Demonstracao: Seja 1) : M™ — S""! a imersio mencionada acima.
Primeiro observe que das duas condigoes acima sobre a imagem de Gauss,
temos que existe um vetor unitario v € R™2 tal que a funcao f, : M" — R
dada por f,(p) = (§y(p), v) € constante sobre M, digamos 0 < o < 1. Defina

um campo de vetores Z sobre M por

Zp =0 — fo(P)yp) — Lu(p)V(p), (2.1)

onde [, : M™ — R é dada por I,(p) = (¢(p),v). Denotando a conexao de R"*?

por D, temos

Vx€ = Dx&— (Dx&, )
= Dx&+ (Dxv, &)
= Dx&+ (X, ).

Derivando f, = a sobre M, obtemos, para X € T'M
0= X<€7U> - <DX§71}> = <6X€ - <X,€>¢,’U> = <_AX7U> - <_AX7 Z)a

desde que Vx& = (Vx&)T = —AX e (X,£) = 0.
Em outras palavras (AX, Z) = 0 para todo X € TM. Logo,

Z € ker A (2.2)

desde que (X, AZ) = (AX, Z) = 0 para todo X € T'M implica AZ = 0. Além

disso,
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VyZ = VxZ—(AX,Z)¢
= VxZ
= DxZ+ (X, 20
= —({v)Dx& = (Dxy,v)¥ — (¥, v)Dxv + (X, Z)¢
= (& v)Dx& — (X, )¢ — (b, 0)X + (X, Z)¢
= (&, 0)AX — (Y, ) X.

Portanto,

VxZ = (f,A - 1,I)X, (2.3)

onde [ é a transformacao identidade. Pela equagao de Codazzi, (2.2) e (2.3),

temos

(V,AX = (VxA)Z
= Vx(AZ)— A(VxZ2)
= (lvA_vaQ)Xa

para cada X € T'M | isto é,
VA =1,A— f,A (2.4)
Em particular,
Z(trA) = tr(VzA) = I,(trA) — f,(tr A?). (2.5)

Os zeros do campo de vetores Z ocorrem nos pontos p € M onde v é

ortogonal a ¢, (7,M) ~ T, M. De fato,
Zp =0ev= fv(p)fw(p) + lv<p)w<p)

Se Z = 0 sobre M, entdo (M) estd contida em uma das hiperesferas
determinada pelo sistema de hiperplanos em R"*? ortogonal a v. De fato,
temos

(X,v) =0;¥VX € TM.

Logo,
(Dx,v) =0= X({,v) =0 = (¢,v) = cte.
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Pela completude de M, o conjunto (M) é a prépria hiperesfera X" em
S"*1. Em particular, quando f, = 1, isto é, £ = v, temos Z =0 e (¢, v) = 0.
Assim, ¥(M) é uma hiperesfera grande.

Suponhamos portanto, de agora em diante que Z # 0 sobre M, e como
observamos acima, temos 0 < f, < 1. Trabalharemos primeiramente com

0 < f, < 1. Em virtude de (2.2) e (2.3),

V,Z = (f,A-1,D)Z
= fAZ—1,2
= 1,7

sobre M. Portanto, ¢ um campo de vetores geodésico sobre a subvarie-

A
e z]
dade aberta M = {p € M;Z, # 0} de M, onde ||Z|| denota o comprimento
de Z. De fato,

A 1 1
Vgerer = —VZZ+Z<—>Z
Izl ~ Tz 2]

1 1
M 2]
Z__1(1Z])*2(V42,2)
Mzl "2z
z ., _lz)
+l’U 2
121 " " TZIPIZ]

Z

= -1 A

Z

-
= 0.

Fixando py € M’, seja v a geodésica (parametrizada pelo comprimento de
arco s e extendida indefinidamente em ambas diregoes ao longo de M) partindo
de py e tangente a Z,,. Em virtude da observacao acima, o campo de vetores
Z é tangente a v ao longo de . Considere a funcao real h definida sobre R

por
h(s) = (v'(s), Zy(s))-

Seja (a,b) o intervalo maximal (possivelmente semi-infinito ou infinito)
contendo 0 para o qual vy((a, b)) estd na componente conexa de M’ contendo

po. Entao
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= V) (s), Zoo) ‘

(Vo)1 (8), Zos)) + (7 (8)s Vi) Zo () (2.6)
= (7'(s5), (foA =1, 1)Y'(s))
= lv(fy( )) 5 € (CL, b)

desde que v'(s) é um muiltiplo de Z quando s € (a,b) e Z € ker A por (2.2).

/

Assim,

d2h d
-z = —%W’V(S)),v)

= =7 (s)((v(s)),v)
= —(Dyr¥(1(s)), ) (2.7)
= —(v'(s),v)

= —{7(s); Zys))

= —h(s), s € (a,b). )

dh

A solugao desta equagao diferencial com condicoes inciais T (0) = —1,(v(0)) =

s
—ly(po) = —PBo e h(0) = /1 — f2 — 33 ¢

h(s) = Cy cos(s) + Casen (s)

para algumas constantes C; e Cy. Observe que

C1=h(0) =/1—f7 =5

Cy = 1'(0) = —fo.

h(s) =/1— f2— 32 cos(s) — Bosen (s).

Podendo ainda ser escrita como

Logo,
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= cos(sg) cos(s) — sen(sg)sen(s)

= cos(s+ sp).

Portanto,

h(s) = /1 — f2 cos(s + sp), s € (a,b), (2.8)
Bo

2
v

onde 59 € (—7%, %) ¢ determinado por sen (sg) = . Além disso, segue-

se de (2.6) que

Ly(7(s)) = /1 — f2sen(s+ so), s € (a,b) (2.9)
e de (2.8)
Zys) = V1 — [2 cos(s + s0)7'(s), s € (a,b). (2.10)

Sendo h(0) positivo, segue-se que h é positiva sobre (a, b). De fato, suponha
que existe t € (a,b) tal que h(t) < 0. Pelo Teorema do Valor Intermediario,
existe ¢ € (0,t) tal que h(c) = 0, o que é um absurdo, pois assim teriamos
Zye) = h(c)7'(c) = 0. Sendo assim, segue-se de (2.8) que (a,b) é finito.

A condi¢ao de maximalidade sobre o intervalo (a,b) implica que Z,) =

0 = Z,4), o que significa , em virtude de (2.10) e continuidade, que
cos(a + sg) = 0 = cos(b+ sp). (2.11)
Fazendo k(s) = (trA) o y(s), podemos reescrever (2.5) como
5 dk 5 z2
V11— f2cos(s+ so)% = /1 — f2sen(s+ so)k(s) — fo(trA®)
sobre (a,b), isto é,

VI= T2 5 (cos(s + sok(s) = ~Fu(ir A7) (2.12)

sobre (a,b).
Desde que trA? = ||A||* > 0, segue-se que cos(s + sg)k(s) é monitona

decrescente sobre (a,b) e se anula em s = a e s = b. Logo, k = 0 ao longo de
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(a,b) e segue-se de (2.12) que trA% = 0 ao longo de v((a,b)), se f, # 0, e em
particular A = 0 em py = 7(0). Assumindo f, # 0, temos portanto, que A =0
sobre M.

Entretanto, Z = 0 e [ = 1 — f2 sobre o conjunto aberto M — M’. De fato,

se Z =0, entao

vo= Sy +LY(p)
= l=p|*=fI+1
= P2=1-f%
Logo, da equagao (2.3) segue-se
0=VxZ=(f,A—1,])X.
Portanto,

foA = 1,1
/1_ 2
A = —f” I.
o
Desde que M é conexa e M’ é nao-vazio, A = 0 sobre M. Além disso,

como M é completa, entao (M) é uma hiperesfera grande.

Para o caso Z # 0 e f, = 0, a equagao essencial para nossa prova é
Z(trA?) = tr(V 2 A?) = 2l,tr A%, (2.13)

o qual facilmente se vé que é uma consequéncia de (2.4). Desde que f, = 0,
as equagoes (2.6)-(2.10) sao vélidas para todo s € R. Usando estas equacoes e

fazendo u(s) = (trA?) o v(s), (2.13) reduz-se a

cos(s + so)d—z = 2sen (s + sp)u(s).

Observe que,

a d
T (sen?(s + so)u(s)) = 2sen(s+ so)cos(s + so)u(s) + sen’(s + so)d—u
5 s
d
= cos(s+ sp) <2sen (s + so)u(s) — cos(s + SO)d—u) +
s
_
~ds’

Logo,

du
ds
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d 5 B
I (u(s) — sen?(s + so)u(s)) = 0.

Assim,

(1 —sen?(s + s9)) u(s) = ¢

uls) = cos?(s + sg)

sobre —% < s+ s9 < 7 para alguma constante ¢, e temos uma contradigao
a menos que ¢, e portanto, u seja zero. Assim, A = 0 sobre M’. Desde que
fo=0e Z =0sobre M — M’', temos v = l,1)(p), o que implica I> = 1 sobre
M — M.

Em virtude de (2.4), A = 0 sobre M — M’. Agora segue-se como anterior-

mente que ¥ (M) é uma hiperesfera grande.

Em todos os casos mostramos que M esta imersa sobre uma hiperesfera >"
em S"*!. Como M é completa, temos que ¢ : M™ — ¥" é uma aplicacao de
recobrimento (p.176, Volume I, [5]), e desde que X" é simplesmente conexa se

n > 2, 1) é uma imersao injetiva se n > 2. Isto completa a prova do teorema.
O

O que é importante observar, é que o resultado do teorema é global e que

nao existe um resultado analogo local se a hipétese de completude é retirada.

O exemplo que se segue serve para construir uma ampla classe de hiper-
superficies em S"™! cuja imagem de Gauss estd em uma hiperesfera grande.
Existe ainda, uma grande classe de hipersuperficies minimas com esta pro-

priedade.

Exemplo: Seja 1) uma imersdao de uma variedade (n — 1)-dimensional
N conexa e orientdvel em uma hiperesfera grande S" de S"*'. Com e,
denotando o vetor unitario ortogonal ao hiperplano de S em R"*2 e o angulo
6 como coordenada sobre o circulo unitario S!, a suspensao f : N x St — S*+!
da imersao 1) por geodésicas passando pelos polos norte e sul de S**! ¢ definida
como

F(p,6) = cos 0(p) + sen e

onde p é qualquer ponto de N. Escolhendo coordenadas locais (z', ..., 2" 1)

sobre N, temos que
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0 o .
[« {El) cos 6 xi’ se 1 2 n 1,

0 (2.14)
fe %> = —senfy + cosbe, .

k k 0
Observe que se —?ﬂ <0< g, onde k é um inteiro impar, entao f, (%)

e fu ($> sao linearmente independentes para todo i =1,...,n — 1.
x

km km
Portanto se N’ = { (p,#) € N x S, 5 <0< 7}, entao f: N' — Snt!
é imersao. Denotaremos por M uma das duas componentes conexas de N'.

Seja 7 um campo de vetores unitarios normal a N em S™ e B a matriz da

nfl)

segunda forma fundamental em coordenadas (z!, ..., . Se £ é um campo

de vetores unitarios normal a M em S"™!  observemos que ¢ é ortogonal a
0 0 9
f,0), I. ((91“) e f (%), e portanto, ortogonal a 1(p), €,.2 € 8fi'

De fato, como & € T(,0)S" ™, temos & L f(p,0). Além disso,

Tp0)S"" = TpoyM & (Tipoy M) = € € (T M)*

TooyM =T,N®TpyS"' = ¢ L T,N, £ LTS

Portanto, & L f, <8i2> eé L f, (%) De (2.14), temos

0 B o\ op\ oY
<£,f* (axi)>—0:><§,cose%>—0:> <£’%>_0:>§J_3xi’

paratodoi=1,...,n — 1.

<§,f* (%)> =0= —senf(£, ) + cos (£, e,42) = 0.

(€, f(p,0)) = 0= cos (¢, 4) + sen (g, €n12) = 0.

Das duas ultimas equagoes concluimos que (£,9) = 0 = (£, e,42). Por-
tanto, & 1L ¥ e & L eni0. Desde que ambos 1 e £ sao ortogonais a Eoet Ve
en+2, escolhendo-se a direcao de § sutilmente temos £¢,9) = My(p) Para todo
(p,0) € M. Em particular, (£, e,.2) = 0 sobre M, isto é, a imagem de Gauss

de M estd em uma hiperesfera grande de S™*1. Por outro lado, temos
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([ 0*f _ Cosgaz_¢
dzior ' grion
o f = —sené’a—q/]
gg}ag oxt
52 = —cos 0y — senfle, .
\

Observe que

- af 8f s20 8¢ (‘w = cos? 07, ;
i =\ By’ oz dxy, Ox; ki

onde g; e g; sao os coeficientes de primeira forma de f e v, respectivamente.

Além disso,

ofN OFN _ [N~ 0F o, of of
<A(axi)’8_:cj> = <_;hkia_xk_hm%’8_xj>

onde os hg; sao os elementos da segunda forma fundamental de M. Por outro

lado,
af ﬁ B o0 f ¢
Ox; ) 0x;)  \Ox;0x;
_ e (O
- 8351836] &
oY
= —cos¢9<Daa;in, 8x]>
n—1
oY 81/)
= —cosf <Z hi;—— Dy’ O >
= — Zcos th,-gkj.
k
Portanto,

1 —

h'k:i: hkz i,]{?:1,...,n—1.

cosf
Facilmente verifica-se que os outros elementos da matriz de A sao todos
nulos, do qual segue-se que a matriz da segunda forma fundamental de M em

coordenadas (x!,...,x""1 0) ¢ dada por
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Consequentemente, M é totalmente geodésica (minima) se, e somente se,

N ¢ totalmente geodésica (minima).



Capitulo 3
O Teorema principal

O objetivo deste capitulo é apresentarmos uma demonstracao do teorema
3.1 devido a Nomizu, K. e Smyth, B. [6], o qual caracteriza as hipersuperficies
da esfera com curvatura média constante cuja aplicacao de Gauss esta contida
em um hemisfério fechado de S**!. Para isto, inicialmente vamos calcular o
Laplaciano das funcoes [, e f, sobre uma variedade Riemanniana orientavel
n-dimensional isometricamente imersa em S"*!, as quais sdo definidas por

L, = (¥,v) e f, = (£, v). Mostraremos que

Al, = —nl, + nH f, (3.1)

Af, = —n(VH,v) —trA*f, + nHl,. (3.2)

Para verificarmos isto, seja {Fy, Es, ..., E,,} um referencial ortonormal em

torno de p € M". Entao em p temos,

Vi, = Xn: Ei(l,)E; =Y (E;,v)E; ="
=1 j

36



Desde que v = v — £, — l,1, dados X,Y € TM temos

Hessl,(X,Y) = (Vx(Vl,),Y)
= (Dx(VL),Y)
= <Dx'U Y>
- <DX(U_fv v¢)

Y)
= —(Dx(£:£),Y) = (Dx (1))
= —(fueDx&+ X(f)&Y) = (lLDxv¥ + X (1,)9,
= —fu(Dx&Y) = 1,(X,)Y)
= f,(AX,)Y) —[(X,Y).

Segue-se que

Al, = tr(Hessl,)

= Y Hessl,(E;, E)

=1
= > f(AE, E) — 1,(E;, E;)
=1

= anv - nlva

onde H é a curvatura média de M™.

Analogamente,

Vi, = ZEM)E

v)

37
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Agora utilizando a equagao de Codazzi no célculo da hessiana de f,, temos

Hess f,(X,Y)

(VxVf,,Y)

(Vx(=A(")),Y)

—(VxA) ") + A(Vxv"),Y)
—((VyrA)(X),Y) = (A(Vx0'),Y)
—(VA(X,v"),Y) = (Vx0T AY)
—(VA(X,v"),Y) = (VxVl,, AY)
—(VA(X,v"),Y) — Hess (X, AY)
—(VAX,v"),Y) — fL{AX, AY) + [,(X, AY).

Afirmacgao: Seja A o operador de Weingarten e H a curvatura média de

M™, entao para todo X € T'M temos

tr(VxA) = n(X, VH).

Prova da afirmacao: Seja {Ey, Es, ..., E,} um referencial ortonormal que

diagonaliza A em p € M e sejam kq(p), k2(p), ..., k,(p) os autovalores associados

a E1(p), Es(p), ...En(p), respectivamente. Em p, temos

tr(VXA)

n

> A(VXAE;, E))

i(vX(AEZ-) — A(VxE;), E;)
i(vx(AEi), E;) — ii(A(VXE,-), E;)
é(V)c(AEi), E;)

i]Zi:l<X  E;j)(VE, (AE;), E)

Zn: (X, Ej)[E;(AE;, Ei) — (AE;, Vg, ;)]

ij=1
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- Y |5 (Yunn)
= Z<X7Ej>(nEj(H))

- nZ(XaEN(EJ(H))

_ n(jX,VH>,

onde usamos que

0= ki(p(VxEi, E;)(p) = (VxE;, AE;)(p) = (A(VxE;), E;)(p)-

Portanto, o Laplaciano de f, é dado por

Af, = tr(Hessf,)

= Z Hess fv(Ei> Ez)
i=1

n

= Z[_<VA(EZ, "UT), Ez> - fv<AEia AE1> + lv<Ei7 AE1>]

= —tr(VyrA) = fu > _(AE, AE) +1, Y (B:, AE;)
i=1 =1

= —n@",VH) — |A|*f, + nHI,
= —n{v,VH) —trA%f, + nHl,.

De agora em diante, concentraremos nosso trabalho no caso de hipersu-
perficies de curvatura média constante, isto é, trA = constante sobre M.

Podemos reescrever (3.2) como

Af, = —trA%f, + trAl,. (3.3)
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De (3.1) e (3.3) temos,

A(nE +trAy,v) = nAf, +trAAL,
= —ntrA%f, + ntrAl, — ntrAl, + ntrAH f,
= —ntrA%f, + (trA)*f,
= —{ntrA* — (trA)?}f,.

Observe que se A\, A9, ..., A, S0 as raizes caracteristicas de A, entao
n n 2
ntrA? — (trA)?> = n (Z )\f) - (Z >\i>
i=1 i=1
SR 3B SRR SRt
i=1 i=1

1<j

= (n—1) (iﬁ) —2) N
= D (=N

i<j
Portanto,

A(né +trAp,v) = =Y (A = X)) fi. (3.4)

i<j

Teorema 3.1 (Teorema Principal)Seja M uma variedade orientdvel, conexa
e compacta de dimensdo n > 2 imersa na esfera S"* com curvatura média
constante. Se a imagem de Gauss de M esta em um hemisfério fechado de

S"tL ) entdo M estd mergulhada sobre uma hiperesfera em S™1.

Demonstracao: A afirmacao sobre a imagem de Gauss de M é equivalente
a existéncia de um vetor unitdrio constante v € R"*2 tal que f, = (£,v) >0
sobre M. Em virtude de (3.4), temos Ah < 0 onde h = (n§ + trAy,v). Pelo

teorema da divergéncia, temos

/ Ah dM = / divVhdM = [ (Vh,&) ds=0.
M M oM
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Como Ah < 0, temos Ah = 0 sobre M. Novamente integrando em M e

utilizando o teorema da divergeéncia, temos

0 - /{}M<vg%2),§> ds
_ /MA<%) M
_ /MhA(g)JrgAth2<Vh,V<g)>dM

— / hAh + ||Vh|?* dM
M

_ /kusz.
M

Desde que ||[Vh]|> > 0, temos VA = 0 em M. Como M ¢ conexa, entao
h = cte sobre M.

Observe que se M é minima, temos trA = 0, logo
h = (n& + trAyp,v) = cte = (£,v) = cte.

Neste caso, o resultado segue-se do teorema 2.1. Suponhamos entao trA #
0. Por (3.4), todo ponto de W = {p € M; f, > 0} é umbilico. Além disso,
(n€ + tr A, v) sendo constante sobre M, temos que I, = (1, v) é constante
sobre M — W (pois f, = 0 em M — W). Portanto, M — W estd imersa em
uma hiperesfera de S**!, logo M — W é também totalmente umbilica. Assim,
M & totalmente umbilica e estd imersa em S™*!. Portanto estd mergulhada

em uma hiperesfera.
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