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RESUMO

Esferas magnetizadas podem se atrair formando cadeias. Injetemos essas cadeias em uma
célula Hele-Shaw com diferentes inclinações e descobrimos que elas formam espontanea-
mente padrões auto-semelhantes. Dependendo do ângulo de inclinação da célula, surgem
duas situações completamente diferentes; acima do ângulo crítico, limite para o atrito
estático, o padrão formado assemelha-se ao empilhamento de uma corda e abaixo desse
ângulo crítico, o padrão formado assemelha-se a uma fortaleza vista de cima. Para essas
estruturas, localmente, o primeiro padrão forma uma rede quadrada, enquanto o segundo
padrão exibe uma simetria triangular. Para ambos os padrões, as distribuições de tama-
nho das áreas fechadas, definidos como laços, seguem leis de potência. Caracterizamos a
transição morfológica entre os dois padrões por meio de experimentos e simulações com-
putacionais e justificamos a mudança na orientação dos dipolos como uma disputa entre
a flexão do fio induzida pelo atrito e os efeitos da gravidade durante o processo de injeção
do fio no interior da cavidade.

Palavras-chave: transição de fase; dipolo magnético; experimento; simulação; material
granular.



ABSTRACT

Magnetic beads attract each other, forming chains. We push such chains into an inclined
Hele-Shaw cell and discover that they spontaneously form self-similar patterns. Depen-
ding on the angle of inclination of the cell, two completely different situations emerge;
namely, above the static friction angle the patterns resemble the stacking of a rope and
below they look similar to a fortress from above. Moreover, locally the first pattern
forms a square lattice, while the second pattern exhibits triangular symmetry. For both
patterns, the size distributions of enclosed areas follow power laws. We characterize the
morphological transition between the two patterns experimentally and numerically and
explain the change in polarization as a competition between friction-induced buckling and
gravity.

Keywords: phase transition; magnetic dipole; experiment; simulation; granular matter.
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2.1 Três possíveis comportamentos da matéria granular. Em (a), o castelo de
areia apresenta uma estrutura rígida, deixando o agregado em um aspecto
sólido. Em (b), a soja flui continuamente como um líquido, do silo para o
contêiner. Em (c), uma tempestade de areia. A mistura de ar com a areia
deixa o material granular com um aspecto semelhante a um composto gasoso.24
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trado em (a). Essas cadeias de contato formam um esqueleto granular no
qual as forças podem ser transmitidas via interação de contato partícula-
partícula. Essas estruturas são chamadas cadeias de forças, como mostrado
em (b). Em (c), quando o meio granular é posto sob algum processo no
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priedades mecânicas macroscópicas. Como por exemplo, a estabilidade,
a elasticidade, a fluidez e a relação entre a tensão e o cisalhamento, im-
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2.3 Empacotamento do DNA de um vírus bacteriófago. Em a [70], um esquema
mostrando como o bacteriófago injeta o seu material genético dentro de uma
bactéria. Estudos sobre empacotamento de DNA por simulações exigem
pelo menos 3 milhões de nucleotídeos, contudo, é possível fazer uma redução
do nível dos detalhes da cadeia a fim de reduzir o número de interações a
serem calculadas. Tal técnica é chamada Coarse-graining [73, 71]. Em b
mostra a redução do nível dos detalhes de uma cadeia de DNA. Longas
cadeias como o DNA são frequentemente modeladas como polímeros, ou
seja, uma macro-molécula linear composta por N monômeros conectadas
por N − 1 ligações. Essas ligações representam algum potencial ou vínculo
geométrico. Em c, as ligações são representadas por potencias harmônicos
e os monômeros como esferas duras, fazendo o uso do potencial de Lennard-
Jones. Além das interações de curto alcance, também são implementados
potenciais de longo alcance como coulombiana [71] ou dipolar [93] . . . . . . . . . . . . 29

2.4 Frustração geometrica [116]. Em (a), primeiros vizinhos tendem a se ali-
nhar em uma configuração antiferromagnética. Essa configuração é com-
pletamente satisfeita para uma rede quadrada. Entretando, para uma rede
triangular, não é possível alinhar todos os spins em uma configuração an-
tiferromagnética. Dessa maneira, dizemos que o sistema é frustrado. A
consequência imediata da frustração é que o sistema passa a ter um estado
fundamental degenerado. Em (b), barras quando submetidas a uma defor-
mação tendem a preservar os ângulos nas junções para minimizar a energia
de deformação. Quando as barras estão dispostas como um quadrado, a mi-
nimização da energia é realizada simultaneamente em todas elas, contudo,
não é possível para o caso triangular. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.5 Estados possíveis de mínimos de energia em uma célula triangular usando
o modelo de Ising com spins acoplados antiferromagneticamente [123]. Em
vermelho mostra o par de interação frustrado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.6 Frustração geométrica em empacotamento. Em (a), sistema não frustrado
com um único estado fundamental. Em (b) sistema frustrado duplamente
degenerado. É impossível cobrir perfeitamente uma rede pentagonal de
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2.7 Frustração friccional durante o contato de discos [132]. Em (a) e (b),
mostra discos idênticos em contato, livres somente para girar em torno
de seus respectivos centros e interagindo apenas por atrito. Tanto em
(a) como em (b), se mantermos a velocidade angular da esfera 1 constante,
ω1 = ω, observaremos dois resultados bastante diferente. Em (a), o sistema
consegue girar sem deslizar, pois com ω1 = ω teremos ω2 = −ω, ω3 = ω e
ω4 = −ω. Em (b), a esfera 1 induz uma rotação no sentido horário em 2,
a esfera 2 induz uma rotação no sentido anti-horário na esfera 3 e por fim,
a esfera 1 induz uma rotação no sentido horário na esfera 3. Tal arranjo
triangular não deixa a esfera 3 girar sem deslizar simultaneamente com as
demais esferas em contato, deixando o sistema frustrado. A situação em
(c) e (d) é similar a (b), pois durante a colisão temos o contato mutuo
entre três corpos com atrito. Nesse contexto, a frustração colisional ocorre
devido a impossibilidade de manter contatos não deslizantes entre os discos
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separadas por curvas bem definidas. As figuras (b) e (c) ilustram como a
densidade pode servir de parâmetro de ordem, deixando evidente a distin-
ção entre as fases. Reproduzido de [140]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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uma em que a maioria dos spins aponta para cima (triângulo preenchido)
e outra em que a maioria dos spins aponta para baixo (triângulo aberto).
Uma transição ocorre em Tc = 2.27, ponto em que, independente da tem-
peratura, a magnetização se torna nula. Reproduzido de [140]. . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.10 Padrões em materiais granulares sujeitos à vibração vertical [162]. Os pa-
drões foram obtidos variando dois parâmetros de controle, quais sejam, a
frequência de oscilação f e a amplitude de oscilação Γ. Padrões de on-
das estacionárias: (a) quadrados, (b) listras, (c) e (d) fases alternadas de
hexágonos, (e) camada plana, (f) quadrados, (g) listras e (h) hexágonos. . . . . . 43

2.11 Jamming em silo [183]. A imagem mostra o escoamento de discos em um
silo. Os discos fluem como um líquido em um funil, mas em um determinado
momento, alguns deles formam um arco (discos coloridos), que sustentam
todo o peso do sistema, e que, eventualmente, congestionam o fluxo, o que
é mostrado no inset. O estado jamming ocorre inclusive no caso sem atrito
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2.12 Ilustração mostrando as três categorias do jamming. Em a, discos confina-
dos em uma caixa retangular rígida, organizada em um padrão de empa-
cotamento hexagonal, está em um estado de jamming local. Contudo, não
está em um estado de jamming coletivo, pois a rotação de uma subestru-
tura hexagonal em torno de seu centro de massa tira o sistema do estado
jamming (com exceção de ângulos múltiplos de 60◦). Em b, um empaco-
tamento de discos em uma rede quadrada dentro de uma caixa quadrada
rígida se qualifica em um estado de jamming coletivo. Em c, para a rede
quadrada, as únicas deformações simétricas não expansivas permitidas vem
através de cisalhamentos orientadas ao longo de linhas horizontais, todas
as deformações de cisalhamento com outras orientações são resistidas. . . . . . . . . 46

3.1 Distorção em uma imagem. Um design não simétrico das lentes e uma
abertura antes ou atrás do centro óptico da lente levam a distorções na
imagem. Em a, se o stop de abertura estiver na frente da lente e o conjunto
abertura-lente não estiver perfeitamente alinhado, teremos uma distorção
de barril na imagem. Em b, uma sobreposição de duas malhas de pontos,
uma real e a outra alterada, deixa evidente a distorção causada pela lente. . . 49

3.2 Malha quadrada usada para medir a distorção da lente. A câmera usada
nesse trabalho possui uma resolução de 4160×3120 pixel, distância focal de
f = 28mm, com uma abertura iqual a f/1.9, posicionada a uma distância
de 27 cm do objeto, gerando uma distorção do tipo barril nas imagens. Em
a usamos uma linha verde como guia para mostrar a distorção, que, como
pode ser vista, é bem pequena. Usando a Eq. 3.1 podemos quantificar a
distorção, a qual na imagem em questão tem o valor de DI = 0.025. . . . . . . . . . . 50

3.3 Transformação Hough Circular (THC). Em (a), um objeto circular com
um raio r = 48 pixel. Somente com essa informação podemos iniciar o
algoritmo. Em (b), foi usado o algoritmo Canny [204] para detectar a borda,
mostrada em branco. Em (c) o algoritmo THC desenha círculos, mostrados
na cor azul, os quais têm raio r = 48. Em seguida, o algoritmo localiza
e contabiliza os centros dos círculos no espaço dos parâmetros (a, b, r). O
pico localiza as coordenadas do centro. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.4 Em (a) vista superior das esferas com r = 5 mm = 15 pixels. Foi usado o
mesmo protocolo experimental da Fig. 3.2. O algoritmo THC não é usado
em toda a imagem, apenas na região de interesse (RDI). Na imagem a
RDI compreende a região dentro do círculo laranja. Em (b) é mostrado,
em círculos azuis, como 762 esferas foram detectadas. Foi usada a função
imfindcircles() do MATLAB [206]. Dados os ajustes nos parâmetros e
atribuindo os devidos cuidados na preparação das imagens, é possível obter
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4.1 Três condições de contorno usados em DM. As setas nos centros dos dis-
cos representam a sua orientação. Em a, condição de contorno periódica.
Partículas que experimentam sair pelo lado direito da caixa de simulação
emergem pelo lado esquerdo, e vice-versa, valendo o mesmo para a base e
o topo da caixa. Essa estratégia de confinamento é análoga a uma coleção
infinita de sistemas idênticos. Esses sistemas infinitos estão representados
por uma cor mais transparente em volta do sistema em estudo. Em b, uma
partícula ao tentar atravessar a base da caixa de simulação, sente uma força
normal ao plano e que aponta para dentro da cavidade. A linha pontilhada
mostra a trajetória paralela ao vetor velocidade (seta vermelha), antes e
depois da colisão. Para colisões inelásticas, utiliza-se uma força de amor-
tecimento, usualmente proporcional à velocidade [213]. Em c, é mostrado
que o confinamento passa a ser feito por linhas de discos com posições fixas.
Nessa situação, dizemos que o confinamento é feito de forma explicita [214]. . 57

4.2 Esquema mostrando três perspectivas da interação de contato entre duas
esferas de raio r. Em a, duas esferas com velocidades angulares ω1 e ω2

com seus centros de massa se movendo a velocidades v1 e v2. No meio e em
transparência, temos o plano de colisão que é usado como referência para a
decomposição das forças e dos momentos. A normal do plano é paralela ao
eixo que liga os centros das esferas. Em b, é mostrada a área circular entre
duas esferas formada pela deformação elástica devido à aplicação de uma
força. A relação entre força e área deformada é dada pela Eq. (4.1) e pela
Eq. (4.2), respectivamente. Em c, é mostrada a projeção das esferas no
plano. Em DM a deformação das esferas é parametrizada por um compri-
mento de penetração δ. Quando a distância entre os centros é menor do que
a soma dos raios, aplica-se uma força de repulsão do tipo F ∝ kδα. Nessa
força, δ = 2r− (r1 − r2) · n̂, k é uma constante que representa a dureza do
material e α é um expoente que controla a resposta entre comprimento e
força. Para α = 1, temos o modelo linear e, para α = 3/2, temos o modelo
de Hertz. Nessa tese, iremos usar o modelo linear, pois ele tem a vantagem
de ter solução analítica e de ter um tempo de escala intrínseco. . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.3 Coeficiente de restituição normal pela velocidade de pré-colisão [219]. (©)
Modelo linear com amortecimento linear. (�) Modelo de Hertz com amor-
tecimento linear. (♦) Modelo de Hertz-Kuwabara-Kono. (4) Modelo de
Walton-Braun. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.4 Modelo de atrito descrito pela Eq. 4.8. A força de atrito Ft tem a mesma
direção da velocidade tangencial relativa vt12, mas sentido contrário. Para
baixas velocidades vt12, passa a atuar na Eq. 4.8, a força viscosa γs|vt12|.
Com esse modelo é possível fazer uma esfera rolar sem deslizar em um plano
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4.5 Estados fundamentais para esferas rígidas magnetizadas no plano. Em (a),
a energia reduzida uN pelo número de esferas N [226]. A orientação dos di-
polos está destacada por setas vermelhas. A linha pontilhada corresponde
à energia de uma cadeia circular. As configurações foram encontradas
usando o método Monte Carlo. Em (b) e em (c), no limite termodinâmico
com T = 0, quando os spins estão localizadas no plano e organizados em
uma rede quadrada há apenas dois estados fundamentais, ambos com a
mesma energia, com fase antiferromagnética e com um sistema continua-
mente degenerado [228, 229]. A configuração em (c) é obtida a partir de
(b), pela rotação da subrede A (em vermelho) por θ = π/6, e da subrede
B (em azul), por θ = −π/6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.6 A estrutura hexagonal minimiza a energia de um conjunto de esferas mag-
netizadas para dipolos paralelos ao plano [226]. Essas estruturas hexa-
gonais perfeitas possuem p esferas na camada mais externa. Para o pre-
sente caso, p = 8. Estruturas hexagonais sem buraco central possuem
Nhexa = 3p2 − 3p + 1 esferas, mas estruturas hexagonais com buraco pos-
suem Nhexa = 3p2−3p esferas. No limite em que p→∞ a energia reduzida
tende a uplano = −2.759 [227]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5.1 Configuração esquemática para o experimento realizado. A cadeia de es-
feras magnéticas são empurradas de baixo para cima, em uma célula de
Hele-Shaw inclinada em θ graus. A célula de Hele-Shaw é formada por
meio de um cavidade cilíndrica de raio R coberta por meio de uma placa
de acrílico transparente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5.2 Padrões obtidos depois que nenhuma esfera pode ser injetada na células
para (a), R = 40d e θ = 0◦; (b), R = 40d e θ = 90◦; (c), R = 20d e
θ = 0◦. Em (d) duas cadeias são injetadas na célula diametralmente, con-
forme indicado pelas setas pretas, com θ = 0◦. Para (a) e (c) observamos
o padrão poligonal e para (b) e (d) o padrão empilhado. A área ampliada
em (a) e (b) realça os dois padrões, o poligonal e o empilhado, respectiva-
mente. A legenda de cores indica o número de primeiros vizinhos de cada
esfera. Podemos observar, que no padrões poligonal, localmente, a maioria
das partículas tem seis vizinhos, produzindo assim uma rede triangular, en-
quanto no padrões empilhado, quatro vizinhos mais próximos prevalecem,
resultando em uma rede quadrada. Apenas em (a) a cadeia nunca atinge
a parede da cavidade. Os pontos pretos em (a), (b) e (c) indica o ponto de
injeção. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

5.3 O padrão poligonal é formado por listras de cadeias paralelas com um
arranjo localmente triangular. Essas listras criam espontaneamente quinas,
formando ângulos de 120◦, como mostrado em (a) e ampliado em (b). . . . . . . . . 71



5.4 As áreas delimitadas pelos laços dentro da cadeia de esferas magnéticas
são mostradas em azul para dois experimentos de injeção, resultando em
(a) o padrão empilhado e (c) o padrão poligonal. A área adimensionalizada
A∗b = Ab/A0 é calculada das imagens em preto e branco, onde Ab é a área
do buraco medida em pixels e A0 = π(d/2)2. A distribuição das áreas
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poligonal, calculada sob uma média de 15 realizações experimentais em
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−γ, calculada para
áreas maiores do que 10 pixels, com expoentes γ = 2.31±0.03 e 0.85±0.03,
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5.5 Parâmetro de ordem φ6 da transição de fase morfológica em função da
inclinação θ para R = 40d (círculos) e R = 20d (estrela). φ6 é definido
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se claramente um salto abrupto perto do ponto crítico θc = 19.4◦, sendo
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5.7 (a) Padrões obtidos pela injeção de uma cadeia de esferas magnéticas, in-
jetada diametralmente, com raios R = 10d, R = 20d, R = 30d e R = 40d.
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vidade. Segunda linha: simulações usando o Modelo de Elemento Discreto
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5.8 Quatro diferentes imagens durante o processo de empacotamento. A cadeia
de dipolos é injetada por baixo e na posição central da cavidade. Durante
o processo de injeção nenhuma aresta (contato) é quebrada enquanto no-
vos contatos são formados. Para esse caso de injeção, em particular, o
padrão apresenta uma simetria local triangular. A formação de defeitos na
estrutura cristalina é um efeito da frustração, pois a configuração inicial
dos dipolos head-to-tail compete com a estrutura triangular. No presente
caso, a frustração é responsável por quebrar a simetria global hexagonal do
sistema. Sendo assim, estamos diante de uma estrutura geometricamente
frustrada (EGF). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

5.9 Configuração de menor energia magnética para uma rede triangular. Em
(a), experimento injetando a cadeia por baixo da cavidade. Em (b), simula-
ção usando MC para dipolos com posições fixas mas orientações livres com
condição de contorno periódico na vertical e horizontal. Em ambos os ca-
sos, o norte magnético dos dipolos são identificados pelo hemisfério pintado
em vermelho. Para uma melhor visualização no experimento, nós separa-
mos o norte e o sul magnético por linhas verdes tracejadas em (c). Em
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INTRODUÇÃO

Os materiais granulares estão presentes tanto na natureza quanto na indústria onde
apresentam uma variedade de formas, tamanhos e propriedades mecânicas/químicas. Ma-
teriais granulares podem ser consideradas partículas rígidas e quando estudados em movi-
mento podem ser tratados por meio de colisões inelásticas dissipando energia até cessarem
o movimento. Devido ao tamanho não apresentam flutuações térmicas. Na condição de
confinamento, formam estruturas variadas com diferentes topologias e quando submetidos
a forças externas repondem na forma de um sistema complexo. Das inúmeras categorias de
estruturas formadas por materiais granulares, podemos destacar as estruturas cristalinas.
Dependendo do protocolo experimental e das interações envolvidas é possível encontrar
nos materiais granulares, tanto estruturas ordenadas como estruturas amorfas [1].

Os materiais granulares podem ser agrupados em cadeias por meio de um vínculo fí-
sico, como ocorre por exemplo em uma corrente, ou por meio de uma interação magnética
como em cadeias formadas por esferas magnéticas. Nesta condição particular, os materi-
ais granulares apresentam propriedades comum aos fios, como flexibilidade e podem ser
utilizados com a mesma finalidade. A injeção de fios metálicos e plásticos em cavidades
rígidas são usados em processos de empacotamento de DNA em glóbulos e capsídeos virais
[2, 3], bem como em tratamentos minimamente invasivos para aneurismas saculares [4].
Padrões fractais são observados no empacotamento de fios em cavidades com uma força
de injeção que diverge para infinito como uma lei de potência [5, 6, 7, 8]. Modificando-se
o atrito e a rigidez à flexão do fio, três diferentes padrões já foram observados e organi-
zados em um diagrama de fase: uma fase espiral, uma fase de laços e uma fase caótica
[9, 10]. Além de cavidades rígidas, cavidades deformáveis também já foram utilizadas em
processos de empacotamento [11, 12].

Conforme descrito em trabalhos publicados anteriormente sobre o tema, a relevância
do empacotamento de fios em cavidades é uma realidade com muitas aplicações. A natu-
reza do fio é na maioria dos casos plástica e/ou metálica, cujas propriedades relacionadas
com a deformação e empacotamento, dependem basicamente da torção, fricção e plastici-
dade. Neste cenário, as forças envolvidas são usualmente de curto alcance, ou seja, estão
relacionados ao contato entre as partes. Quando um fio magnético formado por esferas
magnetizadas é utilizado durante o empacotamento em cavidades, um novo aspecto entra
em cena. As interações de longo alcance devido a natureza magnética do material. Essa
interação pode ser de atração (polos opostos) ou repulsão (polos iguais). Com a inclusão
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desta característica nas forças de interação entre as partes do fio, novos padrões devem
emergir durante o empacotamento desses fios com propriedades magnéticas. Quando a
condição de contorno do problema pode ser alterada de forma gradual, como por exemplo,
as forças de atrito entre o fio e a superfície da cavidade, um ingrediente adicional passa a
ser atuante no sistema.

Considerando todos esses ingredientes adicionais, apresentamos nesse trabalho um
estudo sobre a injeção de fio em cavidades cilíndricas, porém, diferente dos trabalhos
anteriores, este fio é formado por uma cadeia de esferas magnetizadas, incluindo interações
repulsivas e atrativas entre as secções do fio magnético.

A cavidade será substituída por uma célula de Hele-Shaw. Analisaremos os padrões
obtidos durante a injeção das esfera magnetizadas em função de parâmetros pertinentes
ao sistema: fração de empacotamento dentro da célula, ângulo de inclinação da célula de
Hele-Shaw relacionado com a intensidade do atrito, tamanho da cavidade e finalmente, o
ângulo de injeção das eferas no interior da cavidade. Esta análise é conduzida por meio
de experimentos e simulações. A coleta de dados experimentais foi realizada por meio da
obtenção de imagens (filmes gravados), usando a técnica hough transform. As simulações
complementam a análise das morfologias, trazendo informações adicionais acerca da ori-
entação dos dipolos e sobre a quantidade de energia magnética armazenada nos padrões
encontrados. Este último torna-se um parâmetro importante para explicar a forma dos
padrões estabelecidos no interior da cavidade.

Esta tese é composta de cinco Capítulos organizados na seguinte forma.
O Capítulo 2 apresenta alguns conceitos pertinentes ao estudo de materiais granulares,

exibindo as propriedades e os efeitos que são comuns e únicos a este estado da matéria.
É citado exemplos do processo de empacotamento em sistemas físicos e biológicos, como
também expõe a importância industrial e teórica de tal mecanismo. Definimos termos
como frustração, transição de fase e auto-organização. Tais efeitos emergem espontanea-
mente nas morfologias encontradas durante o empacotamento dos fios magnéticos.

No Capítulo 3, descrevemos em detalhes como inferir as posições da esferas a partir
de imagens. Ainda nesse contexto, será discutido a origem dos erros de medida, como a
distorção da lente e a técnica hough transform.

No Capítulo 5, detalhamos o protocolo experimental adotado e analisamos os resul-
tados obtidos tanto por meio experimental como através das simulações computacionais.
Aqui, caracterizamos as morfologias obtidas experimentalmente e numericamente durante
o processo de empacotamento do fio na cavidade. Apresentamos ainda, como as estru-
turas obtidas estão relacionadas com efeitos como a frustração, a auto-organização e a
transição de fase estrutural. Por fim, no Capítulo 6, temos as conclusões dos resultados,
encerrando o mesmo com possíveis sugestões para trabalhos futuros.
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ASPECTOS TEÓRICOS

2.1 Material Granular

O contato e a existência dos materiais granulares sempre fez parte da experiência hu-
mana, seja brincando na praia com areia, ou fazendo o café com açúcar pela manhã antes
de ir para o trabalho. Fora do ambiente urbano, tais materiais estão presentes em um
conjunto de fenômenos tais como, avalanches nos alpes Suíços e o movimento de dunas
em Jericoacoara. Na Fig. 2.1 é possível ver o material granular com três possíveis com-
portamentos: sólido, líquido e gasoso. O uso desses materiais na industria é abundante,
já que boa parte da matéria prima e dos insumos que são fornecidos, transportados e ar-
mazenados, estão na forma granular [13]. Outros processos de interesse industrial como a
mistura homogênea de compostos granulares ou o fluxo regular de grãos em silos na forma
de funil não são fáceis de obter, pois tais materiais tendem a segregar quando submetidos
a vibração e tendem a cessar o escoamento em silos devido à obstrução (Jamming) na
forma de tubo ou abóbada [14, 15, 16, 17]. Tendo em vista que tais processos são ampla-
mente usados na indústria farmacêutica, química e agrícola, fica evidente a necessidade
de compreendê-los e de ter o controle sobre esses efeitos físicos.

Figura 2.1: Três possíveis comportamentos da matéria granular. Em (a), o castelo de
areia apresenta uma estrutura rígida, deixando o agregado em um aspecto sólido. Em
(b), a soja flui continuamente como um líquido, do silo para o contêiner. Em (c), uma
tempestade de areia. A mistura de ar com a areia deixa o material granular com um
aspecto semelhante a um composto gasoso.

Devido ao seu tamanho macroscópico, tais sistemas são imunes às flutuações térmicas,
sendo classificados como sistemas atermais1. Consequentemente, um agregado granu-

1Quando as flutuações térmicas não influenciam na dinâmica e na estática do sistema, o classificamos
como atermal.
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lar não atinge um equilíbrio termodinâmico e sim uma coleção de estados metaestáveis
[18, 19]. Diferente de sistemas onde a temperatura é um parâmetro de controle que pode
induzir transições de fase, em materiais granulares tais mudanças estruturais são dirigi-
das pela fração de empacotamento, campos externos ou estresses aplicados. As interações
entre as partículas que constituem esses materiais podem ser de curto ou longo alcance.
Colisão e fricção são exemplos de forças que quase sempre ocorrem naturalmente em mate-
riais granulares. Como exemplos de forças de longo alcance, podemos citar forças elétricas
e magnéticas, as quais podem surgir espontaneamente devido às ações tribológicas como
a fricção e o desbaste entre superfícies [20, 21]. Além das interações partícula-partícula,
estas também podem ser submetidas à vibração, ao cisalhamento ou estar imersas em
campos externos ou em fluidos. Essas interações podem induzir efeitos coletivos além da
segregação e Jamming, tais como transições entre estados sólido, líquido e gasoso [22, 23].
Materiais granulares exibem uma coleção de efeitos que não são encontrados em outros
estados da matéria, assim podemos dizer que ela, sozinha, forma um estado distinto, o
estado granular [22, 24].

Do ponto de vista teórico, uma única e completa descrição, fundamentada a partir de
primeiros princípios, ainda permanece rudimentar e incompleta [22, 25, 26], à exemplo
da mecânica estatística de Edward, que é uma abordagem teórica, mas somente válida
para ensembles densos movendo-se lentamente [27]. Ainda não existe uma descrição
hidrodinâmica ou macroscópica que explique de forma satisfatória todos os mecanismos
e efeitos encontrados nesse estado da matéria (e.g., Naiver-Stokes) [23]. Modelos para
esses materiais são basicamente fenomenológicos e servem apenas para resolver problemas
práticos de engenharia [28].

Essa dificuldade surge por vários motivos. O primeiro deles é que a dissipação de
energia pelo atrito ou pelas colisões inelásticas, faz com que o sistema granular seja não-
Hamiltoniano [29, 30], deixando inválido todos os postulados da mecânica estatística de
equilíbrio. Para o caso da hipótese ergótica, dependendo do protocolo experimental, é
possível obter um sistema granular ergótico ou não-ergótico [31]. O segundo motivo é
que para esses materiais, a escala espacial da dinâmica das partículas não é separada
da escala macroscópica, assim esses materiais são intrinsecamente de multiescala [32].
Ou seja, as interações entre as partículas (micro-escala) constroem cadeias de forças [33]
(meso-escala), que por sua vez são controladas pelas propriedades das partículas e das
condições de contorno (macro-escala). A evolução dessas cadeias de força controla as
propriedades mecânicas desses materiais (macro-escala) [34], como explica a Fig. 2.2.

Além do estudo em seu próprio domínio, os materiais granulares são usados como
modelo para estudar propriedades emergentes em sistemas dentro e fora do equilíbrio.
Algumas ideias, originalmente desenvolvidas dentro do estudo da matéria granular, têm
sido exportadas para explicar e modelar outras áreas da física da matéria condensada.
Como exemplo, podemos citar o conceito de Jamming, dando uma nova visão sobre as
transições de vidro [36, 37, 25] em agregados densos e amorfos, tais como coloides e po-
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Figura 2.2: Analisando a estrutura interna de meio granular Qicheng Sun et.al [32] propõe
que tal sistema é intrinsecamente multiescala, i.e. a micro, meso e macro escala estão
correlacionados. De (a) a (c) mostra três escalas da matéria granular, micro, meso e
macro [32, 19]. De (d) a (f) explica como as três escalas se comunicam. Na microescala,
atuam as forças entre os constituintes, que, por sua vez, constroem a rede de contato, como
mostrado em (a). Essas cadeias de contato formam um esqueleto granular no qual as forças
podem ser transmitidas via interação de contato partícula-partícula. Essas estruturas são
chamadas cadeias de forças, como mostrado em (b). Em (c), quando o meio granular é
posto sob algum processo no qual o material está em movimento, essas cadeias evoluem e
interagem entre si. As interações entre os constituintes da escala microscópica somadas às
interações entre as cadeias de força da escala mesoscópica regem as propriedades mecânicas
macroscópicas. Como por exemplo, a estabilidade, a elasticidade, a fluidez e a relação
entre a tensão e o cisalhamento, importante para a descrição das equações constitutivas
usadas na abordagem Lagrangeana [35].

límeros. Estatísticas de avalanche, estudadas inicialmente nesses materiais, são aplicadas
em dinâmica de tráfego [38], em terremotos [39] e até no movimento do fluxo magnético
em supercondutores [40, 41, 42, 43].

É abundante na literatura casos que mostram a equivalência entre materiais granulares
e outros sistemas físicos. Essa equivalência nos permite, por exemplo, imitar processos
físicos microscópicos ou macroscópicos. Longas cadeias moleculares, como polímeros, são
usualmente modeladas como uma cadeia granular [44, 45], ou seja, uma sequência de
esferas duras ligadas por vínculos geométricos ou por potenciais harmônicos. Tal modelo
foi primeiramente apresentado por Ben-Naim et.al [46].

Mesmo com uma grande diferença intrínseca entre a dissipação inelástica em uma
cadeia granular macroscópica e a colisão elástica que ocorre nas moléculas microscópicas
dos polímeros, é possível mostrar que ambos os sistemas possuem as mesmas propriedades
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estáticas e dinâmicas, propriedades estas previstas na teoria da física de polímero [47, 48].
Processos biológicos como empacotamento de DNA por vírus bacteriófagos também

são modelados pelo uso de cadeias granulares [45]. Várias características no processo
de empacotamento de DNA, como a translação unidirecional [49], estruturas ordenadas
[50, 51] e a relação entre força e velocidade de empacotamento [52] são reproduzidas usando
o modelo macroscópico de cadeias granulares. Nessa tese, iremos adotar o processo de
empacotamento de uma cadeia granular de esferas magnetizadas em cavidades 2D. Tal
processo será explicado na Sec. 2.2.
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2.2 A Física do Empacotamento

Tarefas do nosso cotidiano, como organizar roupas dentro do guarda-roupa ou as com-
pras do supermercado dentro do porta-malas do carro, são atividades nas quais se deseja
poupar espaço. Apesar de sua aparente simplicidade, o processo de empacotamento é
um campo de pesquisa interdisciplinar com princípios básicos ainda desconhecidos [53].
Johannes Kepler foi o primeiro a conjecturar, em 1611, e Hales a demonstrar matemati-
camente, em 2005, [54, 55], que a configuração mais densa para um conjunto infinito de
esferas com mesmo raio tem um arranjo cúbico de face centrada (FCC ), a qual maximiza
a densidade, ou equivalentemente, minimiza o volume por esfera. Encontrar a melhor
maneira de confinar objetos em cavidades finitas é um problema de interesse industrial e
teórico.

Na industria, o planejamento e design de redes de antenas de comunicação [56] e o
corte de estoque [57, 58, 59] estão relacionados ao problema de encontrar a configuração
mais densa possível dentro de uma geometria confinante. A encapsulação eficiente de
ingredientes ativos como drogas, vitaminas, proteínas, bolhas de gás e até mesmo célu-
las vivas é uma técnica experimental que tem ganhado uma crescente atenção por sua
aplicabilidade [60]. Dessa maneira, há uma necessidade no desenvolvimento de técnicas
laboratoriais capazes de fornecer controle sobre o tamanho, a densidade, a permeabilidade
e a elasticidade [61, 62] desses aglomerados. Tais técnicas experimentais são usadas para
construir agregados de partículas, que por sua vez, servem como blocos de construção
para estruturas mais complexas [63, 64] como por exemplo, unidades de armazenamento
de informações [65] ou cápsulas de administração de medicamentos [61, 66].

Na biologia existe uma miríade de fenômenos relacionados ao empacotamento, das
quais iremos citar algumas. A aglomeração macromolecular é um efeito importante, pois
ela aumenta a força de interação entre as proteínas e o DNA, além de ser um fator que
controla a difusão de proteínas [67, 68, 69]. Durante a replicação viral [70, 71, 72], o vírus
infecta organismos injetando o seu DNA dentro das células ou bactérias, como mostra a
Fig. 2.3. Outro exemplo interessante é o DNA humano, este tem cerca de 4 mil vezes
o tamanho do diâmetro do núcleo celular [73]. A auto-organização espacial, devido ao
confinamento do DNA dentro de um espaço tão pequeno, gera padrões, como a formação
de laços. Como essas conformações são realizadas e como a estrutura empacotada está
relacionada com as funções do DNA são questão que ainda não foram completamente
respondidas [73, 74]. A formação de padrões biológicos [75] e a coagulação sanguínea [76]
são outros exemplos onde as estruturas atingem uma configuração densa, space-filling,
pela minimização de algum funcional da energia potencial.

Na física, o confinamento de corpos, com ou sem anisotropia, em cavidades com duas
ou três dimensões, tem contribuído para uma compreensão mais ampla da relação entre
a estrutura empacotada, a forma do constituinte confinado e a geometria confinante [77,
78, 79, 80, 81]. Contudo, o principal desafio de determinar o princípio de minimização
que controla a forma e a densidade das estruturas empacotadas em espaços finitos ainda
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é objeto de estudo [62].
Frustração [82, 83, 84, 85, 86], transições de fase [87], vínculos topológicos [88, 89],

cristalização espontânea em cadeias unidimensionais de polímeros [82, 87, 90] são alguns
exemplos de efeitos que emergem quando constituintes são confinados em cavidades finitas.
Investigações usando o modelo de esferas rígidas sob empacotamento, hard sphere model,
são instrumentos de pesquisa que forneceram informações básicas sobre a estrutura e as
propriedades gerais dos estados da matéria condensada, como fases de baixa temperatura,
processos fora do equilíbrio [91] e física de polímeros [92, 70, 71].

Figura 2.3: Empacotamento do DNA de um vírus bacteriófago. Em a [70], um esquema
mostrando como o bacteriófago injeta o seu material genético dentro de uma bactéria.
Estudos sobre empacotamento de DNA por simulações exigem pelo menos 3 milhões de
nucleotídeos, contudo, é possível fazer uma redução do nível dos detalhes da cadeia a fim
de reduzir o número de interações a serem calculadas. Tal técnica é chamada Coarse-
graining [73, 71]. Em b mostra a redução do nível dos detalhes de uma cadeia de DNA.
Longas cadeias como o DNA são frequentemente modeladas como polímeros, ou seja,
uma macro-molécula linear composta por N monômeros conectadas por N − 1 ligações.
Essas ligações representam algum potencial ou vínculo geométrico. Em c, as ligações são
representadas por potencias harmônicos e os monômeros como esferas duras, fazendo o
uso do potencial de Lennard-Jones. Além das interações de curto alcance, também são
implementados potenciais de longo alcance como coulombiana [71] ou dipolar [93]

.

Polímeros são longas moléculas constituídas de monômeros, conectadas por ligações
covalentes [94, 95, 96, 97]. O processo de nanoconfinamento de polímeros em geometrias
finitas geram morfologias complexas, incluindo fases ordenadas [98], como padrões em
laços, helicoidais, toroidais e espirais [99]. Essas morfologias são estudadas tanto pela
abordagem teórica da mecânica estatística, fazendo o uso do ensemble grande canônico,
como pela abordagem computacional, fazendo o uso de aproximações como coarse-grained
[73] ou o uso do self-avoiding random walk. Para alguns processos que envolvem correla-
ção de longo alcance, como o movimento coerente, a modelagem que utiliza a interação
dipolar representa uma boa aproximação [93] para explicar esse efeito, o qual é observado
experimentalmente. Tal interação será o ingrediente principal desse trabalho.
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2.3 Frustração

A frustração se refere à situação na qual somos incapazes de obter algo que desejamos,
apesar dos esforços para consegui-lo. Ou, ainda, por não conseguir concretizar as nossas
expectativas em relação a determinada pessoa ou a alguma situação. De uma forma
geral, a frustração é parte natural de toda tentativa para solucionar problemas, seja um
problema que envolve relações humanas ou questões relativas à física. No campo de estudo
da física da matéria condensada, a palavra frustração foi usada pela primeira vez em 1977
por Toulouse [100], a fim de explicar um novo efeito físico. Esse efeito tem gerado bastante
interesse tanto do ponto de vista teórico quanto do tecnológico.

Dependendo do sistema físico, a frustração possui diferentes definições, mas que com-
partilham de uma qualidade em comum: a impossibilidade de constituintes de um sistema
realizarem algo esperado. Quando essa impossibilidade possui um aspecto geométrico, di-
zemos que o sistema é geometricamente frustrado.

Para Schiffer e Ramirez [101, 102], a frustração é a incapacidade de um sistema em
minimizar simultaneamente a energia de interação entre os seus constituintes. A exemplo,
considere o modelo antiferromagnético de Ising 2. A Fig. 2.4(a) exibe uma célula de uma
rede quadrada e uma célula de uma rede triangular. Para essa última, é dita frustrada.
Quando a interação alcança segundos vizinhos, a rede quadrada passa a ser frustrada
[103].

Para Sadoc e Mosseri a frustração geométrica existe quando uma ordem local não
pode ser propagada livremente pelo espaço, o que leva a descrever a estrutura frustrada
como uma mistura de regiões ordenadas com defeitos entre elas [104]. A exemplo temos
os sistemas que são representados por soft-sphere models, como cristalização de polímeros
ou a formação do estado de vidro.

O efeito da frustração ocorre em várias escalas da natureza, na escala microscópica
- nas ligas metálicas [105] -, na escala mesoscópica - nas proteínas [106] -, na escala
macroscópica - nas esferas magnetizadas [107] - e até nas estruturas astronômicas - nas
erupções solares [108].

Na presente tese, iremos investigar o processo de empacotamento, cujo os constituintes
são esferas magnetizadas (dipolos) e estão na escala macroscópica, ou seja, a agitação
térmica é desprezível. Devido natureza anisotrópica e de longo alcance da interação
dipolar o sistema é naturalmente frustrado. A consequência imediata da frustração será
a formação de estruturas auto-similares. Esse resultado será abordado em momentos
posteriores deste trabalho.

2O modelo de Ising é uma abordagem capaz de descrever sistemas, que podem ser representados por
elementos individuais dispostos em uma rede com estados discretos.
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2.3.1 Frustração em Sistemas de Spin

A frustração geométrica leva a estados exóticos da matéria, como vidro de spin [109],
gelo de spin [110], líquido de spin [111], quantização fracionária da carga elétrica [112],
fracionalização do dipolo em monopolo magnético no sistema de gelo de spin [113], além
de dirigir processos como enovelamento, catálise e transição alostérica em proteínas [106].

Sistemas frustrados possuem uma superfície de energia altamente degenerada, além
de exibirem fenômenos críticos [114, 115].

Figura 2.4: Frustração geometrica [116]. Em (a), primeiros vizinhos tendem a se alinhar
em uma configuração antiferromagnética. Essa configuração é completamente satisfeita
para uma rede quadrada. Entretando, para uma rede triangular, não é possível alinhar
todos os spins em uma configuração antiferromagnética. Dessa maneira, dizemos que o
sistema é frustrado. A consequência imediata da frustração é que o sistema passa a ter um
estado fundamental degenerado. Em (b), barras quando submetidas a uma deformação
tendem a preservar os ângulos nas junções para minimizar a energia de deformação.
Quando as barras estão dispostas como um quadrado, a minimização da energia é realizada
simultaneamente em todas elas, contudo, não é possível para o caso triangular.

O gelo da água é um exemplo de como a multiplicidade de estados fundamentais,
devido à frustração em sistemas interagentes, pode levar a vários graus de liberdade
efetivos em baixas temperaturas, o que a leva a entropia residual. No entanto, a relação
quantitativa entre a frustração e as propriedades térmicas ainda é um problema em aberto
[117].

Muito interesse tem sido despertado na formação de padrões mesoscópicos e micros-
cópicos em sistemas físicos, químicos e biológicos frustrados. Esses padrões surgem pela
competição de interações de curto e de longo alcance, levando o sistema à frustração.
Tais sistemas exibem uma coleção de fases ordenadas, possuindo uma organização es-
pacial complexa, como estados em espirais [118], defeitos topológicos [119] e curvaturas
[120].

Em sistemas de spin, morfologias como listras, labirintos, cadeias lineares e padrões
circulares são encontrados em sistemas frustrados. Essas morfologias são vistas em su-
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percondutores do tipo I, em filmes de Langmuir e em filmes ultrafinos magnéticos [121].
Assim, a frustração pode levar a estados desordenados, como vidro de spin ou estados
ordenados, como listras.

Pequenas modificações em uma rede cristalina ou na orientação da superfície do subs-
trato levam a diminutas mudanças na interação entre os átomos que constroem a rede e,
consequentemente, surgem efeitos como a frustração, mudando drasticamente as proprie-
dades do sistema. A exemplo do filme de ferro BCC que é ferromagnético sobre substratos
de tungstênio na configuraçãoW (110), mas o mesmo filme ferro BCC é antiferromagnetico
sobre substrato de tungstênio na configuração W (001) [122].

O fenômeno da frustração é importante em nanossistemas. O armazenamento de dados
moderno usa a codificação de informações em redes de spin, assim, há uma necessidade de
entender, a partir de primeiros princípios, como frustração, ordem, desordem e degeneres-
cência de estados estão relacionados. Outro aspecto importante da tecnologia moderna é
a produção de fios e de fitas que são constituídos de nanopartículas. Se esses fios ou fitas
são empacotados em um meio ou substrato, levando a uma configuração relativamente
densa, as partículas irão interagir magnetostaticamente ou eletrostaticamente. Essas in-
terações de longo alcance são naturalmente frustradas e, portanto, podem influenciar na
auto-organização de todo o conjunto.

Figura 2.5: Estados possíveis de mínimos de energia em uma célula triangular usando o
modelo de Ising com spins acoplados antiferromagneticamente [123]. Em vermelho mostra
o par de interação frustrado.

Muito tem se falado acerca da frustração de forma qualitativa, assim, naturalmente
surge uma pergunta: É possível medir frustração? A primeira caracterização quantitativa
da frustração geométrica foi introduzida por Toulouse [100]. Toulouse definiu a função
Φ = ΠcJij, a qual mede o efeito da frustração em uma região da rede em que c indica
qualquer caminho fechado ao longo das arestas da rede com interações Jij = 1 ou Jij =

−1. Se Φ = 1, é possível orientar os spins sem frustração, se Φ = −1, o sistema terá
frustração (caso do modelo de Ising). Infelizmente, essa função não pode ser simplesmente
generalizada para outros modelos.
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Outros autores [124, 125] definiram quantitativamente a frustração ao analisar o acrés-
cimo de energia local devido à frustração. Com o intuito de clarificar a ideia de medir
frustração pelo acréscimo de energia, vamos analisar o sistema de três spins de Ising em
uma célula triangular com interação de primeiros vizinhos antiferromagnética. Se preten-
demos obter um mínimo de energia para essa configuração, pressupomos que cada spin
tenha uma energia mínima Eid =

∑
ij JijSiSj = (+1)(+1)(−1) + (+1)(+1)(−1) = −2.

Contudo, devido à frustração, apenas um dos três pode possuir uma energia Eid = −2.
Os outros dois spins terão energia Ei = (+1)(+1)(−1) + (+1)(+1)(+1) = 0. Conse-
quentemente, os dois spins com energia maior são frustrados, enquanto que o spin com a
menor energia não o é. Tendo isso em mente, uma medida local de frustração pode ser
introduzida:

fi =
|Eid| − |Ei|

Eid
(2.1)

a qual caracteriza o aumento de energia com respeito ao sistema não frustrado. No caso
triangular do modelo de Ising, com spins nos estados S1 = +1, S2 = +1 e S3 = −1, a
frustração local de cada spin será f1 = 1, f2 = 1 e f3 = 0. Dessa maneira, a frustração
do sistema terá o valor médio 〈fi〉 = 2/3. A vantagem de usar o parâmetro 〈fi〉 é que ele
pode ser aplicado para diferentes modelos e para qualquer tipo de rede [126].

2.3.2 Frustração em Sistemas de Discos e Esferas

Até agora falamos de frustração no contexto de sistemas com spin. Todavia, no con-
texto das transições de vidro em líquidos e polímeros, a frustração é definida de ou-
tra forma. A definição de uma transição de vidro é usualmente especificada como uma
passagem de uma fase líquida para uma sólida amorfa. Um modelo bastante popular
para descrever essas transições é o modelo de empacotamento de discos ou esferas duras
[127, 128].

O modelo de esfera dura é popular por captar bem as principais características dinâ-
micas e estáticas em sistemas como vidros metálicos, materiais granulares e suspensões
coloidais [129]. Materiais granulares sob vibração exibem uma dinâmica lenta que se
assemelha à dos sistemas térmicos de vidro [130].

O problema de empacotamento de discos ou de esferas pode ser mapeado no problema
de preencher o espaço Euclidiano com polígonos, para o caso 2D, como mostra a Fig. 2.6
ou com poliedros, para o caso 3D. Em 2D, o empacotamento mais eficiente para discos de
mesmo raio é o padrão triangular, exibido na Fig. 2.6.(a). Se para cada par de contato
no padrão triangular atribuirmos uma energia E0, essa configuração terá o único estado
de menor energia.

Um exemplo de interação que poderia levar a um determinado sistema de discos ou
esferas rígidas é a interação isotrópica de Lennard-Jones. A Fig. 2.6.(a). mostra 10 esferas
em uma rede triangular. Nessa situação, se quiséssemos encontrar a configuração de menor
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energia, pela adição de mais um disco, bastaria colocá-lo em contato com qualquer par de
discos que se encontram no entorno da estrutura, formando mais um triângulo. Assim,
a configuração de minima energia é a triangular e ela pode se propagar pelo espaço sem
apresentar nenhum defeito ou buraco. De outra forma, é possível cobrir perfeitamente o
plano Euclidiano com triângulos isósceles.

Nessa linha de raciocínio, é impossível cobrir o plano com pentágonos sem nenhum
defeito, como mostra a Fig. 2.6.(b). Se por alguma anisotropia da interação entre os
discos ou por alguma razão geométrica uma estrutura local de minima energia com ordem
pentagonal for favorecida, teremos um sistema frustrado. Nessa situação, o sistema não
consegue propagar a sua ordem local globalmente sem deixar falhas.

Na Fig. 2.6.(b), não é possível ocupar todos os vértices dos pentágonos com discos.
Na região onde ocorre a frustração, temos dois discos d1 e d2 que se sobrepõem devido à
frustração, assim, devemos escolher apenas um, o que leva a uma falha na nossa regra de
empacotamento pentagonal. Em comparação com o padrão triangular, se para cada par
de contato no padrão pentagonal atribuirmos uma energia E0, essa configuração terá dois
estados de menor energia, o que gera um estado duplamente degenerado.

Um pentágono regular possui um ângulo interno igual a 108◦, o qual não é divisor
de 360◦. Isso conduz à impossibilidade de cobrir o plano Euclidiano com pentágonos
regulares. Contraintuitivamente, é possível relaxar a frustração em espaços curvos, ou
seja, a frustração deixa de existir em superfícies não Euclidianas. A exemplo disso, é
possível cobrir perfeitamente a superfície de uma esfera S2 com pentágonos regulares.
Straley [131] nos deu um exemplo do bom uso de superfícies curvas em sistemas frustrados.
Ele mostrou que é mais rápido usar o processo de annealing, em sistemas frustrados, na
superfície de uma esfera S3 do que no espaço Euclidiano 3D.

Figura 2.6: Frustração geométrica em empacotamento. Em (a), sistema não frustrado
com um único estado fundamental. Em (b) sistema frustrado duplamente degenerado.
É impossível cobrir perfeitamente uma rede pentagonal de lado l com discos de raio l/2
colocando os centros dos círculos nos vértices dessa rede.

No contexto de sistemas que são modelados por discos ou esferas duras, a frustração
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se aplica às situações em que uma ordem local não consegue se propagar indefinidamente
- sem defeitos - pelo espaço. A frustração pode ser causada pelas razões geométricas ou
pela competição de forças.

A frustração ocorre também em outros contextos, como na colisão entre materiais gra-
nulares. A frustração friccional se aplica, por exemplo, à situação na qual os discos rolam
em uma superfície com atrito, exibido na Fig. 2.7(c) e (d). Nesse cenário, a frustração se
refere à incapacidade de manter contato não deslizante entre as partículas e a superfície
no momento da colisão [132, 133].

A consequência imediata dessa frustração é acentuar a dissipação de energia do sis-
tema. Além desse efeito dissipativo, a frustração friccional leva a outros efeitos não
intuitivos, como auto-organização em cadeias unidimensionais de discos [134], formação
de aglomerados [132] e transição de fase [135].

Figura 2.7: Frustração friccional durante o contato de discos [132]. Em (a) e (b), mostra
discos idênticos em contato, livres somente para girar em torno de seus respectivos centros
e interagindo apenas por atrito. Tanto em (a) como em (b), se mantermos a velocidade
angular da esfera 1 constante, ω1 = ω, observaremos dois resultados bastante diferente.
Em (a), o sistema consegue girar sem deslizar, pois com ω1 = ω teremos ω2 = −ω,
ω3 = ω e ω4 = −ω. Em (b), a esfera 1 induz uma rotação no sentido horário em 2,
a esfera 2 induz uma rotação no sentido anti-horário na esfera 3 e por fim, a esfera 1

induz uma rotação no sentido horário na esfera 3. Tal arranjo triangular não deixa a
esfera 3 girar sem deslizar simultaneamente com as demais esferas em contato, deixando o
sistema frustrado. A situação em (c) e (d) é similar a (b), pois durante a colisão temos o
contato mutuo entre três corpos com atrito. Nesse contexto, a frustração colisional ocorre
devido a impossibilidade de manter contatos não deslizantes entre os discos em colisão e
superfície.

A frustração também ocorre, nos processos de empacotamento, em sistemas que são
modelados por discos ou esferas rígidas. Sára Lévay [85] e colaboradores realizaram um
experimento empacotando esferas em cavidades quase 2D, mostrando que elas se orga-



36

nizam em uma rede triangular, com uma fração das esferas tocando na parte frontal e
o restante na traseira da cavidade. Andreea Panaitescu e colaboradores [136] realizaram
um experimento submetendo um feixe de filamentos ordenados hexagonalmente a um
processo de empacotamento por torção. Tal processo, o qual é mapeado no problema de
empacotamento de discos em uma superfície de curvatura Gaussiana, gera defeitos devido
à frustração geométrica.

Sabe-se que o confinamento espacial na física da matéria condensada origina uma
coleção de estruturas cristalinas exóticas [137, 138]. O confinamento causa uma frustração
no sistema físico. Assim, o termo frustração de empacotamento [139] se aplica quando
há uma incompatibilidade entre uma ordem local - seja em átomos, em moléculas ou em
partículas coloidais - e o vínculo geométrico imposto pelas superfícies confinantes. Tendo
em vista que existe uma relação entre processo de empacotamento, frustração e transições
estruturais, iremos abordar o tópico Transições de Fase nas próximas seções.
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2.4 Transição de Fase

O estudo das transições de fase está no cerne da física da matéria condensada. As
transições entre estados também são encontrados em outros contextos, a exemplo, na
biologia e em sistemas sociais. De uma forma geral, sistemas que são compostos por muitos
corpos e que interagem entre si, propiciam efeitos como auto-organização, fenômenos
emergentes e transição de fase.

Sistemas com essas características, são definidos como sistemas complexos. Dos pos-
síveis fenômenos encontrados nesses sistemas, as transições de fase são marcantes por
modificarem radicalmente a estrutura ou o comportamento de uma coletividade intera-
gente. A exemplo, há transições nos padrões de atividade genética dentro das células,
nos padrões comportamentais em formigas, na evolução de doenças como o câncer, na
propagação de incêndios ou epidemias.

Para ganharmos um aprofundamento teórico e ampliarmos a nossa noção qualitativa
e quantitativa dessas transições na física, apresentaremos alguns alguns exemplos experi-
mentais e numéricos.

2.4.1 Transições no Equilíbrio Termodinâmico

É comum em nosso cotidiano nos depararmos com algumas fases da matéria, a exemplo
da água, que frequentemente podemos encontrar nos estados sólido, líquido e gasoso. A
água H2O pode estar no estado sólido (gelo), ao derretê-la temos H2O na fase líquida
(água) e se continuarmos a aquecer transformamos todo o líquido em vapor, como mostra
a Fig. 2.8. Sólido-líquido, líquido-vapor são exemplos de transições de fase. Sólido, líquido
e gás são estados da matéria que, sem dúvida, temos mais contato no nosso dia a dia.

Nem toda transição de fase está relacionada a uma mudança drástica na estrutura do
material, tal como na transição sólido-líquido, em contrapartida essa mudança pode se dar
apenas com alguma alteração no comportamento. Há transições em que uma dada amos-
tra permanece sólida e, por meio de determinado parâmetro de controle, o material muda
drasticamente alguma propriedade intrínseca. Quando aquecemos um ímã permanente a
uma temperatura suficientemente alta, mas sem derretê-lo, tal imã passa de um estado
magnetizado para um estado desmagnetizado. Há materiais em que, na temperatura
ambiente, são isolantes, mas, a baixas temperaturas, se tornam supercondutores. Essas
mudanças de regime ocorrem também em sistemas na fase líquida. O Hélio-4, quando
esfriado abaixo de uma temperatura crítica Tc = 2.7K, passa a apresentar um escoamento
sem atrito, em outras palavras, uma superfluidez.

Essas transições, magnetizado-desmagnetizado, isolante-supercondutor e fluida-superfluida
são transformações de regime que ocorrem sempre em uma temperatura crítica Tc. Em
sistemas magnéticos, para materiais ferromagnéticos, essa temperatura crítica é chamada
de ponto Curie, enquanto que para antiferromagnéticos é o ponto Néel. Para o hélio, o
ponto de transição é chamado de Ponto Lambda.
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Em termos formais, uma transição de fase de um sistema termodinâmico é uma trans-
formação em que há mudança entre fases ou entre regimes. Para visualizar melhor as
diferentes fases dos sistemas e as suas respectivas transições, é comum fazer uso de um
diagrama de fase, como mostram as Fig. 2.8 e Fig. 2.9. Explicando-se de forma simples,
um diagrama de fase é um gráfico em que cada eixo representa um parâmetro de controle
e todos os pontos desse gráfico correspondem a uma fase ou um regime no qual o sistema
se encontra.

Figura 2.8: Diagrama de fases para a água. Em (a), três fases são determinadas e se-
paradas por curvas bem definidas. As figuras (b) e (c) ilustram como a densidade pode
servir de parâmetro de ordem, deixando evidente a distinção entre as fases. Reproduzido
de [140].

A transição de fase ocorre quando uma pequena mudança em um algum parâmetro de
controle induz uma modificação qualitativa dramática nas propriedades físicas do sistema.
Essa mudança qualitativa sempre está acompanhada de uma mudança drástica de alguma
quantidade mensurável. Nesse contexto, tal quantidade física é chamada de parâmetro
de ordem. Para ganhar uma intuição da nomenclatura e dos termos usados aqui, vamos
analisar microscopicamente a transição da água líquido-sólido.

Na transição líquido-sólido, as moléculas da água estão desordenadas no estado líquido,
pois não possuem posições fixas e consequentemente não possuem um padrão espacial.
Por outro lado, as moléculas da água no estado sólido organizam-se em uma rede perfeita-
mente cristalina com uma ordenação hexagonal. As transições de fase são frequentemente
analisadas em termos por um parâmetro de ordem, o qual descreve aproximadamente o
estado microscópico de um sistema. Usualmente, o parâmetro de controle é uma variá-
vel intensiva, como a temperatura, enquanto que o parâmetro de ordem é uma variável
extensiva, como a magnetização no modelo de Ising.

Diferentes situações exigem variados parâmetros de ordem, por exemplo, um bom
parâmetro de ordem para um ímã é a magnetização, como exibido na Fig. 2.9. Para
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Figura 2.9: Transição em um sistema de spin. Foi usado um Modelo 2D de Ising, em uma
rede quadrada 100×100. Foram utilizadas duas condições iniciais, uma em que a maioria
dos spins aponta para cima (triângulo preenchido) e outra em que a maioria dos spins
aponta para baixo (triângulo aberto). Uma transição ocorre em Tc = 2.27, ponto em que,
independente da temperatura, a magnetização se torna nula. Reproduzido de [140].

substâncias que passam entre as fases sólidas, líquidas e gasosas é comum usar a diferença
entre a densidade atual (densidade medida) e a densidade crítica (densidade prevista
teoricamente ou extrapolada experimentalmente) de transição, como exibido na Fig. 2.8(b)
e (c). Para uma mistura binária de fluidos, o parâmetro de ordem é mais complicado, nessa
situação o parâmetro é uma combinação da densidade total do fluido com as densidades
relativas de cada fluido.

A magnetização e a densidade são dois exemplos de parâmetros escalares que nos
auxiliam na determinação do ponto exato de quando ocorre uma transição de fase. Outras
quantidades importantes na caracterização de transições são o comprimento de correlação,
o calor específico e a susceptibilidade. Embora não exista um procedimento padrão para
definir um parâmetro de ordem, ψ, dado um estado termodinâmico E do sistema, é
necessário que tal parâmetro obedeça a algumas propriedades:

1. Ser uma função bem definida da configuração E.

2. Poder ser normalizada, ou seja, 0 ≤ ψ ≤ 1.

3. Para dois estados EA e EB se ψ(EA) > ψ(EB), deve significar que o estado EA é
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mais ordenado do que o estado EB.

No exemplo do diagrama de fase da água, na Fig. 2.8, na qual a temperatura e a pressão
são o parâmetro de controle, todas as suas propriedades termodinâmicas são determinadas
pela energia livre de Gibbs

G = E − TS + pV. (2.2)

A densidade pode ser obtida por

ρ = m

(
∂G

∂p

)−1
T

(2.3)

e apresenta uma descontinuidade no ponto de transição sólido-líquido e líquido-vapor na
Fig. 2.8(a) e (b). Essa mudança repentina acontece porque o estado de equilíbrio do
sistema (determinado pelo mínimo de energia livre) muda de uma parte do espaço de fase
para outra [141]. Transição de fase, parâmetro de ordem e descontinuidade nas derivadas
da energia livre são termos fortemente relacionados.

As transições de fase são geralmente classificadas em duas categorias: de primeira e
de segunda ordem. As transições de fase de primeira ordem são aquelas nas quais um
sistema absorve ou libera uma quantidade fixa de energia (calor latente), por exemplo, a
evaporação da água ou a solidificação da água. As transições de fase de primeira ordem
exibem uma descontinuidade na derivada primeira da energia livre. As transições de fase
de segunda ordem não têm calor latente associado e possuem uma descontinuidade na
derivada segunda da energia livre.

Nem toda transição se encaixa nessas duas categorias. As transições Kosterlitz-
Thouless do modelo XY, relacionado a transições em supercondutividade, pode ser consi-
derada de ordem infinita [142], pois a energia livre é infinitamente diferenciável [143, 144].

Observa-se que várias quantidades termodinâmicas divergem no ponto crítico. Mais
importante do que isso é saber como elas divergem. Dessa maneira, a análise das transições
de fase é feita pelo cálculo de um conjunto de índices chamados expoentes críticos, que
caracterizam o comportamento do sistema próximo ao ponto crítico. A capacidade térmica
c = |T − Tc|α, o parâmetro de ordem ψ = |T − Tc|β e a suscetibilidade χ = |T − Tc|γ são
apenas três exemplos de variáveis termodinâmicas, que escalam com expoentes críticos
α, β, γ, e que, por sua vez, caracterizam o sistema em estudo. Uma lista de expoentes
críticos pode ser encontrada em [144, 145, 146]

Sabe-se que as transições de fase, e seus respectivos expoentes críticos, dependem
apenas de algumas propriedades, como a dimensionalidade do sistema, o número de com-
ponentes do parâmetro de ordem e a natureza das interações - se são de curto ou longo
alcance. A consequência disso é que sistemas distintos apresentam o mesmo comporta-
mento perto dos seus pontos críticos. Isso leva ao fenômeno da universalidade, explicado
através da teoria de renormalização de grupo [147].
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Até aqui, falamos de transições de fase no equilíbrio termodinâmico. O fato surpre-
endente de que um sólido derrete a uma temperatura definida com precisão, embora a
energia térmica seja amplamente distribuída entre os vários graus de liberdade, pode ser
completamente explicado a partir do princípio de minimização da energia livre.

Por outro lado, as transições de fase fora do equilíbrio ainda estão longe de serem
entendidas de maneira concisa e unificada, apesar de sua onipresença e de apresentar
algumas semelhanças às transições no equilíbrio. A formação coletiva de padrões em
sistemas moleculares [148], as transições em comportamento sociais [149, 150] e as mu-
danças de padrões em materiais granulares [151, 152, 153] são exemplos de transições fora
do equilíbrio e que, atualmente, tem despertado um crescente interesse.
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2.4.2 Transições de Fase em Materiais Granulares

A termodinâmica e a mecânica estatística de equilíbrio demonstraram sucesso na des-
crição de transições de fase. Através dessas teorias, é possível classificá-las, prever suas
propriedades e entender os fenômenos críticos. Além disso, elas fornecem uma estru-
tura que pode ser usada para criar eficientes ferramentas numéricas, como as simulações
usando o método de Monte Carlo. Do ponto de vista teórico, as transições de fase foram
organizadas em classes de universalidades em termos de simetria, expoentes críticos e leis
de conservação [154, 155].

Em condições fora do equilíbrio, não existe tal estratégia que possa ser usada para
analisar ou classificar as transições de fase. Existem, no entanto, alguns exemplos de mo-
delos que se mostraram aplicáveis em casos bastantes gerais. Alguns desses modelos são
o processo de percolação direcionada, o modelo de Kardar-Parisi-Zhang para crescimento
de superfície e o modelo Swift-Hohenberg [156, 157, 158]. A metodologia usada em siste-
mas em equilíbrio foi estendida a sistemas fora do equilíbrio, onde novamente, encontram
expoentes críticos e classes de universalidade. Contudo, uma teoria completa ainda está
em processo de construção.

Materiais granulares têm se mostrado ótimos candidatos para estudos de processos fora
do equilíbrio. A matéria granular é uma coleção de partículas macroscópicas atérmicas que
interagem, principalmente, através de colisões dissipativas e, dependendo das condições
externas, como pressão ou fração de empacotamento, podem se comportar como um sólido,
um líquido ou um gás. Devido à forte dissipação presente nas colisões entre as partículas e
à correspondente necessidade de injeção de energia (por vibração ou injeção de partículas
em cavidades), tal sistema é um excelente candidato para estudar transições de fase fora
de equilíbrio.

Quando submetido a vibrações ou a forças externas, um sistema granular pode exi-
bir transições, como sólido-líquido, líquido-gás e vários outros padrões ordenados (redes
cristalinas) ou desordenados (transição de vidro). Compreender fundamentalmente tais
materiais em seu próprio domínio nos proporciona entender efeitos em outros campos da
física como: plasticidade de sólidos, fratura em materiais, atrito entre superfícies, self-
assembly em sistemas dentro e fora do equilíbrio - como colóides, espumas, emulsões - e
padrões em sistemas biológicos [159, 160].

A formação de padrões ou a mudança da dinâmica em materiais granulares, além
de depender das condições iniciais e das condições de contorno, dependem, também, da
forma com que injetamos energia no sistema, seja por vibração, gravidade ou cisalhamento.
Muito tem sido feito confinando esses materiais em cavidades e submetendo-os à vibração
vertical.

As primeiras observações de padrões em materiais granulares sob vibração foram feitas
há mais de dois séculos por Chladni (1787) e Faraday (1831). Além de padrões macroscó-
picos é possível, ainda, encontrar estados localizados em materiais granulares, tais estados
são conhecidos como oscillons [161].
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Multicamadas de materiais granulares sujeitos à vibração vertical exibem uma coleção
de padrões. Experimentos dessa natureza, usualmente utilizam uma camada vertical de
algum material granular com uma altura entre 10 e 30 diâmetros de partículas e são
agitados por uma vibração vertical produzida por um agitador magnético. Dependendo
das condições experimentais, como frequência e amplitude de agitação, pode-se observar
uma infinidade de padrões, a exemplo de listras, quadrados e hexágonos, como mostra a
Fig. 2.10.

Figura 2.10: Padrões em materiais granulares sujeitos à vibração vertical [162]. Os padrões
foram obtidos variando dois parâmetros de controle, quais sejam, a frequência de oscilação
f e a amplitude de oscilação Γ. Padrões de ondas estacionárias: (a) quadrados, (b) listras,
(c) e (d) fases alternadas de hexágonos, (e) camada plana, (f) quadrados, (g) listras e (h)
hexágonos.

Quando há uma distribuição de tamanhos de partículas na matéria granular, a agitação
vertical ou horizontal geralmente leva à segregação, ou seja, o material sai de um estado em
que as partículas de tamanhos diferentes estão misturadas para o estado não misturado.
A manifestação mais conhecida dessa segregação é o “efeito castanha-do-brasil” que é a
tendência das partículas de maior tamanho em um meio granulado de ascender à superfície
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quando a mistura é agitada verticalmente.
Transições sólido-líquido [163], em processo de avalanche, líquido-sólido, devido ao

congestionamento repentino do fluxo de silos (jamming) [164, 165], e líquido-gás [166, 167]
são alguns exemplos em que o material granular muda sua fase devido à vibração ou uma
força externa.

Para entender melhor o comportamento de materiais granulares reais é comum o uso
do modelo de esferas ou discos duros em geometrias confinantes. Através de simulações,
temos a liberdade de mudar livremente parâmetros intrínsecos e extrínsecos ao sistema,
deixando-nos entender como tais parâmetros controlam essas transições. Transições de
fase de primeira [168, 169, 167] e de segunda ordem [170, 167, 171] podem ser encontradas
em materiais granulares.

Na subseção 2.4.1, dizemos que a ordem de uma transição de fase se relaciona com a
ordem na qual a derivada da energia livre apresenta uma descontinuidade. Infelizmente,
em materiais granulares, não existe uma abordagem termodinâmica generalizada [172,
173]. Contudo, sempre é possível definir um parâmetro de ordem para esses sistemas e,
com isso, verificar seu comportamento com respeito ao parâmetro de controle estabelecido
no experimento/simulação em estudo.

Comprimento de correlação [169], número de coordenação [174], comprimento caracte-
rístico de escala [169] e parâmetro de ligação orientacional [175, 171] são alguns exemplos
de parâmetros usados para descriminar fases e regimes em materiais granulares.

Dentro de um conjunto contendo uma enorme riqueza de transições entre fases e
entre regimes, a transição de jamming chama a atenção por ser bastante interdisciplinar.
Jamming está relacionado à mudança de comportamento de um regime fluido para um
regime sólido. O exemplo mais ordinário em materiais granulares é o jamming em silos,
como exibido na Fig. 2.11.

Para termos uma noção da sua interdisciplinaridade, citamos três exemplos fora do
contexto da física da matéria granular. A primeira é a transição de vidro [176, 37], a
segunda é a conformação de proteínas [177] e a terceira é a transição de jamming em
células cancerosas [178, 179].

A natureza das transições vítreas é um assunto ainda em debate e muito similar
à transição jamming em materiais granulares. Estruturas formadas pelo processo de
empacotamento, em experimentos com materiais granulares, são utilizadas como modelos
no estudo das transições de vidros [180, 109].

Essa analogia foi bem explorada por Edwards. Edwards conseguiu relacionar esta-
dos vítreos com estabilidade mecânica em empacotamento de materiais granulares [181].
Usando a mecânica estatística, baseada no ensemble de Edwards, conceitos, como tempe-
ratura efetiva, avançaram bastante nossa compreensão tanto da física granular como das
transições em sistemas de vidro [173, 182].
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Figura 2.11: Jamming em silo [183]. A imagem mostra o escoamento de discos em um
silo. Os discos fluem como um líquido em um funil, mas em um determinado momento,
alguns deles formam um arco (discos coloridos), que sustentam todo o peso do sistema, e
que, eventualmente, congestionam o fluxo, o que é mostrado no inset. O estado jamming
ocorre inclusive no caso sem atrito entre disco-disco e disco-cavidade.

Para um empacotamento de esferas rígidas em um espaço com d dimensões, existe uma
classificação hierárquica que divide o estado jamming em três categorias: Jamming local,
Jamming coletivo e Jamming estrito [184, 185]. Tais categorias para o estado jamming,
estão intimamente relacionadas aos conceitos de rigidez e estabilidade em processos de
empacotamento de esferas encontrados na literatura [186, 187].

No Jamming local, cada esfera no sistema é equilibrada localmente por seus vizinhos,
ou seja, não pode ser transladada enquanto as posições de todas as outras esferas per-
manecerem fixas. Cada esfera precisa ter pelo menos Nc = nd + 1 contatos com esferas
vizinhas, com nd o número de dimensões do sistema.

O Jamming coletivo ocorre quando qualquer sistema está em um estado de jamming
local e não existir nesse sistema qualquer subconjunto de esferas que possam se mover
simultaneamente sem deslocar qualquer outra esfera a sua volta.

O Jamming estrito ocorre quando qualquer configuração em um estado de jamming
coletivo proíbe todas as deformações na fronteira que possam vir aumentar volume do
sistema. Um sistema no estado de jamming estrito é similar a um sistema que está no
estado de jamming coletivo com o adicional

Essas definições não esgotam o universo de possíveis distinções de jamming, mas elas
parecem abranger um conjunto razoável de situações que podem ser modeladas usando
discos ou esferas rígidas [184].

A motivação em categorizar o tipo de jamming é que elas possuem grande relevância
nas propriedades mecânicas macroscópicas em sistemas que podem ser modelados usando
esferas rígidas. Em outras palavras, a natureza do jamming dita o tipo de relação consti-
tutiva entre os tensores de tensão e de deformação [188]. É claro que a segunda definição é
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Figura 2.12: Ilustração mostrando as três categorias do jamming. Em a, discos confinados
em uma caixa retangular rígida, organizada em um padrão de empacotamento hexagonal,
está em um estado de jamming local. Contudo, não está em um estado de jamming
coletivo, pois a rotação de uma subestrutura hexagonal em torno de seu centro de massa
tira o sistema do estado jamming (com exceção de ângulos múltiplos de 60◦). Em b,
um empacotamento de discos em uma rede quadrada dentro de uma caixa quadrada
rígida se qualifica em um estado de jamming coletivo. Em c, para a rede quadrada, as
únicas deformações simétricas não expansivas permitidas vem através de cisalhamentos
orientadas ao longo de linhas horizontais, todas as deformações de cisalhamento com
outras orientações são resistidas.

mais restritiva do que a primeira, e a terceira definição, por sua vez, é a mais restritiva. É
crucial observar que o esquema de classificação depende do tipo de condições de contorno
imposto - como condições de contorno periódicas ou rígidas -, bem como da forma da
fronteira. A Tab. 2.1, exibe exemplos de sistemas empacotados de esferas, cujos centros
localizam-se nos vértices de redes bidimensionais e tridimensionais regulares.

Do ponto de vista quantitativo, o estado de jamming pode ser analisado usando a
segunda lei de Newton. Assim, para uma estabilidade mecânica, as forças e torques
devem obedecer às relações dadas pelas Eq.2.4 e Eq.2.5 . Nas equações, Fij é a força de
contato entre as partículas localizadas nas posições ri e rj, separadas pelo vetor diferença
dij = rj − ri. ∑

i<j

Fij = 0 (2.4)

∑
i<j

[Fij × dij − dij × Fij] = 0 (2.5)

O estado jamming ocorre também em configurações não ordenadas. O estado de-
sordenado e de maior densidade para uma coleção de esferas congruentes, sem atrito e
dentro de uma geometria confinante, é conhecido como random close packing (RCP). Tal
termo foi usado primeiramente por Bernal [189] como modelo para estudar estruturas em
líquidos. Resultados teóricos e numéricos convergem para um mesmo valor de fração de
empacotamento φrcp = 6/(6 +

√
3) ≈ 0.634 [169, 190].
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Tabela 2.1: Classificação de algumas redes ordenadas formadas pelo processo de empa-
cotamento de esferas de mesmo raio em duas e três dimensões, onde Z denota o número
de coordenação e φ é a fração de empacotamento para estruturas infinitas. Com condi-
ções de contorno apropriadas, a rede Kagomé está local, coletiva e estritamente no estado
jamming [184].

Rede Jamming Local Jamming Coletivo Jamming Estrito
Hexagonal (Z = 3, φ = 0.605) Sim Não Não
Kagomé (Z = 4, φ = 0.680) Não Não Não
Quadrado (Z = 4, φ = 0.785) Sim Sim Não
Triangular (Z = 6, φ = 0.605) Sim Sim Sim
Diamante (Z = 4, φ = 0.340) Sim Não Não
Cubo Simples (Z = 6, φ = 0.524) Sim Sim Não
BCC (Z = 8, φ = 0.680) Sim Sim Não
FCC (Z = 12, φ = 0.741) Sim Sim Sim
HCP (Z = 12, φ = 0.741) Sim Sim Sim

Hernán [191] e colaboradores, através de experimentos e simulações, estudaram em-
pacotamento de esferas rígidas - com e sem atrito - em geometria confinante submetida
a uma pressão externa. Para o protocolo usado, foi mostrada uma transição contínua,
na qual a tensão 3 vai a zero com σ ∝ (φ − φc)β. A fração de empacotamento crítica φc
depende do tipo de interação entre as esferas. Caso as esferas interajam apenas por forças
normais (sem atrito), elas podem girar e rotacionar livremente como nos experimentos em
que grãos foram submetidos à vibração, assim φc = φrcp ≈ 0.634. Para o caso com atrito
φc = 0.6284. O expoente critico β ≈ 1.6 ≈ 3/2 está relacionado com a lei de contato de
Hertz. O número médio de coordenação 4 Z̄ ∝ (φ − φc)α também foi analisado, em que
α = 1/2 parece ser universal em relação a diferentes leis de força de contato.

Yuliang e Hernán [169], usando o algoritmo Lubachevsky-Stillinger, modificado [192,
193] para gerar estados desordenados no estado jamming, mostraram que a transição para
o estado jamming pode ser interpretada como uma manifestação de uma singularidade
termodinâmica, definindo tal estado como uma transição de fase de primeira ordem, o que
mostra que existe uma mudança descontínua no comprimento de correlação ξ, similar à
transição na Fig. 2.8.(b).

Nesta tese iremos mostrar três transições de fase pelo processo de injeção de uma
cadeia de esferas magnetizadas dentro de uma geometria confinante. Dependendo da
forma com que injetamos as esferas, da natureza do confinamento e da presença ou não
de uma força externa (gravidade) o sistema apresenta duas mudanças de fase estrutural
e uma de spin.

3A tensão refere-se à pressão mecânica relacionada ao traço do tensor de tensão de Cauchy.
4O número médio de coordenação é Z̄ = 2Nc/Np, no qual Nc é o número de contatos e Np é o número

de partículas
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ANÁLISE DE IMAGENS

3.1 Calibração da Imagem e Câmera

A primeira impressão que temos ao tirar uma foto com um celular ou uma câmera é
que a imagem digital produzida pelo dispositivo cria uma copia perfeita do real. Tirando
o exemplo óbvio dos dispositivos que usam lentes olho-de-peixe, ao tirar fotografias, as
imagens geradas serão distorcidas pelos efeitos da lente e pela perspectiva. Dessa maneira,
para usar imagens com fins científicos, é necessário corrigir essas distorções. Nessa seção
será mostrado como tratar tais defeitos.

A incapacidade de uma lente em formar uma imagem perfeita é causada por imper-
feições, as quais fazem com que a luz se espalhe em uma região ao invés de convergir
para um ponto [194]. As aberrações são divididas em três classes: aberrações cromáticas,
aberrações monocromáticas e aberrações de perspectiva.

Nessa tese foram colhidas imagens de objetos com tons de cinza (fundo preto e objetos
com cor cinza), o que evita a ocorrência do fenômeno da aberração cromática. Ademais,
com uma câmera apontada frontalmente para o plano que contém os objetos é possível
eliminar a aberração de perspectiva. No que concerne às aberrações monocromáticas,
ainda observamos aberrações que causam distorções nas imagens obtidas. A origem dessas
distorções são causadas pelas imperfeições e pelo desalinhamento das lentes que compõem
o dispositivo.

Dentro desse conjunto de aberrações causadas por lentes, a distorção é a única aber-
ração que não afeta a qualidade da imagem em termos de nitidez e foco. Esse tipo de
aberração é o mais comum entre as câmeras de celulares e as câmeras vendidas comerci-
almente. A aberração de distorção afeta o formato da imagem, fazendo que a imagem se
afaste da verdadeira escala do objeto, como mostra a Fig. 3.1.

Usando o centro da imagem como origem, classificamos as distorções em duas cate-
gorias. A primeira, é a distorção em barril, na qual os pixels se aproximam do centro da
imagem com relação à posição original Fig. 3.1b. A segunda, é a distorção de almofada,
na qual os pixels se afastam do centro da imagem com relação à posição original. Ambas
são distorções radialmente simétricas. A distorção de barril geralmente está presente na
maioria das lentes com grande visão angular (pequena distância focal). A distorção do
tipo almofada ocorre em dispositivos que usam lentes telefoto.

Ainda que haja uma inevitável distorção em imagens, causadas por lentes, podemos
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atenuar essa distorção usando dispositivos com uma distância focal grande (ângulo de
visão pequeno) e removê-la, por completo, aplicando algoritmos de transformação de
imagem.

Podemos fazer uma análise quantitativa da distorção usando uma imagem de referên-
cia, como uma malha sem distorção, e compará-la, de alguma maneira, com uma imagem
tirada em um dispositivo qualquer. Uma maneira de calcular a distorção em percentual
está ilustrada na Fig 3.1, assim, a medida em percentual de uma distorção DI pode ser
calculada simplesmente relacionando a distância real dreal e a distância alterada dalt da
imagem, usando a Eq. 3.1. Isso pode ser feito por meio de um padrão, como uma malha
de pontos, conforme mostrado na Fig.3.2.

DI =
dreal − dalt

dreal
(3.1)

Figura 3.1: Distorção em uma imagem. Um design não simétrico das lentes e uma abertura
antes ou atrás do centro óptico da lente levam a distorções na imagem. Em a, se o stop de
abertura estiver na frente da lente e o conjunto abertura-lente não estiver perfeitamente
alinhado, teremos uma distorção de barril na imagem. Em b, uma sobreposição de duas
malhas de pontos, uma real e a outra alterada, deixa evidente a distorção causada pela
lente.

O modelo da câmera pinhole descreve a relação matemática entre as coordenadas de
um ponto no espaço tridimensional e a sua projeção no plano da imagem. Na Eq. 3.2,
(X, Y, Z) representam as coordenadas no espaço 3D e (U, V ) representam as coordenadas
no plano da imagem.

(X, Y, Z) 7→ (U, V ) (3.2)

A distorção radial curva as linhas de uma imagem não distorcida em arcos circulares,
violando a invariância principal preservada no modelo de câmera pinhole, no qual linhas
retas mapeiam pontos no espaço 3D em pontos no plano da imagem 2D [195, 196].

Os métodos para remover a distorção radial podem ser organizados em três categorias
principais: correspondência de pontos [197], autocalibração de múltiplas imagens [198] e
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linha de prumo [199].
Os métodos de linha de prumo são os mais promissores para distorção quando se

deseja fazer um ajuste a partir de uma única imagem ou de um pequeno número de
imagens. O primeiro passo para o uso do método é utilizar um objeto como referência.
O objeto pode ser uma folha A4 com uma malha quadrada impressa, como mostra a
Fig. 3.2.b. O segundo passo é usar uma linha como referência (linha de prumo) e aplicar
uma transformação na imagem, através de algum parâmetros de controle λd, até que a
linha deformada na imagem coincida com a linha de prumo. O ajuste desse parâmetro λd
pode ser feito através de um algorítimo ou por meio de uma supervisão humana [200].

Figura 3.2: Malha quadrada usada para medir a distorção da lente. A câmera usada nesse
trabalho possui uma resolução de 4160 × 3120 pixel, distância focal de f = 28mm, com
uma abertura iqual a f/1.9, posicionada a uma distância de 27 cm do objeto, gerando
uma distorção do tipo barril nas imagens. Em a usamos uma linha verde como guia para
mostrar a distorção, que, como pode ser vista, é bem pequena. Usando a Eq. 3.1 podemos
quantificar a distorção, a qual na imagem em questão tem o valor de DI = 0.025.

Há vários modelos que realizam essas transformações em imagens. O modelo de dis-
torção radial mais usado é o modelo polinomial de ordem par, aplicado em imagens que
contém pequenas distorções [201]. Um modelo mais preciso do que o modelo polinomial
de ordem par é o modelo de divisão, proposto por Fitzgibbon [202]. O modelo de divisão
é melhor do que o modelo polinomial de ordem par porque requer menos parâmetros de
deformação λd.

Se o centro da distorção está em (x0, y0) e r2d = (xd − x0)
2 + (yd − y0)

2, usando o
modelo de Fitzgibbon podemos remover a distorção de uma imagem cujos pontos (pixels)
estão localizados em (xd, yd), o que requer as transformações de coordenadas dadas pela
Eq. 3.3 e pela Eq. 3.4, gerando uma nova imagem, sem distorção, cujos os pontos estão
localizados em (xu, yu).
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xu = x0 +
xd

1 + λ1r2d + λ2r4d + ...
(3.3)

yu = y0 +
yd

1 + λ1r2d + λ2r4d + ...
(3.4)

Para a maioria dos problemas, basta usar apenas um parâmetros de deformação, assim
usamos a Eq. 3.5 e a Eq. 3.6.

xu = x0 +
xd

1 + λ1r2d
(3.5)

yu = y0 +
yd

1 + λ1r2d
(3.6)

Para transformações do tipo barril, o valor de λ1 será negativo. Apesar da distorção
do tipo barril nas imagens geradas pelo dispositivo usado nesse trabalho ter uma pequena
intensidade, o valor do parâmetro de distorção que melhor deforma a imagem para a
Fig. 3.2 é λ1 = −0.023.

Nesse trabalho iremos mostrar padrões gerados por dipolos magnéticos esféricos com
diâmetro de d = 5mm usando o mesmo protocolo utilizado para gerar a imagem em
Fig. 3.2.b. Ainda que a distorção não apresente uma relevância significativa nas posições
do objeto em estudo, foram aplicadas as transformações dadas pelas Eq. 3.5 e Eq. 3.6 com
λ1 = −0.023. Feita a calibração da câmera e da imagem, o próximo passo será mostrar
como detectar as posições das esferas na imagem.
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3.2 Método para Detectar Centro de Massa de Discos

Um problema comum na visão computacional é determinar a localização, a quanti-
dade ou a orientação de um objeto específico em uma imagem. A identificação de objetos
circulares em imagens digitais é importante devido a várias aplicações em visão compu-
tacional, como detecção de células, inspeção de produtos manufaturados - a exemplo de
comprimidos-, detecção de alvos e tracking de pessoas em vista aérea. Detectar círculos
é um ramo de pesquisa que tem ganho vários métodos nos últimos anos [203].

A técnica mais comum para detecção de círculo é a Transformação Hough Circular
(THC) e suas variantes. A transformação Hough pode ser descrita como a transformação
no espaço de parâmetro (p1, p2, ..., pn) em Rn para o espaço do plano da imagem (U, V )

em R2 [203].
O círculo é o mais simples de representar no espaço de parâmetros, comparado à

linha, pois os parâmetros do círculo podem ser transferidos diretamente para o espaço de
parâmetro. A equação do círculo é:

r2 = (x− a)2 + (x− b)2. (3.7)

Como pode ser visto na Eq. 3.7, o círculo possui três parâmetros, r, a e b. Onde a e b são
as coordenadas do centro do círculo e r é o raio. A representação paramétrica do círculo
é:

x = a+ r cos(θ) (3.8)

y = a+ r sin(θ). (3.9)

Assim, o espaço do parâmetro na transformação Hough para um círculo pertence a R3.
Quanto maior o número de parâmetros para descrever uma determinada forma, maior
é a dimensão do espaço do parâmetro e maior é a complexidade do algoritmo. Na re-
presentação paramétrica do círculo é usual manter o raio constante ou limitá-lo em um
intervalo.

O processo para detectar círculos em uma imagem usando THC começa com a bi-
narização da imagem. Em seguida, devemos encontrar as bordas dos objetos dentro da
imagem, como mostrado em Fig. 3.3.(b), sendo usualmente utilizado o algorítmo Canny
[204]. Depois, dado um raio inicial (parâmetro de entrada), desenhamos círculos cujos
centros coincidam com os pontos pertencentes à borda. Com isso, localizamos e conta-
bilizamos a frequência com que as intersecções dos círculos ocorrem, para construir um
histograma 2D, no qual os máximos locais representam os centros dos círculos.

A transformação Hough só é eficiente se um grande número de intersecções caírem
próximas a uma caixa binada, para que a posição possa ser facilmente detectada em
meio ao ruído de fundo. Isso significa que a largura da binagem não deve ser muito
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pequena, caso contrário, muitas intersecções cairão nas binagens vizinhas, reduzindo,
assim, a visibilidade do máximo local [205].

Figura 3.3: Transformação Hough Circular (THC). Em (a), um objeto circular com um
raio r = 48 pixel. Somente com essa informação podemos iniciar o algoritmo. Em (b),
foi usado o algoritmo Canny [204] para detectar a borda, mostrada em branco. Em (c)
o algoritmo THC desenha círculos, mostrados na cor azul, os quais têm raio r = 48. Em
seguida, o algoritmo localiza e contabiliza os centros dos círculos no espaço dos parâmetros
(a, b, r). O pico localiza as coordenadas do centro.

Grande parte da eficiência da THC depende da qualidade dos dados de entrada, logo
as bordas devem ser nítidas e evidentes para que a THC seja eficiente. O uso da THC em
imagens ruidosas é uma questão muito delicada e, geralmente, um algoritmo de denoising
deve ser usado antes. Uma das causas do ruído é quando as câmeras são configuradas
com longa exposição ou com uma configuração ISO (sensibilidade de luz da câmera) alta.
O ideal é trabalhar com uma ISO baixa, em torno de 200. Outro cuidado é não usar a
câmera por muito tempo ou em um ambiente quente. A causa da maioria dos ruídos é a
radiação térmica. Quanto mais quente o ambiente e quanto mais prolongado o tempo de
uso da câmera, maior a probabilidade do sensor aquecer ou superaquecer, fazendo com que
as flutuações térmicas influenciem na tradução dos pulsos luminosos em pulsos elétricos.
O outro fator importante é o ambiente onde se encontra o objeto que será fotografado.
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Um estúdio de luz evita reflexos e mantém uma distribuição uniforme de luz. Tal aparato
pode ser feito com madeira, tecido preto e luz de led.

Nesse trabalho, todos esses cuidados foram tomados. O sistema de aquisição de ima-
gens foi construído em um ambiente de luz homogênea, assim tiramos as sombras das
esferas e o reflexo da câmera nas esferas. A câmera usada nessa tese possui uma resolução
de 4160×3120 pixel, uma distância focal de f = 28mm e foi posicionada a uma distância
de 27 cm das esferas. Não foi detectada nenhuma aberração cromática nas imagens.

As coordenadas das esferas foram estimadas usando o algoritmo THC. Todas as ima-
gens analisadas foram colhidas nas mesmas condições, propostas como ideais, gerando
resultados como mostra a Fig. 3.4.(b), com todas as esferas detectadas.

Figura 3.4: Em (a) vista superior das esferas com r = 5 mm = 15 pixels. Foi usado o
mesmo protocolo experimental da Fig. 3.2. O algoritmo THC não é usado em toda a
imagem, apenas na região de interesse (RDI). Na imagem a RDI compreende a região
dentro do círculo laranja. Em (b) é mostrado, em círculos azuis, como 762 esferas foram
detectadas. Foi usada a função imfindcircles() do MATLAB [206]. Dados os ajustes nos
parâmetros e atribuindo os devidos cuidados na preparação das imagens, é possível obter
um resultado satisfatório.
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MÉTODOS NUMÉRICOS

4.1 Dinâmica Molecular

Existem casos em que é possível encontrar a solução analítica da trajetória para uma
partícula sujeita a forças externas, como por exemplo, o lançamento de uma partícula
submetida a um campo gravitacional uniforme. O problema se torna desafiador quando
lidamos com duas partículas. Para o caso de duas partículas sujeitas à força gravitacional
só é possível encontrar a trajetória quando supomos que uma delas está parada. Com
três ou mais partículas não é possível encontrar uma solução analítica [207], então, para
essa situação, se faz necessário o uso de métodos numéricos.

A Dinâmica Molecular (DM) é um método computacional capaz de encontrar as traje-
tórias de um sistema de partículas através da solução numérica da segunda lei de Newton.
Assim como a abordagem Newtoniana, a DM considera os corpos que estão em movi-
mento como partículas puntiformes sujeitas a forças internas e externas. Ao contrário da
abordagem semi-analítica, a DM não resolve numericamente as equações diferenciais que
descrevem o sistema físico, ao invés disso, o método discretiza o tempo em unidades ∆t

para construir uma relação entre o estado atual da i-ésima partícula (ri(t),vi(t)) e o seu
estado posterior (ri(t + ∆t),vi(t + ∆t)). Ao passo que o sistema evolui temporalmente
seu estado, caracterizado pelas posições e pelos momentos, é possível medir propriedades
dinâmicas e estáticas do sistema de partículas.

A DM foi criada para simular sistemas microscópicos, nos quais a agitação térmica é
relevante e as colisões podem ser consideradas perfeitamente elásticas. Polímeros, cristais,
sólidos amorfos, líquidos e gases são alguns exemplos em que a técnica é utilizada para
modelar. Contrastando com os sistemas microscópicos, os materiais granulares são ma-
croscópicos, atermais e suas colisões são, na sua grande maioria, consideradas inelásticas.
Mesmo assim, ainda se pode aproveitar muito da DM para descrever tais materiais. Além
das forças impulsivas que descrevem as colisões, também precisam ser incorporadas forças
de fricção para uma descrição mais próxima da experimental.

4.1.1 Um Algoritmo de Dinâmica Molecular

Em meados do século XX, no ano de 1957, foi utilizado pela primeira vez um programa
de DM por B. J. Alder e T. E. Wainwright [208], simulando algumas centenas de átomos
com o modelo de esfera dura. A segunda vez aconteceu em 1960, com J. B. Gibson [209],
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usando cerca de 900 partículas em seu programa. Com o progresso da computação e com a
criação de supercomputadores contendo vários processadores, atualmente é possível simu-
lar bilhões de partículas [210]. Novos paradigmas, como a orientação a objeto, permitem
criar códigos mais genéricos para situações mais complexas, a exemplo da simulação de
longas cadeias de proteínas [211]. Independente do paradigma de programação ou das
técnicas que melhoram o desempenho do código, um algoritmo de dinâmica molecular
deve seguir a seguinte receita :

inicialização

para t = 0 : ∆t : tmax
cálculo das forças

cálculo das novas posições e velocidades

cálculo das propriedades dinâmicas e estáticas

fim para

Na inicialização do programa, definem-se os parâmetros do sistema, como o número
de partículas, as constantes das interações envolvidas, os vínculos, além das posições e
das velocidades iniciais. O parâmetro principal na inicialização é o passo de tempo ∆t.
Um passo de tempo muito pequeno pode nos dar uma solução bastante precisa, porém,
pode prolongar, desnecessariamente, o tempo para finalizar a simulação. Um passo de
tempo muito grande pode provocar uma instabilidade numérica, além de levar a um
erro grosseiro, como a não visualização da conservação da energia ou da conservação do
momento, quando esperadas. Um bom passo de tempo fica em torno de ∆t = 0.005 em
unidades adimensionais [212]. Uma vez definida as quantidades de interesse, o algoritmo
entra em um loop com tmax interações. Primeiramente, realiza-se o cálculo das forças,
logo em seguida, o método de integração atualiza o estado do sistema e, por fim, medimos
as quantidades físicas de interesse, compondo assim um passo de DM.

O cálculo das forças é, sem dúvida, a parte que exige mais tempo de CPU, pois,
geralmente, o cálculo das forças de longo alcance exigem a determinação das distâncias
entre as partículas com um tempo de processamento, que escala com O(N2). Quando há
forças de longo alcance cuja intensidade decai rapidamente com a distância ou quando
há forças de contato, é possível fazer o uso de técnicas como lista de células ou lista de
Verlet, fazendo que o tempo de processamento escale quase linearmente com o número de
partículas. A intensidade da força entre dipolos escala com o inverso da quarta potência
da distância Fdip ∝ 1/r4, assim, para esferas magnetizadas com diâmetro d, a força é
desprezível para distâncias maiores do que 10d. Para esferas magnetizadas, precisamos
assumir duas interações de curto alcance: uma força repulsiva para representar a rigidez
das esferas e uma força de fricção para representar a sua rugosidade, além da interação
dipolo-dipolo.
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Para o estudo de materiais granulares usando DM, é necessário considerar que as
partículas estejam confinadas dentro de alguma caixa de simulação. Essas condições de
contorno podem ser artificiais ou físicas Fig. 4.1. Uma forma artificial de confinar um
conjunto de partículas é usar a condição de contorno periódico. Essa condição é usada
comumente para cavidades retangulares. Caso a partícula tente sair pela direita, ela
emergirá pelo lado esquerdo. Caso a partícula tente sair por cima, ela emergirá por baixo.
Essa situação é análoga à das partículas confinadas em uma superfície toroidal [212]. A
consequência física desse confinamento é o sistema ser considerado infinito e, com isso,
serem eliminados os efeitos de borda.

Figura 4.1: Três condições de contorno usados em DM. As setas nos centros dos discos
representam a sua orientação. Em a, condição de contorno periódica. Partículas que
experimentam sair pelo lado direito da caixa de simulação emergem pelo lado esquerdo, e
vice-versa, valendo o mesmo para a base e o topo da caixa. Essa estratégia de confinamento
é análoga a uma coleção infinita de sistemas idênticos. Esses sistemas infinitos estão
representados por uma cor mais transparente em volta do sistema em estudo. Em b,
uma partícula ao tentar atravessar a base da caixa de simulação, sente uma força normal
ao plano e que aponta para dentro da cavidade. A linha pontilhada mostra a trajetória
paralela ao vetor velocidade (seta vermelha), antes e depois da colisão. Para colisões
inelásticas, utiliza-se uma força de amortecimento, usualmente proporcional à velocidade
[213]. Em c, é mostrado que o confinamento passa a ser feito por linhas de discos com
posições fixas. Nessa situação, dizemos que o confinamento é feito de forma explicita
[214].

Uma outra maneira de confinar, é considerar, na região fora da caixa de simulação, um
potencial repulsivo e normal ao plano da parede, deixando a parede de forma implícita
na simulação. Por fim, podemos cobrir a fronteira do sistema com partículas em posições
fixas e atribuí-las uma interação de contato repulsiva, como Lennard-Jones ou harmônica
[214].

Os cálculos das novas posições e velocidades são realizados pela integração das equa-
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ções de movimento. Existem muitos métodos de integração, a exemplo temos Leap-Frog,
Velocity-Verlet, Predictor-Corrector e Beamer [215]. Cada método apresenta suas van-
tagens ou desvantagens. Para simulações contendo vínculos geométricos, é comum o uso
do Leap-Frog ou Velocity-Verlet. Para simulações com longos períodos de tempo, faz-se
o uso de integradores, como Predictor-Corrector e Beamer. Contudo, independente do
método de integração escolhido, é imperativo que eles sejam reversíveis no tempo e devam
calcular apenas uma vez por passo de DM as forças entre as partículas.

Por fim, temos o cálculo das propriedades dinâmicas e estáticas, como a função de
distribuição radial, a energia total do sistema e a distribuição de forças de contato em um
meio granular.

4.1.2 A Mecânica de Contato em Materiais Granulares

Um dos ingredientes principais da DM é o uso de expressões explicitas das forças
que atuam nos constituintes do sistema. O estudo dessas expressões está no contexto da
mecânica do contato [216, 217]. Aqui iremos nos ater à interação de contato entre esferas
de mesmo raio com atrito.

Hertz, em 1882, foi o primeiro cientista a construir uma teoria sobre forças de contato,
no clássico artigo “On the contact of elastic solids”. Contudo, a teoria de Hertz só é
válida entre superfícies perfeitamente elásticas com contato não-conforme e sem atrito.
Um contato entre superfícies é dito conforme quando elas se encaixam perfeitamente.
Quando elas se tocam em um ponto ou ao longo de uma linha, dizemos que se trata de
um contato não conforme. Para superfícies com contato não conforme, mesmo sob pressão,
as pequenas áreas formadas pelo contato são, geralmente, bem pequenas se comparadas
ao tamanho do corpo.

Pela definição de pressão, força sobre área, poderíamos pensar que, qualquer força
aplicada em um ponto de contato, implicaria em uma pressão infinita. A solução de Hertz
para esse impasse foi considerar que, quando um ponto ou linha de contato é posto sob
pressão, há um aumento na "área de contato"devida à deformação elástica do material.
Os centros de duas esferas idênticas, de raio r, em contato, na ausência de forças e quando
localizadas nas posições r1 e r2, possuem uma distância igual a 2r. Quando uma força
é submetida ao longo da linha que as une, seus centros se aproximam a uma distância
δ = 2r − d12, com d12 = |r1 − r2|, como mostra a Fig. 4.2.b. A relação entre a força
aplicada F e a área circular, devido à deformação elástica, é dada pela Eq. 4.1 e pela
Eq. 4.2, respectivamente.

F =
E
√

2r)

3(1− ν2
δ1/3 (4.1)

A =

[
3(1− ν2)

4E
rF

]1/3
(4.2)
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Figura 4.2: Esquema mostrando três perspectivas da interação de contato entre duas
esferas de raio r. Em a, duas esferas com velocidades angulares ω1 e ω2 com seus centros
de massa se movendo a velocidades v1 e v2. No meio e em transparência, temos o plano
de colisão que é usado como referência para a decomposição das forças e dos momentos.
A normal do plano é paralela ao eixo que liga os centros das esferas. Em b, é mostrada
a área circular entre duas esferas formada pela deformação elástica devido à aplicação de
uma força. A relação entre força e área deformada é dada pela Eq. (4.1) e pela Eq. (4.2),
respectivamente. Em c, é mostrada a projeção das esferas no plano. Em DM a deformação
das esferas é parametrizada por um comprimento de penetração δ. Quando a distância
entre os centros é menor do que a soma dos raios, aplica-se uma força de repulsão do tipo
F ∝ kδα. Nessa força, δ = 2r − (r1 − r2) · n̂, k é uma constante que representa a dureza
do material e α é um expoente que controla a resposta entre comprimento e força. Para
α = 1, temos o modelo linear e, para α = 3/2, temos o modelo de Hertz. Nessa tese,
iremos usar o modelo linear, pois ele tem a vantagem de ter solução analítica e de ter um
tempo de escala intrínseco.

Na Eq. 4.1 e na Eq. 4.2, E é o modulo de Young e ν é a razão de Poisson. Para o
Neodímio, as propriedades mecânicas são E = 37.5 × 106N/m2 e ν = 0.28 [218]. Mo-
delar uma colisão inelástica em DM requer dois ingredientes: uma força repulsiva e uma
força dissipativa. A maneira mais simples de conseguir tal efeito físico é usar o oscilador
harmônico amortecido. Assim, na direção normal ao plano de colisão, temos as seguintes
forças :

Fn = −knδαn̂12 − γn(n̂12 · v12)n̂12 (4.3)

Na Eq. 4.3, a constante kn representa a dureza da esfera, γn é uma constante que
representa o termo de amortecimento normal, r12 = r2 − r1 = |r2 − r1|n̂12 é o vetor que
liga os centros das esferas e v12 = ṙ1 − ṙ2 é o vetor que representa a velocidade relativa.

Quando α = 1, temos o modelo linear, também conhecido como linear spring-dashpot,
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o qual tem a vantagem de posuir solução analítica. Com as condições iniciais δ(t = 0) = 0

e δ̇(t = 0) = vc são permitidos os cálculos analíticos do coeficiente de restituição normal
e do tempo de colisão normal, dados pela Eq. 4.4 e pela Eq. 4.5 respectivamente.

en = exp(− γn
2mef

tn) (4.4)

tn = π

[
kn
mef

−
(

γn
2mef

)2
]−1/2

(4.5)

Em quemef = (m1m2)/(m1+m2) é o quociente do produto pela soma das massas. Um
programa usando DM reproduz um coeficiente de restituição en com um erro na ordem
de 10−4 quando o passo de tempo na simulação está ajustado para que haja 100 passos
de tempo durante a colisão, ou seja, ∆t = tn/100 [219].

Quando α = 3/2, temos o modelo de Hertz. A substituição de α na Eq. 4.3 possui
solução analítica quando a colisão é elástica, ou seja, γn = 0. O tempo de colisão para
esse caso é :

tn = 3.21

(
mef

kn

)2/5

(vic)
−1/5 (4.6)

Diferente do caso linear, o tempo de colisão, no modelo de Hertz, depende da veloci-
dade de pré-colisão, isso significa dizer que não existe tempo de escala intrínseco na colisão
para esse modelo, assim, é necessário ajustar o tempo de passo na integração ∆t pela ve-
locidade relativa máxima esperada na simulação. Vários modelos tem sido testados, como
mostra Fig. 4.3, contudo, o modelo linear é o que melhor representa um coeficiente de
restituição independente da velocidade de pré-colisão.

Para uma simulação mais real em materiais granulares é preciso considerar colisões com
rotação e atrito. Nessa situação, é necessário que o modelo de força de contato tenha uma
componente tangente ao plano de colisão. Além disso, precisamos de um modelo de força
de atrito cinético e estático que seja simples e validado experimentalmente [212]. O modelo
de força tangencial que incorpora essas qualidades utiliza a Eq. 4.8, com vt12 = |vt12|v̂

t
12

representando a velocidade relativa tangencial.

vt12 = v12 − (r̂12 · v12)r̂12 −
(
r1ω1 + r2ω2

r1 + r2

)
× r12 (4.7)

Ft = −min(γs|vt12|, µe|Fn|)v̂t12 (4.8)

Na Eq. 4.8, γs é o coeficiente de amortecimento, enquanto µe é o coeficiente de atrito
estático. A força Ft é uma função contínua, mas não suave, atuando entre dois regimes: um
de baixa velocidade e outro de grande velocidade relativa. O uso de funções descontínuas
em DM pode levar a instabilidades numéricas [219]. Nessa tese, a interação de contato
é representada pela soma da Eq. 4.3, para α = 1, com a Eq. 4.8, levando a uma boa
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Figura 4.3: Coeficiente de restituição normal pela velocidade de pré-colisão [219]. (©)
Modelo linear com amortecimento linear. (�) Modelo de Hertz com amortecimento linear.
(♦) Modelo de Hertz-Kuwabara-Kono. (4) Modelo de Walton-Braun.

descrição quantitativa e qualitativa entre experimento e simulação, mostrada no Capítulo
5.

Figura 4.4: Modelo de atrito descrito pela Eq. 4.8. A força de atrito Ft tem a mesma
direção da velocidade tangencial relativa vt12, mas sentido contrário. Para baixas veloci-
dades vt12, passa a atuar na Eq. 4.8, a força viscosa γs|vt12|. Com esse modelo é possível
fazer uma esfera rolar sem deslizar em um plano com atrito.

4.1.3 Runge Kutta 4ª Ordem (RK4)

São recorrentes na física, problemas que podem ser modelados por equações diferen-
ciais. Uma equação diferencial é uma equação escrita em função de suas derivadas. A
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solução dessas equações diferenciais geralmente leva a uma família de curvas. Para parti-
cularizar uma dessas curvas, é preciso usar condições iniciais. A exemplo, podemos citar
a segunda lei de Newton, usada na mecânica clássica para descrever a evolução temporal
de um sistema de partículas. Dadas as forças, as posições e as velocidades iniciais, a prin-
cípio, é possível calcular a trajetória das partículas. Poucos casos podem ser resolvidos
analiticamente, sendo assim, é necessário o uso de outras abordagens, como métodos nu-
méricos. A Eq. 4.9 e a Eq. 4.10 são equações diferenciais ordinárias de primeira e segunda
ordem respectivamente.

dx(t)

dt
= f(x) (4.9)

d2x(t)

dt2
= f(x) (4.10)

Os métodos numéricos que são usados para resolver um sistema de equações do tipo
Eq. 4.9 e Eq. 4.10 tem uma raiz comum, pois são construídos partindo da expansão em
série de Taylor da função x(t). Basicamente, o que difere um método do outro é o número
de termos que se utiliza na expansão e a forma com a qual discretizamos as derivadas. O
método de Euler resolve a Eq. 4.9, para as condições iniciais x(t = 0) = x0 e ẋ(t = 0) = v0,
com:

x(t+ ∆t) = x(t) + ∆tf(x(t)) (4.11)

O método de Euler tem a vantagem de ser simples, mas apresenta alguns problemas.
Em primeira análise, o erro de trucamento por passo ∆t é muito maior do que em outros
métodos, como Leap-Frog ou Verlet. Em segunda análise, o método é propenso a insta-
bilidades numéricas para longos período de tempo de integração. A principal razão pela
qual o método apresenta um erro de trucamento por passo maior do que outros métodos
é que o cálculo da derivada, para evoluir a solução de x(t) para x(t+ ∆t), usa apenas um
ponto, x(t), dado no começo do intervalo [t, t + ∆t], enquanto outros métodos usam um
número par de pontos. Dessa maneira, a fórmula dada pela Eq. 4.11 é assimétrica no que
diz respeito ao começo e ao fim do intervalo. A consequência dessa assimetria é que cada
passo dado no método tem um erro local (erro por passo) na ordem de O(∆t2) e um erro
global (erro em um dado tempo de integração) na ordem de O(∆t) [220]. O método de
Euler é dito de primeira ordem pelo erro global ser diretamente proporcional ao passo de
integração ∆t. O método de Euler não é recomendado pra uso prático, apenas para fins
didáticos. Nessa tese, iremos usar o método Runge-Kutta.

O método Runge-Kutta pertence a uma classe de métodos, os quais usam mais de
um ponto para estimar as derivadas, dando uma precisão melhor para a extrapolação da
solução nos passos seguintes.

A principal lição aprendida pelo uso do método de Euler é a necessidade de desenvolver
métodos simétricos. O sucesso do Runge-Kutta é devido à sua simetria com respeito ao
começo e ao fim do intervalo integrado.
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Por simetria, a Eq. 4.11 é numericamente igual a Eq. 4.12 quando usamos o extremo
direito do intervalo [t, t+ ∆t].

x(t+ ∆t) = x(t) + ∆tf(x(t+ ∆t)) (4.12)

A estratégia é combinar a Eq. 4.11 e a Eq. 4.12 em uma forma híbrida, como a Eq. 4.13

x(t+ ∆t) = x(t) + ∆tf

(
x(t) + x(t+ ∆t)

2

)
(4.13)

O problema na Eq. 4.12 é que não sabemos o valor de x(t+∆t) para por no argumento
da função f . Podemos fazer uma estimativa de f , exibida na Eq. 4.13, usando a Eq. 4.11,
assim, temos:

xmed = x(t) + 0.5∆tf(x(t)) (4.14)

x(t+ ∆t) = x(t) + ∆tf(xmed) (4.15)

A Eq. 4.15 é o método Runge-Kutta de segunda ordem. O método Runge-Kutta
em ordens superiores usa médias ponderadas da função f , calculada no intervalo [t, t +

∆t]. É comum o uso do método de quarta ordem. Pode-se usar métodos de ordem
superior, contudo, quanto mais alta a ordem, mais termos precisam ser calculados para
cada interação. Dessa maneira, na maioria dos problemas, não compensa, em tempo, ir
além da quarta ordem. A solução da Eq.4.9, pelo método Runge-Kutta de quarta ordem,
é calculada da seguinte maneira:

k1 = ∆tf(x(t)) (4.16)

k2 = ∆tf

(
x(t) +

k1

2

)
(4.17)

k3 = ∆tf

(
x(t) +

k2

2

)
(4.18)

k4 = ∆tf

(
x(t) +

k3

2

)
(4.19)

x(t+ ∆t) = x(t) +
k1

6
+
k2

3
+
k3

3
+
k4

6
(4.20)

A Eq.4.20 tem um erro local (erro por passo), na ordem de O(∆t5), e um erro global
(erro em um dado tempo de integração), na ordem de O(∆t4).

A fórmula calcula os valores da solução no passo posterior x(t+ ∆t) usando a solução
do passo atual x(t) adicionando a média ponderada de quatro incrementos k1, k2, k3 e
k4.
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Além da boa relação entre o erro e custo computacional, RK4 apresenta outras vanta-
gens, como a facilidade de implementar funções que dependam da velocidade f(ẋ) [221]
e a possibilidade de implementar um algoritmo com um passo de tempo ∆t adaptativo
[222, 223]. Equações diferenciais de segunda ordem, como a Eq. 4.10, podem ser resolvidas
usando RK4, transformando-as em um sistema de duas equações diferenciais de primeira
ordem, assim a Eq. 4.10, que é uma EDO de segunda ordem, torna-se um sistema de duas
EDO de primeira ordem, formado pela a Eq. 4.21 e pela Eq. 4.22.

dx(t)

dt
= y1 (4.21)

dy1
dt

= f(x) (4.22)
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4.2 Monte Carlo

O método de Monte Carlo, assim como o Método de Elementos Discretos, é uma
ferramenta computacional utilizada para a solução de problemas físicos com um grande
número de partículas. O diferencial do método Monte Carlo está no uso de conceitos da
Mecânica Estatística de Equilíbrio [224], deixando-o na categoria de métodos numéricos
não-determinísticos. Quando o problema em questão se resume a responder a seguinte
pergunta: Qual a configuração de menor energia para um conjunto de N partículas?
Para essa pergunta, o Monte Carlo vem como uma boa alternativa para a solução desse
problema.

Uma versão particular do Método de Monte Carlo é conhecida como Algoritmo Me-
tropolis [225]. O problema que esse algoritmo consegue resolver é de encontrar os micro-
estados de mínima energia de um sistema físico em equilíbrio a uma dada temperatura T .
Pela Mecânica Estatística de Equilíbrio, a distribuição de probabilidade para os microesta-
dos é a distribuição de Boltzamann. Os valores das variáveis macroscópicas do sistema em
questão, podem ser calculadas como médias de seus valores em todos os seus microestados
acessíveis. Para sistemas com um número muito grande de partículas, encontrar todos os
microestados é uma tarefa quase impossível. A idéia básica do Algoritmo Metropolis
consiste em uma escolha inicial de um microestado aleatório e efetuar uma sequência,
absurdamente grande, de transições aleatórias, por um procedimento que será explicado,
até encontrar um macroestado de equilíbrio. Ou seja, o critério de parada do algoritmo é
que as médias sobre os microestados passam a ser constantes.

No Algoritmo Metropolis, é efetuado médias temporais ao invés de médias de ensem-
ble. Para que o algoritmo sejá válido o nosso sistema tem que ser considerado ergótico.
Um sistema é dito ergótico, quando é possível atingir qualquer microestado, a partir de
qualquer outro microestado, por uma sequência de transições. A consequência disso é que
as médias temporais são iguais as médias de ensemble. Para completar as condições de va-
lidade do algoritmo, temos que ter um sistema que seja possível, através de uma sequência
aleatória de transições entre os microestados, alcançar um macroestado de equilíbrio.

Supondo que o nosso sistema é composto por uma coleção de esferas magnetizadas, um
microestadoM fica definido pelas posições e orientações dos dipolos, assim, para um con-
junto deN esferas, cujo os dipolos estão paralelos a um planoM = (r1, ... , rN , θ1, ... , θN).
O procedimento de sorteio das transições no algoritmo Metropolis, em um passo de tempo
t, para um sistema em um microestadoM é:

1. Sorteia um microestadoM′. Isso pode ser feito alterado aleatoriamente o estado de
uma i-ésima partícula. M′ = (r1, ri + ∆r, ... , rN , θ1, θi + ∆θi, ... , θN)

2. Se a energia do estado M′ for menor ou igual a de M, i.e., EM′ ≤ EM, aceita-se
M′ como novo estado e passamos para o passo 4. Se acontecer o contrário, ou seja,
EM′ > EM, passamos para o passo 3.
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3. Seja ∆E = EM′−EM. Sorteamos um número r dentro de uma distribuição uniforme
entre 0 < r < 1. Se r ≤ exp(−∆E/kBT ), aceita-se o microestado EM′ , caso
contrário rejeita-se a transição e retorne ao passo 1.

4. Calcular as variáveis de interesse, i.e., energia total, magnetização, ...

4.2.1 Estruturas versus Energia

A relação entre a configuração de menor energia de spins e o padrão espacial, formado
por esferas magnetizadas, foi muito bem estudada em [226, 227] pelo o uso da técnica
Monte Carlo. A configuração de menor energia para N ≤ 3 é a cadeia linear [227]. Para
4 ≤ N ≤ 17, há uma mudança significativa na estrutura de menor energia, passando de
uma cadeia linear para uma estrutura na forma de uma cadeia circular [226].

Para N > 17, há novamente uma mudança na estrutura de menor energia, surgindo,
assim, padrões triangulares e hexagonais, como mostra a Fig. 4.5. O arranjo poligonal,
organizado como camadas de uma cebola, é um padrão que favorece a minimização da
energia no self-assembly de esferas magnéticas confinadas em 2D. Com isso, tais estru-
turas podem ser vistas como uma referência de estados fundamentais, livres de defeitos
geométricos. De fato, todas as estruturas no estado fundamental, para 1 ≤ N ≤ 18, estão
livres de defeitos.

O primeiro defeito ocorre para N = 19 e como exibido na Fig. 4.5, tal padrão corres-
ponde a um máximo local de energia por partícula. Assim, uma flambagem local ocorre
na camada mais externa, devido à impossibilidade que duas cadeias circulares de esferas
concêntricas, uma com N = 13 e a outra com N = 6, se tocarem simultaneamente. Tal
impossibilidade é devido à frustração geométrica descrita na Sec. 2.3.

Na Fig. 4.5, as estruturas com N = 19, 21, 23, 25, 27 apresentam máximos locais e,
consequentemente, defeitos na forma de flambagem devido à frustração geométrica.

Do ponto de vista puramente geométrico é possível construir uma estrutura com N =

19 sem defeitos. Poderíamos pensar que para remover tal defeito bastaria acrescentar uma
esfera no centro da estrutura com N = 18, exibida na Fig. 4.5. Todavia, para sistemas
finitos, a introdução de um dipolo, em um sistema que já possui uma magnetização global
nula, é energeticamente desfavorável [226].

Em materiais granulares não coesivos, confinados em cavidades cilíndricas e sujeitos
à compressão axial, a flambagem local pode contribuir para o surgimento de alguns efei-
tos. A exemplo, temos a formação de bandas de cisalhamento macroscópicas [230], o
surgimento de falhas incipientes1 [231] e, por fim, a acumulação de energia elástica em
ensembles granulares [232].

Na condição de equilíbrio, uma cadeia linear de esferas magnetizadas possui os dipolos
alinhados paralelamente à cadeia. Entretanto, quando a cadeia é forçada a envergar, os
dipolos não conseguem estar alinhados simultaneamente com a curva que interpola os

1Em pilhas de areia, uma falha incipiente é um estado de equilíbrio crítico
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Figura 4.5: Estados fundamentais para esferas rígidas magnetizadas no plano. Em (a),
a energia reduzida uN pelo número de esferas N [226]. A orientação dos dipolos está
destacada por setas vermelhas. A linha pontilhada corresponde à energia de uma cadeia
circular. As configurações foram encontradas usando o método Monte Carlo. Em (b) e
em (c), no limite termodinâmico com T = 0, quando os spins estão localizadas no plano
e organizados em uma rede quadrada há apenas dois estados fundamentais, ambos com a
mesma energia, com fase antiferromagnética e com um sistema continuamente degenerado
[228, 229]. A configuração em (c) é obtida a partir de (b), pela rotação da subrede A (em
vermelho) por θ = π/6, e da subrede B (em azul), por θ = −π/6.

centros das esferas e com os seus primeiros vizinhos [233], sendo consideradas, assim,
frustradas. Nos nossos experimentos, a flambagem ocorre com um padrão de loops e eles
armazenam energia na forma magneto-elástico.

Nessa configuração frustrada, os campos magnéticos dos dipolos exercem torque uns
sobre os outros. A superposição combinada desses torques atua de forma a alinhar local-
mente a cadeia e consequentemente reduzir a sua curvatura. Esse mecanismo é análogo a
um fio ou a uma barra elástica quando flexionada.

A formação de uma flambagem local, seja por uma causa geométrica [227] ou por uma
competição de forças [234, 233], coloca a formação dos loops encontrados na Fig. 5.7 como
uma consequência da frustração, levando as estruturas a um empacotamento frustrado.

Chen e Sooryakumar [234] mostraram experimentalmente a formação de padrões
usando microesferas dipolares dentro de um potencial magnético confinante. O protocolo
experimental leva a uma coleção de estruturas, onde uma delas apresenta subestruturas
em forma de cadeia localizadas nas periferias do aglomerado. Tal subestrutura é similar
à flambagem local exibida na Fig. 4.5 com N = 19, contudo a flambagem devido à frus-
tração em [234], se deve ao fato de que há uma competição de forças de curta e de longa
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Figura 4.6: A estrutura hexagonal minimiza a energia de um conjunto de esferas mag-
netizadas para dipolos paralelos ao plano [226]. Essas estruturas hexagonais perfeitas
possuem p esferas na camada mais externa. Para o presente caso, p = 8. Estruturas
hexagonais sem buraco central possuem Nhexa = 3p2 − 3p + 1 esferas, mas estruturas
hexagonais com buraco possuem Nhexa = 3p2 − 3p esferas. No limite em que p → ∞ a
energia reduzida tende a uplano = −2.759 [227].

distância.
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RESULTADOS

O empacotamento e conformação de objetos similares a fios, tem promovido um cres-
cente interesse devido a muitas aplicações na mecânica e na biologia. Um amplo espectro
de instabilidades e padrões foi encontrado dependendo do atrito, da rigidez, do tamanho
e do tipo de confinamento [9, 235, 236]. Ao adicionar forças atrativas, sistemas de auto-
montagem como origamis foram concebidos [237]. Porém, muito menos se sabe quando
o fio tem quiralidade, como é o caso de uma cadeia de partículas magnéticas. Na ver-
dade, fios compostos de esferas magnéticas ocorrem na natureza em escalas diferentes.
Eles se formam em escala nanométrica em coloides magnéticos [238] e como cadeias de
magnetossomos em bactérias magnetostáticas [239, 240, 241]. Esferas magnéticas rígidas
geram padrões automontados na escala microscópica [242, 243, 244], na escala mesoscó-
pica [245, 226, 246, 247] e na escala macroscópica [248, 249, 250]. A anisotropia das forças
magnéticas induz uma quiralidade na interação entre as seções da cadeia, resultando na
automontagem de novos tipos de padrões, encontrados tanto experimentalmente como
numericamente. Neste trabalho, consideraremos esferas de metal macroscópicas magne-
tizadas para estudar padrões de dobramento bidimensionais, injetando-as em uma célula
de Hele-Shaw. A quiralidade das cadeias permite dois tipos fundamentalmente diferentes
de interações locais que levam a diferentes padrões macroscópicos. Verificaremos que a
transição de um padrão para o outro pode ser controlada experimentalmente ajustando-se
o ângulo inclinação da célula de Hele-Shaw o que modifica o módulo da força de atrito
entre as esferas e a superfície da célula.

Os experimentos foram realizados utilizando esferas de neodímio com d = 5 mm de
diâmetro. Como mostrado na figura Fig. 5.1, a célula de Hele-Shaw consiste em uma
placa preta coberta por um disco de acrílico transparente separado por um anel cilíndrico
de acrílico plano de 6 mm altura e raio R. A célula pode ser inclinada por um ângulo θ
com respeito a horizontal. Um motor de passo controla a velocidade de injeção com um
o módulo igual a 0.43 mm/s, inserindo as esferas quase-estaticamente por um buraco no
meio da placa de preta de acrílico. O processo foi filmado com uma câmera digital Canon
PowerShot SX510 HS a 30 quadros por segundo, localizada a 27 cm acima da cavidade.
A partir dos vídeo as imagens foram obtidas e usadas para determinar as posições das
esferas por meio da segmentação de imagens, conforme discutido amplamente em capítulos
anteriores.

Com momentos dipolares alinhados, as esferas magnéticas se organizam naturalmente
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Figura 5.1: Configuração esquemática para o experimento realizado. A cadeia de esferas
magnéticas são empurradas de baixo para cima, em uma célula de Hele-Shaw inclinada
em θ graus. A célula de Hele-Shaw é formada por meio de um cavidade cilíndrica de raio
R coberta por meio de uma placa de acrílico transparente.

em cadeias que exibem rigidez à flexão, apresentando uma elastoplasticidade macroscópica
[251, 233]. Injetamos essas cadeias de esferas na cavidade pela base da célula. Ao entrar
na célula, as esferas da cadeia e seus momentos magnéticos rotacionam, o que enfraquece
as forças na direção da cadeia entre as contas próximas à entrada. Eventualmente, seja ao
atingir a parede da célula ou devido ao atrito com a placa inferior, a cadeia desacelera e
começa a envergar. Em seguida, ele forma laços que se aproximam cada vez mais do centro
de injeção, até que a região próxima ao orifício não tenha volume livre para que outra
esfera seja inserida. Neste ponto, o motor é parado e o padrão resultante é analisado. Na
Figs. 5.2 mostramos quatro padrões obtidos com diferentes ângulos, θ = 0◦ e 90◦, com
raios, R = 20d e 40d. Para θ = 0◦ (ver Figs. 5.2a e 5.2c), nós observamos a formação
do padrão poligonal, na qual assemelha a um forte visto de cima. No caso particular
da Fig. 5.2a, devido ao grande tamanho da célula (R = 40d), a cadeia nunca toca as
paredes, mas enverga antes, parando devido ao atrito com a placa inferior. Quando
o experimento é realizado na célula menor (R = 20d), como mostrado na Fig. 5.2c, a
corrente eventualmente atinge as paredes da célula e só então enverga, levando a estrutura
poligonal. No caso do ângulo θ = 90◦ (ver Figs. 5.2b e 5.2d), a estrutura se assemelha ao
empilhamento de uma corda, assim, chamaremos de padrão empilhado.

Em padrões poligonais, os segmentos da cadeia com a mesma orientação dipolar se
atraem, formando listras que exibem localmente simetria triangular. Essas listras se do-
bram espontaneamente, formando quinas com ângulos de 120◦, como mostrado na Fig. 5.3.
Nos padrões empilhados, por outro lado, possuem segmentos de cadeias com orientação di-
polar oposta, que se atraem formando domínios que exibem simetria quadrada localmente.
A formação dos padrões, tanto dos experimentos como das simulações, podem ser vistos
no link : https://www.youtube.com/channel/UCoux8Tub9d51ptKDaR7-lyQ/videos .

A razão pela qual cadeias igualmente orientadas formam triângulos, enquanto que

https://www.youtube.com/channel/UCoux8Tub9d51ptKDaR7-lyQ/videos
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Figura 5.2: Padrões obtidos depois que nenhuma esfera pode ser injetada na células
para (a), R = 40d e θ = 0◦; (b), R = 40d e θ = 90◦; (c), R = 20d e θ = 0◦. Em
(d) duas cadeias são injetadas na célula diametralmente, conforme indicado pelas setas
pretas, com θ = 0◦. Para (a) e (c) observamos o padrão poligonal e para (b) e (d) o
padrão empilhado. A área ampliada em (a) e (b) realça os dois padrões, o poligonal e o
empilhado, respectivamente. A legenda de cores indica o número de primeiros vizinhos
de cada esfera. Podemos observar, que no padrões poligonal, localmente, a maioria das
partículas tem seis vizinhos, produzindo assim uma rede triangular, enquanto no padrões
empilhado, quatro vizinhos mais próximos prevalecem, resultando em uma rede quadrada.
Apenas em (a) a cadeia nunca atinge a parede da cavidade. Os pontos pretos em (a), (b)
e (c) indica o ponto de injeção.

Figura 5.3: O padrão poligonal é formado por listras de cadeias paralelas com um arranjo
localmente triangular. Essas listras criam espontaneamente quinas, formando ângulos de
120◦, como mostrado em (a) e ampliado em (b).

cadeias com orientação oposta se organizam em quadrados, pode ser explicada através
da minimização da energia magnética E. Essa energia é calculada pela soma de todos os
pares de contas de acordo com,

E = −
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

mmmi ·BBBj, (5.1)

onde mmmi é o momento de dipolo da esfera i, N é o número total de e BBBj é o campo
magnético gerado pela esfera j na posição da esfera i é dado por,
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BBBj =
µ0

4π

[
3 (mmmj · r̂rrij) r̂rrij −mmmj

r3ij

]
, (5.2)

com rrrij sendo o vetor posição que vai da esfera i ao centro da esfera j, r̂̂r̂rij = rrrij/|rrrij|, e
µ0 é a permeabilidade do vácuo. Para entender o comportamento do sistema com relação
a energia de interação entre as esferas magnéticas, realizamos simulações de Monte Carlo
considerando duas cadeias de dipolos paralelas usando a Eq.(5.1) como energia no fator
de Boltzmann e descobrimos que, depois de diminuir a temperatura, as configurações
energeticamente mais favoráveis para as orientações paralelas (antiparalelas) das cadeias
eram de fato as configurações triangulares com todos os dipolos orientados em paralelo
ao longo da direção das cadeias.

Todos os padrões se estabelecem em estruturas livres de escala. Por exemplo, isso
pode ser visto a partir das áreas delimitadas por laços, como mostrado nas 5.4a e 5.4c.
É evidente que existem áreas de todos os tamanhos. Para calcular as áreas, primeiro
transformamos as imagens RGB em imagens em preto e branco. A análise é realizada
usando a área adimensional A∗b = Ab/A0, onde Ab é a área do buraco e A0 = π(d/2)2

é a área da projeção da esfera, ambas medidas em pixel. Exemplos típicos desses domí-
nios bidimensionais disjuntos são mostrado em Figs. 5.4a e 5.4c, obtida dos padrões das
Figs. 5.2b e 5.2c, respectivamente. As distribuições das áreas mostradas nas Figs. 5.4b e
5.4d foram obtidas pela média de 15 experimentos cada, realizada para inclinações θ = 0◦

e 90◦, respectivamente.
Para determinar as distribuições, foram contabilizadas apenas as áreas com tamanho

acima de 10 pixels. Conforme mostrado, ambas seguem uma lei de potência, P (A∗b) ∝
A∗b
−γ, com expoente γ = 2.31± 0.03 para o padrão empilhado (θ = 90◦) e γ = 0.85± 0.03

para o padrão poligonal (θ = 0◦).
Pelo acréscimo da inclinação θ da cavidade, observamos uma transição do padrão

poligonal para o empilhado. O parâmetro de ordem conveniente para caracterizar essa
transição é a porcentagem φ6 de esferas com 6 vizinhos. Na Fig. 5.5, mostramos φ6 em
função de θ para R = 40d e 20d e vemos que abaixo do ângulo critico θc = 19.4◦ ± 0.4 o
parâmetro de ordem φ6 é finito e diferente de zero. A mudança em θc é abrupta, observado
nas transições de primeira ordem, o que normalmente é esperado para as transições de
fase morfológicas. Esta transição abrupta também é observada na presença de efeitos
de tamanho finito, ou seja, quando a cadeia atinge a parede da célula por R = 20d. O
detalhe da Fig. 5.5 mostra que a fração média de vizinhos φ com um número de vizinhos
n no intervalo (2 ≤ n ≤ 6) muda drasticamente de θ = 0◦ para θ = 90◦.

A justificativa da transição de fase ser de primeira ordem, é que a simetria do sistema
muda discretamente, de uma triangular para uma quadrada. Quando mudança de simetria
em uma transição de fase não pode ser feita continuamente, ela é dita de primeira ordem
[252].

Na Fig. 5.6 mostra como o número máximo N de esferas podem ser injetadas dentro
da célula em função de θ. Para R = 40d, para o padrão poligonal, o número máximo N de
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Figura 5.4: As áreas delimitadas pelos laços dentro da cadeia de esferas magnéticas são
mostradas em azul para dois experimentos de injeção, resultando em (a) o padrão em-
pilhado e (c) o padrão poligonal. A área adimensionalizada A∗b = Ab/A0 é calculada das
imagens em preto e branco, onde Ab é a área do buraco medida em pixels e A0 = π(d/2)2.
A distribuição das áreas estão mostradas em (b) para o padrão empilhado e em (d) para
o padrão poligonal, calculada sob uma média de 15 realizações experimentais em cada
caso. As linhas sólidas azuis foram feitas pelo ajuste dos mínimos quadrados resultando
na lei de potência, P (A∗b) ∝ A∗b

−γ, calculada para áreas maiores do que 10 pixels, com
expoentes γ = 2.31± 0.03 e 0.85± 0.03, para (b) e (d), respectivamente.

esferas abaixo do ângulo crítico θc, muda com θ, enquanto que para o padrão empilhado,
acima do ponto crítico θc, N se torna independente de θ. Se R é pequeno (R = 20d), a
cadeia atinge a parede da célula e, em seguida, os padrões não podem atingir seu tamanho
total, com N se tornando substancialmente menor, conforme ilustrado em Fig. 5.6.

Para determinar o atrito estático máximo, formamos um triângulo de três esferas e o
deixamos deslizar livremente sobre o plano inclinado que forma a base da cavidade. Este
arranjo triangular permite inibir qualquer rolamento. Curiosamente, o ângulo máximo
em que o triângulo começa a deslizar coincide com o ângulo crítico da transição θc =

19.4◦ ± 0.4. Isso sugere que a transição de fase é desencadeada pelo deslizamento da
cadeia, ou seja, acima (abaixo) do ângulo crítico a cadeia (não) deslizará, produzindo o
padrão empilhado (poligonais).

Para ampliar o nosso entendimento sobre a formação dos padrões no interior da cé-
lula, agora em vez de empurrar as cadeias de esferas magnéticas na célula Hele-Shaw
através de um orifício no centro, injetamos na célula por meio de entradas localizadas
diametralmente opostas. Exemplo dos padrões formados, para diferentes tamanhos de
cavidades, é mostrada na Fig. 5.7. Surpreendentemente, neste caso, é impossível criar
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Figura 5.5: Parâmetro de ordem φ6 da transição de fase morfológica em função da incli-
nação θ para R = 40d (círculos) e R = 20d (estrela). φ6 é definido como a fração média de
partículas que possuem seis vizinhos. Observa-se claramente um salto abrupto perto do
ponto crítico θc = 19.4◦, sendo a assinatura de uma transição de fase de primeira ordem.
O detalhe da figura mostra como as frações médias φ de esferas com n vizinhos muda
drasticamente quando o ângulo vai de θ = 0◦ para θ = 90◦, ambos para R = 40d.

Figura 5.6: Número N de esferas no padrão em função do ângulo de inclinação θ da célula,
para R = 40d (círculos preenchidos) e R = 20d (estrelas). A linha tracejada vertical verde
em θc = 19.4◦ corresponde ao coeficiente de atrito estático da base da célula. O coeficiente
foi medido deixando três esferas, no formato de um triângulo, deslizar no plano da cavidade
a fim de calcular o ângulo crítico que deixa as esferas na iminência de deslizar. A relação
entre o ângulo crítico e o coeficiente de atrito estático é µe = tan(θc) ≈ 0.35. Acima de θc,
o número de esferas N se torna independente de θ, mas depende do raio R. No detalhe da
figura, mostramos padrões observados ao final das simulações para θ = 0◦ sem (superior)
e com (inferior) enfraquecimento das forças dipolares na entrada da cadeia.

padrões poligonais, ou seja, sempre aparecem apenas os padrões empilhados. Um exem-
plo para θ = 0◦ em que duas cadeias são injetadas simultaneamente de lados opostos é
mostrado na Fig. 5.2 d.
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Figura 5.7: (a) Padrões obtidos pela injeção de uma cadeia de esferas magnéticas, inje-
tada diametralmente, com raios R = 10d, R = 20d, R = 30d e R = 40d. Primeira linha:
experimentos realizados para quatro diferentes raios de cavidade. Segunda linha: simu-
lações usando o Modelo de Elemento Discreto (MED). Em (b), Rede de contato (grafo)
de um padrão de esferas obtidas nos experimentos em uma cavidade de raio R = 10d. Os
vértices representam os centros das esferas enquanto as arestas são desenhadas quando
a distância entre duas esferas é menor ou igual ao diâmetro das esferas. Um laço está
destacado em vermelho.

A fim de compreender esta última observação experimental e obter uma visão mais
profunda por trás do mecanismo que produz os padrões observados, também realizamos
simulações aplicando o Modelo de Elemento Discreto (MED) [253] usando um algoritmo
de Runge-Kutta de quarta ordem para integração e rotações [254]. Para este modelo
estabelecemos que as forças de contato são escritas como,

~F c
ij = Fnn̂ij + ~Fs, (5.3)

onde Fnn̂ij e ~Fs representam as forças normais e de cisalhamento entre as esféricas de
contato. A força normal é dado por Fn = knun onde kn é a rigidez normal e un é a
sobreposição de contato. As forças de cisalhamento são calculadas incrementalmente por
∆~Fs = −ks∆~rij, onde ks é a rigidez ao cisalhamento e ∆rij o vetor de deslocamento de
cisalhamento relativo. O atrito entre as partículas é implementado de forma semelhante.
A força magnética ~FM

ij e o torque ~τMij entre as esferas i e j são assumidos como dipolos
magnéticos pontuais localizados no centros das esferas, e podem ser calculados como

~FM
ij = ∇

(
~mi · ~Bj

)
, (5.4)

e
~τMi,j = ~mi × ~Bj, (5.5)

onde ~mi é o momento de dipolo da esfera i e ~Bj é o campo magnético da esfera magnetizada
j na posição da esfera i, como definida na Eq. (5.2). A magnitude dos dipolos magnéticos
define a rigidez à flexão da cadeia de esferas magnéticas.



76

Em nossas simulações, nós inserimos a cadeia de esferas magnéticas em um regime
quase-estático considerando duas situações distintas: uma pela base da cavidade e ou-
tra diametralmente. Como resultado, obtivemos o padrão empilhado, independente das
escolhas dos parâmetros, como mostrado na Fig. 5.6 (inset superior). Apenas depois de
enfraquecer sistematicamente a força entre as esferas mais próximas do ponto de injeção
por um fator de dois, é que conseguimos reproduzir o padrão poligonal, como mostrado na
Fig. 5.6 (inset inferior). De fato, quando as esferas são injetadas pela base, uma rotação
de 90◦ é imposta assim que penetram na célula, consequentemente isso enfraquece local-
mente suas forças magnéticas. Esse enfraquecimento tem uma consequência dramática na
evolução do padrão, conforme podemos constatar por meio dos vídeos produzidos durante
os experimentos. Depois que a cadeia de esferas cessa seu movimento devido ao atrito ou
depois de atingir a parede, ocorre uma flexão do fio em uma direção. Se nenhum enfra-
quecimento for imposto na entrada, depois de algum tempo, a rigidez à flexão da cadeia
irá forçá-la a mudar a direção da cadeia, induzindo um comportamento oscilatório, for-
mando o padrão empilhado. Somente se, na entrada os dipolos estiverem suficientemente
enfraquecidos, a cadeia pode se curvar o suficiente para permitir que continue girando
na mesma direção, formando, para os parâmetros escolhidos adequadamente, os padrões
poligonais. Conforme descrito neste capítulo os efeitos da gravidade e do atrito das esferas
na cavidade são determinantes para a diferença na formação dos padrões observados.

Para concluir a descrição quantitativa dos padrões encontrados, iremos analisar em
detalhes a formação dos padrões em rede triangular. Esta configuração é muito mais
complicada, pois corresponde ao modelo de Heisenberg em uma rede triangular conhecida
por ser frustrada, exibindo muitos estados fundamentais em baixas temperaturas [255,
256, 257, 258].

Para uma cavidade com Rcav = 10d obtivemos um padrão como mostrado na Fig.5.8.
Vimos que, eventualmente, o espaço foi quase completamente preenchido com as esferas.
Além de sua textura hexagonal, esse padrão se assemelha ao padrão "espiral" encon-
trado em empacotamento de fios, em Ref. [9]. Tal padrão também é bastante similar ao
padrão encontrado à Fig. 4.6, na qual foi usada MC. Esse novo padrão denso tem um
incrível diferencial, qual seja, a cristalização triangular, a qual é, indubitavelmente, mais
energeticamente favorável do que a rede quadrada.

Para cavidades maiores do que Rcav = 10d e θ = 0, o padrão triangular persiste. Con-
tudo, surpreendentemente, para Rcav ≥ 40d, o número máximo de partículas empacotadas
se torna independente do tamanho da cavidade e passa a depender apenas dos parâmetros
intrínsecos ao sistema, como o atrito e a intensidade do momento de dipolo. Assim, a
morfologia da estrutura empacotada auto-organizada é self-limiting (auto-limitante).

É essencial, em nanomateriais, ter o controle do tamanho das estruturas ordenadas
formadas pelo processo de self-assembly. Entretanto, quando os constituintes possuem
interações preferencialmente atrativas, como a interação dipolar, elas tendem a formar es-
truturas cristalinas infinitas. Uma maneira de controlar o tamanho da estrutura formada
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Figura 5.8: Quatro diferentes imagens durante o processo de empacotamento. A cadeia
de dipolos é injetada por baixo e na posição central da cavidade. Durante o processo de
injeção nenhuma aresta (contato) é quebrada enquanto novos contatos são formados. Para
esse caso de injeção, em particular, o padrão apresenta uma simetria local triangular. A
formação de defeitos na estrutura cristalina é um efeito da frustração, pois a configuração
inicial dos dipolos head-to-tail compete com a estrutura triangular. No presente caso, a
frustração é responsável por quebrar a simetria global hexagonal do sistema. Sendo assim,
estamos diante de uma estrutura geometricamente frustrada (EGF).

é frustrar a ordem cristalina. Yasheng Yang et.al [259], simulando um sistema composto
por partículas patchy esféricas com interações de pares quirais, mostrou a formação es-
pontânea de estruturas com um tamanho preferido (self-limiting), as quais possuem uma
simetria local hexagonal.

A formação de estruturas auto-organizadas (self-assembly) e auto-limitantes, em pro-
cessos biológicos, também têm a sua importância. Fibras de proteínas extracelulares (e.g.,
celulose, colágeno, fibrina) constituem os elementos estruturais básicos na formação dos
tecidos de plantas e de animais. Tais fibras possuem larguras laterais com tamanhos bem
definidos, ou pelo menos caracterizados por distribuições não exponenciais, cujo tamanho
mais provável é finito e diferente de zero [260]. Assim como o self-assembly de partículas
patchy com tamanho característico, a formação de fibras com tamanho preferido também
é controlada pela frustração.

A Fig. 5.9 mostra que as configurações de menor energia na rede triangular envolvem
momentos dipolares magnéticos fortemente alinhados com o plano.

Para entender como o sistema evolui para a configuração de energia mínima, realizamos
uma simulação de Monte Carlo com dipolos fixos em uma rede triangular com condição
de contorno periódico em ambas as direções (superior-inferior e direita-esquerda). Na pre-
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Figura 5.9: Configuração de menor energia magnética para uma rede triangular. Em (a),
experimento injetando a cadeia por baixo da cavidade. Em (b), simulação usando MC para
dipolos com posições fixas mas orientações livres com condição de contorno periódico na
vertical e horizontal. Em ambos os casos, o norte magnético dos dipolos são identificados
pelo hemisfério pintado em vermelho. Para uma melhor visualização no experimento,
nós separamos o norte e o sul magnético por linhas verdes tracejadas em (c). Em (d),
para uma melhor visualização, destacamos e ampliamos uma parte da Fig. 5.9 (b). Nós
cercamos com uma linha verde tracejada parte do padrão obtido numericamente em (b),
onde as orientações dos dipolos magnéticos apresentam considerável similaridade com o
experimento, como mostrado em (c). Nessas regiões selecionadas, o padrão dos dipolos
magnéticos corresponde a uma configuração de menor energia.

sente situação, os dipolos só podem girar (não se mover) para alcançar a configuração de
mínima energia. Como no experimento, os resultados mostrados na Fig. 5.9b também re-
velam domínios de dipolos paralelos, todos fortemente alinhados com o plano da cavidade.
Uma vez alcançada a configuração magnética metaestável, a leve pressão que empurra a
corrente contra a parede da cavidade é suficiente para alcançar a configuração de empa-
cotamento mais densa e estabilizar o padrão na Fig. 5.8. Desta feita, o empacotamento
de esferas no arranjo triangular, claramente, leva a uma configuração de microestado de
spins com domínios que possuem uma fase ferromagnética, contudo, a magnetização do
sistema tende a zero, a qual é energeticamente favorável.
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CONCLUSÕES

No presente trabalho, investigamos a formação de padrões obtido por meio da injeção
de uma cadeia de esferas magnéticas em uma célula Hele-Shaw. Com base em experimen-
tos realizados, foi constatado a existência de novos padrões que aparecem quando injeta-
mos uma cadeia de fio magnéticos no interior de uma célula de Hele-Shaw considerando
diferentes condições para esta injeção. Foi explorado experimentalmente e numericamente
duas formas de injeção dessa cadeia de esfera, uma diametral e a outra basal. A anisotro-
pia das forças magnéticas induz uma quiralidade nas interação entre as seções da cadeia
de esferas, resultando no self-assembly de estruturas auto-similares.

Para a injeção basal, foi observado duas estruturas, uma é chamada de padrão em-
pilhado e a outra é chamada de padrão poligonal. A primeira forma um núcleo com um
arranjo de rede quadrada, adornada com subestruturas na forma de loops, já a segunda,
forma um padrão localmente triangular. Para estas estruturas formadas foi observado
um comportamento do tipo lei de potência para as áreas dos defeitos da rede crista-
lina. A distribuição das áreas dos defeitos formados nos dois padrões possuem uma forma
P (A∗b) ∼ (A∗b)

−γ com expoentes γ = 2.31 ± 0.03 e γ = 0.85 ± 0.03 para os padrões
empilhado e poligonal, respectivamente.

Foi observado para essas duas estruturas distintas (empilhado e poligonal), uma transi-
ção morfológica de primeira ordem. Essa transição de fase morfológica ocorre na condição
de um ângulo crítico bem determinado, com o valor de θc = 19.4± 0.4. Abaixo do ângulo
crítico, observamos um padrão com uma simetria local triangular, mas com uma simetria
global quiral. Definimos esse padrão triangular como polygonal pattern. Acima de um ân-
gulo crítico, surge um padrão semelhante ao que foi obtido pela injeção diametral, ou seja,
com simetria local quadrada adornada por subestruturas na forma de loops. Definimos
esse estrutura obtida acima do ponto crítico de stacked pattern.

Caracterizamos a transição morfológica entre os dois padrões experimentalmente e
numericamente e explicamos a mudança na quiralidade como uma competição entre a
flambagem induzida pela fricção e a gravidade. A fim de compreender a transição de
fase morfológica observada experimentalmente realizamos simulações usando Dinâmica
Molecular. Em nossas simulação, injetemos a cadeia de esferas magnéticas em um regime
quase-estático. Injetamos tanto pelo centro como em um ponto próximo a fronteira da
célula Hele-Shaw e obtivemos sempre o padrão do tipo stacked, independente das escolhas
dos parâmetros. Contudo, quando enfraquecemos sistematicamente a força entre as duas
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últimas esferas mais próximas do centro da célula, por pelo menos um fator de dois,
reproduzimos o polygonal pattern.

Além da mudança na simetria local, o número máximo de esferas dentro da cavidade
nessas estruturas apresentam uma dependência diferente quanto ao ângulo de inclinação
e o raio da cavidade. Fixando o ângulo da cavidade em θ = 0◦ e variando o raio da
cavidade, o número máximo de esferas empacotadas se torna independente do raio da
cavidade quando R ≥ 40d, dependendo apenas de dois parâmetros intensivos, são eles:
o coeficiente de atrito e o momento de dipolo da esfera. Fixando o raio e variando
inclinação da cavidade, para θ < θc o número máximo de esferas empacotadas tem uma
dependência crescente e monotônica com θ, contudo, para θ > θc o número máximo de
esferas empacotadas se torna independente do raio da cavidade.

Aqui, relatamos novos padrões que surgem ao injetar uma cadeia de esferas magnéticas
em uma célula Hele-Shaw. Descobrimos que, dependendo da inclinação da célula, ou seja,
do efeito da gravidade, dois tipos completamente diferentes de padrões se auto-organizam.
A transição de fase de primeira ordem entre os dois padrões ocorre no ângulo de atrito es-
tático. O ingrediente crucial para a obtenção do padrão poligonal é o enfraquecimento das
forças dipolares na entrada da célula. Esse enfraquecimento é sistematicamente construído
ao realizar uma reorientação de 90◦ na cadeia. O empacotamento de cadeias interagentes
em uma cavidade se aplica, por exemplo, a conformação de longas cadeias polímeros em
glóbulos ou em capsídeos virais [2, 3], que na verdade não apenas exibem efeitos mag-
néticos, mas também possuem outros tipos de interações. Portanto, seria interessante
incluir no futuro forças elétricas, entrópicas, de van der Waals e outras. Também seria
importante estudar padrões formados por cadeias de interação que preenchem cavidades
tridimensionais e investigar o efeito dos dipolos magnéticos e do atrito sobre esses padrões.
Por fim, em experimentos preliminares, observamos que para velocidades de injeção na
ordem de 10 cm/s, surge um padrão caótico.
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Magnetic beads attract each other, forming chains. We push such chains into an inclined Hele-Shaw cell
and discover that they spontaneously form self-similar patterns. Depending on the angle of inclination of
the cell, two completely different situations emerge; namely, above the static friction angle the patterns
resemble the stacking of a rope and below they look similar to a fortress from above. Moreover, locally the
first pattern forms a square lattice, while the second pattern exhibits triangular symmetry. For both patterns,
the size distributions of enclosed areas follow power laws. We characterize the morphological transition
between the two patterns experimentally and numerically and explain the change in polarization as a
competition between friction-induced buckling and gravity.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.126.118001

The folding and crumpling of slender objects like wires
is of increasing interest due to its many applications in
mechanics and biology. A rich spectrum of instabilities and
patterns has been found depending on friction, stiffness,
aspect ratio, and the type of confinement [1–3]. By adding
attractive forces, self-assembling systems like origamis
have been devised [4]. However, much less is known when
the wire has a polarization, as it is the case for a chain of
magnetic particles. In fact, threads of magnetic beads occur
in nature on different scales. They form on nanometric scale
in magnetic colloids [5] and as chains of magnetosomes in
magnetotactic bacteria [6–8]. Here we will consider macro-
scopic metal beads to study two-dimensional folding
patterns by injecting them into a Hele-Shaw cell. The
relative polarization of two chains allows for two funda-
mentally different types of local interactions that lead to
new, completely dissimilar types of macroscopic patterns.
In what follows, we show that the transition from one to the
other can be controlled experimentally by adjusting the
action angle of the gravitational forces on the system.
The injection of wires into cavities has been of interest to

model the coiling of long DNA in globules and viral
capsids [9–12], as well as a minimally invasive treatment of
saccular aneurysms [13]. Fractal filling patterns have been
observed, while the injection force diverges with a power
law [14–17]. Three different filling patterns emerge
depending on friction and the bending elastoplasticity of
the wire: a spiral phase, folding phase, and chaotic phase
[1,18]. Also, deformable cavities have been considered
[19,20]. In this Letter, we replace the wire by a chain of
magnetic beads and the cavity by a Hele-Shaw cell.
Magnetic hard spheres generate self-assembled patterns
in the microscopic scale [21–23], mesoscopic scale
[24–27], and macroscopic scale [28–30]. The anisotropy
of the magnetic forces induces different orientations in the

interaction between sections of the chain, resulting in the
self-assembly of novel types of patterns, which we realize
here experimentally and numerically.
The experiments were performed with magnetized neo-

dymium beads of d ¼ 5 mm diameter. As shown in Fig. 1,
the Hele-Shaw cell consisted of a black plate covered with a
transparent acrylic disk separated by a flat acrylic cylindric
ring of 6 mm height and radius R. The cell could be
inclined by an angle θ. A step motor controlled a quasistatic
injection at 0.43 mm=s into a hole in the middle of the
black bottom plate. Images were recorded with a digital
Canon PowerShot SX510 HS camera with 30 frames/s at
27 cm above the cavity and used to determine the particle
positions through image segmentation.
With aligned dipole moments, the magnetic beads

naturally assemble into chains that exhibit macroscopically

FIG. 1. Schematic setup of the experiment. The chain of
magnetic beads is pushed from below into a Hele-Shaw cell
with a transparent top plate inclined by θ deg. The acrylic
cylindric ring of radius R separates the two plates.

PHYSICAL REVIEW LETTERS 126, 118001 (2021)

0031-9007=21=126(11)=118001(5) 118001-1 © 2021 American Physical Society



elastoplastic bending stiffness [31,32]. We injected such
chains of beads into the cavity from the bottom into the cell.
When they enter the cell, the spheres in the chain and their
magnetic moments undergo rotations, which weakens the
forces in the direction of the chain between the beads close
to the entrance. Eventually, either by hitting the wall of the
cell or due to the friction with the bottom plate, the chain
slows down and starts buckling. It then forms loops that get
closer and closer to the injection hole, until the region close
to the hole is jammed and no more particles can be inserted.
At this point, the motor is stopped and the resulting pattern
is analyzed.
In Fig. 2 we show four of such patterns obtained for two

different angles, θ ¼ 0° and 90°, and cell radii, R ¼ 20d
and 40d. For θ ¼ 0° [see Figs. 2(a) and 2(c)], we observe
the formation of polygonal shaped patterns which look like
fortresses viewed from above. In the particular case of
Fig. 2(a), due to the larger size of the cell (R ¼ 40d), the
chain never reaches the walls, but buckles before, stopping
due to friction with the bottom plate. When the experiment
is performed in a smaller cell (R ¼ 20d), as shown in
Fig. 2(c), the chain eventually hits the walls of the cell and
then buckles, leading to the polygonal structure. In the case
of θ ¼ 90° [see Figs. 2(b) and 2(d)], the structure resembles
the stacking of a rope, which we will thus call stacked
patterns (see videos in the Supplemental Material [33]).
In polygonal patterns, chain pieces having the same

dipolar orientation attract each other, forming stripes that
locally exhibit triangular symmetry. These stripes sponta-
neously bend, forming pronounced corners of around 120°,
as shown in Fig. 3. In stacked patterns, on the other hand,
chain pieces having opposite dipolar orientation attract
each other, forming domains that locally exhibit square
symmetry (see schematic illustrations in Fig. S1 of the
Supplemental Material [33]).

The reason why equally oriented chains form triangles,
while chains of opposite orientation end up in squares, can
be found by searching for the configurations of lowest
magnetic energy E. This is obtained by summing over all
pairs of beads in the pattern according to

E ¼ −
XN−1

i¼1

XN

j¼iþ1

mi · Bj; ð1Þ

where mi is the dipole moment of particle i, N is the total
number of particles, and Bj is the magnetic dipole field of
particle j at the position of particle i given by

Bj ¼
μ0
4π

�
3ðmj · r̂ijÞr̂ij −mj

r3ij

�
; ð2Þ

with rij being the vector pointing from the center of particle
i to the center of particle j, r̂ij ¼ rij=jrijj, and μ0 is the
vacuum permeability. We performed Monte Carlo simu-
lations of two parallel chains of magnetic dipoles using
Eq. (1) as energy in the Boltzmann factor and found that,
after decreasing the temperature, the energetically most
favorable configurations for parallel (antiparallel) orienta-
tions of the chains were indeed the triangular (square)
configurations with all dipoles oriented in parallel along the
direction of the chains.
All patterns self-assemble into scale-free structures. For

instance, this can be seen from the areas enclosed by loops,
as shown in Figs. 4(a) and 4(c). Clearly there are areas of all
sizes. To calculate the areas, we first transform the RGB
images into black-white images. The analysis is performed
using the dimensionless area A�

b ¼ Ab=A0, where Ab is the
area of the hole and A0 ¼ πðd=2Þ2 is the area of the
projection of one sphere, both measured in pixels. Typical

(a) (b) (c) (d)

FIG. 2. Patterns obtained after no more beads can be injected anymore into the cell for (a) R ¼ 40d and θ ¼ 0°, (b) R ¼ 40d and
θ ¼ 90°, (c) R ¼ 20d and θ ¼ 0°. (d) Two chains are injected into the cell from opposite sides, as indicated by black arrows, with θ ¼ 0°.
(a),(c) We see polygonal patterns and for (b) and (d) stacked ones. The insets in (a) and (b) highlight the two patterns, polygonal and
stacked ones, respectively. The color code indicates the number of nearest neighbors of each particle, i.e., having a distance of less than
10% of their diameter. We see that in polygonal patterns locally most particles have six neighbors, producing thus a triangular lattice,
while in stacked patterns four nearest neighbors prevail, yielding a square lattice. Only in (a) the chains never hit the wall of the cell. The
black points in (a)–(c) indicate the injection point.
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examples of such two-dimensional disjointed domains are
shown in Figs. 4(a) and 4(c), obtained from the patterns in
Figs. 2(b) and 2(c), respectively. The distributions of areas
shown in Figs. 4(b) and 4(d) were obtained from the
average over 15 injection experiments each, performed
with inclination angles θ ¼ 0° and 90°, respectively. As
depicted, for areas that have at least ten pixels, both

distributions follow power-law behaviors, PðA�
bÞ ∝ A�

b
−γ ,

with exponents γ ¼ 2.31� 0.03 for the stacked pattern
(θ ¼ 0°) and γ ¼ 0.85� 0.03 for the polygonal pattern
(θ ¼ 90°).
By increasing the inclination angle θ of the cell, we

observe a transition from the polygonal to the stacked
pattern. A convenient order parameter to characterize this
transition is the percentage ϕ6 of particles that have six
neighbors. In Fig. 5, we plot ϕ6 as a function of θ for
R ¼ 40d and 20d and see that below a critical angle θc ¼
19.4°� 0.4 the order parameter ϕ6 is finite and above it is
zero. The change at θc is abrupt, as it is the case for first-
order transitions, which is typically expected for morpho-
logical phase transitions. This sharp transition is also
observed in the presence of finite-size effects, i.e., when
the chain hits the wall of the cell for R ¼ 20d. The inset of
Fig. 5 shows that the average fractions ϕ of particles in the
chain having a certain number of neighbors n (2 ≤ n ≤ 6)
change dramatically from θ ¼ 0° to θ ¼ 90°.
In Fig. 6 we show how the numberN of particles that can

be injected into the cell before the chain gets stuck depends
on the inclination angle θ. For R ¼ 40d, the size of
polygonal patterns, i.e., below θc, changes with θ, while
for stacked patterns, i.e., above θc, the size is independent
of θ. If R is too small (R ¼ 20d), the chain hits the wall of
the cell and then the patterns can not attain their full size,
with N becoming substantially smaller, as depicted
in Fig. 6.
In order to measure the friction, we formed a triangle of

three particles and let it slide down on the bottom plate.
This triangular arrangement allowed suppression of any
rolling. Interestingly, the inclination angle at which the

(a) (b)

(c) (d)

FIG. 4. The areas enclosed by the loops within the chain of
magnetic particles are shown in blue for two typical injection
experiments, resulting in (a) a stacked pattern and (c) a polygonal
pattern. The dimensionless area A�

b ¼ Ab=A0 is calculated from
black and white images, where Ab is the area of the hole measured
in pixels and A0 ¼ πðd=2Þ2. The area distributions are shown in
(b) stacked and (d) polygonal patterns, calculated from the
average over 15 experimental realizations in each case. The blue
solid lines are the least-squares fit to the datasets of a power law,
PðA�

bÞ ∝ A�
b
−γ , calculated for areas with more than ten pixels,

with exponents γ ¼ 2.31� 0.03 and 0.85� 0.03 for (b) and (d),
respectively.

FIG. 5. Order parameter ϕ6 of the morphological phase
transition as a function of the inclination angle θ for R ¼ 40d
(circles) and R ¼ 20d (stars). ϕ6 is defined as the average fraction
of particles that have six neighbors. One clearly observes an
abrupt jump near the critical point θc ¼ 19.4°, being the signature
of a first-order transition. The inset shows how the average
fractions ϕ of particles in the chain with n neighbors change
going from θ ¼ 0° to θ ¼ 90°, both for R ¼ 40d.

FIG. 3. The polygonal pattern is formed by stripes of paired
chains with a locally triangular arrangement. These stripes
spontaneously create corners forming angles of around 120°,
as shown in (a) and enlarged in (b).
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triangle starts to slide down, i.e., the static friction angle,
turns out to be 19.4°� 0.4, agreeing perfectly with θc. This
seems to indicate that the phase transition is triggered by
the sliding of the chain; that is, above (below) the static
friction angle, the chain will (not) slide, therefore produc-
ing stacking (polygonal) patterns.
Instead of pushing the chains of magnetic particles into

the Hele-Shaw through a hole in the center, we also injected
them into the cell from its boundary. Surprisingly, in this
case it is impossible to create polygonal patterns, i.e.,
always only stacked patterns appear. An example for θ ¼
0° in which two chains are simultaneously injected from
opposite sides is shown in Fig. 2(d).
In order to understand this last experimental observation

and get deeper insight into the mechanism producing the
observed patterns, we also performed discrete element
model simulations [34] using a fourth-order Runge-Kutta
algorithm for integration and rotations [35]. The contact
forces are written as

F⃗c
ij ¼ Fnn̂ij þ F⃗s; ð3Þ

where Fnn̂ij and F⃗s represent the normal and shear forces
between contacting spherical beads. The normal force is
given by Fn ¼ knun, where kn is the normal stiffness and un
is the contact overlap. The shear forces are computed
incrementally by ΔF⃗s ¼ −ksΔr⃗ij, where ks is the shear
stiffness and Δrij is the relative shear displacement vector.

Friction between particles is implemented in a similar
fashion. The magnetic force F⃗M

ij and torque τ⃗Mij between
particles i and j are assumed to be due to point-
like magnetic dipoles at the centers of the beads and
computed as

F⃗M
ij ¼ ∇ðm⃗i · B⃗jÞ ð4Þ

and

τ⃗Mi;j ¼ m⃗i × B⃗j; ð5Þ

where m⃗i is the dipole moment of particle i and B⃗j is the
magnetic dipole field of particle j at the position of particle
i, as defined in Eq. (2). The magnitude of the magnetic
dipoles defines the bending stiffness of the chain.
In our simulation, we inserted chains of magnetic

particles quasistatically either from the center or from
one point at the boundary of the cell and always stacked
patterns were formed independently of the choice of
parameters, as shown in Fig. 6 (upper inset). Only after
weakening systematically the magnetic dipole force
between the last two beads that just entered the cell by
at least a factor of 2, we could reproduce the polygonal
pattern, as shown in Fig. 6 (bottom inset). In fact, when
particles are injected through a hole in the center of the cell,
a rotation of 90° is imposed on them, which locally
weakens their magnetic forces. This weakening has a
dramatic consequence on the evolution of the pattern
(see the videos in the Supplemental Material [33]). After
the chain has stopped, either due to friction or after hitting a
wall, it buckles in one direction. If no weakening is
imposed at the entry, after some time the bending stiffness
of the chain will, however, force it to flip back, inducing an
oscillatory behavior and forming stacking patterns. Only if
at the entry the dipoles are sufficiently weakened, can the
chain bend enough to allow it to continue turning in the
same direction, forming, for adequately chosen parameters,
the polygonal patterns.
Here we reported new patterns that appear while feeding

a chain of magnetic beads into the center of a Hele-Shaw
cell. We discovered that, depending on the inclination of
the cell, i.e., the effect of gravity, two completely different
types of scale-free patterns self-assemble. The first-order
phase transition between the two patterns occurs at the
static friction angle. Crucial for obtaining the polygonal
pattern is the weakening of the dipolar forces at the entry
into the cell, due to the redirection of the chain by 90°. The
subtle effects encountered at the injection point discovered
here, which dictates the way the magnetic chain deforms
into the cell, might become relevant in the manipulation of
magnetic colloids [36], chains of magnetosomes [37,38],
and soft micromachines based on dipole-dipole interactions
[39]. It would be interesting to include in the future electric,
entropic, van der Waals, and other forces. It would also be

FIG. 6. Number N of particles in the pattern as a function of the
inclination angle θ of the cell for R ¼ 40d (circles) and R ¼ 20d
(stars). The vertical dashed green line at θc ¼ 19.4° corresponds
to the static friction angle of the particles with the bottom plate,
measured by letting three particles forming a triangle slide
down on the plate in order to avoid rolling. The relationship
between the critical angle and the static friction coefficient is
μe ¼ tanðθcÞ ≈ 0.35. Above θc, the number of particles N
becomes independent of θ, but depends on the radius R of the
cell. Inset: simulated patterns for θ ¼ 0° without (upper) and with
(bottom) weakening of the dipolar forces at the entry of the chain.
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important to study patterns formed by interacting chains
filling three-dimensional cavities and investigate the effect
of the magnetic dipoles and friction on those patterns.

We thank the Brazilian agencies CNPq, CAPES, and
FUNCAP and the National Institute of Science and
Technology for Complex Systems (INCT-SC) in Brazil
for financial support.
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Patterns formed by chains of magnetic beads
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Abstract. Magnetic beads attract each other forming rather stable chains. We consider such chains formed by
magnetic beads and push them into a Hele-Shaw cell either from the boundary or from the center. When such
a chain is pushed into a cavity, it bends and folds spontaneously forming interesting unreported patterns. These
patterns are self-similar and an effective fractal dimension can be defined. As found experimentally and with
numerical simulations, the numbers of beads, loops and contacts follow power laws as a function of packing
fraction and, depending on the injection procedure, even energetically less favorable triangular configurations
can be stabilized.

1 Introduction

Due to its many applications in mechanics and biology, the
folding and crumpling of threads and wires is of increas-
ing interest. A rich spectrum of patterns has been found
depending on friction, stiffness, aspect ratio and the type
of confinement [1]. Self-assembling systems like origamis
have been devised by adding attractive forces [2]. Much
less is known, however, when the wire has a chirality, as
it is the case for a chain of magnetic particles. In fact,
threads of magnetic beads can be found in Nature on dif-
ferent scales: on nanometric scale in magnetic colloids [3]
and as chains of magnetosomes in magnetotactic bacteria
[4]. Here we will consider macroscopic metal beads to
study two-dimensional folding patterns by injecting them
into a Hele-Shaw cell. Depending on the type of injection
one can get two different folding orientations which then
lead to completely distinct types of macroscopic patterns.

The injection of wires into cavities has been of in-
terest to model the coiling of long DNA in globules and
viral capsids [5] as well as a minimally invasive treat-
ment of saccular aneurysms [6]. Fractal filling patterns
have been observed, while the injection force diverges
with a power law [7, 8]. Three different filling patterns
have been observed depending on friction and the bending
elasto/plasticity of the wire: a spiral phase, a folding phase
and a chaotic phase [1, 9]. Also deformable cavities have
been considered [10, 11]. Here we replace the wire by a
chain of magnetic beads allowing for attractive and repul-
sive interactions between sections of the wire. This opens
up a spectrum of new possibilities including the patterns,
about which we will report here.
∗e-mail: daniloborges@fisica.ufc.br
∗∗e-mail: hans@fisica.ufc.br
∗∗∗e-mail: carmona@fisica.ufc.br
∗∗∗∗e-mail: soares@fisica.ufc.br
†e-mail: ascanio@fisica.ufc.br

2 Experiment
For the experiment we use magnetized neodymium beads
of d = 5 mm diameter. The cavity consists of a flat acrylic
cylinder of varying radius and 6 mm height put on a black
dish and covered with a transparent plate of acrylic. Two
step motors control the quasi-static (at 4.3 mm/s) injec-
tion into two diametrically opposed holes. Additionally,
feeding into the center of the cavity through a hole in the
bottom plate is possible. Images are recorded above the
cavity with a digital camera Canon PowerShot SX510 HS
in 30 frames per second at 23 cm and used to determine the
particle positions. The magnetic beads naturally assem-
ble with aligned dipole moments into wires that exhibit
macroscopically elasto-plastic bending stiffness [12, 13].
These wires of beads are pushed into the cavity from op-
posite sides until the step motor is unable to proceed fur-
ther. When the two chains come together they connect to
each other (a little differently depending on the polarity of
their tips). Typical patterns formed by the crumpling wires
are shown in the lower row of Fig. 1a.

3 Results
Due to the attractive forces between opposite magnetic
dipoles, neighboring chains tend to collapse into square
lattice structures, which are energetically the most favor-
able configuration [13, 14] and the competition between
this crystallization and the elastic bending forces of the
chains produces the flower-like shapes seen in Fig. 1a. The
network formed by contacting beads is shown for one pat-
tern in Fig. 1b. Besides their compact core these patterns
resemble the "classical" patterns of Ref. [1]. For our pat-
terns the number of loops and the number of contacts in-
crease with the packing fraction φ like power laws with
exponents α = 1.72 ± 0.06 for loops and β = 1.19 ± 0.03
for contacts, as shown in Fig. 2.
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Figure 1. (a) Patterns obtained injecting wires of magnetic beads
from opposite sides. First column: simulations using a molecu-
lar dynamics method (MD). Second column: experiments per-
formed for two different cavity radii, namely, R = 10d and
R = 20d. (b) Contact network (graph) of the pattern obtained
in a cavity of R = 20d radius. Edges are established when the
distance between the centers of the spheres are less than or equal
to the sphere diameter. A typical loop is highlighted in red.

If the radius of the cavity exceeds 25 particle di-
ameters the two injected chains start to self-interact be-
fore reaching the opposite chain and the patterns become
anisotropic. Beyond a radius of 40 particle diameters two
separate aggregates independently grow on each side.

In order to characterize the aggregate morphology we
choose the relationship between radius of gyration and
number of beads to determine an effective “fractal dimen-
sion“ [15–17],

Rg(N) ∝ N1/d f

where Rg(N) is the radius of a circle around the center and
N the number of particles inside the circle. The average
is taken over nine samples and the results can be seen in
Fig. 3. Unfortunately, due to the small system sizes the
range of validity of the power-law is too narrow to allow
for the proper definition of a fractal dimension. From R =

10d to R = 20d the effective fractal dimension decreases
from d f = 1.55±0.03 to d f = 1.33±0.03. For comparison,
the fractal dimension found in Ref. [17] was d f = 1.54 ±
0.03 and d f = 1.71 ± 0.01 in Ref. [16].

Quite different is the situation when one chain is in-
jected from the bottom into the center of the cavity as
depicted in Fig. 4. We see that then eventually space is
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Figure 2. Log-log plot of (a) number of loops Nl and (b) number
of contacts Nc as a function of the packing fraction φ. The open
and full symbols correspond to a cavity of radius R = 10d and
R = 20d, respectively. The solid and dashed lines correspond to
least-squares fits to the data, giving the scaling exponents α =

1.72 ± 0.06 for loops (a) and β = 1.19 ± 0.03 for contacts (b).

completely filled with beads. Besides their hexagonal tex-
ture these patterns resemble the “spiral“ patterns found in
Ref. [1]. What is spectacular about these compact patterns
is their triangular crystallization, which clearly is energet-
ically less favorable than the square lattice.

From the sequence of images in Fig. 4 we see that
from the beginning, stripes of attached chains do not form
squares as in Fig. 1, but triangles. By injecting from the
bottom, the spheres in the chain and their magnetic mo-
ments undergo some rotations, which weakens their forces
in the direction of the chain while allowing for out of plane
interactions. As explained in Ref. [18] this favors a trian-
gular lattice as shown in Figs. 5a and b.

In order to get a deeper understanding behind the ener-
getic stability of the observed patterns we also performed
Molecular Dynamics simulation. Short-range repulsions
are accounted for through the repulsive part of a Lennard-
Jones potential, while the magnetic pair forces FFF i j and pair
torques τττi j due to point-like magnetic dipoles at the centers
of the beads are computed through

2
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Figure 3. Radius Rg(N) of a circle around the center versus
the number N of particles inside the circle. The lines are least-
squares fits to the data, giving the exponents d f = 1.55± 0.04 for
R = 10d (open circles) and d f = 1.34 ± 0.03 for R = 20d (full
circles).

Figure 4. Four snapshots taken during the filling of the cavity.
Here a chain of magnetic beads is injected into the cavity into the
center from the bottom.

FFF i j = ∇∇∇
(
mmmi · BBB j

)
(1)

τττi, j = mmmi × BBB j (2)

where

BBB j(rrri j) =
µ0

4π


3
(
mmm j · r̂rri j

)
r̂rri j −mmm j

r3
i j

 (3)

is the magnetic field produced by bead j at the position of
bead i, rrri j is the vector pointing from the center of the bead
i to the center of the bead j, r̂̂r̂ri j =

rrri j

|rrri j | and µ0 is the vacuum
permeability.

The equations of motion for the translation and rota-
tion of all beads, FFF i = dpppi/dt and τττi = dLLLi/dt, were

Figure 5. Lowest energy configuration of a triangular lattice for
(a) experiment injecting the chain through the center of the cav-
ity and (b) Monte Carlo simulation of dipoles on a triangular net-
work with periodic boundary condition in both directions (top-
bottom and right-left). Here, the dipoles can only rotate (not
move) to reach the lowest energy configuration. In both cases,
the dipoles are identified by painting in red the hemisphere (the
heads of the dipoles) into which the dipole vector points. For
the sake of clarity, we have added green lines along the direction
of the dipoles on the experimental images as shown in (c). (d)
For better visualization we magnify part of the Fig. 5 (b). We
surround with a dashed green line a region of the packing, exper-
imentally and numerically obtained where the magnetic dipole
orientations exhibit considerable similarity. Those regions are
shown in c and d, respectively. In these selected regions the pat-
tern of the magnetic dipoles corresponds to the lowest energy
configuration.

solved using a 6th order predictor-corrector method, where
pppi and LLLi are linear and angular momentum, respectively.
After adjusting parameters we obtained simulated patterns
that agree quite well with the experimental ones as seen in
Fig. 1. We verified that our simulations also reproduce the
experimental data quantitatively by calculating the number
of loops and contacts as shown in Fig. 2 and the radius of
gyration as shown in Fig. 3. Using the positions of the N
beads from the simulation, the total magnetic potential en-
ergy E can be obtained by summing over all pairs of beads
in the patterns according to Eq. (4).

E = −
N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

mmmi · BBB j (4)

As seen in Fig. 6, for the case of flower-like patterns,
we find that the total magnetic energy increases linearly
with packing fraction, while the magnetic energy per par-
ticle tends to approximately 1.29E0, where E0 = −2 µ0m2

4πd3

is the energy per particle for a pair of aligned dipoles of
moment m separated by a distance d equal to the diameter
of the beads.

On the square lattice, the configuration of the mag-
netic dipole moments with the lowest energy is very sim-
ple since it corresponds to the antiferromagnetic ground
state of the Ising model. The situation on the triangu-
lar lattice is much more complicated, since it corresponds
to the Heisenberg model on a triangular lattice which is
known to be frustrated, exhibiting many ground states at
low temperatures [19]. Fig. 5 shows that the lowest energy
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Figure 6. Total magnetic energy E normalized by E0 (the mini-
mum energy of a pair of dipoles of moment mmm at distance equal
to the particle’s radius) as a function of packing fraction ob-
tained from the simulation. The simulation was performed for
the flower-like pattern for two different cavity sizes, R = 10d
(open symbols) and R = 20d (full symbols). The inset shows the
energy density versus the packing fraction.

configurations on the triangular lattice involve magnetic
dipole moments that are strongly aligned with the plane.
To understand how the system evolves to the minimal en-
ergy configuration we realized a Monte Carlo simulation
of dipoles on a triangular network with periodic boundary
condition in both directions (top-bottom and right-left).
Here, the dipoles can only rotate (not move) to reach the
minimal energy configuration. As in the experiment, the
results shown in Fig. 5b also reveal domains of parallel
dipoles that are all rather strongly aligned with the plane of
the cell. Once the metastable magnetic situation is locked
in, the slight pressure pushing the chain against the cavity
wall is sufficient to achieve the densest packing configura-
tion and stabilize the pattern of Fig. 4. In fact, a transition
to the flower-type pattern can be achieved by tilting the
Hele-Shaw cell beyond the friction angle[18].

4 Conclusion

We have reported here new patterns that appear while feed-
ing a chain of magnetic beads into a cavity. Precisely,
if two chains are simultaneously injected from opposite
sides, we observe flower-like structures having a square
lattice in the center and loops as petals. If one chain is in-
jected in the center, then the cavity is filled with a hexagon
of six triangular lattices. We explained how this energeti-
cally metastable state can be attained.

We have shown with our model experiment how inter-
actions between elements of a chain can modify its crum-
pling when injected into a cavity. This applies for instance
to the coiling of long polymers in globules or viruses in
capsids [5], which in fact not only exhibit magnetic ef-
fects but also many other types of interactions. Therefore,
it would be interesting to also include electric, entropic,
van der Waals and other forces in the future. It would
also be important to study in the future the filling of three-
dimensional cavities.
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