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2.1 O Espaço Hiperbólico e o Espaço de Sitter como Grupos de Lie . . . . . . 20

2.2 A Representação Espinorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2.1 Equações Adicionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.3 A Aplicação de Gauss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.4 Casos Particulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.4.1 Caso Euclideano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.4.2 Caso Lorentziano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3 Superf́ıcies no Espaço de Heisenberg 61

3.1 O Espaço de Heisenberg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.2 A Representação Espinorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.2.1 Equações Adicionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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Resumo

Consideramos o problema de representação de superf́ıcies imersas em grupos de Lie tridi-

mensionais. Especificamente, nos espaços Hiperbólico, de Sitter, Heisenberg (Riemannia-

no e pseudo-Riemanniano), nas esferas de Berger e em espaços Anti de Sitter exóticos.

Estabelecemos como condições de integrabilidade para a existência de uma imersão con-

forme de uma superf́ıcie de Riemann nos espaços Hiperbólico, de Sitter, Heisenberg (Rie-

manniano e pseudo-Riemanniano) as equações de compatibilidade para um sistema de

primeira ordem, envolvendo uma equação de Dirac com potenciais geométricos. Nas es-

feras de Berger e nos espaços Anti de Sitter exóticos, demonstra-se que a harmonicidade

de uma dada aplicação, definida na superf́ıcie com valores em abertos da esfera, é condição

suficiente para a existência de uma imersão conforme mı́nima.
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Abstract

We considered the problem of representation of immersed surfaces in three-dimensional

Lie groups. We search for integrability conditions assuring the existence of a conformal

immersion of a given Riemann surface in some Lie group with left-invariant metric. Such

compatibility conditions are found to be a first order system, consisting of a Dirac equation

with geometric potentials and an extra pair of equations relating the metric and the Hopf

differential. In many cases, we proved that the harmonicity of a map, defined in an open

of the sphere is a sufficient condition for the existence of a conformal minimal or constant

mean curvature immersion.
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Introdução

A representação de superf́ıcies no espaço euclidiano com curvatura média prescrita, como

estabelecida, em feição moderna, por K. Kenmotsu em 1981, é um tema recorrentemente

explorado em Geometria Diferencial. Em [23], demonstra-se, complementando trabalho

anterior de Ruh e Wilms (v. [35]), que, dada uma aplicação harmônica de uma superf́ıcie

de Riemann na esfera, existe uma imersão desta superf́ıcie no espaço euclidiano com cur-

vatura média constante, cuja aplicação de Gauss é justamente o mapeamento harmônico

dado. Ademais, as coordenadas da imersão são explicitadas em fórmulas integrais.

O trabalho de Kenmotsu, historicamente precedido da ilustre Representação de Weiers-

trass para superf́ıcies mı́nimas e de contribuições importantes compiladas nos tratados

clássicos de Darboux e Eisenhart (v. [12] e [14]), assenta as bases para o notável esforço

empreendido, desde então, para a construção e classificação de superf́ıcies de curvatura

média constante, a exemplo dos toros de Wente. Em outra direção, as técnicas de análise

de equações diferenciais e sistemas integráveis utilizadas, e.g., em [42], [38], [6], [33], entre

outras referências, motivaram diversas interpretações da Representação de Kenmotsu,

incorporando-a a teorias diversas, tais como o relativamente recente método Dorfmeister-

Pedit-Wu (v. [13] e [19]) ou a representação espinorial, nos distintos formatos em que é

apresentada em artigos como [25], [39] e [15].

Nosso principal propósito é investigar de que modo os diferentes métodos menciona-

dos acima podem ser ajustados à representação de superf́ıcies em ambientes homogêneos

não-euclidianos. O interesse por problemas desta natureza é sobretudo incitado por de-

senvolvimentos recentes na teoria de superf́ıcies mı́nimas e de curvatura média constante

em espaços homogêneos de dimensão três, a exemplo da demonstração da existência de

diferenciais holomorfas associadas a estas superf́ıcies em (v. [1]) e as noções de aplicação

de Gauss fixadas em [10] e [17]. Simultaneamente a estes artigos, a pesquisa iniciada

por Gelfand e Fokas em [16] e D. Berdisnski e I. Taimanov em [4] deixou evidente como

3
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a estrutura de grupo de Lie permite elaborar representações de superf́ıcies envolvendo

espinores e a equação de Dirac em vários destes ambientes.

Resumidamente, nos propomos, no que segue, a combinar a formulação espinorial dos

resultados em [10] a noções convenientes de aplicações de Gauss para superf́ıcies em alguns

grupos de Lie tridimensionais, que resultem harmônicas em contextos naturais, como o

de superf́ıcies mı́nimas.

Dividimos a exposição em três partes, a primeira das quais concernente a superf́ıcies

no espaço hiperbólico e no aberto do espaço de Sitter, costumeiramente denominado

steady state space. A parte seguinte trata de superf́ıcies no espaço de Heisenberg, dotado

tanto da métrica riemanniana usual, quanto de uma métrica lorentziana definida de modo

correlato. Por fim, a última fração da tese versa sobre superf́ıcies na esfera tridimensional

e no espaço Anti de Sitter, onde consideramos as estruturas métricas “exóticas” que, no

caso riemanniano, são conhecidas como esferas de Berger.

No Caṕıtulo 1, esboçamos alguns preliminares e fixamos notações, nos restringindo ao

estritamente necessário ao prosseguimento da leitura. Um, certamente desejável, trata-

mento mais extenso de aplicações harmônicas e estruturas espinoriais em superf́ıcies de

Riemann foi preterido em respeito a considerações de espaço. Remetemos o leitor às

referências [22], [26], [6], [30] e [43].

O Caṕıtulo seguinte detalha a estrutura de grupo do espaço hiperbólico e do steady

state space como grupos de Lie dotados de uma métrica invariante à esquerda, cuja

conexão e curvatura são explicitamente calculadas. Denotamos tais grupos por H3(−τ 2).

Em seguida, demonstramos como superf́ıcies imersas nestes grupos geram soluções de

uma equação de Dirac com um potencial envonvendo dados geométricos da imersão. Uma

rećıproca deste fato é estabelecida no seguinte teorema.

Teorema 2.2.2. Sejam Ω um domı́nio simplesmente conexo de uma superf́ıcie de Rie-

mann Σ, H : Ω → R uma função diferenciável e ψ1 e ψ2 funções complexas definidas em

Ω que satisfazem |ψ2|2 + ε|ψ1|2 > 0 e a equação de Dirac em H3(−ετ 2), isto é,

∂z̄ψ1 = − ε
2
{τ |ψ2|2 +H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}ψ2,

∂zψ2 = −1

2
{ετ |ψ1|2 −H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}ψ1.

Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # H3(−ετ 2),
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definida por

x1(z) = 2Re
(∫ z

z0
ψ1ψ̄2dz

)
x2(z) = 2Re

(∫ z
z0

1
2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)e

τx1dz
)

x3(z) = 2Re
(∫ z

z0

i
2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)e

τx1dz
)
,

(1)

é uma imersão conforme com curvatura média H.

Duas situações em que ocorre naturalmente a integrabilidade da equação de Dirac são as

seguintes.

Corolário 2.3.2. Seja g : Ω ⊂ Σ → (D, ds2) uma aplicação harmônica nunca holomorfa

definida sobre um domı́nio simplesmente conexo Ω de uma superf́ıcie de Riemann Σ, onde

ds2 = λ2(w)|dw|2 =
1

1− |w|4
|dw|2.

Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # H3(−ετ 2),

definida por

x1(z) = 2Re
(∫ z

z0

2ε
τ(|g|4−1)

ḡzgdz
)

x2(z) = 2Re
(∫ z

z0
(1− εg2) ε

τ(|g|4−1)
ḡze

τx1dz
)

x3(z) = 2Re
(∫ z

z0
(1 + εg2) iε

τ(|g|4−1)
ḡze

τx1dz
)
,

(2)

é uma imersão mı́nima conforme e tem aplicação de Gauss g.

Corolário 2.3.4. Seja g : Ω → (Dε, ds
2
ε) uma aplicação harmônica nunca holomorfa

definida sobre um domı́nio simplesmente conexo Ω de uma superf́ıcie de Riemann Σ,

onde

Dε =

 C, ε = 1

D, ε = −1
e ds2

ε =
1

1 + ε|w|2
|dw|2.

Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # H3(−ετ 2),

definida por

x1(z) = −2Re
(∫ z

z0

ε
τ(1+ε|g|2)

gḡzdz
)

x2(z) = −2Re
(∫ z

z0

ε
2τ(1+ε|g|2)

(1− εg2)ḡze
τx1dz

)
x3(z) = −2Re

(∫ z
z0

iε
2τ(1+ε|g|2)

(1 + εg2)ḡze
τx1dz

) (3)

é uma imersão conforme de curvatura média constante igual a τ e aplicação de Gauss g.
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Nestes corolários, as condições de compatibilidade para a existência, ora de uma imersão

mı́nima, ora de uma imersão com curvatura constante, igual à das horoesferas ambiente,

correspondem à harmonicidade da aplicação de Gauss. Esta aplicação é definida como a

translação à esquerda do vetor normal a um dado ponto da imersão para a esfera unitária

da álgebra de Lie. Obviamente, no caso euclidiano, isto corresponde exatamente a noção

usual. A harmonicidade desta aplicação é obtida considerando-se, como se depreende

do enunciado, métricas particulares no disco, no plano ou no plano estendido. Por fim,

registramos que, no caso euclidiano, teoremas deste tipo foram obtidos anteriormente

por M. Kokubu (v. [24]), no caso mı́nimo, e por R. Sá Earp e E. Toubiana (v. [36]),

quando τ = 1. Neste último artigo, a aplicação de Gauss não é interpretada em termos

da estrutura intŕınseca de grupo, mas como à normal euclidiana a superf́ıcie no modelo

do semi-espaço superior.

O caṕıtulo seguinte, sobre o espaço de Heisenberg, tem estrutura similar ao anterior.

Desta vez, baseamo-nos no artigo [10]. As contribuições originais em nosso estudo são,

além da rotineira possibilidade de haver englobado o caso lorentziano, reobter os resultados

em B. Daniel na linguagem de espinores e, em grau maior de importância, haver escrito

os teoremas de representação em forma integral, a exemplo do trabalho precursor de F.

Mercuri e colaboradores (v. [28]), desta vez estendidos a qualquer valor da curvatura

média. O grupo de Heisenberg cuja métrica nas coordenadas exponenciais é dada por:

ds2
ε = dx2

1 + dx2
2 + ε{(τx2dx1 − τx1dx2) + dx3}2

é denotado por H3(τ). Os resultados centrais desta parte são os seguintes:

Teorema 3.1.1. Sejam Ω um domı́nio simplesmente conexo de uma superf́ıcie de Rie-

mann Σ e H : Ω → R uma função diferenciável. Suponha que as funções complexas ψ1 e

ψ2 definidas em Ω satisfazem |ψ2|2 + ε|ψ1|2 > 0 e a equação de Dirac em H3(ε, τ), isto é,

∂z̄ψ1 = − ε
2
{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}ψ2,

∂zψ2 =
1

2
{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}ψ1.

Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # H3(ε, τ),
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definida por

x1(z) = 2Re
(∫ z

z0

1
2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)dz

)
x2(z) = 2Re

(∫ z
z0

i
2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)dz

)
x3(z) = 2Re

(∫ z
z0
{τ [ i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)x1 − 1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)x2] + ψ1ψ̄2}dz

)
,

(4)

é uma imersão conforme com curvatura média H.

Corolário 3.2.3. Seja g : Ω ⊂ Σ → (D, ds2
ε) uma aplicação harmônica nunca holomorfa,

onde

ds2
ε = λ2

ε(w)|dw|2 =
1

(1− ε|w|2)2
|dw|2.

Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # H3(ε, τ),

definida por

x1(z) = −2Re
(∫ z

z0
(1− εg2) i

τ(1−ε|g|2)2
ḡzdz

)
x2(z) = 2Re

(∫ z
z0

(1 + εg2) 1
τ(1−ε|g|2)2

ḡzdz
)

x3(z) = −2Re
(∫ z

z0
{ τ

2
[i(1 + εg2)x1 − (1− εg2)x2] + g} 2i

τ(1−ε|g|2)2
ḡzdz

)
,

(5)

é uma imersão mı́nima conforme e tem aplicação de Gauss g.

Várias questões são naturalmente suscitadas por nossa análise. É razoável conjecturar se,

para cada valor do parâmetro τ , existe correspondência local entre superf́ıcies mı́nimas em

H3(ε, τ) e superf́ıcies de curvatura média τ/2 em H2(−ετ 2)×R, nos moldes do resultado

obtido por B. Daniel em [11]. Uma outra suposição é de que a diferencial quadrática

holomorfa obtida na Seção 3.1.3 pode ser reobtida a partir da imersão do espaço de

Heisenberg como horoesfera do espaço hiperbólico complexo.

A parte final, que consideramos o núcleo deste trabalho, trata de superf́ıcies na esfera

tridimensional e no espaço Anti de Sitter, pensados, respectivamente, como o grupo SU2

e como o revestimento universal de SU1,1. Em ambos os casos, consideramos nestes

ambientes a famı́lia a um parâmetro (τ) de métricas invariantes à esquerda obtidas por

mudança de escala de um dos vetores na álgebra de Lie. No caso riemanniano, esta

construção gera as chamadas esferas de Berger denotadas por S3
1,τ e no caso do grupo

SU1,1 gera os espaços Anti de Sitter exóticos denotados por S3
−1,τ .

A atenção dispensada ao espaço Anti de Sitter em pesquisas sobre gravidade 2 + 1 (a

propósito, cf. [34]) motivou-nos a considerar o problema da representação de superf́ıcies
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com curvatura média prescrita neste ambiente. Superf́ıcies espaciais de curvatura média

constante podem ser tomadas como superf́ıcies iniciais para o problema de Cauchy na

formulação de valor inicial da gravidade 2 + 1. Em nosso trabalho, o elenco de condições

de integrabilidade necessárias à construção de uma superf́ıcie deste tipo é abreviado, no

caso mı́nimo, na existência de uma aplicação harmônica. O mesmo pode ser dito com

respeito a superf́ıcies mı́nimas em esferas de Berger. Para enunciar o resultado pertinente,

primeiro definimos para ε = −1 e 0 < τ ≤ 1, a constante r0 = 1
τ
(1 −

√
1− τ 2). Sendo

assim, a expressão 4
τ2 (1− 1

τ2 ) + [ 2
τ2 − 1 + ε|w|2]2 é positiva no disco Dr0 = {w : |w| < r0}.

Agora enunciamos o resltado principal deste trabalho.

Teorema 4.6.1. Seja Σ uma superf́ıcie de Riemann simplesmente conexa e orientada.

Dada uma aplicação g : Σ → (Dτ
ε , λ

2
ε,τ ) onde

Dτ
ε =


C, ε = 1, 0 < τ

Dr0 , ε = −1, 0 < τ ≤ 1

D, ε = −1, 1 < τ

λ2
ε,τ (w) =

1
4
τ2 (1− 1

τ2 ) + [ 2
τ2 − 1 + ε|w|2]2

harmônica nunca holomorfa, existe uma imersão mı́nima conforme, X : Σ # S3
ε,τ repre-

sentada por

X−1Xz = −iε
τ
λ2
ε,τ (g){2ḡzgê1 + (1− εg2)ḡz ê2 + (1 + εg2)ḡz ê3}, (6)

com aplicação de Gauss g.

Este teorema é baseado no seguinte resutado.

Proposição 4.4.1. Seja α uma 1-forma definida em Σ com valores em g localmente

expressa por

α = êa ⊗
(
Zadz + Z̄adz̄

)
,

para funções complexas Za(z, z̄) definidas em Σ. Supomos que estas funções satisfazem o

sistema (4.25)-(4.33) e as condições iniciais

(
ε(Z1)2 + (Z2)2 + (Z3)2

)
(z0) = 0,

(
ε|Z1|2 + |Z2|2 + |Z3|2

)
(z0) =

1

2
e2ω(z0,z̄0)

onde ω(z, z̄), H(z, z̄) e q(z, z̄) são funções dadas em Σ. Então, existe uma imersão

isométrica X : Σ → S3
ε,τ tal que

X−1dX = α,
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isto é, X é uma primitiva de Darboux de α, X∗ω̂ = α. Além disso, esta imersão tem

métrica prescrita

e2ω|dz|2

e segunda forma fundamental

q

2
dz2 +

H

2
e2ωdzdz̄ +

q̄

2
dz̄2.

Contrariamente ao que ocorre nos espaços hiperbólico, de Sitter e Heisenberg, em que

coordenadas euclideanas subjacentes permitem reduzir o problema de integrabilidade a

um correlato no espaço euclidiano, reescrevendo-se as condições de compatibilidade neste

sistema de coordenadas, nas esferas e no Anti de Sitter devemos estabelecer, a parte,

uma versão adequada do Teorema de Bonnet. Mencionamos, neste ponto, a pretensão

futura de escrever em detalhes uma variante do Teorema Fundamental das Superf́ıcies

considerando as projeções tangente e normal do campo invariante à esquerda distinguido

no ambiente respectivamente como desvio e lapso na superf́ıcie de Riemann. Para dados

anaĺıticos, o t́ıpico formalismo ADM em Relatividade Geral permitiria obter um teorema

de imersão. Por sua vez, tal teorema, no caso lorentziano, poderia prestar-se a elaborar

a teoria de buracos negros BTZ em espaços Anti de Sitter exóticos, seguindo a linha de

trabalho de Bañados, Teltelboim e Zabelli (v. [2]) e P. Valtancoli (v. [40]).

Uma outra direção futura de pesquisa que pretendemos empreender é a integração,

tão expĺıcita quanto posśıvel, das superf́ıcies relacionados aos exemplos de aplicações

harmônicas dscritos na última seção do Caṕıtulo 4.

A idéia que nos impeliu a estudar superf́ıcies via a estrutura de grupo de Lie ambiente

foi a de reconstruir o método DPW para esferas e SU1,1 utilizando mudanças de referencial

intŕınsecas, isto é, modeladas respectivamente por SO3 e O++
3,1 , ao invés daquelas, tradi-

cionalmente utilizadas no método, baseadas nos grupos spin SU2× SU2 e SU1,1× SU1,1,

cuja utilização segue do fato de que estes espaços são usualmente tomados como quádricas

em um ambiente quadridimensional plano. A vantagem aparente seria a de descrever o

estudo de grupos de laços de maneira exatamente análoga ao correspondente em R3 e L3

(v. [13], [18] e [7]). Isto é objeto de desenvolbimentos futuros.



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

1.1 Teoria Local de Superf́ıcies

Denotamos por M̃ε uma variedade de dimensão 3 dotada de uma métrica riemanniana,

quando ε = 1, ou de uma métrica pseudo-riemanniana de ı́ndice 1, quando ε = −1. Seja

X : Σ # M̃ε uma imersão isométrica de uma superf́ıcie de Riemann conexa Σ em M̃ε.

Denotamos por I e II a primeira e segunda formas fundamentais da imersão X. Assim,

I = 〈dX, dX〉, (1.1)

onde 〈·, ·〉 denota a métrica em M̃ε e

II = −〈dN, dX〉, (1.2)

onde N é um campo normal ao longo de X que, satisfaz

〈N,N〉 = ε. (1.3)

Denotamos por ∇ e ∇̄, respectivamente, as conexões de Levi-Cività em Σ e em M̃ε. Con-

sideramos, um parâmetro conforme z = u+ iv em Σ. Indicamos os campos coordenados

referentes ao sistema de coordenadas (u, v) alternativamente por ∂u, ∂v ou Xu, Xv. Os

coeficientes da primeira forma fundamental na base {Xu, Xv} são

E = 〈Xu, Xu〉, F = 〈Xu, Xv〉, G = 〈Xv, Xv〉. (1.4)

Denotando-se as derivadas covariantes por ∇̄∂u∂u = Xuu, ∇̄∂uN = Nu, e assim por diante,

obtém-se, para os coeficientes de II, as expressões

e = −〈Nu, Xu〉, f = −〈Nu, Xv〉, g = −〈Nv, Xv〉. (1.5)

10
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O operador de Weingarten A : TΣ → TΣ é definido, atuando em um campo Y sobre o

fibrado tangente a Σ, TΣ, por

AY = −∇̄YN. (1.6)

Seja (hij) a matriz deste operador na base {Xu, Xv}, i.e.,

AXu = h11Xu + h21Xv = −∇̄XuN = −Nu,

AXv = h12Xu + h22Xv = −∇̄XvN = −Nv.
(1.7)

Define-se a curvatura média H da imersão X : Σ # M̃ε por

H =
ε

2
tr(A) =

ε

2
(h11 + h22). (1.8)

É imediato verificar que h11 h12

h21 h22

 =

 E F

F G

−1 e f

f g

 , (1.9)

donde segue que

AXu = −Nu =
eG− fF

EG− F 2
Xu +

fE − eF

EG− F 2
Xv, (1.10)

AXv = −Nv =
fG− gF

EG− F 2
Xu +

gE − fF

EG− F 2
Xv. (1.11)

No sistema de coordenadas conformes (u, v), temos

E = G =: e2ω, F = 0. (1.12)

Denotamos os campos coordenados correspondentes aos parâmetros (z, z̄) por

∂

∂z
= ∂z =

1

2
(∂u − i∂v),

∂

∂z̄
= ∂z̄ =

1

2
(∂u + i∂v)

ou, alternativamente, por

Xz =
1

2
(Xu − iXv), Xz̄ =

1

2
(Xu + iXv).

Temos, então,

Xu = Xz +Xz̄, Xv = i(Xz −Xz̄)

A métrica 〈·, ·〉 de Σ tem coeficientes complexos

〈Xz, Xz〉 =
1

4
(E −G− 2iF ) = 0, (1.13)

〈Xz, Xz̄〉 =
1

4
(E +G) =

1

2
e2ω, (1.14)
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〈Xz̄, Xz̄〉 =
1

4
(E −G+ 2iF ) = 0. (1.15)

Estendemos as conexões riemannianas em Σ e M̃ε a vetores complexos por linearidade

complexa, de modo que

Xzz = ∇̄XzXz = ∇̄ 1
2
(∂u−i∂v)

1

2
(∂u − i∂v) =

1

4
(Xuu −Xvv − 2iXuv), (1.16)

Xzz̄ = ∇̄XzXz̄ = ∇̄ 1
2
(∂u−i∂v)

1

2
(∂u + i∂v) =

1

4
(Xuu +Xvv), (1.17)

Xz̄z̄ = ∇̄Xz̄Xz̄ = ∇̄ 1
2
(∂u+i∂v)

1

2
(∂u + i∂v) =

1

4
(Xuu −Xvv + 2iXuv). (1.18)

Visto que as coodenadas (u, v) são conformes, obtemos de (1.12) e (1.9) a simetria h12 =

h21. Assim, denotando-se Nz = ∇̄∂zN = 1
2
(Nu− iNv), segue da observação anterior e das

relações em (1.7) que

−Nz = −1

2
(Nu − iNv)

=
1

2
{h11Xu + h21Xv − i(h12Xu + h22Xv)}

=
1

2
{(h11 − ih21)Xu + (h21 − ih22)Xv}

=
1

2
{(h11 − ih21)(Xz +Xz̄) + (h21 − ih22)i(Xz −Xz̄)}

=
1

2
{(h11 + h22)Xz + (h11 − h22 + 2ih21)Xz̄} .

Desta forma,

−Nz = εHXz + q0Xz̄, (1.19)

−Nz̄ = q̄0Xz + εHXz̄, (1.20)

onde

q0 =
1

2
(h11 − h22 − 2ih12).

Os coeficientes complexos da segunda forma são, pelas relações (1.16), (1.17) e (1.18),

q

2
:= 〈Xzz, N〉 = −〈Xz, Nz〉 =

1

4
(e− g − 2if) =

1

2
q0e

2ω, (1.21)

〈Xzz̄, N〉 = −〈Xz, Nz̄〉 =
1

4
(e+ g) =

ε

2
He2ω, (1.22)

q̄

2
= 〈Xz̄z̄, N〉 = −〈Xz̄, Nz̄〉 =

1

4
(e− g + 2if) =

1

2
q̄0e

2ω. (1.23)

Temos, ainda,

〈Xz, Xzz〉 = 〈Xz, Xzz̄〉 = 〈Xz̄, Xz̄z̄〉 = 〈Xz̄, Xzz̄〉 = 0,
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〈Xz̄, Xzz〉 = ∂z〈Xz̄, Xz〉 =
1

2
∂z(e

2ω) = e2ωωz

e

〈Xz, Xz̄z̄〉 = ∂z̄〈Xz, Xz̄〉 =
1

2
∂z̄(e

2ω) = e2ωωz̄

Portanto, as equações estruturais (Gauss-Weingarten) para o referencial complexo {Xz, Xz̄}

reduzem-se a

Xzz = ∇̄XzXz = ∇XzXz + ε〈∇̄XzXz, N〉N = 2ωzXz +
ε

2
qN, (1.24)

Xzz̄ = Xz̄z = ∇̄XzXz̄ = ∇XzXz̄ + ε〈∇̄XzXz̄, N〉N =
1

2
He2ωN, (1.25)

Xz̄z̄ = ∇̄Xz̄Xz̄ = ∇Xz̄Xz̄ + ε〈∇̄Xz̄Xz̄, N〉N = 2ωz̄Xz̄ +
ε

2
q̄N. (1.26)

Derivamos a seguir condições de compatibilidade para as equações de Gauss-Weingarten,

ditas equações de Gauss-Codazzi.

Abreviadamente, denotamos o referencial complexo por

F = (Xz, Xz̄, N)T (1.27)

e observamos que

Fz = (Xzz, Xz̄z, Nz)
T , Fz̄ = (Xzz̄, Xz̄z̄, Nz̄)

T . (1.28)

Sendo assim, a equação de compatibilidade é sucintamente descrita por

Fzz̄ − Fz̄z = R (1.29)

o que equivale às equações

Xzzz̄ −Xzz̄z = ∇̄Xz̄∇̄XzXz − ∇̄Xz∇̄Xz̄Xz = R̄(Xz̄, Xz)Xz, (1.30)

Xz̄zz̄ −Xz̄z̄z = ∇̄Xz̄∇̄XzXz̄ − ∇̄Xz∇̄Xz̄Xz̄ = R̄(Xz̄, Xz)Xz̄, (1.31)

Nzz̄ −Nz̄z = ∇̄Xz̄∇̄XzN − ∇̄Xz∇̄Xz̄N = R̄(Xz̄, Xz)N, (1.32)

onde R̄ é o tensor de curvatura em M̃ε. Ocorre que as duas últimas equações são, de fato,

equivalentes à primeira, de sorte que basta analisarmos (1.30). Calculamos, utilizando

(1.24), (1.25), (1.19) e (1.20) e o fato de que q0 = e−2ωq

Xzzz̄ = 2ωzz̄Xz + 2ωzXzz̄ +
ε

2
qz̄N +

ε

2
qNz̄

= 2ωzz̄Xz + 2ωz
1

2
He2ωN +

ε

2
qz̄N − ε

2
q (q̄0Xz + εHXz̄)

=
(
2ωzz̄ −

ε

2
e−2ωqq̄

)
Xz −

1

2
HqXz̄ + ε

(
He2ωωz +

ε

2
qz̄

)
N,
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Xzz̄z =
1

2
Hze

2ωN +He2ωωzN +
1

2
He2ωNz

= −1

2
He2ω (εHXz + q0Xz̄) +

(
1

2
Hze

2ω +He2ωωz

)
N

= − ε
2
H2e2ωXz −

1

2
HqXz̄ +

(
1

2
Hze

2ω +He2ωωz

)
N.

Deste modo, obtemos

Xzzz̄ −Xzz̄z =
(
2ωzz̄ +

ε

2
H2e2ω − ε

2
e−2ωqq̄

)
Xz +

1

2

(
εqz̄ −Hze

2ω
)
N. (1.33)

Por outro lado, o termo de curvatura em (1.30) pode ser expresso em coordenadas reais

por

R̄(Xz̄, Xz)Xz =
1

8
R̄(Xu + iXv, Xu − iXv)(Xu − iXv)

= − i
4
R̄(Xu, Xv)(Xu − iXv)

= −1

4
{R̄(Xu, Xv)Xv + iR̄(Xu, Xv)Xu}

onde utilizamos o fato de que a extensão de R̄ a vetores complexos é feita de modo

C-linear. Sendo assim, a parte tangente do termo de curvatura é

〈R̄(Xz̄, Xz)Xz, Xz̄〉 = −1

8
〈R̄(Xu, Xv)Xv + iR̄(Xu, Xv)Xu, Xu + iXv〉

= −1

8
{〈R̄(Xu, Xv)Xv, Xu〉+ i2〈R̄(Xu, Xv)Xu, Xv〉

= −1

4
〈R̄(Xu, Xv)Xv, Xu〉

= −1

4
KM̃ε

e4ω

onde KM̃ε
é a curvatura seccional em M̃ε no plano tangente a Σ. Logo, de (1.33), obtemos(

2ωzz̄ +
ε

2
H2e2ω − ε

2
e−2ωqq̄

) 1

2
e2ω = −1

4
KM̄ε

e4ω,

donde inferimos que

2ωzz̄ +
ε

2
H2e2ω − ε

2
e−2ωqq̄ = −1

2
KM̄e

2ω,

ou seja,

ωzz̄ +
ε

4

(
H2 + εKM̄ε

)
e2ω − ε

4
e−2ωqq̄ = 0.

Temos, também a partir de (1.33),

R⊥ = 〈R̄(Xz̄, Xz)Xz, N〉 =
ε

2

(
εqz̄ −Hze

2ω
)
.



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 15

Portanto, verificamos que as equações de Gauss e Codazzi são respectivamente

ωzz̄ +
ε

4

(
H2 + εKM̃ε

)
e2ω − ε

4
e−2ωqq̄ = 0, (1.34)

R⊥ = 〈R̄(Xz̄, Xz)Xz, N〉 =
ε

2

(
εqz̄ −Hze

2ω
)
. (1.35)

1.2 Superf́ıcies em Grupos de Lie

Nesta seção, estabelecemos algumas notações e particularizamos algumas propriedades de

imersões isométricas estudadas na seção anterior ao caso em que o espaço ambiente M̃ε

é um grupo de Lie. Consideramos a métrica ambiente invariante à esquerda. Denotamos

por e o elemento unidade do grupo e fixamos uma base {ê1, ê2, ê3} ortonormal positiva do

espaço tangente ao grupo M̃ε na unidade e, TeM̃ε. Denotamos por E1, E2 e E3 os campos

invariantes à esquerda gerados pelos vetores ê1, ê2 e ê3, respectivamente. Isto é, pomos

Ei(x) = d(Lx)e · êi, (i = 1, 2, 3),

onde

Lx : M̃ε → M̃ε, Lx(y) = xy

é a translação à esquerda em M̃ε pelo elemento x. Assim, {E1, E2, E3} é um referencial

ortonormal positivo da álgebra de Lie do grupo M̃ε, que denotamos por mε.

Definição 1. Para U, V ∈ mε, definimos o produto exterior U × V por

〈U × V,W 〉 = det(E1,E2,E3)(U, V,W ), W ∈ mε (1.36)

Definição 2. A aplicação de Gauss da imersão isométrica X : Σ # M̃ε é a aplicação

η : Σ → S2
ε ⊂ TeM̃ε, η(p) = dL(X(p))−1N(p),

onde

S2
ε =

{
aê1 + bê2 + cê3 ∈ TeM̃ε : 〈aê1 + bê2 + cê3, aê1 + bê2 + cê3〉 = ε

}
é a esfera unitária em TeM̃ε, quando ε = 1, ou um hiperbolóide, quando ε = −1.

Em outros termos, η é a translação à esquerda do vetor normal N à unidade.
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Observação 1. Se o campo normal N da imersão isométrica X : Σ # M̃ε é expressa no

referencial invariante à esquerda por N = N1E1 +N2E2 +N3E3, então

η = N1ê1 +N2ê2 +N3ê3.

Observação 2. Usando a fórmula de Koszul, temos (veja proposição 3.18 de [9])

∇̄XY =
1

2
{[X, Y ]− (adX)∗Y − (adY )∗X}, X, Y ∈ mε, (1.37)

onde (adX)∗ é a aplicação adjunta de adX em relação a 〈·, ·〉, sendo que

adX : mε → mε, adX(Y ) = [X, Y ].

A seguir, estabelecemos algumas fórmulas que utilizamos nos caṕıtulos seguintes. Seja

X : Σ # M̃ε uma imersão isométrica de uma superf́ıcie de Riemann Σ no grupo de Lie M̃ε.

Utilizando o referencial {E1, E2, E3} ortonormal do grupo, podemos escrever no domı́nio

de um parâmetro conforme z = u+ iv de Σ,

Xz = Z1E1|X + Z2E2|X + Z3E3|X , Xz̄ = Z̄1E1|X + Z̄2E2|X + Z̄3E3|X . (1.38)

A condição de conformalidade pode ser expressa como

〈Xz, Xz〉 = 0 (= 〈Xz̄, Xz̄〉), (1.39)

ao passo que a condição de X ser uma imersão pode ser expressa

〈Xz, Xz̄〉 =
1

2
e2ω. (1.40)

Denotamos por Γkij os śımbolos de Christoffel dos campos E1, E2 e E3, o que nos permite

escrever

∇̄∂zXz̄ = ∇̄∂z

(
3∑
i=1

Z̄iEi

)

=
3∑
i=1

∂z(Z̄
i)Ei +

3∑
i=1

Z̄i∇̄∂zEi

=
3∑
i=1

∂z(Z̄
i)Ei +

3∑
i=1

Z̄i

3∑
j=1

Zj∇̄Ej
Ei

=
3∑

k=1

∂z(Z̄
k)Ek +

3∑
i,j,k=1

Z̄iZjΓkjiEk

=
3∑

k=1

{∂z(Z̄k) +
3∑

i,j=1

Z̄iZjΓkji}Ek.



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 17

Deste modo,

∇̄∂zXz̄ =
3∑

k=1

{∂z(Z̄k) +
3∑

i,j=1

Z̄iZjΓkji}Ek. (1.41)

Analogamente, calculamos

∇̄∂z̄Xz =
3∑

k=1

{∂z̄(Zk) +
3∑

i,j=1

ZiZ̄jΓkji}Ek, (1.42)

∇̄∂zXz =
3∑

k=1

{∂z(Zk) +
3∑

i,j=1

ZiZjΓkji}Ek. (1.43)

Por outro lado, pela equação (1.25), obtemos

−∇̄∂z̄Xz + ∇̄∂zXz̄ = 0, (1.44)

∇̄∂z̄Xz + ∇̄∂zXz̄ = e2ωHN. (1.45)

Assim, em vista das relações (1.41) e (1.42), as equações (1.44) e (1.45) tornam-se, em

termos das funções complexas Zj, j = 1, 3,

3∑
k=1

{−∂z̄Zk + ∂zZ̄
k +

∑
i,j

(−ZiZ̄j + Z̄iZj)Γkji}Ek|X = 0, (1.46)

3∑
k=1

{∂z̄Zk + ∂zZ̄
k +

∑
i,j

(ZiZ̄j + Z̄iZj)Γkji}Ek|X = e2ωHN. (1.47)

Procedendo de modo similar, deduzimos, a partir das equações (1.24) e (1.43),

3∑
k=1

{∂zZk +
∑
i,j

ZiZjΓkji}Ek|X =
3∑

k=1

{2ωzZk +
ε

2
qNk}Ek|X . (1.48)

A partir de (1.43), a função componente da diferencial de Hopf pode ser escrita em termos

das funções complexas Zj, j = 1, 2, 3 e dos śımbolos de Christoffel dos campos E1, E2 e

E3 como

q

2
=

3∑
i=1

∂zZ
i〈Ei, N〉+

3∑
i,j,k=1

ZiZjΓkji〈Ek, N〉. (1.49)

1.3 Aplicações Harmônicas entre Superf́ıcies de Rie-

mann

Seja f : Σ → N uma aplicação diferenciável entre superf́ıcies de Riemann. Fixamos

parâmetros conformes z = u + iv e w = x1 + ix2 em Σ e N , respectivamente, de modo
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que f é localmente representada por

z = u+ iv
f−→ w = x1(u, v) + ix2(u, v).

Denotamos os coeficientes da métrica em N nas coordenadas (x1, x2) por

gNij (x1, x2) = λ2(x1, x2)δij,

o que implica que os śımbolos de Christoffel da conexão riemanniana correspondente, com

respeito ao referencial {∂x1 , ∂x2}, são dados por

Γ1
11 = Γ2

12 = Γ2
21 = −Γ1

22 =
λx1

λ
, Γ2

22 = Γ1
12 = Γ1

21 = −Γ2
11 =

λx2

λ
. (1.50)

Sabemos que f é harmônica se, e somente se, sua expressão local satisfaz

∂2xi
∂z∂z̄

+
∑
j,k

Γijk
∂xj
∂z

∂xk
∂z̄

= 0, i = 1, 2. (1.51)

Estas equações correspondem, em vista de (1.50), a

∂2x1

∂z∂z̄
+ Γ1

11{
∂x1

∂z

∂x1

∂z̄
− ∂x2

∂z

∂x2

∂z̄
}+ Γ2

22{
∂x1

∂z

∂x2

∂z̄
+
∂x2

∂z

∂x1

∂z̄
} = 0, (1.52)

∂2x2

∂z∂z̄
− Γ2

22{
∂x1

∂z

∂x1

∂z̄
− ∂x2

∂z

∂x2

∂z̄
}+ Γ1

11{
∂x1

∂z

∂x2

∂z̄
+
∂x2

∂z

∂x1

∂z̄
} = 0. (1.53)

Ao somarmos a equação (1.52) à equação (1.53) multiplicada por i, obtemos

fzz̄ + (Γ1
11 − iΓ2

22){[
∂x1

∂z

∂x1

∂z̄
− ∂x2

∂z

∂x2

∂z̄
] + i[

∂x1

∂z

∂x2

∂z̄
+
∂x2

∂z

∂x1

∂z̄
]} = 0,

equação que pode ser expressa como

fzz̄ + (Γ1
11 − iΓ2

22)(
∂x1

∂z
+ i

∂x2

∂z
)(
∂x1

∂z̄
+ i

∂x2

∂z̄
) = 0,

ou, ainda, por

fzz̄ + (Γ1
11 − iΓ2

22)fzfz̄ = 0, (1.54)

onde

Γ1
11 − iΓ2

22 = (Γ1
11 − iΓ2

22)(f(z))

=
1

λ(f(z))
{λx1(f(z))− iλx2(f(z))}

=
2

λ(f(z))
λw(f(z)).

Portanto, (1.54) pode ser escrita como

fzz̄ +
2

λ(f(z))
λw(f(z))fzfz̄ = 0. (1.55)

Com a notação acima, temos
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Proposição 1.3.1. Se f : Σ → N é uma aplicação harmônica, então a forma diferencial

quadrática

Q = λ2(f(z))fzf̄zdz
2

é holomorfa.

Prova. Por (1.55), obtemos

(
λ2fzf̄z

)
z̄

= 2λ(λwwz̄ + λw̄w̄z̄)fzf̄z + λ2(fzz̄f̄z + fzf̄zz̄)

= 2λ(λwfz̄fzf̄z + λw̄f̄z̄fzf̄z) + λ2(fzz̄f̄z + fzfzz̄)

= 2λ(λw|fz̄|2fz + λw̄|fz|2f̄z) + λ2

[
(−2

λ
λwfzfz̄)f̄z + (−2

λ
λw̄f̄z̄f̄z)fz

]
= 2λ(λw|fz̄|2fz + λw̄|fz|2f̄z)− 2λ(λwfzfz̄f̄z + λw̄f̄z̄f̄zfz)

= 0.

�



Caṕıtulo 2

Superf́ıcies no Espaço Hiperbólico e

no Espaço de Sitter

2.1 O Espaço Hiperbólico e o Espaço de Sitter como

Grupos de Lie

A seguir, apresentamos a estrutura de grupo de Lie do espaço hiperbólico de dimensão 3

e curvatura seccional constante −τ 2 e do espaço de Sitter tridimensional com curvatura

τ 2. Considere o conjunto

G3
τ = Gτ =




1 0 0 s

0 eτs 0 x

0 0 eτs y

0 0 0 1

 : (s, x, y) ∈ R3


. (2.1)

Por ser subgrupo e subconjunto fechado, Gτ é um subgrupo de Lie de GL(4,R), grupo

das matrizes reais 4× 4 com determinante não nulo. Denotamos por e a matriz unidade

de ordem 4 e observamos que o espaço tangente a Gτ na unidade é

TeGτ =




0 0 0 a

0 τa 0 b

0 0 τa c

0 0 0 0

 : (a, b, c) ∈ R3


= span{ê1, ê2, ê3},

20
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onde

ê1 =


0 0 0 1

0 τ 0 0

0 0 τ 0

0 0 0 0

 , ê2 =


0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 , ê3 =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 .
Identificando a matriz 

1 0 0 s

0 eτs 0 x

0 0 eτs y

0 0 0 1


de Gτ às coordenadas (s, x, y), verificamos que a translação à esquerda em Gτ pelo ele-

mento (s′, x′, y′) é dada por

L(s′,x′,y′) : Gτ → Gτ , L(s′,x′,y′)(s, x, y) = (s′ + s, x′ + eτs
′
x, y′ + eτs

′
y).

Logo, se denotamos por Ei a translação à esquerda do vetor êi, então

E1(s, x, y) =
d

dt
|t=0L(s,x,y)(t, 0, 0) =

d

dt
|t=0(s+ t, x, y) = ∂s|(s,x,y),

E2(s, x, y) =
d

dt
|t=0L(s,x,y)(0, t, 0) =

d

dt
|t=0(s, x+ eτst, y) = eτs∂x|(s,x,y),

E3(s, x, y) =
d

dt
|t=0L(s,x,y)(0, 0, t) =

d

dt
|t=0(s, x, y + eτst) = eτs∂y|(s,x,y).

Por outro lado, mediante a identificação
0 0 0 a

0 τa 0 b

0 0 τa c

0 0 0 0

 ∈ TeGτ ↔ (a, b, c) ∈ R3,

vemos que o colchete (ou produto) em TeGτ é dado por

[(a′, b′, c′), (a, b, c)] = (0, τ(a′b− ab′), τ(a′c− ac′)),

donde

[ê1, ê2] = τ ê2, [ê1, ê3] = τ ê3, [ê2, ê3] = 0. (2.2)

Considere sobre Gτ as métricas riemanniana (ε = 1) e pseudo-riemannina (ε = −1) que,

nas coordenadas (s, x, y), são dadas por

gε,τ = ε(ds)2 + e−2τs{(dx)2 + (dy)2} (2.3)

Inicialmente, observamos que
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Proposição 2.1.1. As métricas gε,τ definidas sobre o grupo Gτ são invariantes à es-

querda.

Prova. De fato,

L∗(s′,x′,y′)gε,τ = ε{d(s′ + s)}2 + e−2τ(s′+s){[d(x′ + eτs
′
x)]2 + [d(y′ + eτs

′
y)]2}

= εds2 + e−2τ(s′+s){(eτs′dx)2 + (eτs
′
dy)2}

= εds2 + e−2τs{dx2 + dy2}

= gε,τ

�

Denotamos o grupo de Lie Gτ dotado da métrica gε,τ por H3(−ετ 2). Note que se τ = 0,

então (Gτ , g1,τ ) é o espaço Euclideano de dimensão 3 e (Gτ , g−1,τ ) é o espaço de Lorentz

L3. Além disso, temos

Proposição 2.1.2. Se τ 6= 0, então o grupo de Lie Gτ dotado da métrica g1,τ (resp.

g−1,τ) é isométrico ao espaço hiperbólico de curvatura seccional constante −τ 2, H3(−τ 2)

(resp. ao aberto do espaço de Sitter tridimensional denominado steady state space).

Prova. De fato, a transformação de coordenadas

(s, x, y) → (s̃, x̃, ỹ)


s̃ = eτs

x̃ = τx

ỹ = τy

transforma o grupo Gτ , no caso em que ε = 1, no modelo do semi-espaço superior do

espaço hiperbólico; e, no caso em que ε = −1, no modelo do semi espaço superior do

espaço de Sitter. Temos,

ds̃ = τeτsds, dx̃ = τdx, dỹ = τdy.

Logo, para τ 6= 0, obtemos

1

τ 2s̃2
{ε(ds̃)2 + (dx̃)2 + (dỹ)2} =

1

τ 2e2τs
{ετ 2e2τs(ds)2 + τ 2(dx)2 + τ 2(dy)2}

= ε(ds̃)2 + e−2τs{(dx)2 + (dy)2}

= gε,τ

�
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A métrica gε,τ restrita ao espaço tangente TeGτ é dada nas coordenadas (a, b, c) por

gε,τ |TeGτ = εda2 + db2 + dc2,

o que resulta em

〈ê1, ê1〉 = ε, 〈êi, êj〉 = δij (j > 1). (2.4)

De (2.2) e (2.4), inferimos que o referencial {E1, E2, E3} satisfaz

[E1, E2] = τE2, [E2, E3] = 0, [E3, E1] = −τE3, (2.5)

〈E1, E1〉 = ε, 〈Ei, Ej〉 = δij (j > 1). (2.6)

Além disso, temos

Lema 2.1.1. O referencial {E1, E2, E3} satisfaz

∇̄E1E1 = 0 ∇̄E2E1 = −τE2 ∇̄E3E1 = −τE3

∇̄E1E2 = 0 ∇̄E2E2 = ετE1 ∇̄E3E2 = 0

∇̄E1E3 = 0 ∇̄E2E3 = 0 ∇̄E3E3 = ετE1

(2.7)

Prova. De (1.37), temos

〈∇̄E1E1, E1〉 = −〈(adE1)
∗E1, E1〉 = −〈E1, [E1, E1]〉 = 0

〈∇̄E1E1, E2〉 = −〈(adE1)
∗E1, E2〉 = −〈E1, [E1, E2]〉 = −〈E1, τE2〉 = 0

〈∇̄E1E1, E3〉 = −〈(adE1)
∗E1, E3〉 = −〈E1, [E1, E3]〉 = −〈E1, τE3〉 = 0.

Logo, ∇̄E1E1 = 0. Analogamente, obtemos

〈∇̄E2E2, E1〉 = −〈(adE2)
∗E2, E1〉 = −〈E2, [E2, E1]〉 = −〈E2,−τE2〉 = τ

〈∇̄E2E2, E2〉 = −〈(adE2)
∗E2, E2〉 = −〈E2, [E2, E2]〉 = 0

〈∇̄E2E2, E3〉 = −〈(adE2)
∗E2, E3〉 = −〈E2, [E2, E3]〉 = 0.

Assim, ∇̄E2E2 = ετE1. Calcula-se, agora,

〈∇̄E3E3, E1〉 = −〈(adE3)
∗E3, E1〉 = −〈E3, [E3, E1]〉 = −〈E3,−τE3〉 = τ

〈∇̄E3E3, E2〉 = −〈(adE3)
∗E3, E2〉 = −〈E3, [E3, E2]〉 = 0

〈∇̄E3E3, E3〉 = −〈(adE3)
∗E3, E3〉 = −〈E3, [E3, E3]〉 = 0.
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Logo, ∇̄E3E3 = ετE1. Temos, ainda,

〈∇̄E1E2, E1〉 =
1

2
〈[E1, E2]− (adE1)

∗E2 − (adE2)
∗E1, E1〉

=
1

2
{〈[E1, E2], E1〉 − 〈E2, [E1, E1]〉 − 〈E1, [E2, E1]〉}

= 0

〈∇̄E1E2, E2〉 =
1

2
〈[E1, E2]− (adE1)

∗E2 − (adE2)
∗E1, E2〉

=
1

2
{〈[E1, E2], E2〉 − 〈E2, [E1, E2]〉 − 〈E1, [E2, E2]〉}

=
1

2
{τ − τ} = 0

〈∇̄E1E2, E3〉 =
1

2
〈[E1, E2]− (adE1)

∗E2 − (adE2)
∗E1, E3〉

=
1

2
{〈[E1, E2], E3〉 − 〈E2, [E1, E3]〉 − 〈E1, [E2, E3]〉}

= 0.

Sendo assim, ∇̄E1E2 = 0 e ∇̄E2E1 = [E2, E1] + ∇̄E1E2 = −τE2. Continuamos, calculando

〈∇̄E1E3, E1〉 =
1

2
〈[E1, E3]− (adE1)

∗E3 − (adE3)
∗E1, E1〉

=
1

2
{〈[E1, E3], E1〉 − 〈E3, [E1, E1]〉 − 〈E1, [E3, E1]〉}

= 0

〈∇̄E1E3, E2〉 =
1

2
〈[E1, E3]− (adE1)

∗E3 − (adE3)
∗E1, E2〉

=
1

2
{〈[E1, E3], E2〉 − 〈E3, [E1, E2]〉 − 〈E1, [E3, E2]〉}

= 0

〈∇̄E1E3, E3〉 =
1

2
〈[E1, E3]− (adE1)

∗E3 − (adE3)
∗E1, E3〉

=
1

2
{〈[E1, E3], E3〉 − 〈E3, [E1, E3]〉 − 〈E1, [E3, E3]〉}

=
1

2
{τ − τ} = 0.

Portanto, ∇̄E1E3 = 0 e ∇̄E3E1 = [E3, E1] + ∇̄E1E3 = −τE3. Finalmente,

〈∇̄E2E3, E1〉 =
1

2
〈[E2, E3]− (adE2)

∗E3 − (adE3)
∗E2, E1〉

=
1

2
{〈[E2, E3], E1〉 − 〈E3, [E2, E1]〉 − 〈E2, [E3, E1]〉}

= 0
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〈∇̄E2E3, E2〉 =
1

2
〈[E2, E3]− (adE2)

∗E3 − (adE3)
∗E2, E2〉

=
1

2
{〈[E2, E3], E2〉 − 〈E3, [E2, E2]〉 − 〈E2, [E3, E2]〉}

= 0

〈∇̄E2E3, E3〉 =
1

2
〈[E2, E3]− (adE2)

∗E3 − (adE3)
∗E2, E3〉

=
1

2
{〈[E2, E3], E3〉 − 〈E3, [E2, E3]〉 − 〈E2, [E3, E3]〉}

= 0.

Desta forma, ∇̄E2E3 = 0 e ∇̄E3E2 = [E3, E2] + ∇̄E2E3 = 0. �

O lema acima pode ser abreviado do seguinte modo.

Observação 3. Os śımbolos de Christoffel de H3(−ετ 2) relativamente ao referencial

{E1, E2, E3} são

Γ1
22 = Γ1

33 = ετ, Γ2
21 = Γ3

31 = −τ, outros Γkij = 0. (2.8)

Observamos, ainda, que estes cálculos podem ser facilmente deduzidos do fato de que ∂s

é um campo de Killing perpendicular as folhas s = cte., horoesferas do espaço H3(−ετ 2).

Neste caso, ετ é a curvatura média das horoesferas. De fato, para a folha {s ≡ s0}, as

curvas

α(t) = (s0, t, y0), β(t) = (s0, x0, t)

satisfazem α′ = ∂x|α, β′ = ∂y|β e α(x0) = β(y0) = (s0, x0, y0) = p0. Assim, se N é o vetor

normal e A é o operador de Weingarten da folha {s ≡ s0} em H3(−ετ 2), então, pelo fato

de que ∇̄E2E1 = τE2, obtemos, no ponto p0,

Aα′ = −∇̄α′N = −∇̄∂x∂s = −∇̄e−τsE2
E1 = −e−τs∇̄E2E1 = τe−τsE2 = τ∂x.

Portanto, Aα′(x0) = τα′(x0). Analogamente, de ∇̄E3E1 = τE3, obtemos Aβ′(y0) =

τβ′(y0). Donde, conclúımos que a curvatura média da folha no ponto p0 é H = ε
2
Tr(A) =

ετ.



Caṕıtulo 2. Superf́ıcies no Espaço Hiperbólico e no Espaço de Sitter 26

2.2 A Representação Espinorial

Como na seção anterior, H3(−ετ 2) denota o grupo de Lie dotado de uma métrica in-

variante à esquerda que, nas coordenadas (s, x, y) ∈ R3, tem produto e métrica dados

respectivamente por

(a, b, c)(s, x, y) = (a+ s, b+ eτax, c+ eτay), (2.9)

gε,τ = εds2 + e−2τs(dx2 + dy2). (2.10)

Fixamos os campos invariantes à esquerda

E1 = ∂s, E2 = eτs∂x, E3 = eτs∂y. (2.11)

Consideramos uma imersão isométrica X : Σ # H3(−ετ 2) de uma superf́ıcie de Riemman

Σ no espaço H3(−ετ 2). Fixamos em um domı́nio de Σ um parâmetro conforme z = u+ iv

no qual a expressão local da métrica em Σ é ds2
Σ = e2ω|dz|2 e escrevemos

Xz = Z1E1 + Z2E2 + Z3E3. (2.12)

Temos, de (1.39), (1.40) e (2.6),

〈Xz, Xz〉 = ε(Z1)2 + (Z2)2 + (Z3)2 = 0, (2.13)

〈Xz, Xz̄〉 = ε|Z1|2 + |Z2|2 + |Z3|2 =
1

2
e2ω. (2.14)

Além disso, por (1.36) e (2.6), o produto exterior, expresso no referencial {E1, E2, E3},

satisfaz

E1 × E2 = E3, E2 × E3 = εE1, E3 × E1 = E2. (2.15)

Assim, o campo normal da imersão, definido por

N =
Xu ×Xv

|Xu ×Xv|
= e−2ωXu ×Xv,

pode ser escrito na forma

e2ωN = Xu ×Xv = i(Xz +Xz̄)× (Xz −Xz̄)

= i{
∑
a

(Za + Z̄a)Ea ×
∑
b

(Zb − Z̄b)Eb}

= 2i{(Z̄2Z3 − Z2Z̄3)εE1 + (Z1Z̄3 − Z̄1Z3)E2 + (Z̄1Z2 − Z1Z̄2)E3},
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ou seja,

N = 2ie−2ω{(Z̄2Z3 − Z2Z̄3)εE1 + (Z1Z̄3 − Z̄1Z3)E2 + (Z̄1Z2 − Z1Z̄2)E3}. (2.16)

Agora, usamos (2.8) para estabelecer as equações que provêm de (1.46). Inicialmente,

para k = 1, temos

−∂z̄Z1 + ∂zZ̄
1 + (−Z2Z̄2 + Z̄2Z2)ετ + (−Z3Z̄3 + Z̄3Z3)ετ = 0,

ou seja,

−∂z̄Z1 + ∂zZ̄
1 = 0. (2.17)

Para k = 2, obtém-se

−∂z̄Z2 + ∂zZ̄
2 + (−Z1Z̄2 + Z̄1Z2)(−τ) = 0,

o que resulta em

−∂z̄Z2 + ∂zZ̄
2 + (Z1Z̄2 − Z̄1Z2)τ = 0. (2.18)

Finalmente, para k = 3

−∂z̄Z3 + ∂zZ̄
3 + (−Z1Z̄3 + Z̄1Z3)(−τ) = 0,

donde segue que

−∂z̄Z3 + ∂zZ̄
3 + (Z1Z̄3 − Z̄1Z3)τ = 0. (2.19)

Similarmente, estabelecemos as equações que provêm de (1.47). Desta vez, combinando

(2.8) e a expressão do vetor normal dada em (2.16), obtemos

∂z̄Z
1 + ∂zZ̄

1 + 2(|Z2|2 + |Z3|2)ετ = 2iHε(Z̄2Z3 − Z2Z̄3), (2.20)

∂z̄Z
2 + ∂zZ̄

2 − (Z1Z̄2 + Z̄1Z2)τ = 2iH(Z1Z̄3 − Z̄1Z3), (2.21)

∂z̄Z
3 + ∂zZ̄

3 − (Z1Z̄3 + Z̄1Z3)τ = 2iH(Z̄1Z2 − Z1Z̄2). (2.22)

Por fim, tendo em vista a condição de corformalidade dada pelo polinômio (2.13), escreve-

mos (Weierstrass)

Z1 = ψ1ψ̄2, Z
2 =

1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1), Z

3 =
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1), (2.23)

de modo que ψ1 e ψ2 satizfazem

Z2 + iZ3 = −εψ2
1, Z̄2 + iZ̄3 = ψ2

2. (2.24)
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Além disso,

ε|Z1|2 + |Z2|2 + |Z3|2 =
1

2
(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)2,

Z̄2Z3 − Z2Z̄3 =
i

2
(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2),

Z1Z̄3 − Z̄1Z3 = − i
2
(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2),

Z̄1Z2 − Z1Z̄2 = −1

2
(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)(ψ1ψ2 − ψ̄1ψ̄2)

Estas expressões, juntamente com as equações (2.14) e (2.16), nos permitem escrever a

métrica em Σ e o vetor normal da imersão X em termos das funções ψ1 e ψ2 como segue:

1

2
e2ω =

1

2
(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)2, (eω = |ψ2|2 + ε|ψ1|2). (2.25)

N = e−ω{(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)E1 + (ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)E2 + i(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2)E3}. (2.26)

Desejamos determinar dados U e V que verifiquem a equação de Dirac 0 ∂z

−∂z̄ 0

 ψ1

ψ2

+

 U 0

0 V

 ψ1

ψ2

 =

 0

0

 , (2.27)

isto é, tais que

∂z̄ψ1 = V ψ2, ∂zψ2 = −Uψ1. (2.28)

Passamos, portanto, à dedução das expressões expĺıcitas para os potenciais U e V . Ao

somarmos a equação (2.18) à equação (2.19) multiplicada por i, obtemos

−∂z̄(Z2 + iZ3) + ∂z(Z̄
2 + iZ̄3) + τZ1(Z̄2 + iZ̄3)− τZ̄1(Z2 + iZ3) = 0.

Logo, usando (2.23), garantimos que

−∂z̄(−εψ2
1) + ∂z(ψ

2
2) + τψ1ψ̄2(ψ

2
2)− τ ψ̄1ψ2(−εψ2

1) = 0,

isto é,

2εψ1∂z̄ψ1 + 2ψ2∂zψ2 + τψ1ψ2(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) = 0.

Dáı, considerando (2.28), a equação acima torna-se

U − εV =
τ

2
(|ψ2|2 + ε|ψ1|2). (2.29)
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Agora, somando a equação (2.21) à equação (2.22) multiplicada por i, obtemos

∂z̄(Z
2 + iZ3) + ∂z(Z̄

2 + iZ̄3)− τ{Z1(Z̄2 + iZ̄3) + Z̄1(Z2 + iZ3)}

= 2iH{Z1(Z̄3 − iZ̄2)− Z̄1(Z3 − iZ2)}

= 2H{Z1(Z̄2 + iZ̄3)− Z̄1(Z2 + iZ3)}.

Em vista de (2.23), a equação acima é reescrita como

∂z̄(−εψ2
1) + ∂z(ψ

2
2)− τ{ψ1ψ̄2(ψ

2
2) + ψ̄1ψ2(−εψ2

1)} = 2H{ψ1ψ̄2(ψ
2
2)− ψ̄1ψ2(−εψ2

1)},

isto é

−2εψ1∂z̄ψ1 + 2ψ2∂zψ2 − τψ1ψ2(|ψ2|2 − ε|ψ1|2) = 2Hψ1ψ2(|ψ2|2 + ε|ψ1|2),

donde obtemos, usando (2.28),

U + εV = −1

2
{τ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2) + 2H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}. (2.30)

Assim, utilizando as expressões para os potenciais U e V em (2.28), obtemos um sistema

de equações lineares em U e V consistindo das equações (2.29) e (2.30), cuja solução é

U =
1

2
{ετ |ψ1|2 −H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}, (2.31)

V = − ε
2
{τ |ψ2|2 +H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}. (2.32)

Estes cálculos permitem enunciar o seguinte resultado.

Proposição 2.2.1. Seja X : Σ # H3(−ετ 2) imersão isométrica de uma superf́ıcie de

Riemann Σ no espaço H3(−ετ 2). Então, o campo espinorial ψ = (ψ1 ψ2)
T definido pelas

equações (2.12) e (2.23) satisfaz a equação de Dirac Dψ = 0, onde

D =

 0 ∂z

−∂z̄ 0

+

 U 0

0 V

 ,

U =
1

2
{ετ |ψ1|2 −H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)} e V = − ε

2
{τ |ψ2|2 +H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}.

Esta é uma versão do Teorema 8 em [39], demonstrado aqui para o caso em que o grupo

é H3(−ετ 2).
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A seguir, expomos uma representação local do tipo Weierstrass para superf́ıcies no espaço

H3(−ετ 2). Inicialmente, observamos que qualquer superf́ıcie em H3(−ετ 2) pode ser repre-

sentada localmente por integrais. Para tanto, utilizamos a seguinte versão do Teorema

Fundamental do Cálculo.

Teorema 2.2.1. Seja Σ uma superf́ıcie de Riemann. Se c : [a, b] → Σ é uma curva

diferenciável por partes e f ∈ C∞(Σ), então∫
c

df = f(c(b))− f(c(a)).

Seja X : Σ # H3(−ετ 2) uma imersão. Denotamos, como antes, por z = u + iv um

parâmetro conforme em um domı́nio Ω ⊂ Σ, onde a imersão é representada, em termos

das coordenadas (s, x, y) = (x1, x2, x3) de H3(−ετ 2), por

X(z) = (x1(z), x2(z), x3(z)) ou X(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v)).

Logo, em Ω, temos

Xz = φ1∂x1 + φ2∂x2 + φ3∂x3 , onde φk =
∂xk
∂z

, k = 1, 2, 3.

Observamos que

φkdz =
∂xk
∂z

dz

=
1

2

(
∂xk
∂u

− i
∂xk
∂v

)
(du+ idv)

=
1

2

{
∂xk
∂u

du+
∂xk
∂v

dv + i

(
∂xk
∂u

dv − ∂xk
∂v

du

)}
.

Portanto,

Re(φkdz) =
1

2

(
∂xk
∂u

du+
∂xk
∂v

dv

)
=

1

2
dxk.

Assim, uma vez que dxk é exata, dado um caminho fechado c : I → Ω ⊂ Σ, temos

Re

∫
c

φkdz =

∫
c

Re(φkdz) =
1

2

∫
c

dxk = 0.

Este fato diz que a forma local φkdz não tem peŕıodos reais, e é obviamente equivalente ao

fato de que a integral de linha não depende do caminho escolhido. Portanto, a aplicação

z → Re

∫
γz

φkdz,
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onde γz é um caminho em Ω de z0 a z, está bem definida. Denotamos esta função

simplesmente por: z → Re
∫ z
z0
φkdz. Pela versão anterior do teorema fundamental do

cálculo, é válido que

Re

∫ z

z0

φkdz =
1

2

∫ z

z0

dxk =
1

2
(xk(z)− xk(z0)).

Portanto,

xk(z) = xk(z0) + 2Re

∫ z

z0

φkdz.

Por outro lado, temos em Ω a seguinte expressão

Xz = ψ1ψ̄2E1 +
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)E2 +

i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)E3

= ψ1ψ̄2∂x1 +
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)e

τx1∂x2 +
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)e

τx1∂x3 .

Desta forma, conclúımos que

φ1 = ψ1ψ̄2,

φ2 = 1
2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)e

τx1 ,

φ3 = i
2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)e

τx1 .

Portanto, temos

x1(z) = x1(z0) + 2Re
(∫ z

z0
ψ1ψ̄2dz

)
x2(z) = x2(z0) + 2Re

(∫ z
z0

1
2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)e

τx1dz
)

x3(z) = x3(z0) + 2Re
(∫ z

z0

i
2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)e

τx1dz
) (2.33)

O teorema a seguir diz que a representação integral acima pode ser obtida a partir das

funções ψ1 e ψ2, desde que verifiquem a equação de Dirac em H3(−ετ 2). Para obter tal

representação, utilizamos o seguinte lema técnico.

Lema 2.2.1. Seja φ : Ω ⊂ Σ → C uma função de classe C2 definida sobre um domı́nio

simplesmente conexo de uma superf́ıcie de Riemann Σ, onde está definido o paramêtro

conforme z = u+ iv, tal que ∂φ
∂z̄
∈ R. Então, a forma φ dz não tem peŕıodos reais e

∂

∂z

(
2

∫ z

z0

Re(φ dz)

)
= φ
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Prova. Escreva φ = φ1 + iφ2. Então,

∂φ

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂u
+ i

∂

∂v

)
(φ1 + iφ2) =

1

2

(
∂φ1

∂u
− ∂φ2

∂v

)
+
i

2

(
∂φ2

∂u
+
∂φ1

∂v

)
.

Logo, a condição ∂φ
∂z̄
∈ R implica que

∂φ2

∂u
+
∂φ1

∂v
= 0.

Portanto, como o domı́nio de φ é simplesmente conexo, a forma

Re(φ dz) = φ1du− φ2dv

é exata. Assim, existe uma função ψ : Ω → R tal que

φ1du− φ2dv = dψ =
∂ψ

∂u
du+

∂ψ

∂v
dv,

donde conclúımos que a forma φdz não tem peŕıodos reais e a função z ∈ Ω →
(
2
∫ z
z0
Re(φdz)

)
é bem definida. Além disso,

∂

∂z

(
2

∫ z

z0

Re(φdz)

)
=

∂

∂z

(
2

∫ z

z0

dψ

)
=

1

2

(
∂

∂u
− i

∂

∂v

)
(2(ψ(z)− ψ(z0)))

=
∂ψ

∂u
− i

∂ψ

∂v

= φ1 + iφ2

= φ.

�

A fim de estabelecer o teorema de representação de superf́ıcies em H3(−ετ 2), primeiro

demonstramos o seguinte lema.

Lema 2.2.2. Suponha que ψ1, ψ2 : Ω → C satisfazem a equação de Dirac em H3(−ετ 2),

isto é,

∂z̄ψ1 = − ε
2
{τ |ψ2|2 +H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}ψ2,

∂zψ2 = −1

2
{ετ |ψ1|2 −H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}ψ1.

Então,

∂z̄
(
ψ1ψ̄2

)
= − ε

2
{H(|ψ2|4 − |ψ1|4) + ε(|ψ2|4 + |ψ1|4)}, (2.34)
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∂z̄

(
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)

)
= H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)Re(ψ1ψ2) +

τ

2
{|ψ2|2ψ1ψ2 − ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2}, (2.35)

∂z̄

(
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)

)
= H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)Im(ψ1ψ2)−

i

2
τ{|ψ2|2ψ1ψ2 + ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2} (2.36)

Prova. Para a primeira equação, temos

∂z̄
(
ψ1ψ̄2

)
= ψ1∂z̄ψ̄2 + ψ̄2∂z̄ψ1

= −1

2
{ετ |ψ1|2 −H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}|ψ1|2 −

ε

2
{τ |ψ2|2 +H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}|ψ2|2

=
1

2
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)−

ετ

2
(|ψ1|4 + |ψ2|4)

= − ε
2
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)−

ετ

2
(|ψ2|4 + |ψ1|4)

= − ε
2
{H(|ψ2|4 − |ψ1|4) + ε(|ψ2|4 + |ψ1|4)}

A segunda, por sua vez, segue de

∂z̄

(
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)

)
= ψ̄2∂z̄ψ̄2 − εψ1∂z̄ψ1

= −1

2
{ετ |ψ1|2 −H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}ψ̄1ψ̄2 +

1

2
{τ |ψ2|2 +H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}ψ1ψ2

=
1

2
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)−

τ

2
{ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2 − |ψ2|2ψ1ψ2}

= H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)Re(ψ1ψ2) +
τ

2
{|ψ2|2ψ1ψ2 − ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2}.

Por fim, a última equação deriva de

∂z̄

(
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)

)
= i

(
ψ̄2∂z̄ψ̄2 + εψ1∂z̄ψ1

)
= − i

2
{ετ |ψ1|2 −H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}ψ̄1ψ̄2 −

i

2
{τ |ψ2|2 +H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}ψ1ψ2

=
i

2
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2)−

i

2
τ{ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2 + |ψ2|2ψ1ψ2}

= H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)Im(ψ1ψ2)−
i

2
τ{|ψ2|2ψ1ψ2 + ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2}

�

Teorema 2.2.2. Sejam Ω um domı́nio simplesmente conexo de uma superf́ıcie de Rie-

mann Σ, H : Ω → R uma função diferenciável e ψ1 e ψ2 funções complexas definidas em

Ω que satisfazem |ψ2|2 + ε|ψ1|2 > 0 e a equação de Dirac em H3(−ετ 2), isto é,

∂z̄ψ1 = − ε
2
{τ |ψ2|2 +H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}ψ2,
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∂zψ2 = −1

2
{ετ |ψ1|2 −H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}ψ1.

onde H : Ω → R é uma função diferenciável. Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # H3(−ετ 2),

definida por

x1(z) = 2Re
(∫ z

z0
ψ1ψ̄2dz

)
x2(z) = 2Re

(∫ z
z0

1
2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)e

τx1dz
)

x3(z) = 2Re
(∫ z

z0

i
2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)e

τx1dz
)
,

(2.37)

é uma imersão conforme com curvatura média H.

Prova. Inicialmente, observamos que (2.34) assegura que ∂z̄
(
ψ1ψ̄2

)
∈ R. Logo, pelo

Lema (2.2.1), a função x1 está bem definida e satisfaz ∂x1

∂z
= ψ1ψ̄2. Além disso, a partir

de (2.35) e (2.36), obtemos

∂z̄

(
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)e

τx1

)
=
{
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)Re(ψ1ψ2) +

τ

2
(|ψ2|2ψ1ψ2 − ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2)

}
eτx1

+
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)τe

τx1ψ̄1ψ2

=
{
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)Re(ψ1ψ2) +

τ

2
(|ψ2|2ψ1ψ2 − ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2)

}
eτx1

+
τ

2
(|ψ2|2ψ̄1ψ̄2 − ε|ψ1|2ψ1ψ2)e

τx1

= eτx1{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)Re(ψ1ψ2) +
τ

2
[|ψ2|2(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)

− ε|ψ1|2(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)]}

= eτx1{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + τ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}Re(ψ1ψ2)
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e

∂z̄

(
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)e

τx1

)
= {H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)Im(ψ1ψ2)−

i

2
τ(|ψ2|2ψ1ψ2 + ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2)}eτx1

+
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)τe

τx1ψ̄1ψ2

= {H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)Im(ψ1ψ2)−
i

2
τ(|ψ2|2ψ1ψ2 + ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2)}eτx1

+
i

2
τ(|ψ2|2ψ̄1ψ̄2 + ε|ψ1|2ψ1ψ2)e

τx1

= eτx1{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)Im(ψ1ψ2) +
i

2
τ [|ψ2|2(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2)

− ε|ψ1|2(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2)]}

= eτx1{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + τ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}Im(ψ1ψ2).

Portanto, novamente pelo Lema (2.2.1), as funções x2 e x3 estão bem definidas e satisfazem

∂z(x2) =
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)e

τx1 , ∂z(x3) =
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)e

τx1 .

Além disso,

Xz = ∂z(x1)∂x1 + ∂z(x2)∂x2 + ∂z(x3)∂x3

= ψ1ψ̄2∂x1 +
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)e

τx1∂x2 +
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)e

τx1∂x3

= ψ1ψ̄2E1 +
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)E2 +

i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)E3,

donde segue que

〈Xz, Xz〉 = 0 e 〈Xz, Xz̄〉 =
1

2
(|ψ1|2 + ε|ψ2|2)2 (=

1

2
e2ω).

Portanto, como |ψ1|2 + ε|ψ2|2 > 0, a aplicação X é uma imersão conforme. Além disso, a

expressão do vetor normal ao longo de X é

N = e−ω{(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)E1 + 2Re(ψ1ψ2)E2 + 2Im(ψ1ψ2)E3}.

Finalmente, mostramos que X tem curvatura média H. A derivada covariante de Xz em

relação a Xz̄ é

∇̄∂z̄Xz = ∂z̄(ψ1ψ̄2)E1 +
1

2
∂z̄(ψ̄

2
2 − εψ2

1)E2 +
i

2
∂z̄(ψ̄

2
2 + εψ2

1)E3

+ ψ1ψ̄2∇̄∂z̄E1 +
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)∇̄∂z̄E2 +

i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)∇̄∂z̄E3.
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Sendo assim, a partir de (2.7), obtemos

∇̄∂z̄E1 = ψ̄1ψ2∇̄E1E1 +
1

2
(ψ2

2 − εψ̄2
1)∇̄E2E1 −

i

2
(ψ2

2 + εψ̄2
1)∇̄E3E1

= −τ
2
(ψ2

2 − εψ̄2
1)E2 +

iτ

2
(ψ2

2 + εψ̄2
1)E3,

∇̄∂z̄E2 = ψ̄1ψ2∇̄E1E2 +
1

2
(ψ2

2 − εψ̄2
1)∇̄E2E2 −

i

2
(ψ2

2 + εψ̄2
1)∇̄E3E2

=
ετ

2
(ψ2

2 − εψ̄2
1)E1,

∇̄∂z̄E3 = ψ̄1ψ2∇̄E1E3 +
1

2
(ψ2

2 − εψ̄2
1)∇̄E2E3 −

i

2
(ψ2

2 + εψ̄2
1)∇̄E3E3

= −iετ
2

(ψ2
2 + εψ̄2

1)E1.

Portanto, das relações acima, deduzimos que

ψ1ψ̄2∇̄∂z̄E1 +
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)∇̄∂z̄E2 +

i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)∇̄∂z̄E3

= ψ1ψ̄2

{
−τ

2
(ψ2

2 − εψ̄2
1)E2 +

iτ

2
(ψ2

2 + εψ̄2
1)E3

}
+

1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)
ετ

2
(ψ2

2 − εψ̄2
1)E1 −

i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)
iετ

2
(ψ2

2 + εψ̄2
1)E1

=
ετ

4

{
(|ψ2|4 − εψ̄2

1ψ̄
2
2 − εψ2

1ψ
2
2 + |ψ1|4) + (|ψ2|4 + εψ̄2

1ψ̄
2
2 + εψ2

1ψ
2
2 + |ψ1|4)

}
E1

− τ

2
(|ψ2|2ψ1ψ2 − ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2)E2 +

iτ

2
(|ψ2|2ψ1ψ2 + ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2)E3

=
ετ

2
(|ψ2|4 + |ψ1|4)E1 −

τ

2
(|ψ2|2ψ1ψ2 − ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2)E2

+
iτ

2
(|ψ2|2ψ1ψ2 + ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2)E3.

Deste modo, usando esta relação juntamente com (2.34), (2.35) e (2.36), obtemos

∇̄∂z̄Xz = − ε
2

{
H(|ψ2|4 − |ψ1|4) + τ(|ψ2|4 + |ψ1|4)

}
E1

+
{
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)Re(ψ1ψ2) +

τ

2
(|ψ2|2ψ1ψ2 − ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2)

}
E2

+

{
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)Im(ψ1ψ2)−

i

2
τ(|ψ2|2ψ1ψ2 + ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2)

}
E3

+
ετ

2
(|ψ2|4 + |ψ1|4)E1 −

τ

2
(|ψ2|2ψ1ψ2 − ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2)E2

+
iτ

2
(|ψ2|2ψ1ψ2 + ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2)E3,

o que nos leva a concluir que

∇̄∂z̄Xz = H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)
{

1

2
(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)E1 +Re(ψ1ψ2)E2 + Im(ψ1ψ2)E3

}
=

1

2
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)2N

=
1

2
He2ωN.



Caṕıtulo 2. Superf́ıcies no Espaço Hiperbólico e no Espaço de Sitter 37

Portanto, X tem curvatura média H, o que completa a prova do teorema. �

2.2.1 Equações Adicionais

Determinemos um sistema de equações diferenciais de primeira ordem satisfeitas pelas

funções ψ1 e ψ2. A primeira destas equações é obtida derivando em relação a z a expressão

da métrica em termos de ψ1 e ψ2, dada na equação (2.25) e utilizando (2.28) junto com

(2.31) e (2.32). Temos

eωωz = ψ2∂zψ̄2 + ψ̄2∂zψ2 + εψ1∂zψ̄1 + εψ̄1∂zψ1

= ψ2∂zψ̄2 − Uψ1ψ̄2 + εV̄ ψ1ψ̄2 + εψ̄1∂zψ1

= ψ2∂zψ̄2 + εψ̄1∂zψ1 + (εV̄ − U)ψ1ψ̄2

= ψ2∂zψ̄2 + εψ̄1∂zψ1 −
τ

2
(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)ψ1ψ̄2.

Desta equação, obtemos

εψ̄1∂zψ1 + ψ2∂zψ̄2 = eω(ωz +
τ

2
ψ1ψ̄2). (2.38)

A segunda das equações é obtida ao expressar-se em termos de ψ1 e ψ2 a função compo-

nente da diferencial de Hopf. Tal função foi escrita em (1.49) como a soma de dois termos.

Para o primeiro somando, temos, usando as definições das funções Zi em termos das ψi

dadas em (2.23) e a expressão do vetor N dada em (2.26),

3∑
i=1

∂z(Z
i)〈Ei, N〉

= (ψ1∂zψ̄2 + ψ̄2∂zψ1)e
−ω(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)ε

+ (ψ̄2∂zψ̄2 − εψ1∂zψ1)e
−ω(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)

+ i(ψ̄2∂zψ̄2 + εψ1∂zψ1)[−ie−ω(ψ1ψ2 − ψ̄1ψ̄2)]

= e−ω{[εψ1(|ψ1|2 − ε|ψ2|2) + ψ̄2(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2) + ψ̄2(ψ1ψ2 − ψ̄1ψ̄2)]∂zψ̄2

+ [εψ̄2(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)− εψ1(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2) + εψ1(ψ1ψ2 − ψ̄1ψ̄2)]∂zψ1)}

= e−ω{[ψ1(ε|ψ1|2 − |ψ2|2) + ψ1|ψ2|2 + ψ̄1ψ̄
2
2 + ψ1|ψ2|2 − ψ̄1ψ̄

2
2]∂zψ̄2

+ ε[ψ̄2(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)− ψ2
1ψ2 − |ψ1|2ψ̄2 + ψ2

1ψ2 − |ψ1|2ψ̄2]∂zψ1)}

= e−ω{[ψ1(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)]∂zψ̄2 − [ψ̄2(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)]∂zψ1)}

= ψ1∂zψ̄2 − ψ̄2∂zψ1.
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Portanto
3∑
i=1

∂z(Z
i)〈Ei, N〉 = ψ1∂zψ̄2 − ψ̄2∂zψ1. (2.39)

Quanto ao segundo somando de (1.49), usando os śımbolos de Christoffel dos campos Ei

dados na equação (2.8) juntamente com a expressão do vetor normal dada em (2.26),

obtemos

3∑
i,j,k=1

ZiZjΓkji〈Ek, N〉

= ετ{[1
2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)]

2 + [
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)]

2}e−ω(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)ε

− τ 1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)ψ1ψ̄2e

−ω(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)− τ
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)ψ1ψ̄2[−ie−ω(ψ1ψ2 − ψ̄1ψ̄2)]

= τe−ω(−εψ2
1ψ̄

2
2)(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)

− τ

2
e−ωψ1ψ̄2(ψ̄

2
2 − εψ2

1)(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)−
τ

2
e−ωψ1ψ̄2(ψ̄

2
2 + εψ2

1)(ψ1ψ2 − ψ̄1ψ̄2)

= −ετe−ωψ2
1ψ̄

2
2(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)

− τ

2
e−ωψ1ψ̄2(ψ1ψ̄2|ψ2|2 + ψ̄1ψ̄

3
2 − εψ3

1ψ2 − εψ1ψ̄2|ψ1|2)

− τ

2
e−ωψ1ψ̄2(ψ1ψ̄2|ψ2|2 − ψ̄1ψ̄

3
2 + εψ3

1ψ2 − εψ1ψ̄2|ψ1|2)

= −τe−ωψ2
1ψ̄

2
2(ε|ψ1|2 − |ψ2|2)− τe−ω[ψ1ψ̄2]

2(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)

= 0.

Logo
3∑

i,j,k=1

ZiZjΓkji〈Ek, N〉 = 0. (2.40)

Segue de (1.49), (2.39) e (2.40) que

−ψ̄2∂zψ1 + ψ1∂zψ̄2 =
q

2
. (2.41)

As equações (2.38) e (2.41) constituem um sistema de equações diferenciais para as funções

ψ1 e ψ2 que pode ser escrito matricialmente como, εψ̄1 ψ2

−ψ̄2 ψ1

 ∂zψ1

∂zψ̄2

 =

 eω{ωz + τ
2
ψ1ψ̄2}

q
2

 . (2.42)

A partir dele, determinamos

∂zψ1 = ωzψ1 −
q

2
e−ωψ2 +

τ

2
ψ2

1ψ̄2, (2.43)

∂zψ̄2 = ωzψ̄2 + ε
q

2
e−ωψ̄1 +

τ

2
ψ1ψ̄

2
2. (2.44)
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Reunindo as equações acima à equação de Dirac, obtemos

∂zψ1 = ωzψ1 − q
2
e−ωψ2 + τ

2
ψ2

1ψ̄2,

∂zψ2 = −1
2
{ετ |ψ1|2 −H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}ψ1,

∂z̄ψ1 = − ε
2
{τ |ψ2|2 +H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}ψ2,

∂z̄ψ2 = ωz̄ψ2 + ε q̄
2
e−ωψ1 + τ

2
ψ̄1ψ

2
2.

2.3 A Aplicação de Gauss

Nesta seção, nos ocupamos em estabelecer condições de compatibilidade para a equação

de Dirac, no caso em que a curvatura média da imersão é constante.

Com este propósito, estudamos a aplicação de Gauss de uma dada imersão isométrica

X : Σ → H3(−ετ 2). Consideramos a esfera unitária

S2
1 = {(a, b, c) ∈ TeH3(−τ 2) : a2 + b2 + c2 = 1},

e a parte superior, em relação à primeira coordenada, do hiperbolóide −a2 +b2 +c2 = −1,

isto é,

S2
−1 = {(a, b, c) ∈ TeH3(τ 2) : −a2 + b2 + c2 = −1, a > 0},

onde identificamos o vetor aê1 + bê2 + cê3 ∈ TeH3(−ετ 2) à terna (a, b, c). A projeção

estereográfica, na esfera unitária, com respeito ao ponto N1 = (1, 0, 0), é dada por

π1 : S2
1 → C̄, π1(a, b, c) =

b

1− a
+ i

c

1− a
, π1(N1) = ∞

e tem inversa

π−1
1 : C̄ → S2, π−1

1 (w) =
1

1 + |w|2
(|w|2 − 1, 2Re(w), 2Im(w)), π−1

1 (∞) = N1.

Analogamente, a projeção estereográfica, em S2
−1, com respeito ao ponto S1 = (−1, 0, 0),

é dada por

π−1 : S2
−1 → D, π−1(a, b, c) =

b

1 + a
+ i

c

1 + a

e tem inversa

π−1
−1 : D → S2

−1, π
−1
−1(w) =

1

1− |w|2
(1 + |w|2, 2Re(w), 2Im(w)).

onde D = {w ∈ C : |w|2 < 1}. Unificamos os cálculos acima, pondo

πε(a, b, c) =
b

1− εa
+ i

c

1− εa
. (2.45)
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π−1
ε (w) =

1

1 + ε|w|2
(|w|2 − ε, 2Re(w), 2Im(w)). (2.46)

Dada a imersão X : Σ # H3(−ετ 2), definimos no domı́nio do parâmetro conforme z, onde

estão definidas ψ1 e ψ2, as funções

f = ψ̄2
2, g =

ψ1

ψ̄2

(2.47)

Reescrevemos as funções Z1, Z2 e Z3 em termos de f e g como

Z1 = gf, Z2 =
1

2
(1− εg2)f, Z3 =

i

2
(1 + εg2)f.

Com isto, uma verificação imediata permite concluir que

Lema 2.3.1. Dada a imersão isométrica X : Σ # H3(−ετ 2), a métrica e o vetor normal

são expressos, em termos das funções f e g, por

e2ω = |f |2(1 + ε|g|2)2, (eω = |f |(1 + ε|g|2)) (2.48)

N =
1

1 + ε|g|2
{(|g|2 − ε)E1 + 2Re(g)E2 + 2Im(g)E3} (2.49)

Temos, ainda, o seguinte fato

Lema 2.3.2. Dada a imersão isométrica X : Σ # H3(−ετ 2), a aplicação de Gauss

η : Σ → S2
ε ⊂ TeH3(−ετ 2)

satisfaz πε(η) = g. Isto é, composta com uma projeção estereográfica adequada, a aplicação

de Gauss da imersão é g.

Além disso,

Lema 2.3.3. As funções f e g associadas à imersão isométrica X : Σ # H3(−ετ 2)

satisfazem

fz̄ = ḡ|f |2{H(1 + ε|g|2)− ετ |g|2} (2.50)

gz̄ =
ε

2
f̄{τ(|g|4 − 1)−H(1 + ε|g|2)2}. (2.51)

Prova. Usando a definição das funções f e g em termos das funções ψ1 e ψ2 dadas em

(2.3.3), assim como a equação de Dirac (2.28) para os potenciais U e V juntamente com
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suas expressões dadas em (2.31) e (2.32), temos, para a derivada de f em relação a z̄,

fz̄ = 2ψ̄2∂z̄ψ̄2 = −2ψ̄1ψ̄2Ū

= −ψ̄1ψ̄2{ετ |ψ1|2 −H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}

= −ḡ|f |{ετ |g|2|f | −H(|f |+ ε|g|2|f |)}

= −ḡ|f |2{ετ |g|2 −H(1 + ε|g|2)}

= ḡ|f |2{H(1 + ε|g|2)− ετ |g|2}

e, para a derivada de g em relação z̄, calculamos

gz̄ =
1

ψ̄2
2

{ψ̄2∂z̄ψ1 − ψ1∂z̄ψ̄2} =
1

ψ̄2
2

{ψ̄2V ψ2 − ψ1(−Ū ψ̄1)}

=
1

ψ̄2
2

{|ψ2|2V + |ψ1|2Ū}

= −|ψ2|2

ψ̄2
2

ε

2
{τ |ψ2|2 +H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}

+
|ψ1|2

ψ̄2
2

1

2
{ετ |ψ1|2 −H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}

=
1

2ψ̄2
2

{ετ(|ψ1|4 − |ψ2|4)−H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)(ε|ψ2|2 + |ψ1|2)}

=
ε

2ψ̄2
2

{τ(|ψ1|4 − |ψ2|4)−H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)2}

=
ε

2f
{τ(|g|4|f |2 − |f |2)−H(|f |+ ε|g|2|f |)2}

=
ε

2
f̄{τ(|g|4 − 1)−H(1 + ε|g|2)2}.

�

A partir destas fórmulas, obtemos o seguinte resultado.

Lema 2.3.4. Se a imersão isométrica X : Σ # H3(−ετ 2) é mı́nima, então

fz̄ = −ετ ḡ|f |2|g|2, (2.52)

gz̄ =
ετ

2
f̄(|g|4 − 1). (2.53)

Além disso,

gzz̄ +
2

1− |g|4
|g|2ḡgz̄gz = 0. (2.54)

Prova. As duas primeiras equações acima são consequências imediatas do lema anterior.

Com respeito à terceira, usamos o fato de que (2.53) acarreta que

1

|g|4 − 1
gz̄ =

ετ

2
f̄ ∈ C∞.
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Assim,

gzz̄ =
ετ

2
f̄z(|g|4 − 1) +

ετ

2
f̄2|g|2(gḡz + ḡgz)

=
ετ

2
[−ετg|f |2|g|2](|g|4 − 1) + ετ f̄ |g|2g[ετ

2
f(|g|4 − 1)] + ετ f̄ |g|2ḡgz

= −τ
2

2
g|f |2|g|2(|g|4 − 1) +

τ 2

2
|f |2|g|2g(|g|4 − 1) + ετ f̄ |g|2ḡgz

= 2
(ετ

2
f̄
)
|g|2ḡgz

= 2
1

|g|4 − 1
gz̄|g|2ḡgz

= −2
1

|g|4 − 1
|g|2ḡgz̄gz,

o que demonstra a última equação. �

Observamos que o resultado acima, para ε = 1, foi obtido por M. Kokubu (veja Proposição

6.2 em [24]). Observamos também que, quando |g| < 1, a aplicação g é harmônica sobre

o disco D dotado da métrica conforme ds2 = λ2(w)|dw|2 = 1
1−|w|4 |dw|

2. De fato, temos

λw(w) = −1

2
(1− |w|4)−3/2(−2|w|2w̄) =

|w|2w̄
(1− |w|4)3/2

donde,
2

λ(g)
λw(g) =

2|g|2ḡ
1− |g|4

.

Logo, de (2.54), obtemos que g satisfaz

gzz̄ +
2

λ(g)
λw(g)gzgz̄ = 0

equação que, por (1.55), equivale à harmonicidade acima citada.

Uma outra consequência das equações que deduzimos acima é a seguinte.

Lema 2.3.5. Se a imersão isométrica X : Σ # H3(−ετ 2) tem curvatura média constante

igual a τ , então

fz̄ = τ ḡ|f |2, (2.55)

gz̄ = −ετ f̄(1 + ε|g|2). (2.56)

Além disso,

gzz̄ −
εḡ

1 + ε|g|2
gz̄gz = 0. (2.57)
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Prova. As duas primeiras derivadas são consequências de (2.50) e (2.51). A terceira

segue segundo o cálculo

gzz̄ = −ετ f̄z(1 + ε|g|2)− τ f̄(gḡz + ḡgz)

= −ετ [τg|f |2](1 + ε|g|2)− τ f̄g[−ετf(1 + ε|g|2)]− τ f̄ ḡgz

= ε(−ετ f̄)ḡgz

=
εḡ

1 + ε|g|2
gz̄gz.

onde, temos usado o fato de que (2.56) acarreta que

1

1 + ε|g|2
gz̄ = −ετ f̄ ∈ C∞.

�

Uma conseqüência imediata da equação (2.57) é que a aplicação g é harmônica sobre Dε,

onde D1 é o plano complexo e D−1 e o disco unitário, munido da métrica conforme

ds2
ε = λ2

ε(w)|dw|2 =
1

1 + ε|w|2
|dw|2.

De fato, temos

2

λε(g)
(λε)w (g) = 2(1 + ε|g|2)1/2

(
−1

2
(1 + ε|g|2)−3/2εḡ

)
= − εḡ

1 + ε|g|2
.

Segue de (2.57) que g satisfaz,

gzz̄ +
2

λε(g)
(λε)w (g)gzgz̄ = 0,

que vem a ser, por (1.55), a equação de uma aplicação harmônica definida em Σ com

imagem em Dε munido da métrica conforme ds2
ε = λ2

ε(w)|dw|2. Observamos que

Observação 4. A superf́ıcie Dε munida da métrica conforme

ds2
ε = λ2

ε(w)|dw|2 =
1

1 + ε|w|2
|dw|2

tem curvatura Gaussiana K = 2
1+ε|w|2 .

De fato, a curvatura Gaussiana é dada por:

K = −∆ lnλε = − 4

λ2
ε

∂

∂w̄

(
∂

∂w
lnλε

)
= − 4

λ2
ε

∂

∂w̄

(
(λε)w
λε

)
= − 4

λ2
ε

∂

∂w̄

(√
1 + ε|w|2 −εw̄

2(1 + ε|w|2)3/2

)
=

2ε

λ2
ε

∂

∂w̄

(
w̄

1 + ε|w|2

)
=

2

λ2
ε

(
(1 + ε|w|2)− εw̄w

(1 + ε|w|2)2

)
=

2

1 + ε|w|2
.
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Além disso, temos

Proposição 2.3.1. A diferencial de Hopf de uma superf́ıcie Σ de curvatura média H = τ

no espaço H3(−ετ 2), é um múltiplo escalar da diferencial de Hopf associada à aplicação

harmônica g : Σ → (Dε, ds
2
ε).

Prova. A diferencial de Hopf da imersão X : Σ # H3(−ετ 2) é, por definição, dada

por q
2
dz2, ao passo que a diferencial de Hopf associada a g é q̃dz2 = λ2

ε(g(z))gzḡzdz
2.

Expressando as funções q̃ e q em termos das funções ψ1 e ψ2, obtemos, a partir de (2.41),

q

2
= ψ1∂zψ̄2 − ψ̄2∂zψ1.

Por outro lado, utilizando (2.56) e a fórmula g = ψ1

ψ̄2
, obtemos

q̃ = λ2
ε(g(z))ḡzgz

=
1

1 + ε|g|2
gz̄gz

=
1

1 + ε|g|2
[−τf(1 + ε|g|2)]gz

= −τfgz

= −τ(ψ̄2∂zψ1 − ψ1∂zψ̄2),

posto que f = ψ̄2
2. Logo, q̃ = τ q

2
. �

A seguir, a exemplo da seção anterior, demonstramos uma representação integral para

superf́ıcies em H3(−ετ), desta vez em termos das funções f e g. Como na seção anterior,

dadas a imersão isométrica X : Σ # H3(−ετ 2) e um parâmetro conforme z = u + iv

de Σ definido em um domı́nio Ω ⊂ Σ, parametrizamos, em termos das coordenadas

(s, x, y) = (x1, x2, x3) de H3(−τ 2), X(z) = (x1(z), x2(z), x3(z)). A expressão local para X

exposta em (2.33) passa a ser, em termos de f e g:

x1(z) = x1(z0) + 2Re
(∫ z

z0
gfdz

)
x2(z) = x2(z0) + 2Re

(∫ z
z0

1
2
(1− εg2)feτx1dz

)
x3(z) = x3(z0) + 2Re

(∫ z
z0

i
2
(1 + εg2)feτx1fdz

) (2.58)

O teorema seguinte diz que, localmente, podemos obter uma superf́ıcie a partir da fórmula

integral acima, desde que f e g satisfaçam certo sistema de equações diferenciais. Seguimos

as mesmas linhas da prova do Teorema 2.2.2. Primeiro, enunciamos o seguinte lema
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Lema 2.3.6. Sejam f, g : Ω ⊂ Σ → C aplicações que verificam (2.50) e (2.51), isto é,

fz̄ = ḡ|f |2{H(1 + ε|g|2)− ετ |g|2} e gz̄ =
ε

2
f̄{τ(|g|4 − 1)−H(1 + ε|g|2)2}.

Então,

∂z̄(gf) =
ε

2
|f |2

{
H(|g|4 − 1)− τ(1 + |g|4)

}
, (2.59)

∂z̄

(
1

2
(1− εg2)f

)
=

1

2
|f |2

{
H(1 + ε|g|2)2Re(g) + τg(1− εḡ2)

}
, (2.60)

∂z̄

(
i

2
(1 + εg2)f

)
=

1

2
|f |2

{
H(1 + ε|g|2)2Im(g)− iτg(1 + εḡ2)

}
. (2.61)

Prova. Temos, para a primeira equação,

∂z̄(gf) = fgz̄ + gfz̄

= f
ε

2
f̄{τ(|g|4 − 1)−H(1 + ε|g|2)2}+ gḡ|f |2{H(1 + ε|g|2)− ετ |g|2}

= |f |2
{ ε

2

[
τ(|g|4 − 1)−H(1 + ε|g|2)2

]
+ |g|2

[
H(1 + ε|g|2)− ετ |g|2

]}
= |f |2

{
H(1 + ε|g|2)

[
− ε

2
(1 + ε|g|2) + |g|2

]
+ ετ

[
1

2
(|g|4 − 1)− |g|4

]}
=

1

2
|f |2

{
H(1 + ε|g|2)(|g|2 − ε)− ετ(1 + |g|4)

}
=

ε

2
|f |2

{
H(|g|4 − 1)− τ(1 + |g|4)

}
.

A dedução da segunda equação efetua-se segundo o cálculo a seguir:

∂z̄

(
1

2
(1− εg2)f

)
=

1

2
(−2εggz̄)f +

1

2
(1− εg2)fz̄

= −εgfgz̄ +
1

2
(1− εg2)fz̄

= −gf 1

2
f̄{τ(|g|4 − 1)−H(1 + ε|g|2)2}+

1

2
(1− εg2)ḡ|f |2{H(1 + ε|g|2)− ετ |g|2}

=
1

2
|f |2

{
−g
[
τ(|g|4 − 1)−H(1 + ε|g|2)2

]
+ ḡ(1− εg2)

[
H(1 + ε|g|2)− ετ |g|2

]}
=

1

2
|f |2

{
H(1 + ε|g|2)

[
g(1 + ε|g|2) + ḡ(1− εg2)

]
− τ

[
g(|g|4 − 1) + ε|g|2(ḡ − εg|g|2)

]}
=

1

2
|f |2

{
H(1 + ε|g|2)(g + ḡ) + τ(g − εḡ|g|2)

}
=

1

2
|f |2

{
H(1 + ε|g|2)2Re(g) + τg(1− εḡ2)

}
.
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Finalmente, demonstra-se a última equação conforme o seguinte procedimento:

∂z̄

(
i

2
(1 + εg2)f

)
=

i

2
(2εggz̄)f +

i

2
(1 + εg2)fz̄

= iεgfgz̄ +
i

2
(1 + εg2)fz̄

= igf
1

2
f̄{τ(|g|4 − 1)−H(1 + ε|g|2)2}+

i

2
(1 + εg2)ḡ|f |2{H(1 + ε|g|2)− ετ |g|2}

=
i

2
|f |2

{
g
[
τ(|g|4 − 1)−H(1 + ε|g|2)2

]
+ ḡ(1 + εg2)

[
H(1 + ε|g|2)− ετ |g|2

]}
=
i

2
|f |2

{
H(1 + ε|g|2)

[
−g(1 + ε|g|2) + ḡ(1 + εg2)

]
+ τ

[
g(|g|4 − 1)− εḡ|g|2(1 + εg2)

]}
=
i

2
|f |2

{
H(1 + ε|g|2)(−g + ḡ) + τ(−g − εḡ|g|2)

}
=

1

2
|f |2

{
H(1 + ε|g|2)2Im(g)− iτg(1 + εḡ2)

}
.

�

Enunciamos, enfim, o teorema de representação de superf́ıcies em H3(−ετ 2) em termos

das funções f e g.

Teorema 2.3.1. Sejam Ω um domı́nio simplesmente conexo de uma superf́ıcie de Rie-

mann Σ, H : Ω → R uma função diferenciável e f e g funções complexas definidas em Ω

com f nunca nula, 1 + ε|g|2 > 0, satisfazendo (2.50) e (2.51), isto é,

fz̄ = ḡ|f |2{H(1 + ε|g|2)− ετ |g|2}, gz̄ =
ε

2
f̄{τ(|g|4 − 1)−H(1 + ε|g|2)2}.

onde H : Ω → R é uma função diferenciável. Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # H3(−ετ 2),

definida por

x1(z) = 2Re
(∫ z

z0
gfdz

)
x2(z) = 2Re

(∫ z
z0

1
2
(1− εg2)feτx1dz

)
x3(z) = 2Re

(∫ z
z0

i
2
(1 + εg2)feτx1dz

)
,

(2.62)

é uma imersão conforme com curvatura média H e aplicação de Gauss g.

Prova. Inicialmente, observamos que, em vista de (2.59), temos ∂z̄ (gf) ∈ R. Logo, do

Lema (2.2.1), conclúımos que x1 está bem definida e satisfaz ∂x1

∂z
= gf. Além disso, em
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virtude de (2.60) e (2.61), obtemos

∂z̄

(
1

2
(1− εg2)feτx1

)
=

1

2
|f |2

{
H(1 + ε|g|2)2Re(g) + τg(1− εḡ2)

}
eτx1 +

1

2
(1− εg2)fτeτx1 ḡf̄

=
1

2
|f |2eτx1

{
H(1 + ε|g|2)2Re(g) + τg(1− εḡ2) + τ ḡ(1− εg2)

}
=

1

2
|f |2eτx1

{
H(1 + ε|g|2)2Re(g) + τ(g − εḡ|g|2 + ḡ − εg|g|2)

}
=

1

2
|f |2eτx1

{
H(1 + ε|g|2)2Re(g) + τ(g + ḡ)(1− ε|g|2)

}
= |f |2eτx1

{
H(1 + ε|g|2) + τ(1− ε|g|2)

}
Re(g) ∈ R

e

∂z̄

(
i

2
(1 + εg2)feτx1

)
=

1

2
|f |2

{
H(1 + ε|g|2)2Im(g)− iτg(1 + εḡ2)

}
eτx1 +

i

2
(1 + εg2)fτeτx1 ḡf̄

=
1

2
|f |2eτx1

{
H(1 + ε|g|2)2Im(g)− iτg(1 + εḡ2) + iτ ḡ(1 + εg2)

}
=

1

2
|f |2eτx1

{
H(1 + ε|g|2)2Im(g) + iτ

[
−g(1 + εḡ2) + ḡ(1 + εg2)

]}
=

1

2
|f |2eτx1

{
H(1 + ε|g|2)2Im(g) + iτ(−g − εḡ|g|2 + ḡ + εg|g|2)

}
=

1

2
|f |2eτx1

{
H(1 + ε|g|2)2Im(g) + iτ(−g + ḡ)(1− ε|g|2)

}
= |f |2eτx1

{
H(1 + ε|g|2) + τ(1− ε|g|2)

}
Im(g) ∈ R.

Portanto, novamente pelo Lema 2.2.1, as funções x2 e x3 estão bem definidas e satisfazem

∂z(x2) =
1

2
(1− εg2)feτx1 , ∂z(x3) =

i

2
(1 + εg2)feτx1 .

Alem disso,

Xz = ∂z(x1)∂x1 + ∂z(x2)∂x2 + ∂z(x3)∂x3

= gf∂x1 +
1

2
(1− εg2)feτx1∂x2 +

i

2
(1 + εg2)feτx1∂x3

= gfE1 +
1

2
(1− εg2)fE2 +

i

2
(1 + εg2)fE3,

donde,

〈Xz, Xz〉 = 0 e 〈Xz, Xz̄〉 =
1

2
|f |2(1 + ε|g|2)2 (=

1

2
e2ω).

Potanto, como f é nunca nula e 1 + ε|g|2 > 0, a aplicação X é uma imersão conforme.

Além disso, a expressão do vetor normal ao longo de X é

N =
1

1 + ε|g|2
{
(|g|2 − ε)E1 + 2Re(g)E2 + 2Im(g)E3

}
.



Caṕıtulo 2. Superf́ıcies no Espaço Hiperbólico e no Espaço de Sitter 48

Assim, pelos dois primeiros lemas desta seção, a aplicação g é a projeção estereográfica

da aplicação de Gauss de X. Finalmente, mostramos que X tem curvatura média H. De

fato, a derivada covariante de Xz em relação a Xz̄ é

∇̄∂z̄Xz = ∂z̄(gf)E1 +
1

2
∂z̄((1− εg2)f)E2 +

i

2
∂z̄((1 + εg2)f)E3

+ gf∇̄∂z̄E1 +
1

2
(1− εg2)f∇̄∂z̄E2 +

i

2
(1 + εg2)f∇̄∂z̄E3.

Deste modo, usando (2.7), obtemos

∇̄∂z̄E1 = ḡf̄∇̄E1E1 +
1

2
(1− εḡ2)f̄∇̄E2E1 −

i

2
(1 + εḡ2)f̄∇̄E3E1

= −τ
2
(1− εḡ2)f̄E2 +

iτ

2
(1 + εḡ2)f̄E3,

∇̄∂z̄E2 = ḡf̄∇̄E1E2 +
1

2
(1− εḡ2)f̄∇̄E2E2 −

i

2
(1 + εḡ2)f̄∇̄E3E2

=
ετ

2
(1− εḡ2)f̄E1,

∇̄∂z̄E3 = ḡf̄∇̄E1E3 +
1

2
(1− εḡ2)f̄∇̄E2E3 −

i

2
(1 + εḡ2)f̄∇̄E3E3

= −iετ
2

(1 + ḡ2)f̄E1.

Portanto, das relações acima, obtemos

gf∇̄∂z̄E1 +
1

2
(1− εg2)f∇̄∂z̄E2 +

i

2
(1 + εg2)f∇̄∂z̄E3

= gf

{
−τ

2
(1− εḡ2)f̄E2 +

iτ

2
(1 + εḡ2)f̄E3

}
+

1

2
(1− εg2)f

ετ

2
(1− εḡ2)f̄E1 −

i

2
(1 + εg2)f

iετ

2
(1 + εḡ2)f̄E1

=
ετ

4
|f |2

{
(1− εg2)(1− εḡ2) + (1 + εg2)(1 + εḡ2)

}
E1

− τ

2
|f |2g(1− εḡ2)E2 +

iτ

2
|f |2g(1 + εḡ2)E3

=
ετ

2
|f |2(1 + |g|4)E1 −

τ

2
|f |2g(1− εḡ2)E2 +

iτ

2
|f |2g(1 + εḡ2)E3

=
τ

2
|f |2

{
ε(1 + |g|4)E1 − g(1− εḡ2)E2 + ig(1 + εḡ2)E3

}
.

Usando esta relação juntamente com (2.59), (2.60) e (2.61), obtemos

∇̄∂z̄Xz =
ε

2
|f |2

{
H(|g|4 − 1)− τ(1 + |g|4)

}
E1

+
1

2
|f |2

{
H(1 + ε|g|2)2Re(g) + τg(1− εḡ2)

}
E2

+
1

2
|f |2

{
H(1 + ε|g|2)2Im(g)− iτg(1 + εḡ2)

}
E3

+
τ

2
|f |2

{
ε(1 + |g|4)E1 − g(1− εḡ2)E2 + ig(1 + εḡ2)E3

}
.
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O que implica que

∇̄∂z̄Xz =
1

2
H|f |2

{
−ε(1− |g|4)E1 + (1 + ε|g|2)2Re(g)E2 + (1 + ε|g|2)2Im(g)E3

}
=

1

2
H|f |2(1 + ε|g|2)

{
−ε(1− ε|g|2)E1 + 2Re(g)E2 + 2Im(g)E3

}
=

1

2
H|f |2(1 + ε|g|2)

{
(|g|2 − ε)E1 + 2Re(g)E2 + 2Im(g)E3

}
=

1

2
H|f |2(1 + ε|g|2)2N

=
1

2
He2ωN.

Portanto, X tem curvatura média H, o que encerra a prova do teorema. �

Como consequência deste teorema, obtemos um teorema de representação tipo Weierstrass

para superf́ıcies mı́nimas no espaço H3(−ετ 2). Em particular, para o espaço hiperbólico

de curvatura seccional constante −τ 2, H3(−τ 2).

Corolário 2.3.1. Suponha que f e g são funções definidas sobre um domı́nio simples-

mente conexo Ω ⊂ Σ com f nunca nula, 1 + ε|g|2 > 0, satisfazendo (2.52) e (2.53), isto

é,

fz̄ = −ετ ḡ|f |2|g|2, gz̄ =
ετ

2
f̄(|g|4 − 1).

Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # H3(−ετ 2),

definida por

x1(z) = 2Re
(∫ z

z0
gfdz

)
x2(z) = 2Re

(∫ z
z0

1
2
(1− εg2)feτx1dz

)
x3(z) = 2Re

(∫ z
z0

i
2
(1 + εg2)feτx1dz

)
,

(2.63)

é uma imersão conforme mı́nima e com aplicação de Gauss g.

Prova. As relações (2.52) e (2.53) são respectivamente as relações (2.50) e (2.51) com

H = 0. �

Quando |g| < 1, a representação de superf́ıcies mı́nimas no espaço H3(−ετ 2) e, em par-

ticular, no espaço hiperbólico, dada acima, pode ser obtida somente a partir da aplicação

de Gauss g.
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Corolário 2.3.2. Seja g : Ω ⊂ Σ → (D, ds2) uma aplicação harmônica nunca holomorfa

definida sobre um domı́nio simplesmente conexo Ω ⊂ Σ, onde

ds2 = λ2(w)|dw|2 =
1

1− |w|4
|dw|2.

Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω ⊂ C → H3(−ετ 2),

definida por

x1(z) = 2Re
(∫ z

z0

2ε
τ(|g|4−1)

ḡzgdz
)

x2(z) = 2Re
(∫ z

z0
(1− εg2) ε

τ(|g|4−1)
ḡze

τx1dz
)

x3(z) = 2Re
(∫ z

z0
(1 + εg2) iε

τ(|g|4−1)
ḡze

τx1dz
)
,

(2.64)

é uma imersão mı́nima conforme e tem aplicação de Gauss g.

Prova. Note que, como |g| < 1, a função

f :=
2ε

τ(|g|4 − 1)
ḡz,

está bem definida. Tal função é livre de zeros, visto que g é nunca holomorfa. Além disso,

deduzimos que a derivada de g em relação a z̄ satisfaz (2.53), isto é,

gz̄ =
ετ

2
f̄(|g|4 − 1).

Por outro lado, pela harmonicidade de g, obtemos que a derivada de f em relação a z̄ é

fz̄ =
2ε

τ(|g|4 − 1)2

{
ḡzz̄(|g|4 − 1)− ḡz2|g|2(gḡz̄ + ḡgz̄)

}
=

2ε

τ(|g|4 − 1)2

{
gz̄z(|g|4 − 1)− 2|g|2gḡzḡz̄ − 2|g|2ḡ|gz̄|2

}
=

2ε

τ(|g|4 − 1)2

{
2|g|2gḡzḡz̄ − 2|g|2gḡzḡz̄ − 2|g|2ḡ

(
τ 2

4
|f |2(|g|4 − 1)2

)}
= −ετ ḡ|f |2|g|2,

isto é, é valida a equação (2.52). Além disso, pela definição de f , a expressão de X dada

em (2.64) torna-se (2.63). Assim, pelo corolário anterior, conclúımos a prova deste resul-

tado. �

Demonstramos, também, um teorema de representação para superf́ıcies de curvatura

média τ no espaço H3(−ετ 2).
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Corolário 2.3.3. Suponha que f e g são funções definidas sobre um domı́nio simples-

mente conexo Ω ⊂ Σ com f nunca nula, 1 + ε|g|2 > 0 e satisfazendo (2.55) e (2.56), isto

é,

fz̄ = τ ḡ|f |2, gz̄ = −ετ f̄(1 + ε|g|2).

Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # H3(−ετ 2),

definida por

x1(z) = 2Re
(∫ z

z0
gfdz

)
x2(z) = 2Re

(∫ z
z0

1
2
(1− εg2)feτx1dz

)
x3(z) = 2Re

(∫ z
z0

i
2
(1 + εg2)feτx1dz

)
,

(2.65)

é uma imersão conforme com curvatura média τ e aplicação de Gauss g.

Prova. As relações (2.55) e (2.56) são respectivamente as relações (2.50) e (2.51) com

H = τ . �

A representação acima pode ser dada somente em termos da aplicação de Gauss.

Corolário 2.3.4. Seja Ω ⊂ Σ um domı́nio simplesmente conexo. Dada uma aplicação

g : Ω → (Dε, ds
2
ε) harmônica nunca holomorfa, onde

ds2
ε =

1

1 + ε|w|2
|dw|2.

Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # H3(−ετ 2),

definida por

x1(z) = −2Re
(∫ z

z0

ε
τ(1+ε|g|2)

gḡzdz
)

x2(z) = −2Re
(∫ z

z0

ε
2τ(1+ε|g|2)

(1− εg2)ḡze
τx1dz

)
x3(z) = −2Re

(∫ z
z0

iε
2τ(1+ε|g|2)

(1 + εg2)ḡze
τx1dz

) (2.66)

é uma imersão conforme de curvatura média constante igual a τ e aplicação de Gauss g.

Prova. Definimos

f = − ε

τ(1 + ε|g|2)
ḡz.
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Logo, como 1 + ε|g|2 > 0, f é bem definida e como g é nunca holomorfa, f não tem zeros.

Pela definição de f , segue que a derivada de g em relação a z̄ satifaz (2.56), isto é,

gz̄ = −ετ f̄(1 + ε|g|2).

Agora mostramos que, pela harmonicidade de g e (2.56), a derivada de f em relação a z̄

satisfaz (2.55). De fato, pela definição de f , temos

fz̄ = − ε
τ

ḡzz̄(1 + ε|g|2)− εḡz(gḡz̄ + ḡgz̄)

(1 + ε|g|2)2

= − ε

τ(1 + ε|g|2)2
{gz̄z(1 + ε|g|2)− εgḡzḡz̄ − εḡ|gz̄|2}

= − ε

τ(1 + ε|g|2)2
{εgḡzḡz − εgḡzḡz̄ − εḡτ 2|f |2(1 + ε|g|2)2}

= τ ḡ|f |2.

Finalmente, substituindo a expressão de f em (2.66), asseguramos que a aplicação X é

dada em termos de f e g como em (2.65). Portanto, o resultado segue do corolário ante-

rior. �

Por último, observamos que os corolários (2.3.1) e (2.3.3) tem obviamente versões em

termos das funções ψ1 e ψ2 que não os enunciaremos aqui.

2.4 Casos Particulares

Como observamos na primeira seção deste caṕıtulo, quando τ = 0, (Gτ , g1,τ ) é o espaço

Euclideano e (Gτ , g−1,τ ) é o espaço Lorentziano. Portanto, como conseqüência deste

caṕıtulo obtemos, para uma imersão de uma superf́ıcie de Riemann Σ no espaço Euclid-

eano ou Lorentziano de dimensão 3, resultados similares aos apresentados acima para

H3(−ετ 2), tomando τ = 0 e ε = 1 ou ε = −1.

2.4.1 Caso Euclideano

A seguir, apresentamos alguns resultamos para imersões de uma superf́ıcie de Riemann

no espaço Euclideano, obtidos como conseqüência deste caṕıtulo. Assim por exemplo, da

Proposição (2.2.1), temos

Proposição 2.4.1. Seja X : Σ # R3 uma imersão isométrica de uma superf́ıcie de

Riemann Σ no espaço Euclideano de dimensão 3, então o campo espinorial ψ = (ψ1 ψ2)
T
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definido pelas equações (2.12) e (2.23) satisfaz a equação de Dirac Dψ = 0, onde

D =

 0 ∂z

−∂z̄ 0

+

 U 0

0 V

 ,

U = V = −1

2
H(|ψ2|2 + |ψ1|2).

Pelo lema (2.3.3), temos

Lema 2.4.1. Seja X : Σ # R3 uma imersão de curvatura média H. Sobre um domı́nio

de um parâmetro conforme da superf́ıcie de Riemann Σ, onde estão definidas as funções

f e g, temos

fz̄ = Hḡ|f |2(1 + |g|2), (2.67)

gz̄ = −H
2
f̄(1 + |g|2)2. (2.68)

Além disso,

gzz̄ = −Hz

2
f̄(1 + |g|2)2 + 2

ḡ

1 + |g|2
gz̄gz. (2.69)

Prova. As equações (2.67) e (2.67) são, respectivamente, as equações (2.50) e (2.50) com

τ = 0 e ε = 1. Para (2.69), temos

gzz̄ = −Hz

2
f̄(1 + |g|2)2 − H

2
f̄z(1 + |g|2)2 − H

2
f̄2(1 + |g|2)(gḡz + ḡgz)

= −Hz

2
f̄(1 + |g|2)2 − H

2
[Hg|f |2(1 + |g|2)](1 + |g|2)2

− Hf̄(1 + |g|2)g{−H
2
f(1 + |g|2)2} −Hf̄(1 + |g|2)ḡgz

= −Hz

2
f̄(1 + |g|2)2 − H2

2
g|f |2(1 + |g|2)3

+
H2

2
|f |2(1 + |g|2)3g − H

2
f̄(1 + |g|2)2 2ḡ

1 + |g|2
gz

= −Hz

2
f̄(1 + |g|2)2 + 2

ḡ

1 + |g|2
gz̄gz.

�

Observe que, por (2.68), quando H é nunca nula, temos

f̄ = − 2

H(1 + |g|2)2
gz̄.

Logo, (2.69) pode ser reescrita como

H

{
gzz̄ − 2

ḡ

1 + |g|2
gz̄gz

}
= Hzgz̄. (2.70)

A fórmula acima é a fórmula (4.1) em [23]. Uma conseqüência do lema anterior é
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Corolário 2.4.1. Seja X : Σ # R3 uma imersão. Então, se X é mı́nima, f e g são

holomorfas; e, se X tem curvatura média constante, então a aplicação de Gauss g é

harmônica sobre o plano C dotado da métrica

ds2 = λ2(w)|dw|2 =
1

(1 + |w|2)2
|dw|2.

Prova. De fato, se a curatura média da imersão é constante, então a equação (2.69)

torna-se

gzz̄ − 2
ḡ

1 + |g|2
gz̄gz = 0. (2.71)

De modo que, se λ(w) = 1
1+|w|2 , então λw(w) = − w̄

(1+|w|2)2
. Logo,

2

λ(g)
λw(g) = 2(1 + |g|2)

(
− ḡ

(1 + |g|2)2

)
= −2

ḡ

(1 + |g|2)2
.

Portanto, a equação (2.71) escreve-se como

gzz̄ +
2

λ(g)
λw(g)gz̄gz = 0.

Isto expressa, por (1.55), a harmonicidade de g. �

Outra conseqüência deste caṕıtulo é a representação integral para superf́ıcies no espaço

euclideano. Do Teorema (2.3.1), obtemos

Teorema 2.4.1. Sejam Ω um domı́nio simplesmente conexo de uma superf́ıcie de Rie-

mann Σ, H : Ω → R uma função diferenciável e f e g funções complexas definidas em Ω

com f nunca nula, satisfazendo (2.67) e (2.68), isto é,

fz̄ = Hḡ|f |2(1 + |g|2), gz̄ =
H

2
f̄(1 + |g|2)2.

Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # R3,

definida por

x1(z) = 2Re
(∫ z

z0
gfdz

)
x2(z) = 2Re

(∫ z
z0

1
2
(1− g2)fdz

)
x3(z) = 2Re

(∫ z
z0

i
2
(1 + g2)fdz

)
,

(2.72)

é uma imersão conforme com curvatura média H e aplicação de Gauss g.
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Prova. As relações (2.67) e (2.68) são, respectivamente, as relações (2.50) e (2.51) com

τ = 0 e ε = 1. Assim, a definição de X dada em (2.72) corresponde àquela dada em (2.62)

com τ = 0 e ε = 1. �

A representação de uma superf́ıcie no espaço euclideano, pode ser dada somente a partir

de sua aplicação de Gauss g, desde que g verifique certa equação diferencial. Isto é, (veja

Teorema 4 em [23])

Corolário 2.4.2. Seja Ω ⊂ Σ um dominio simplesmente conexo. Seja H : Ω → R uma

função de classe C1 e nunca nula. Suponha que a aplicação g definida sobre Ω é nunca

holomorfa e satifaz a equação diferencial (2.70) i.e.,

Hgzz̄ −Hzgz̄ = 2H
ḡ

1 + |g|2
gz̄gz.

Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # R3,

definida por

x1(z) = −2Re
(∫ z

z0

2
H(1+|g|2)2

gḡzdz
)

x2(z) = −2Re
(∫ z

z0
(1− g2) 1

H(1+|g|2)2
ḡzdz

)
x3(z) = −2Re

(∫ z
z0

(1 + g2) i
H(1+|g|2)2

ḡzdz
)
,

(2.73)

é uma imersão conforme com curvatura média H e aplicação de Gauss g.

Prova. Defina

f := − 2

H(1 + |g|2)2
ḡz.

Logo, como ḡz e H são nunca nulas, f é nunca nula. Além disso, pela definição de f ,

segue que a derivada de g em relação a z̄ satisfaz (2.68) i.e., gz̄ = H
2
f̄(1 + |g|2)2. Agora,
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por (2.68) e (2.70), para a derivada de f em relação a z̄, temos

fz̄ = − 2

H2(1 + |g|2)4
{ḡzz̄H(1 + |g|2)2 − ḡzHz̄(1 + |g|2)2

− 2Hḡz(1 + |g|2)(gḡz + ḡgz̄)}

= − 2

H2(1 + |g|2)3

{
(1 + |g|2) [gz̄zH − ḡzHz̄]− 2Hḡz(gḡz + ḡgz̄)

}
= − 2

H2(1 + |g|2)3
{2Hgḡzḡz̄ − 2Hḡz(gḡz + ḡgz̄)}

=
4

H(1 + |g|2)3
ḡ|gz|2

=
4

H(1 + |g|2)3
ḡ

(
H2

4
|f |2(1 + |g|2)4

)
= Hḡ|f |2(1 + |g|2),

isto é, obtemos a equação (2.67). Além disso, pela definição de f , a definição de X dada

em (2.73), torna-se (2.72). Portanto, este resultado segue do teorema anterior. �

Também podemos obter, salvo uma mudança de coordenadas, a representação de Weier-

strass para superf́ıcies mı́nimas no espaço Euclideano

Corolário 2.4.3. (Representação de Weiertrass) Suponha que f e g são funções

holomorfas definidas sobre um domı́nio simplesmente conexo Ω ⊂ Σ com f nunca nula.

Então a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # R3,

definida por

x1(z) = 2Re
(∫ z

z0
gfdz

)
x2(z) = 2Re

(∫ z
z0

1
2
(1− g2)fdz

)
x3(z) = 2Re

(∫ z
z0

i
2
(1 + g2)fdz

)
,

(2.74)

é uma imersão conforme mı́nima com aplicação de Gauss g.

2.4.2 Caso Lorentziano

Como observamos na primeira seção deste caṕıtulo, quando τ = 0, (Gτ , g−1,τ ) é o espaço

de Lorentz L3. Mencionamos aqui os resultados mais importantes que podemos obter

para uma imersão

X : Σ → L3
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de uma superf́ıcie de Riemann Σ no espaço de Lorentz de dimensão 3, obtidos dos cálculos

acima efetuados para H3(−ετ 2), tomando τ = 0 e ε = −1. Assim, por exemplo, da

Proposição (2.2.1), temos

Proposição 2.4.2. Seja X : Σ # L3 uma imersão isométrica de uma superf́ıcie de

Riemann Σ no espaço de Lorentz de dimensão 3, então o campo espinorial ψ = (ψ1 ψ2)
T

definido pelas equações (2.12) e (2.23) satisfaz a equação de Dirac Dψ = 0, onde

D =

 0 ∂z

−∂z̄ 0

+

 U 0

0 V

 ,

U = −V = −1

2
H(|ψ2|2 − |ψ1|2).

Pelo Lema (2.3.3), temos

Lema 2.4.2. Seja X : Σ # L3 uma imersão de curvatura média H. Sobre um domı́nio

de um parâmetro conforme da superf́ıcie de Riemann Σ, onde estão definidas as funções

f e g, temos

fz̄ = Hḡ|f |2(1− |g|2), (2.75)

gz̄ =
H

2
f̄(1− |g|2)2. (2.76)

Além disso, temos

gzz̄ =
Hz

2
f̄(1− |g|2)2 − 2

ḡ

1− |g|2
gz̄gz. (2.77)

Prova. As equações (2.75) e (2.75) são, respectivamente, as equações (2.50) e (2.50) com

τ = 0 e ε = −1. Para (2.77), temos, pelo fato de que (2.76) fornece

2gz̄
(1− |g|2)2

= Hf̄ ∈ C∞.

Assim,

gzz̄ =
Hz

2
f̄(1− |g|2)2 +

H

2
f̄z(1− |g|2)2 − H

2
f̄2(1− |g|2)(gḡz + ḡgz)

=
Hz

2
f̄(1− |g|2)2 +

H

2
[Hg|f |2(1− |g|2)](1− |g|2)2

− Hf̄(1− |g|2)g{H
2
f(1− |g|2)2} −Hf̄(1− |g|2)ḡgz

=
Hz

2
f̄(1− |g|2)2 +

H2

2
g|f |2(1− |g|2)3

− H2

2
|f |2(1− |g|2)3g − (Hf̄)(1− |g|2)ḡgz

=
Hz

2
f̄(1− |g|2)2 −

(
2gz̄

(1− |g|2)2

)
(1− |g|2)ḡgz

=
Hz

2
f̄(1− |g|2)2 − 2

ḡ

1− |g|2
gz̄gz.
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�

Uma conseqüência do lema acima é,

Corolário 2.4.4. Seja X : Σ # L3 uma imersão. Então, se X é mı́nima, f e g são

holomorfas; e, se X tem curvatura média constante, então a aplicação de Gauss g é

harmônica sobre o disco D equipado com a métrica

ds2 = λ2(w)|dw|2 =
1

(1− |w|2)2
|dw|2.

Prova. De fato, se a curatura média da imersão é constante, então a equação (2.77)

torna-se

gzz̄ + 2
ḡ

1− |g|2
gz̄gz = 0. (2.78)

De modo que, se λ(w) = 1
1−|w|2 , então λw(w) = w̄

(1−|w|2)2
. Logo,

2

λ(g)
λw(g) = 2(1− |g|2)

(
ḡ

(1− |g|2)2

)
= 2

ḡ

(1− |g|2)2
.

Portanto, a equação (2.78) escreve-se como

gzz̄ +
2

λ(g)
λw(g)gz̄gz = 0.

Isto expressa, por (1.55), a harmonicidade de g. �

Outra conseqüência de nossos cálculos é a representação integral para superf́ıcies no espaço

de Lorentz. Do Teorema (2.3.1), obtemos

Teorema 2.4.2. Sejam Ω um domı́nio simplesmente conexo de uma superf́ıcie de Rie-

mann Σ, H : Ω → R uma função diferenciável e f e g funções complexas definidas em Ω

com f nunca nula e |g| < 1, satisfazendo (2.75) e (2.76), isto é,

fz̄ = Hḡ|f |2(1− |g|2), gz̄ =
H

2
f̄(1− |g|2)2.

Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # L3,

definida por

x1(z) = 2Re
(∫ z

z0
gfdz

)
x2(z) = 2Re

(∫ z
z0

1
2
(1 + g2)fdz

)
x3(z) = 2Re

(∫ z
z0

i
2
(1− g2)fdz

)
,

(2.79)

é uma imersão conforme com curvatura média H e aplicação de Gauss g.
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Prova. As relações (2.75) e (2.76) são, respectivamente, as relações (2.50) e (2.51) com

τ = 0 e ε = −1. Assim, a definição de X dada em (2.79) corresponde àquela dada em

(2.62) com τ = 0 e ε = −1. �

A representação de uma superf́ıcie no espaço de Lorentz pode ser dada somente a partir

de sua aplicação de Gauss g, desde que g verifique certa equação diferencial. Isto é,

Corolário 2.4.5. Seja Ω ⊂ Σ um domı́nio simplesmente conexo. Seja H : Ω ⊂ Σ → R

uma função de classe C1 e nunca nula. Suponha que a aplicação g : Ω ⊂ Σ → D é nunca

holomorfa e satisfaz a equação diferencial

Hgzz̄ −Hzgz̄ = −2H
ḡ

1− |g|2
gz̄gz. (2.80)

Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # L3,

definida por

x1(z) = −2Re
(∫ z

z0

2
H(1−|g|2)2

ḡzgdz
)

x2(z) = −2Re
(∫ z

z0
(1 + g2) 1

H(1−|g|2)2
ḡzdz

)
x3(z) = −2Re

(∫ z
z0

(1− g2) i
H(1−|g|2)2

ḡzdz
)
,

(2.81)

é uma imersão conforme com curvatura média H e aplicação de Gauss g.

Prova. Defina

f :=
2

H(1− |g|2)2
ḡz.

Observe que, como |g| < 1 e H é nunca nula, f é bém definida. Note também que,

como g é nunca holomorfa, f não se anula. Além disso, pela definição de f , segue que a

derivada de g em relação a z̄ satisfaz (2.76) i.e., gz̄ = H
2
f̄(1−|g|2)2 e que a equação (2.77)

é equivalente a (2.80). Agora, por (2.76) e (2.80), temos, para a derivada de f em relação
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a z̄,

fz̄ =
2

H2(1− |g|2)4
{ḡzz̄H(1− |g|2)2 − ḡzHz̄(1− |g|2)2

+ 2Hḡz(1− |g|2)(gḡz + ḡgz̄)}

=
2

H2(1− |g|2)3

{
(1− |g|2) [gz̄zH − ḡzHz̄] + 2Hḡz(gḡz + ḡgz̄)

}
=

2

H2(1− |g|2)3
{−2Hgḡzḡz̄ + 2Hḡz(gḡz + ḡgz̄)}

=
4

H(1− |g|2)3
ḡ|gz|2

=
4

H(1− |g|2)3
ḡ

(
H2

4
|f |2(1− |g|2)4

)
= Hḡ|f |2(1− |g|2),

isto é, reobtemos (2.75). Além disso, pela definição de f , a definição de X dada em (2.81),

torna-se (2.79). Portanto, este resultado segue do teorema anterior. �

Também podemos obter, uma representação do tipo Weierstrass para superf́ıcies mı́nimas

no espaço lorentziano

Corolário 2.4.6. (Representação de Weiertrass no Espaço de Lorentz) Suponha

que f e g são funções holomorfas definidas sobre um dominio simplesmente conexo Ω ⊂ Σ

com f nunca nula e |g| < 1. Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # L3,

definida por

x1(z) = 2Re
(∫ z

z0
gfdz

)
x2(z) = 2Re

(∫ z
z0

1
2
(1 + g2)fdz

)
x3(z) = 2Re

(∫ z
z0

i
2
(1− g2)fdz

)
,

(2.82)

é uma imersão conforme mı́nima com aplicação de Gauss g.
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Superf́ıcies no Espaço de Heisenberg

3.1 O Espaço de Heisenberg

Nesta seção, apresentamos algumas noções básicas sobre o espaço de Heisenberg, definido

como o grupo de Lie tridimensional, nilpotente a dois passos, representado em GL3(R)

por matrizes da forma 
1 r t

0 1 s

0 0 1


onde r, s, t ∈ R. A seguir, consideramos uma famı́lia de grupos de Heisenberg dependendo

de um parâmetro τ > 0. Detonamos, inicialmente, esta famı́lia por

H3(τ) =




1
√

2τ x1 x3 + τ x1x2

0 1
√

2τ x2

0 0 1

 : (x1, x2, x3) ∈ R3

 .

O elemento unidade deste grupo é a matriz identidade de ordem 3, que denotamos por e.

É fácil ver que o espaço tangente a H3(τ) na unidade é dado por

TeH3(τ) =




0
√

2τ a c

0 0
√

2τ b

0 0 0

 : (a, b, c) ∈ R3

 .

Note que, fixada

M =


0
√

2τ x1 x3

0 0
√

2τ x2

0 0 0

 ∈ TeH3(τ),

61
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então

A = expM = I +M +
1

2
M2 =


1
√

2τ x1 x3 + τ x1x2

0 1
√

2τ x2

0 0 1

 .

Sendo assim, dizemos que a matriz A ∈ H3(τ) tem coordenadas exponenciais (x1, x2, x3).

Explicitamos a seguir a estrutura de grupo de H3(τ) em termos destas coordenadas. Sejam

M =


0
√

2τ x1 x3

0 0
√

2τ x2

0 0 0

 , N =


0
√

2τ y1 y3

0 0
√

2τ y2

0 0 0


e A = expM , B = expN . Portanto,

A =


1
√

2τ x1 x3 + τ x1x2

0 1
√

2τ x2

0 0 1

 , B =


1
√

2τ y1 y3 + τ y1y2

0 1
√

2τ y2

0 0 1


e

AB =


1
√

2τ(x1 + y1) x3 + y3 + τ(x1y2 − y1x2) + τ(x1 + y1)(x2 + y2)

0 1
√

2τ(x2 + y2)

0 0 1

 .

Por outro lado, temos

AB = expM · expN

= exp
(
M +N +

1

2
[M,N ]

)

= exp


0
√

2τ(x1 + y1) x3 + y3 + τ(x1y2 − y1x2)

0 0
√

2τ(x2 + y2)

0 0 0


Portanto, se as matrizes A e B de H3(τ) são representadas em coordenadas exponenciais

por (x1, x2, x3) e (y1, y2, y3), respectivamente, então o produto AB é representado por

(x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3 + τx1y2 − τy1x2). Logo, usando coordenadas exponencias sobre

o grupo de Heisenberg H3(τ)

(x1, x2, x3)
exp−→


1
√

2τ x1 x3 + τ x1x2

0 1
√

2τ x2

0 0 1

 ,



Caṕıtulo 3. Superf́ıcies no Espaço de Heisenberg 63

a operação do grupo (multiplicação de matrizes) pode ser escrita como

(x1, x2, x3) ∗ (y1, y2, y3) = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3 + τx1y2 − τy1x2) (3.1)

A álgebra de Lie TeH3(τ) é gerada pelos vetores
0 1 0

0 0 0

0 0 0

 ,


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 ,


0 0 1

0 0 0

0 0 0


que, em termos das coordenadas exponencias (x1, x2, x3), são dados respectivamente por

∂x1|e =: ê1, ∂x2|e =: ê2, ∂x3|e =: ê3

Sejam E1, E2 e E3 os campos invariantes à esquerda gerados pelos vetores ê1, ê2 e ê3,

respectivamente, ou seja,

E1|(x1,x2,x3) =
d

dt
(x1, x2, x3) ∗ (t, 0, 0)|t=0

=
d

dt
(x1 + t, x2, t− τtx3)|t=0

= (∂x1 − τx2∂x3)|(x1,x2,x3)

e, de modo análogo,

E2 = ∂x2 + τx1∂x3 , E3 = ∂x3 .

Segue que

∂x1 = E1 + τx2E3, ∂x2 = E2 − τx1E3, ∂x3 = E3.

Definimos uma métrica em H3(τ), invariante à esquerda, que denotamos por 〈·, ·〉, de

modo que os vetores ê1, ê2 e ê3 sejam ortogonais e verifiquem

〈ê1, ê1〉 = 〈ê2, ê2〉 = 1, 〈ê3, ê3〉 = ±1 =: ε.

Esta métrica é representada pela matriz

(gij) = (〈∂xi
, ∂xj

〉) =


1 + τ 2x2

2ε −τ 2x1x2ε τx2ε

−τ 2x1x2ε 1 + τ 2x2
1ε −τx1ε

τx2ε −τx1ε ε

 ,

donde obtemos sua expressão coordenada

ds2
ε = dx2

1 + dx2
2 + ε{τ(x2dx1 − x1dx2) + dx3}2. (3.2)
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Doravante, o grupo de Heisenberg H3(τ), dotado da métrica ds2
ε , será denotado por

H3(ε, τ). A seguir, determinamos os śımbolos de Christoffel correspondentes com respeito

ao referencial {E1, E2, E3}. Inicialmente, calculamos

[ê1, ê2] = (1, 0, 0) ∗ (0, 1, 0)− (0, 1, 0) ∗ (1, 0, 0)

= (1, 1, τ)− (1, 1,−τ) = 2τ(0, 0, 1) = 2τ ê3

e, similarmente, [ê1, ê3] = [ê2, ê3] = 0. Portanto, o referencial ortogonal {E1, E2, E3}

verifica

[E1, E2] = 2τE3, [E1, E3] = [E2, E3] = 0 (3.3)

e

〈Ei, Ej〉 = δij (j 6= 3), 〈E3, E3〉 = ε. (3.4)

Além disso, temos

Lema 3.1.1. O referencial {E1, E2, E3} satisfaz

∇̄E1E1 = 0 ∇̄E2E1 = −τE3 ∇̄E3E1 = −ετE2

∇̄E1E2 = τE3 ∇̄E2E2 = 0 ∇̄E3E2 = ετE1

∇̄E1E3 = −ετE2 ∇̄E2E3 = ετE1 ∇̄E3E3 = 0

(3.5)

Prova. Escrevemos

∇̄E1E1 = Γ1
11E1 + Γ2

11E2 + Γ3
11E3.

Segue de (1.37), que

Γ1
11 = 〈∇̄E1E1, E1〉 =

1

2
〈[E1, E1]− 2(adE1)

∗E1, E1〉 = −〈E1, [E1, E1]〉 = 0

Γ2
11 = 〈∇̄E1E1, E2〉 =

1

2
〈[E1, E1]− 2(adE1)

∗E1, E2〉 = −〈E1, [E1, E2]〉 = 0

ε Γ3
11 = 〈∇̄E1E1, E3〉 =

1

2
〈[E1, E1]− 2(adE1)

∗E1, E3〉 = −〈E1, [E1, E3]〉 = 0.

Portanto, ∇̄E1E1 = 0 e, similarmente, ∇̄E2E2 = ∇̄E3E3 = 0. Escrevemos, desta vez,

∇̄E1E2 = Γ1
12E1 + Γ2

12E2 + Γ3
12E3

e, como acima, obtemos

Γ1
12 = 〈∇̄E1E2, E1〉 =

1

2
〈[E1, E2]− (adE1)

∗E2 − (adE2)
∗E1, E1〉

= −1

2
{〈E2, [E1, E1]〉+ 〈E1, [E2, E1]〉} = 0
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Γ2
12 = 〈∇̄E1E2, E2〉 =

1

2
〈[E1, E2]− (adE1)

∗E2 − (adE2)
∗E1, E2〉

= −1

2
{〈E2, [E1, E2]〉+ 〈E1, [E2, E2]〉} = 0

ε Γ3
12 = 〈∇̄E1E2, E3〉 =

1

2
〈[E1, E2]− (adE1)

∗E2 − (adE2)
∗E1, E3〉

=
1

2
{2τε− 〈E2, [E1, E3]〉 − 〈E1, [E2, E3]〉} = τε.

Logo, ∇̄E1E2 = τE3 e ∇̄E2E1 = [E2, E1] + ∇̄E1E2 = −2τE3 + τE3 = −τE3. Desta forma,

temos

∇̄E1E3 = Γ1
13E1 + Γ2

13E2 + Γ3
13E3,

o que acarreta

Γ1
13 = 〈∇̄E1E3, E1〉 =

1

2
〈[E1, E3]− (adE1)

∗E3 − (adE3)
∗E1, E1〉

= −1

2
{〈E3, [E1, E1]〉+ 〈E1, [E3, E1]〉} = 0

Γ2
13 = 〈∇̄E1E3, E2〉 =

1

2
〈[E1, E3]− (adE1)

∗E3 − (adE3)
∗E1, E2〉

= −1

2
{〈E3, [E1, E2]〉+ 〈E1, [E3, E2]〉} = −τε

ε Γ3
13 = 〈∇̄E1E3, E3〉 =

1

2
〈[E1, E3]− (adE1)

∗E3 − (adE3)
∗E1, E3〉

= −1

2
{〈E3, [E1, E3]〉+ 〈E1, [E3, E3]〉} = 0.

Assim, ∇̄E1E3 = −ετE2 e ∇̄E3E1 = [E3, E1]+∇̄E1E3 = −ετE2. Finalmente, considerando

∇̄E2E3 = Γ1
23E1 + Γ2

23E2 + Γ3
23E3,

encontramos

Γ1
23 = 〈∇̄E2E3, E1〉 =

1

2
〈[E2, E3]− (adE2)

∗E3 − (adE3)
∗E2, E1〉

= −1

2
{〈E3, [E2, E1]〉+ 〈E2, [E3, E1]〉} = ετ

Γ2
23 = 〈∇̄E2E3, E2〉 =

1

2
〈[E2, E3]− (adE2)

∗E3 − (adE3)
∗E2, E2〉

= −1

2
{〈E3, [E2, E2]〉+ 〈E2, [E3, E2]〉} = 0
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ε Γ3
23 = 〈∇̄E2E3, E3〉 =

1

2
〈[E2, E3]− (adE2)

∗E3 − (adE3)
∗E2, E3〉

= −1

2
{〈E3, [E2, E3]〉+ 〈E2, [E3, E3]〉} = 0.

Sendo assim, ∇̄E2E3 = ετE1 e ∇̄E3E2 = [E3, E2] + ∇̄E2E3 = ετE1. �

O lema acima fornece os śımbolos de Christoffel da conexão em H3(ε, τ).

Observação 5. Os śımbolos de Christoffel Γkij da conexão ∇̄ em relação à métrica ds2
ε

de H3(τ), calculados no referencial {E1, E2, E3}, verificam

Γ3
12 = τ = −Γ3

21, Γ2
13 = −ετ = Γ2

31, Γ1
23 = ετ = Γ1

32, outros Γkij = 0. (3.6)

Observamos, ainda, que

Lema 3.1.2. O tensor de curvatura em H3(ε, τ) é determinado, no referencial {E1, E2, E3},

por

R̄(E1, E2)E3 = R̄(E2, E3)E1 = R̄(E3, E1)E2 = 0

R̄(E1, E2)E2 = −3ετ 2E1, R̄(E2, E3)E3 = τ 2E2

R̄(E3, E1)E1 = ετ 2E3.

(3.7)

Prova. Das equações (3.3), (3.4) e (3.5), obtemos:

R̄(E1, E2)E3 = ∇̄E1∇̄E2E3 − ∇̄E2∇̄E1E3 − ∇̄[E1,E2]E3

= ∇̄E1(ετE1)− ∇̄E2(−ετE2)− ∇̄2τE3E3 = 0.

R̄(E2, E3)E1 = ∇̄E2∇̄E3E1 − ∇̄E3∇̄E2E1 − ∇̄[E2,E3]E1

= ∇̄E2(−ετE2)− ∇̄E3(−τE3) = 0.

R̄(E3, E1)E2 = ∇̄E3∇̄E1E2 − ∇̄E1∇̄E3E2 − ∇̄[E3,E1]E2

= ∇̄E3(τE3)− ∇̄E1(ετE1) = 0

R̄(E1, E2)E2 = ∇̄E1∇̄E2E2 − ∇̄E2∇̄E1E2 − ∇̄[E1,E2]E2

= −∇̄E2(τE3)− ∇̄2τE3E2

= −τετE1 − 2τετE1

= −3ετ 2E1.
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R̄(E2, E3)E3 = ∇̄E2∇̄E3E3 − ∇̄E3∇̄E2E3 − ∇̄[E2,E3]E3

= −∇̄E3(ετE1) = −ετ(−ετE2) = τ 2E2.

R̄(E3, E1)E1 = ∇̄E3∇̄E1E1 − ∇̄E1∇̄E3E1 − ∇̄[E3,E1]E1

= −∇̄E1(−ετE2) = εττE3 = ετ 2E3.

�

3.2 A Representação Espinorial

Sejam X : Σ # H3(ε, τ) uma imersão isométrica de uma superf́ıcie de Riemann Σ no

espaço de Heisenberg H3(ε, τ) e z = u + iv um parâmetro conforme em Σ para o qual a

expressão local da métrica em Σ é

ds2
Σ = e2ω|dz|2.

Escrevemos

Xz = Z1E1 + Z2E2 + Z3E3 (3.8)

de modo que, em função de (1.13) e (1.14), obtemos

0 = 〈Xz, Xz〉 = (Z1)2 + (Z2)2 + ε(Z3)2 (3.9)

1

2
e2ω = 〈Xz, Xz̄〉 = |Z1|2 + |Z2|2 + ε|Z3|2 (3.10)

Em virtude de (1.36), o produto exterior é determinado no referencial {E1, E2, E3} por

E1 × E2 = εE3, E2 × E3 = E1, E3 × E1 = E2. (3.11)

Assim, o campo normal ao longo da imersão dado por

N =
Xu ×Xv

|Xu ×Xv|
= e−2ωXu ×Xv,

pode ser escrito como

e2ωN = Xu ×Xv = i(Xz +Xz̄)× (Xz −Xz̄)

= i{
∑
a

(Za + Z̄a)Ea ×
∑
b

(Zb − Z̄b)Eb}

= 2i{(Z̄2Z3 − Z2Z̄3)E1 + (Z1Z̄3 − Z̄1Z3)E2 + ε(Z̄1Z2 − Z1Z̄2)E3},



Caṕıtulo 3. Superf́ıcies no Espaço de Heisenberg 68

ou seja,

N = 2ie−2ω{(Z̄2Z3 − Z2Z̄3)E1 + (Z1Z̄3 − Z̄1Z3)E2 + ε(Z̄1Z2 − Z1Z̄2)E3}. (3.12)

Estabelecemos, agora, as equações que provêm de (1.46) e (1.47). Considerando (1.46) e

(3.6), obtemos as equações

−∂z̄Z1 + ∂zZ̄
1 + (−Z3Z̄2 + Z̄3Z2)ετ + (−Z2Z̄3 + Z̄2Z3)ετ = 0

−∂z̄Z2 + ∂zZ̄
2 + (−Z3Z̄1 + Z̄3Z1)(−ετ) + (−Z1Z̄3 + Z̄1Z3)(−ετ) = 0

−∂z̄Z3 + ∂zZ̄
3 + (−Z2Z̄1 + Z̄2Z1)τ + (−Z1Z̄2 + Z̄1Z2)(−τ) = 0

que se reduzem respectivamente a

−∂z̄Z1 + ∂zZ̄
1 = 0 (3.13)

−∂z̄Z2 + ∂zZ̄
2 = 0 (3.14)

−∂z̄Z3 + ∂zZ̄
3 + 2τ(Z1Z̄2 − Z̄1Z2) = 0 (3.15)

Em vista de (1.47), (3.12) e (3.6), obtemos, desta feita, as equações

∂z̄Z
1 + ∂zZ̄

1 + (Z3Z̄2 + Z̄3Z2)ετ + (Z2Z̄3 + Z̄2Z3)ετ = 2iH(Z̄2Z3 − Z2Z̄3)

∂z̄Z
2 + ∂zZ̄

2 + (Z3Z̄1 + Z̄3Z1)(−ετ) + (Z1Z̄3 + Z̄1Z3)(−ετ) = 2iH(Z1Z̄3 − Z̄1Z3)

∂z̄Z
3 + ∂zZ̄

3 + (Z2Z̄1 + Z̄2Z1)τ + (Z1Z̄2 + Z̄1Z2)(−τ) = 2iHε(Z̄1Z2 − Z1Z̄2),

as quais podem ser respectivamente reescritas como

∂z̄Z
1 + ∂zZ̄

1 + 2ετ(Z3Z̄2 + Z̄3Z2) = 2iH(Z̄2Z3 − Z2Z̄3) (3.16)

∂z̄Z
2 + ∂zZ̄

2 − 2ετ(Z3Z̄1 + Z̄3Z1) = 2iH(Z1Z̄3 − Z̄1Z3) (3.17)

∂z̄Z
3 + ∂zZ̄

3 = 2iHε(Z̄1Z2 − Z1Z̄2). (3.18)

A equação polinomial dada em (3.9) tem uma solução da forma

Z1 =
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1), Z2 =

i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1), Z3 = ψ1ψ̄2. (3.19)

As funções ψ1 e ψ2 verificam, portanto,

Z1 + iZ2 = −εψ2
1, Z̄1 + iZ̄2 = ψ2

2. (3.20)
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A expressão da métrica de Σ em termos de ψ1 e ψ2 é

e2ω = (|ψ2|2 + ε|ψ1|2)2.

Sem perda de generalidade, podemos supor que |ψ2| > |ψ1| quando ε = −1. Portanto,

eω = |ψ2|2 + ε|ψ1|2. (3.21)

Ademais, calculamos

Z̄2Z3 − Z3Z̄3 = − i
2
(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)

Z1Z̄3 − Z̄1Z3 =
1

2
(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)

Z̄1Z2 − Z1Z̄2 =
i

2
(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2).

Utilizando (3.12) e (3.21), constatamos que a expressão do campo normal em função de

ψ1 e ψ2 é

N = e−w{(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)E1 + i(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2)E2 + (|ψ1|2 − ε|ψ2|2)E3}. (3.22)

Deduzimos, agora, as expressões expĺıcitas para os potenciais U e V que satisfazem (2.28).

Ao somarmos a equação (3.13) à equação (3.14) multiplicada por i, obtemos

−∂z̄(Z1 + iZ2) + ∂z(Z̄
1 + iZ̄2) = 0

expressão que, ao usarmos (3.20), se transforma em

−∂z̄(−εψ2
1) + ∂z(ψ

2
2) = 0

que, por sua vez, considerando-se (2.28), torna-se (após cancelamento de 2ψ1ψ2)

εV − U = 0. (3.23)

Ao somarmos a equação (3.16) à equação (3.17) multiplicada por i, obtemos

∂z̄(Z
1 + iZ2) + ∂z(Z̄

1 + iZ̄2) + 2ετ{Z̄3(Z2 − iZ1) + Z3(Z̄2 − iZ̄1)}

= 2iH{Z3(Z̄2 − iZ̄1)− Z̄3(Z2 − iZ1)},
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que pode ser reescrita como

∂z̄(Z
1 + iZ2) + ∂z(Z̄

1 + iZ̄2)− 2iετ{Z̄3(Z1 + iZ2) + Z3(Z̄1 + iZ̄2)}

= 2H{Z3(Z̄1 + iZ̄2)− Z̄3(Z1 + iZ2)}.

Portanto, utilizando as expressões em (3.20), assim como a definição de Z3 em (3.19),

deduzimos a equação

∂z̄(−εψ2
1) + ∂z(ψ

2
2)− 2iετ{ψ̄1ψ2(−εψ2

1) + ψ1ψ̄2(ψ
2
2)}

= 2H{ψ1ψ̄2(ψ
2
2)− ψ̄1ψ2(−εψ2

1)},

o que assegura que

εV + U = −H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)− iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2), (3.24)

onde utilizamos, desta vez, a expressão (2.28) (e cancelamento por −2ψ1ψ2). Assim, as

equações (3.23) e (3.24) fornecem um sistema de equações lineares em U e V , cuja solução

é da forma

U = −1

2
{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}, (3.25)

V = − ε
2
{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)} (3.26)

Estos cálculos permitem demostrar a seguinte

Proposição 3.2.1. Seja X : Σ # H3(ε, τ) uma imersão isométrica de uma superf́ıcie de

Riemann Σ no grupo de Heisenberg, H3(ε, τ). Então o campo espinorial ψ = (ψ1 ψ2)
T ,

definido pelas equações (3.8) e (3.19), satisfaz a equação de Dirac Dψ = 0, onde

D =

 0 ∂z

−∂z̄ 0

+

 U 0

0 V


U = −1

2
{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}

e

V = − ε
2
{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}.

Observação 6. Para ε = 1 e τ = 1
2
, obtemos

U = V = −1

2
{H(|ψ2|2 + |ψ1|2) +

i

2
(|ψ2|2 − |ψ1|2)}

e, para ε = −1 e τ 1
2
, obtemos

U = −V = −1

2
{H(|ψ2|2 − |ψ1|2) +− i

2
(|ψ2|2 + |ψ1|2)}.
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A seguir, como no caṕıtulo anterior, apresentamos uma representação integral local do tipo

Weierstrass para superf́ıcies no espaço de Heisenberg, H3(ε, τ). Observamos inicialmente

que, como no caṕıtulo anterior, qualquer superf́ıcie em H3(ε, τ) tem uma representação

integral.

Escrevemos localmente, em termos do parâmetro conforme z e das coordenadas exponen-

ciais em H3(ε, τ),

X(z) = (x1(z), x2(z), x3(z)) .

Logo

Xz = φ1∂x1 + φ2∂x2 + φ3∂x3 , onde φk =
∂xk
∂z

, k = 1, 2, 3.

Por outro lado, temos em Ω

Xz =
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)E1 +

i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)E2 + ψ1ψ̄2E3

=
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)(∂x1 − τx2∂x3) +

i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)(∂x2 + τx1∂x3) + ψ1ψ̄2∂x3

=
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)∂x1 +

i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)∂x2

+ {τ
2
[i(ψ̄2

2 + εψ2
1)x1 − (ψ̄2

2 − εψ2
1)x2] + ψ1ψ̄2}∂x3 .

Assim,

φ1 = 1
2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)

φ2 = i
2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)

φ3 = { τ
2
[i(ψ̄2

2 + εψ2
1)x1 − (ψ̄2

2 − εψ2
1)x2] + ψ1ψ̄2}.

Portanto, temos

x1(z) = x1(z0) + 2Re
(∫ z

z0

1
2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)dz

)
x2(z) = x2(z0) + 2Re

(∫ z
z0

i
2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)dz

)
x3(z) = x2(z0) + 2Re

(∫ z
z0
{ τ

2
[i(ψ̄2

2 + εψ2
1)x1 − (ψ̄2

2 − εψ2
1)x2] + ψ1ψ̄2}fdz

)
.

(3.27)

O teorema a seguir afirma que superf́ıcies no espaço de Heisenberg, H3(ε, τ), podem ser

obtidas pela representação acima, desde que ψ1 e ψ2 satisfaçam a equação de Dirac em

H3(ε, τ). Incialmente, demonstramos o seguinte lema.

Lema 3.2.1. Sejam ψ1, ψ2 : Ω ⊂ C → Σ aplicações que verificam a equação de Dirac em

H3(ε, τ), isto é,

∂z̄ψ1 = − ε
2
{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}ψ2,
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∂zψ2 =
1

2
{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}ψ1.

Então,

∂z̄

(
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)

)
= H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)Re(ψ1ψ2)− ετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)Im(ψ1ψ2) (3.28)

∂z̄

(
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)

)
= H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)Im(ψ1ψ2) + ετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)Re(ψ1ψ2) (3.29)

∂z̄(ψ1ψ̄2) = −1

2
(εH + iτ)(|ψ2|4 − |ψ1|4) (3.30)

Prova. Temos, para a primeira equação,

∂z̄(
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1) = ψ̄2∂z̄ψ̄2 − εψ1∂z̄ψ1

=
1

2
{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)− iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}ψ̄1ψ̄2

+
1

2
{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}ψ1ψ2

=
1

2
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)

− iετ

2
(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2)

= H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)Re(ψ1ψ2)− ετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)Im(ψ1ψ2).

Com respeito a segunda,

∂z̄(
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1) = iψ̄2∂z̄ψ̄2 + iεψ1∂z̄ψ1

=
i

2
{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)− iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}ψ̄1ψ̄2

− i

2
{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}ψ1ψ2

=
i

2
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2)

+
ετ

2
(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)(ψ̄1ψ̄2 + ψ1ψ2)

= H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)Im(ψ1ψ2) + ετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)Re(ψ1ψ2).
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Por fim, calculamos, relativamente a terceira equação,

∂z̄(ψ1ψ̄2) = ψ1∂z̄ψ̄2 + ψ̄2∂z̄ψ1

=
1

2
{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)− iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}|ψ1|2

− ε

2
{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}|ψ2|2

=
1

2
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)

− iετ

2
(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)(|ψ1|2 + ε|ψ2|2)

= − ε
2
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)

− iτ

2
(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)

= −1

2
(εH + iτ)(|ψ2|4 − |ψ1|4).

�

Enunciamos, enfim, o teorema de representação de superf́ıcies em H3(ε, τ).

Teorema 3.2.1. Sejam Ω um domı́nio simplesmente conexo de uma superf́ıcie de Rie-

mann Σ, H : Ω → R uma função diferenciável e ψ1 e ψ2 funções complexas definidas em

Ω que satisfazem |ψ2|2 + ε|ψ1|2 > 0 e a equação de Dirac em H3(−ετ 2), isto é,

∂z̄ψ1 = − ε
2
{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}ψ2

∂zψ2 =
1

2
{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}ψ1.

Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # H3(ε, τ),

definida por

x1(z) = 2Re
(∫ z

z0

1
2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)dz

)
x2(z) = 2Re

(∫ z
z0

i
2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)dz

)
x3(z) = 2Re

(∫ z
z0
{τ [ i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)x1 − 1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)x2] + ψ1ψ̄2}dz

)
,

(3.31)

é uma imersão conforme com curvatura média H.

Prova. Inicialmente, observamos que, por (3.28) e (3.29),

∂z̄

(
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)

)
∈ R e ∂z̄

(
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)

)
∈ R.
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Logo, pelo Lema 2.2.1, as funções x1 e x2 estão bem definidas e

∂x1

∂z
=

1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1),

∂x2

∂z
=
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1).

Além disso, temos

τ

{
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)∂z̄(x1)−

1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)∂z̄(x2)

}
= τ

{
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)

1

2
(ψ2

2 − εψ̄2
1) +

1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)
i

2
(ψ2

2 + εψ̄2
1)

}
=

i

4
τ
{
(|ψ2|4 + εψ2

1ψ
2
2 − εψ̄2

1ψ̄
2
2 − |ψ1|2) + (|ψ2|4 − εψ2

1ψ
2
2 + εψ̄2

1ψ̄
2
2 − |ψ1|2)

}
=

i

2
τ(|ψ2|4 − |ψ1|2)

Portanto, pelo lema anterior, obtemos

∂z̄

(
τ [
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)x1 −

1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)x2] + ψ1ψ̄2

)
∈ R.

Ainda utilizando o Lema 2.2.1, conclúımos que a função x3 está bem definida e

∂z(x3) = τ

{
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)x1 −

1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)x2

}
+ ψ1ψ̄2.

Assim,

Xz = ∂z(x1)∂x1 + ∂z(x2)∂x2 + ∂z(x3)∂x3

=
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)∂x1 +

i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)∂x2

+
(τ

2

[
i(ψ̄2

2 + εψ2
1)x1 − (ψ̄2

2 − εψ2
1)x2

]
+ ψ1ψ̄2

)
∂x3

=
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)(E1 + τx2E3) +

i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)(E2 − τx1E3)

+
(τ

2

[
i(ψ̄2

2 + εψ2
1)x1 − (ψ̄2

2 − εψ2
1)x2

]
+ ψ1ψ̄2

)
E3

=
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)E1 +

i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)E2 + ψ1ψ̄2E3.

Logo,

〈Xz, Xz〉 = 0 e 〈Xz, Xz̄〉 =
1

2
(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)2 (=

1

2
e2ω),

o que implica que X é uma imersão conforme, pois |ψ2|2 + ε|ψ1|2 > 0. Além disso, a

expressão do vetor normal ao longo de X é

N =
1

|ψ2|2 + ε|ψ1|2
{
2Re(ψ1ψ2)E1 + 2Im(ψ1ψ2)E2 + (|ψ1|2 − ε|ψ2|2)E3

}
.
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Resta mostrarmos que X tem curvatura média H. Temos,

∇̄∂z̄Xz = ∂z̄(
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1))E1 + ∂z̄(

i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1))E2 + ∂z̄(ψ1ψ̄2)E3

+
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)∇̄∂z̄E1 +

i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)∇̄∂z̄E2 + ψ1ψ̄2∇̄∂z̄E3

e, considerando (3.5), resulta que

∇̄∂z̄E1 =
1

2
(ψ2

2 − εψ̄2
1)∇̄E1E1 −

i

2
(ψ2

2 + εψ̄2
1)∇̄E2E1 + ψ̄1ψ2∇̄E3E1

=
iτ

2
(ψ2

2 + εψ̄2
1)E3 − ετ ψ̄1ψ2E2,

∇̄∂z̄E2 =
1

2
(ψ2

2 − εψ̄2
1)∇̄E1E2 −

i

2
(ψ2

2 + εψ̄2
1)∇̄E2E2 + ψ̄1ψ2∇̄E3E2

=
τ

2
(ψ2

2 − εψ̄2
1)E3 + ετ ψ̄1ψ2E1,

∇̄∂z̄E3 =
1

2
(ψ2

2 − εψ̄2
1)∇̄E1E3 −

i

2
(ψ2

2 + εψ̄2
1)∇̄E2E3 + ψ̄1ψ2∇̄E3E3

= −ετ
2

(ψ2
2 − εψ̄2

1)E2 −
εiτ

2
(ψ2

2 + εψ̄2
1)E1.

Segue que

1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)∇∂z̄E1 +

i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)∇̄∂z̄E2 + ψ1ψ̄2∇̄∂z̄E3

=
1

2
(ψ̃2

2 − εψ2
1)

{
iτ

2
(ψ2

2 + εψ̄2
1)E3 − ετ ψ̄1ψ2E2

}
+
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)
{τ

2
(ψ2

2 − εψ̄2
1)E3 + ετ ψ̄1ψ2E1

}
+ψ1ψ̄2

{
−ετ

2
(ψ2

2 − εψ̄2
1)E2 −

εiτ

2
(ψ2

2 + εψ̄2
1)E1

}
=

{
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)ετ ψ̄1ψ2 − ψ1ψ̄2

εiτ

2
(ψ2

2 + εψ̄2
1)

}
E1

+

{
−1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)ετ ψ̄1ψ2 − ψ1ψ̄2

ετ

2
(ψ2

2 − εψ̄2
1)

}
E2

+

{
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)
iτ

2
(ψ2

2 + εψ̄2
1) +

i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)
τ

2
(ψ2

2 − εψ̄2
1)

}
E3

=
iετ

2

{
(|ψ2|2ψ̄1ψ̄2 + ε|ψ1|2ψ1ψ2)− (|ψ2|2ψ1ψ2 + ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2)

}
E1

− ετ

2

{
(|ψ2|2ψ̄1ψ̄2 − ε|ψ1|2ψ1ψ2) + (|ψ2|2ψ1ψ2 − ε|ψ1|2ψ̄1ψ̄2)

}
E2

+
iτ

4

{
(|ψ2|4 − εψ2

1ψ
2
2 + εψ̄2

1ψ̄
2
2 − |ψ1|4) + (|ψ2|4 + εψ2

1ψ
2
2 − εψ̄2

1ψ̄
2
2 − |ψ1|4)

}
E3

=
iετ

2
(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2)E1

− ετ

2
(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)(ψ̄1ψ̄2 + ψ1ψ2)E2 +

iτ

2
(|ψ2|4 − |ψ1|4)E3

= ετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)
{
Im(ψ1ψ2)E1 −Re(ψ1ψ2)E2 + ε(|ψ2|2 − iε|ψ1|2)E3

}
.
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Assim, da relação acima em conjunto com o lema anterior, obtemos

∇̄∂z̄Xz =
{
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)Re(ψ1ψ2)− ετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)Im(ψ1ψ2)

}
E1

+
{
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)Im(ψ1ψ2) + ετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)Re(ψ1ψ2)

}
E2

− 1

2
(εH + iτ)(|ψ2|4 − |ψ1|4)E3

+ ετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)
{
Im(ψ1ψ2)E1 −Re(ψ1ψ2)E2 + ε(|ψ2|2 − iε|ψ1|2)E3

}
= H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)

{
Re(ψ1ψ2)E1 + Im(ψ1ψ2)E2 −

ε

2
(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)E3

}
=

1

2
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)

{
2Re(ψ1ψ2)E1 + 2Im(ψ1ψ2)E2 + (|ψ1|2 − ε|ψ2|2)E3

}
=

1

2
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)2N

=
1

2
He2ωN.

Portanto, a imersão X tem curvatura média H, o que encerra a prova do teorema. �

3.2.1 Equações Adicionais

Nesta seção, deduzimos equações adicionais para ψ1 e ψ2 as quais, em conjunto com a

equação de Dirac, constituem as condições de integrabilidade para a existência de uma

imersão isométrica.

Iniciamos calculando, em vista das relações (3.21), (2.28), (3.25) e (3.26)

eωωz = ψ2∂zψ̄2 + ψ̄2∂zψ2 + ε(ψ1∂zψ̄1 + ψ̄1∂zψ1)

= ψ2∂zψ̄2 − Uψ1ψ̄2 + ε(V̄ ψ1ψ̄2 + ψ̄1∂zψ1)

= ψ2∂zψ̄2 + εψ̄1∂zψ1 + (εV̄ − U)ψ1ψ̄2

= ψ2∂zψ̄2 + εψ̄1∂zψ1 + iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)ψ1ψ̄2,

donde obtemos

ψ2∂zψ̄2 + εψ̄1∂zψ1 = eωωz − iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)ψ1ψ̄2. (3.32)
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Prosseguindo, calculamos, utilizando (3.19) e (3.22),

3∑
i=1

∂z(Z
i)〈Ei, N〉 = e−ω{(ψ̄2∂zψ̄2 − εψ1∂zψ1)(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)

− (ψ̄2∂zψ̄2 + εψ1∂zψ1)(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2)

+ ε(ψ1∂zψ̄2 + ψ̄2∂zψ1)(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)}

= e−ω{[ψ̄2(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)− ψ̄2(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2) + εψ1(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)]∂zψ̄2

+ [−ψ1(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)− ψ1(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2) + ψ̄2(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)]ε∂zψ1}

= e−ω{[2ψ1|ψ2|2 + ψ1(ε|ψ1|2 − |ψ2|2)]∂zψ̄2

+ [−2ψ̄2|ψ1|2 + ψ̄2(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)]ε∂zψ1}

= e−ω{ψ1(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)∂zψ̄2 − ψ̄2(|ψ1|2 + ε|ψ2|2)ε∂zψ1}

= e−ω(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)(ψ1∂zψ̄2 − ψ̄2∂zψ1)

= ψ1∂zψ̄2 − ψ̄2∂zψ1.

Por outro lado, obtemos, a partir de (3.19) e (3.6),∑
ijk

ZiZjΓkji〈Ek, N〉 = 2Z2Z3ετ〈E1, N〉 − 2ετZ1Z3〈E2, N〉

= e−ωετψ1ψ̄2{i(ψ̄2
2 + εψ2

1)(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)− (ψ̄2
2 − εψ2

1)i(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2)}

= ie−ωετψ1ψ̄2{2ψ̄2
2ψ1ψ2 + 2εψ2

1ψ̄1ψ̄2}

= 2ie−ωετ{ψ2
1ψ̄

2
2|ψ2|2 + εψ2

1ψ̄
2
2|ψ1|2}

= 2ie−ωετψ2
1ψ̄

2
2(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)

= 2iετψ2
1ψ̄

2
2.

Destas duas últimas relações e da expressão (1.49), segue que

ψ1∂zψ̄2 − ψ̄2∂zψ1 =
q

2
− 2iετψ2

1ψ̄
2
2. (3.33)

Agrupamos as equações (3.32) e (3.33) no sistema εψ̄1 ψ2

−ψ̄2 ψ1

 ∂zψ1

∂zψ̄2

 =

 eωωz − 2iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)ψ1ψ̄2

q
2
− iετψ2

1ψ̄
2
2

 (3.34)

Resolvendo este sistema, obtemos

∂zψ1 = ωzψ1 −
q

2
e−ωψ2 + iετψ2

1ψ̄2, (3.35)

∂zψ̄2 = ωzψ̄2 + ε
q

2
e−ωψ̄1 + iετψ1ψ̄

2
2. (3.36)
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Reunindo as equações acima à equação de Dirac, obtemos

∂zψ1 = ωzψ1 − q
2
e−ωψ2 + iετψ2

1ψ̄2,

∂zψ2 = 1
2
{Heω + iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}ψ1,

∂z̄ψ1 = − ε
2
{Heω + iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}ψ2,

∂z̄ψ2 = ωz̄ψ2 + ε q̄
2
e−ωψ1 − iετ ψ̄1ψ

2
2.

3.2.2 Uma Diferencial Quadrática Holomorfa

Lembramos que, em geral, temos

qz̄
2

= ∂z̄〈∇̄∂z∂z, N〉 = 〈R̄(∂z̄, ∂z)∂z, N〉+
ε

2
e2ωHz.

A seguir, calculamos 〈R̄(∂z̄, ∂z)∂z, N〉 em termos das funções ψ1 e ψ2. Temos

〈R̄(∂z̄, ∂z)∂z, N〉

= Z̄1〈R̄(E1, ∂z)∂z, N〉+ Z̄2〈R̄(E2, ∂z)∂z, N〉+ Z̄3〈R̄(E3, ∂z)∂z, N〉

= Z̄1{Z2〈R̄(E1, E2)∂z, N〉+ Z2〈R̄(E1, E3)∂z, N〉}

+ Z̄2{Z1〈R̄(E2, E1)∂z, N〉+ Z3〈R̄(E2, E3)∂z, N〉}

+ Z̄3{Z1〈R̄(E3, E1)∂z, N〉+ Z2〈R̄(E3, E2)∂z, N〉}

= (Z̄1Z2 − Z1Z̄2)〈R̄(E1, E2)∂z, N〉+ (Z̄1Z3 − Z1Z̄3)〈R̄(E1, E3)∂z, N〉

+ (Z̄2Z3 − Z2Z̄3)〈R̄(E2, E3)∂z, N〉

= (Z̄1Z2 − Z1Z̄2){Z1〈R̄(E1, E2)E1, N〉+ Z2〈R̄(E1, E2)E2, N〉}

+ (Z̄1Z3 − Z1Z̄3){Z1〈R̄(E1, E3)E1, N〉+ Z3〈R̄(E1, E3)E3, N〉}

+ (Z̄2Z3 − Z2Z̄3){Z2〈R̄(E2, E3)E2, N〉+ Z3〈R̄(E2, E3)E3, N〉}

= (Z̄1Z2 − Z1Z̄2){Z1N2〈R̄(E1, E2)E1, E2〉+ Z2N1〈R̄(E1, E2)E2, E1〉}

+ (Z̄1Z3 − Z1Z̄3){Z1N3〈R̄(E1, E3)E1, E3〉+ Z3N1〈R̄(E1, E3)E3, E1〉}

+ (Z̄2Z3 − Z2Z̄3){Z2N3〈R̄(E2, E3)E2, E3〉+ Z3N2〈R̄(E2, E3)E3, E2〉},
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onde usamos a expressão N = N1E1 +N2E2 +N3E3. Em vista de (3.7), segue que

〈R̄(∂z̄, ∂z)∂z, N〉 = (Z̄1Z2 − Z1Z̄2){Z1N2(3ετ 2) + Z2N1(−3ετ 2)}

+ (Z̄1Z3 − Z1Z̄3){−Z1N3ετ 2〈E3, E3〉+ Z3N1ετ 2〈E3, E3〉}

+ (Z̄2Z3 − Z2Z̄3){Z2N3(−τ 2) + Z3N2τ 2〉}

= 3ετ 2(Z̄1Z2 − Z1Z̄2)(Z1N2 − Z2N1)

+ τ 2(Z̄1Z3 − Z1Z̄3)(−Z1N3 + Z3N1)

+ τ 2(Z̄2Z3 − Z2Z̄3)(−Z2N3 + Z3N2)

= 3ετ 2 1

2ie−2ω
N3(Z1N2 − Z2N1)

− τ 2 1

2ie−2ω
N2(−Z1N3 + Z3N1)

+ τ 2 1

2ie−2ω
N1(−Z2N3 + Z3N2)

= − i
2
e2ωτ 2{3Z1N2N3 − 3Z2N1N3 − Z3N1N2

+ Z1N2N3 + Z3N1N2 − Z2N1N3}

= − i
2
e2ωτ 2{4Z1N2N3 − 4Z2N1N3}

= −2ie2ωτ 2N3{Z1N2 − Z2N1}

onde, acima, utilizamos (3.12). Portanto, considerando (3.19) e (3.22), obtemos

〈R̄(∂z̄, ∂z)∂z, N〉 = 2ie2ωτ 2N3{Z2N1 − Z1N2}

= 2ie2ωτ 2e−ω(|ψ1|2 − ε|ψ2|2){
i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)e

−ω(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)

− 1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)ie

−ω(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2)}

= −τ 2(|ψ1|2 − ε|ψ2|2){ψ1ψ̄2|ψ2|2 + ψ̄1ψ̄
3
2 + εψ3

1ψ2 + εψ1ψ̄2|ψ1|2

− (ψ̄3
2ψ̄1 − ψ1ψ̄2|ψ2|2 − εψ1ψ̄2|ψ1|2 + εψ3

1ψ2)}

= −2τ 2(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)ψ1ψ̄2

= 2ετ 2(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)ψ1ψ̄2

= 2ετ 2(|ψ2|4 − |ψ1|4)ψ1ψ̄2.

Por outro lado, temos

∂z̄(Z
3) = ∂z̄(ψ1ψ̄2) = ψ1∂z̄ψ̄2 + ψ̄2∂z̄ψ1

= ψ1(−Ū ψ̄1) + ψ̄2V ψ2 = −Ū |ψ1|2 + V |ψ2|2.
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Logo, por (3.25) e (3.26), obtemos

∂z̄(Z
3) = −Ū |ψ1|2 + V |ψ2|2

=
1

2
|ψ1|2{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)− iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}

− ε

2
|ψ2|2{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}

=
1

2
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2){|ψ1|2 − ε|ψ2|2}

+
i

2
ετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2){−|ψ1|2 − ε|ψ2|2}

= − ε
2
H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2){|ψ2|2 − ε|ψ1|2}

− i

2
ε2τ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2){|ψ2|2 − ε|ψ1|2}

= − ε
2
(|ψ2|4 − |ψ1|4)(H + iετ).

Portanto,

∂z̄(Z
3)2 = 2Z3∂z̄Z

3

= −ε(|ψ2|4 − |ψ1|4)(H + iετ)ψ1ψ̄2.

Assim,

〈R̄(∂z̄, ∂z)∂z, N〉 = 2ετ 2(|ψ2|4 − |ψ1|4)ψ1ψ̄2

= 2ετ 2(
−ε

H + iετ
)∂z̄(Z

3)2

= − 2τ 2

H + iετ
∂z̄(Z

3)2

= −2τ 2

{
∂z̄

(
(Z3)2

H + iετ

)
− ∂z̄

(
1

H + iετ

)
(Z3)2

}
.

Logo (
q

2
+ 2τ 2 (Z3)2

H + iετ

)
z̄

=
ε

2
e2ωHz + 2τ 2

(
1

H + iετ

)
z̄

(Z3)2. (3.37)

Como consequência desta fórmula, destacamos

Proposição 3.2.2. Para uma superf́ıcie de curvatura média constante no espaço de

Heisenberg H3(ε, τ), a forma diferencial quadrática

Q̃dz2 =

(
q

2
+ 2τ 2 (Z3)2

H + iετ

)
dz2

é holomorfa.

Além disso,
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Proposição 3.2.3. Se a diferencial Q̃dz2 é holomorfa, então a superf́ıcie no espaço de

Heisenberg riemanniano (i.e. ε = 1) tem curvatura média constante.

Prova. Procedemos por contradição. Supomos que a curvatura média não é constante,

de tal sorte que, em um um aberto onde Hz 6= 0, temos, por (3.37),

ε

2
e2ωHz = −2τ 2

(
1

H + iετ

)
z̄

(Z3)2 =
2τ 2

(H + iετ)2
Hz̄(Z

3)2.

Como eω = |ψ2|2 + |ψ1|2 e Z3 = ψ1ψ̄2, a equação acima fica, em módulo,

1

2
(|ψ2|2 + |ψ1|2)2|Hz| =

2τ 2

H2 + τ 2
|Hz̄||ψ1|2|ψ̄2|2,

que, pela suposição, pode ser reescrita como

(H2 + τ 2)(|ψ2|2 + |ψ1|2)2 = 4τ 2|ψ2|2|ψ1|2,

isto é,

H2(|ψ2|2 + |ψ1|2)2 + τ 2(|ψ2|2 − |ψ1|2)2 = 0.

Todavia, a identidade acima vale se, e somente se, |ψ2| = |ψ1| e H = 0, i.e. se a superf́ıcie

é mı́nima, o que contradiz a suposição e prova a proposição. �

3.3 A Aplicação de Gauss

Nesta seção, estudamos a aplicação de Gauss de uma imersão de uma superf́ıcie de Rie-

mann no grupo de Heisenberg H3(ε, τ) via uma projeção estereográfica conveniente. Ob-

servamos inicialmente que, quando ε = 1, o vetor normal é unitário, mas, quando ε = −1,

o vetor normal satisfaz 〈N,N〉 = −1. Por tais motivos, denotamos por

S2
1 = {(a, b, c) ∈ TeH3(1, τ) : a2 + b2 + c2 = 1}

S2
−1 = {(a, b, c) ∈ TeH3(−1, τ) : a2 + b2 − c2 = −1, c > 0}

onde, acima, identificamos o vetor aê1 + bê2 + cê3 ∈ TeH3(ε, τ) à terna (a, b, c). Assim,

S2
1 é a esfera unitária de TeH3(1, τ) e S2

−1 é a parte superior de um hiperbolóide em

TeH3(−1, τ). Sabemos que, quando ε = 1, a projeção estereográfica com respeito ao pólo

norte N = (0, 0, 1) é dada por:

π1 : S2
1 → C̄, π1(a, b, c) =

a

1− c
+ i

b

1− c
, π1(N) = ∞
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e tem inversa

π−1
1 : C̄ → S2

1, π
−1
1 (w) =

1

1 + |w|2
(2Re(w), 2Im(w), |w|2 − 1), π−1

1 (∞) = N.

Analogamente, no caso em que ε = −1, a projeção estereográfica em relação ao pólo sul

S = (0, 0,−1) tem imagens no disco D = {g ∈ C : |g| < 1} e é dada por (veja [29])

π−1 : S2
−1 → D, π−1(a, b, c) =

a

1 + c
+ i

b

1 + c

e tem inversa

π−1
−1 : D → S2

−1, π−1
−1(w) =

1

1− |w|2
(2Re(w), 2Im(w), 1 + |w|2).

Englobamos estes cálculos, escrevendo

πε(a, b, c) =
a

1− εc
+ i

b

1− εc
, (3.38)

π−1
ε (w) =

1

1 + ε|w|2
(2Re(w), 2Im(w), |w|2 − ε). (3.39)

Dada a imersão isométrica, definimos as funções

f = ψ̄2
2, g =

ψ1

ψ̄2

, (3.40)

de modo que Z1, Z2 e Z3 são expressas por

Z1 =
1

2
(1− εg2)f, Z2 =

i

2
(1 + εg2)f, Z3 = gf.

Além disso,

Lema 3.3.1. Dada a imersão isométrica X : Σ # H3(ε, τ), as expressões da métrica e

do vetor normal em termos de f e g são

e2ω = |f |2(1 + ε|g|2)2, (eω = |f |(1 + ε|g|2) (3.41)

N =
1

1 + ε|g|2
{2Re(g)E1 + 2Im(g)E2 + (|g|2 − ε)E3} (3.42)

Temos, ainda.

Lema 3.3.2. Dada a imersão isométrica X : Σ # H3(ε, τ), a aplicação de Gauss η :

Σ → S2
ε satisfaz πε(η) = g. Isto é, a composição da aplicação de Gauss com a projeção

estereográfica é dada por g.
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Além disso,

Lema 3.3.3. As funções f e g satisfazem

fz̄ = |f |2ḡ{H(1 + ε|g|2)− iετ(1− ε|g|2)}, (3.43)

gz̄ = − f̄
2
{εH(1 + ε|g|2)2 + iτ(1− ε|g|2)2}. (3.44)

Prova. Usando a definição das funções f e g em termos das funções ψ1 e ψ2 dadas em

(3.40), assim como a equação de Dirac (2.28) para os potenciais U e V juntamente com

suas expressões dadas em (3.25) e (3.26), temos, com respeito a derivada de f em relação

a z̄,

fz̄ = 2ψ̄2∂z̄ψ̄2 = −2ψ̄1ψ̄2Ū

= ψ̄1ψ̄2{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)− iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}

= ḡ|f |{H(|f |+ ε|g|2|f |)− iετ(|f | − ε|g|2|f |)}

= |f |2ḡ{H(1 + ε|g|2)− iετ(1− ε|g|2)}

e, relativamente a a derivada de g em relação z̄,

gz̄ =
1

ψ̄2
2

{ψ̄2∂z̄ψ1 − ψ1∂z̄ψ̄2} =
1

ψ̄2
2

{ψ̄2V ψ2 − ψ1(−Ū ψ̄1)}

=
1

ψ̄2
2

{|ψ2|2V + |ψ1|2Ū}

= −|ψ2|2

ψ̄2
2

ε

2
{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}

− |ψ1|2

ψ̄2
2

1

2
{H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)− iετ(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}

= −|f |
f

ε

2
{H(|f |+ ε|g|2|f |) + iετ(|f | − ε|g|2|f |)}

− |g|2|f |
f

1

2
{H(|f |+ ε|g|2|f |)− iετ(|f | − ε|g|2|f |)}

= − f̄
2
{εH(1 + ε|g|2) + iτ(1− ε|g|2) + |g|2[H(1 + ε|g|2)− iετ(1− ε|g|2)]}

= − f̄
2
{H(1 + ε|g|2)(ε+ |g|2) + iτ(1− ε|g|2)(1− ε|g|2)}

= − f̄
2
{εH(1 + ε|g|2)2 + iτ(1− ε|g|2)2}.

�

Conclúımos, então, que
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Lema 3.3.4. Se a imersão isométrica X : Σ # H3(ε, τ) é mı́nima, então

fz̄ = −iετ |f |2ḡ(1− ε|g|2), (3.45)

gz̄ = − i
2
τ f̄(1− ε|g|2)2. (3.46)

Além disso,

gzz̄ − iετ f̄(1− ε|g|2)ḡgz = 0 (3.47)

Prova. As duas primeiras equações acima são consequência do lema anterior. Com

respeito a terceira, temos

gzz̄ = − i
2
τ f̄z(1− ε|g|2)2 − i

2
τ f̄2(1− ε|g|2)(−ε)(gḡz + ḡgz)

= − i
2
τ(1− ε|g|2)2

[
iετ |f |2g(1− ε|g|2)

]
+ iετ f̄(1− ε|g|2)g

[
i

2
τf(1− ε|g|2)2

]
+ iετ f̄(1− ε|g|2)ḡgz

=
ε

2
τ 2|f |2g(1− ε|g|2)3 − ε

2
τ 2|f |2g(1− ε|g|2)3 + iετ f̄(1− ε|g|2)ḡgz

= iετ f̄(1− ε|g|2)ḡgz.

�

A partir deste lema, deduzimos

Corolário 3.3.1. Se a imersão isométrica X : Σ # H3(ε, τ) é mı́nima e, quando ε = 1,

a aplicação de Gauss de X, η, não é horizontal e tem imagens no hemisfério sul, então

a projeção estereográfica da aplicação de Gauss, g = πε(η), é harmônica sobre o disco D

considerado com a métrica conforme

ds2
ε =

1

(1− ε|w|2)2
|dw|2.

Prova. De fato, pelas hipóteses, quando ε = 1, então |g|2 < 1. Portanto, a imagem da

aplicação de Gauss está no disco D. Por outro lado, quando ε = −1, por definição |g| < 1.

Assim, em função de (3.47), segue que

gzz̄ = iετ f̄(1− ε|g|2)ḡgz

= − i
2
τ f̄(1− ε|g|2)2(−2εḡ)

1

1− ε|g|2
gz

= −2εḡ
1

1− ε|g|2
gz̄gz.
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Por sua vez, esta equação corresponde a harmonicidade da aplicação g : Σ → (D, ds2
ε).

De fato, para λ2
ε(w) = 1

(1−ε|w|2)2
, temos (λε)w = εw̄

(1−ε|w|2)2
, de modo que

2

λε(g)
(λε)w(g) = 2(1− ε|g|2) εḡ

(1− ε|g|2)2
=

2εḡ

1− ε|g|2
.

Segue que g satisfaz

gzz̄ +
2

λε(g)
(λε)w(g)gzgz̄ = 0

que, por (1.55), prova a afirmação. �

Observação 7. O disco D com a métrica conforme

ds2
ε = λ2

ε(w)|dw|2 =
1

(1− ε|w|2)2
|dw|2

tem curvatura Gaussiana constante −4ε.

De fato, a curvatura Gaussiana é dada por:

K = −∆ lnλε = − 4

λ2
ε

∂

∂w̄

(
∂

∂w
lnλε

)
= − 4

λ2
ε

∂

∂w̄

(
(λε)w
λε

)
= − 4

λ2
ε

∂

∂w̄

(
(1− ε|w|2) εw̄

(1− ε|w|2)2

)
= −4ε

λ2
ε

∂

∂w̄

(
w̄

1− ε|w|2

)
= −4ε

λ2
ε

(
(1− ε|w|2)− w̄(−εw)

(1− |w|2)2

)
= −4ε

λ2
ε

(
1

(1− ε|w|2)2

)
= −4ε

A seguir, como na seção anterior, apresentamos uma representação local do tipo Weier-

strass para superf́ıcies no espaço de Heisenberg, H3(ε, τ). Observamos inicialmente que,

como antes, qualquer superf́ıcie no espaço de Heisenberg, H3(ε, τ), tem uma representação

integral.

A expressão local para uma imersão isométrica X : Σ # H3(ε, τ) exposta em (3.52) passa

a ser, em termos de f e g:

x1(z) = x1(z0) + 2Re
(∫ z

z0

1
2
(1− εg2)fdz

)
x2(z) = x2(z0) + 2Re

(∫ z
z0

i
2
(1 + εg2)fdz

)
x3(z) = x2(z0) + 2Re

(∫ z
z0
{ τ

2
[i(1 + εg2)x1 − (1− εg2)x2] + g}fdz

)
.

(3.48)

O teorema a seguir afirma que superficies no espaço de Heisenberg, H3(ε, τ), podem

ser representadas localmente em termos de funções f e g como acima, desde que f e g

satisfaçam certas equações diferenciais. Inicialmente, demonstramos
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Lema 3.3.5. Sejam f, g : Ω ⊂ Σ → C aplicações que verificam (3.43) e (3.44), isto é,

fz̄ = |f |2ḡ{H(1 + ε|g|2)− iετ(1− ε|g|2)}, gz̄ = − f̄
2
{εH(1 + ε|g|2)2 + iτ(1− ε|g|2)2}.

Então,

∂z̄

(
1

2
(1− εg2)f

)
= |f |2

{
H(1 + ε|g|2)Re(g)− ετ(1− ε|g|2)Im(g)

}
(3.49)

∂z̄

(
i

2
(1 + εg2)f

)
= |f |2

{
H(1 + ε|g|2)Im(g) + ετ(1− ε|g|2)Re(g)

}
(3.50)

∂z̄(fg) =
1

2
|f |2

{
H(1 + ε|g|2)(|g|2 − ε)− iτ(1− |g|4)

}
(3.51)

Prova. Temos, com respeito á primeira equação,

∂z̄(
1

2
(1− εg2)f) =

1

2
(−2εggz̄)f +

1

2
(1− εg2)fz̄

= −εgfgz̄ +
1

2
(1− εg2)fz̄

= εgf
f̄

2
{εH(1 + ε|g|2)2 + iτ(1− ε|g|2)2}

+
1

2
(1− εg2)|f |2ḡ{H(1 + ε|g|2)− iετ(1− ε|g|2)}

=
1

2
|f |2{εg[εH(1 + ε|g|2)2 + iτ(1− ε|g|2)2]

+ ḡ(1− εg2)[H(1 + ε|g|2)− iετ(1− ε|g|2)]}

=
1

2
|f |2{H(1 + ε|g|2)[g(1 + ε|g|2) + ḡ(1− εg2)]

+ iετ(1− ε|g|2)[g(1− ε|g|2)− ḡ(1− εg2)]}

=
1

2
|f |2{H(1 + ε|g|2)(g + εg|g|2 + ḡ − εg|g|2)

+ iετ(1− ε|g|2)(g − εg|g|2 − ḡ + εg|g|2)}

=
1

2
|f |2

{
H(1 + ε|g|2)(g + ḡ) + iετ(1− ε|g|2)(g − ḡ)

}
= |f |2

{
H(1 + ε|g|2)Re(g)− ετ(1− ε|g|2)Im(g)

}
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e, relativamente á segunda,

∂z̄(
i

2
(1 + εg2)f) =

i

2
(2εggz̄)f +

i

2
(1 + εg2)fz̄

= iεgfgz̄ +
i

2
(1 + εg2)fz̄

= −iεgf f̄
2
{εH(1 + ε|g|2)2 + iτ(1− ε|g|2)2}

− i

2
(1 + εg2)|f |2ḡ{H(1 + ε|g|2)− iετ(1− ε|g|2)}

=
i

2
|f |2{−εg[εH(1 + ε|g|2)2 + iτ(1− ε|g|2)2]

+ ḡ(1 + εg2)[H(1 + ε|g|2)− iετ(1− ε|g|2)]}

=
i

2
|f |2{H(1 + ε|g|2)[−g(1 + ε|g|2) + ḡ(1 + εg2)]

− iετ(1− ε|g|2)[g(1− ε|g|2) + ḡ(1 + εg2)]}

=
i

2
|f |2{H(1 + ε|g|2)(−g − εg|g|2 + ḡ + εg|g|2)

− iετ(1− ε|g|2)(g − εg|g|2 + ḡ + εg|g|2)}

=
i

2
|f |2

{
H(1 + ε|g|2)(−g + ḡ)− iετ(1− ε|g|2)(g + ḡ)

}
= |f |2

{
H(1 + ε|g|2)Im(g) + ετ(1− ε|g|2)Re(g)

}
.

Por fim, a terceira equação pode ser deduzida como segue:

∂z̄(gf) = fgz̄ + gfz̄

= −f f̄
2
{εH(1 + ε|g|2)2 + iτ(1− ε|g|2)2}

+ g|f |2ḡ{H(1 + ε|g|2)− iετ(1− ε|g|2)}

= |f |2{−1

2
[εH(1 + ε|g|2)2 + iτ(1− ε|g|2)2]

+ |g|2[H(1 + ε|g|2)− iετ(1− ε|g|2)]}

= |f |2{H(1 + ε|g|2)[− ε
2
(1 + ε|g|2) + |g|2]

− iτ(1− ε|g|2)[1
2
(1− ε|g|2) + ε|g|2]}

= |f |2
{
H(1 + ε|g|2)(− ε

2
+

1

2
|g|2)− iτ(1− ε|g|2)(1

2
+
ε

2
|g|2)

}
=

1

2
|f |2

{
H(1 + ε|g|2)(|g|2 − ε)− iτ(1− ε|g|4)

}
.

�

Enunciamos, enfim, o teorema de representação de superf́ıcies em H3(ε, τ).
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Teorema 3.3.1. Sejam Ω um domı́nio simplesmente conexo de uma superf́ıcie de Rie-

mann Σ, H : Ω → R uma função diferenciável e f e g funções complexas definidas em Ω

com f nunca nula, satisfazendo (3.43) e (3.44), isto é,

fz̄ = |f |2ḡ{H(1 + ε|g|2)− iετ(1− ε|g|2)}, gz̄ = − f̄
2
{εH(1 + ε|g|2)2 + iτ(1− ε|g|2)2}.

Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # H3(ε, τ),

definida por

x1(z) = 2Re
(∫ z

z0

1
2
(1− εg2)fdz

)
x2(z) = 2Re

(∫ z
z0

i
2
(1 + εg2)fdz

)
x3(z) = 2Re

(∫ z
z0
{τ [ i

2
(1 + εg2)fx1 − 1

2
(1− εg2)fx2] + gf}dz

)
,

(3.52)

é uma imersão conforme com curvatura média H e aplicação de Gauss g.

Prova. Inicialmente, observamos que, por (3.49) e (3.50),

∂z̄

(
1

2
(1− εg2)f

)
∈ R e ∂z̄

(
i

2
(1 + εg2)f

)
∈ R.

Logo, pelo Lema 2.2.1, as funções x1 e x2 estão bem definidas e

∂x1

∂z
=

1

2
(1− εg2)f,

∂x2

∂z
=
i

2
(1 + εg2)f.

Além disso, temos

τ

{
i

2
(1 + εg2)f∂z̄(x1)−

1

2
(1− εg2)f∂z̄(x2)

}
= τ

{
i

2
(1 + εg2)f

1

2
(1− εḡ2)f̄ +

1

2
(1− εg2)f

i

2
(1 + εḡ2)f̄

}
=

i

4
τ |f |2

{
(1 + εg2)(1− εḡ2) + (1− εg2)(1 + εḡ2)

}
=

i

4
τ |f |2

{
1 + εg2 − εḡ2 − |g|2 + 1− εg2 + εḡ2 − |g|4

}
=

i

2
τ |f |2(1− |g|4).

Logo, por (3.49), (3.50) e (3.49), obtemos

∂z̄

(
τ

[
i

2
(1 + εg2)fx1 −

1

2
(1− εg2)fx2

]
+ gf

)
∈ R.

Portanto, pelo Lema 2.2.1, a função x3 está bem definida e

∂z(x3) = τ

(
i

2
(1 + εg2)fx1 −

1

2
(1− εg2)fx2

)
+ gf.
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Assim,

Xz = ∂z(x1)∂x1 + ∂z(x2)∂x2 + ∂z(x3)∂x3

=
1

2
(1− εg2)f∂x1 +

i

2
(1 + εg2)f∂x2

+
(τ

2

[
i(1 + εg2)x1 − (1− εg2)x2

]
+ g
)
f∂x3

=
1

2
(1− εg2)f (E1 + τx2E3) +

i

2
(1 + εg2)f (E2 − τx1E3)

+
(τ

2

[
i(1 + εg2)x1 − (1− εg2)x2

]
+ g
)
fE3

=
1

2
(1− εg2)fE1 +

i

2
(1 + εg2)fE2 +

τ

2
(1− εg2)fx2E3

− iτ

2
(1 + εg2)fE3 +

(τ
2

[
i(1 + εg2)x1 − (1− εg2)x2

]
+ g
)
fE3

=
1

2
(1− εg2)fE1 +

i

2
(1 + εg2)fE2 + gfE3.

Logo,

〈Xz, Xz〉 = 0 e 〈Xz, Xz̄〉 =
1

2
|f |2(1 + |g|2)2 (=

1

2
e2ω),

do que conclúımos que X é uma imersão conforme, posto que f é nunca nula. Além disso,

a expressão do vetor normal ao longo de X é

N =
1

1 + ε|g|2
{
2Re(g)E1 + 2Im(g)E2 + (|g|2 − ε)E3

}
.

Portanto, em virtude dos dois primeiros lemas desta seção, a aplicação g é a projeção

estereográfica da aplicação de Gauss de X. Finalmente, mostramos que X tem curvatura

média H. Temos,

∇̄∂z̄Xz = ∂z̄(
1

2
(1− εg2)f)E1 + ∂z̄(

i

2
(1 + εg2)f)E2 + ∂z̄(gf)E3

+
1

2
(1− εg2)f∇̄∂z̄E1 +

i

2
(1 + εg2)f∇̄∂z̄E2 + gf∇̄∂z̄E3.

Todavia, por (3.5), temos

∇̄∂z̄E1 =
1

2
(1− εḡ2)f̄∇̄E1E1 −

i

2
(1 + εḡ2)f̄∇̄E2E1 + ḡf̄∇̄E3E1

=
iτ

2
(1 + εḡ2)f̄E3 − ετ ḡf̄E2

∇̄∂z̄E2 =
1

2
(1− εḡ2)f̄∇̄E1E2 −

i

2
(1 + εḡ2)f̄∇̄E2E2 + ḡf̄∇̄E3E2

=
τ

2
(1− εḡ2)f̄E3 + ετ ḡf̄E1
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∇̄∂z̄E3 =
1

2
(1− εḡ2)f̄∇̄E1E3 −

i

2
(1 + εḡ2)f̄∇̄E2E3 + ḡf̄∇̄E3E3

= −ετ
2

(1− εḡ2)f̄E2 −
εiτ

2
(1 + εḡ2)f̄E1,

o que nos faculta concluirmos que

1

2
(1− εg2)f∇̄∂z̄E1 +

i

2
(1 + εg2)f∇̄∂z̄E2 + gf∇̄∂z̄E3

=
1

2
(1− εg2)f

{
iτ

2
(1 + εḡ2)f̄E3 − ετ ḡf̄E2

}
+
i

2
(1 + εg2)f

{τ
2
(1− εḡ2)f̄E3 + ετ ḡf̄E1

}
+ gf

{
−ετ

2
(1− εḡ2)f̄E2 −

εiτ

2
(1 + εḡ2)f̄E1

}
=

{
i

2
(1 + εg2)fετ ḡf̄ − gf

εiτ

2
(1 + εḡ2)f̄

}
E1

+

{
−1

2
(1− εg2)fετ ḡf̄ − gf

ετ

2
(1− εḡ2)f̄

}
E2

+

{
1

2
(1− εg2)f

iτ

2
(1 + εḡ2)f̄ +

i

2
(1 + εg2)f

τ

2
(1− εḡ2)f̄

}
E3

=
i

2
ετ |f |2

{
ḡ(1 + εg2)− g(1 + εḡ2)

}
E1

− 1

2
ετ |f |2

{
ḡ(1− εg2) + g(1− εḡ2)

}
E2

+
i

4
|f |2

{
(1− εg2)(1 + εḡ2) + (1 + εg2)(1− εḡ2)

}
E3

=
i

2
ετ |f |2

{
ḡ + εg|g|2 − g + εḡ|g|2

}
E1

− 1

2
ετ |f |2

{
ḡ − εg|g|2 + g − εḡ|g|2

}
E2

+
i

4
τ |f |2

{
(1− εg2 + εḡ2 − |g|4) + (1 + εg2 − εḡ2 − |g|4)

}
E3

=
i

2
ετ |f |2(ḡ − g)(1− ε|g|2)E1

− 1

2
ετ |f |2(g + ḡ)(1− ε|g|2)E2 +

i

2
τ |f |2(1− |g|4)E3

= ετ |f |2
{

(1− ε|g|2)Im(g)E1 − (1− ε|g|2)Re(g)E2 +
iε

2
(1− |g|4)E3

}
.



Caṕıtulo 3. Superf́ıcies no Espaço de Heisenberg 91

Portanto, da relação acima em conjunto com o lema anterior, obtemos,

∇̄∂z̄Xz = |f |2
{
H(1 + ε|g|2)Re(g)− ετ(1− ε|g|2)Im(g)

}
E1

+ |f |2
{
H(1 + ε|g|2)Im(g) + ετ(1− ε|g|2)Re(g)

}
E2

+
1

2
|f |2

{
H(1 + ε|g|2)(|g|2 − ε)− iτ(1− |g|4)

}
E3

+ ετ |f |2
{

(1− ε|g|2)Im(g)E1 − (1− ε|g|2)Re(g)E2 +
iε

2
(1− |g|4)E3

}
= H|f |2(1 + ε|g|2)

{
Re(g)E1 + Im(g)E2 +

1

2
(|g|2 − ε)E3

}
=

1

2
H|f |2(1 + ε|g|2)

{
2Re(g)E1 + 2Im(g)E2 + (|g|2 − ε)E3

}
=

1

2
H|f |2(1 + ε|g|2)2N

=
1

2
He2ωN.

Desta forma, a imersão X tem curvatura média H, o que finaliza a prova do teorema. �

A partir deste teorema, obtemos uma representação para uma superf́ıcie mı́nima em

H3(ε, τ), isto é,

Corolário 3.3.2. Supomos f e g funções definidas em um domı́nio simplesmente conexo

Ω ⊂ Σ, com f nunca nula, satisfazendo (3.45) e (3.46), isto é,

fz̄ = −iετ |f |2ḡ(1− ε|g|2), gz̄ = − i
2
τ f̄(1− ε|g|2)2.

Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω # H3(ε, τ),

definida por

x1(z) = 2Re
(∫ z

z0

1
2
(1− εg2)fdz

)
x2(z) = 2Re

(∫ z
z0

i
2
(1 + εg2)fdz

)
x3(z) = 2Re

(∫ z
z0
{τ [ i

2
(1 + εg2)fx1 − 1

2
(1− εg2)fx2] + gf}dz

)
,

(3.53)

é uma imersão mı́nima conforme e com aplicação de Gauss g.

Prova. As equações (3.45) e (3.46) são, respectivamente, as relações (3.43) e (3.44) com

H = 0. �

Quando |g|2 < 1, a representação integral dada acima para superf́ıcies mı́nimas pode ser

obtida somente da aplicação de Gauss da imersão. Assim, temos
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Corolário 3.3.3. Seja g : Ω ⊂ Σ → (D, ds2
ε) uma aplicação harmônica nunca holomorfa,

onde

ds2
ε = λ2

ε(w)|dw|2 =
1

(1− ε|w|2)2
|dw|2.

Então, a aplicação

X = (x1, x2, x3) : Ω ⊂ Σ → H3(ε, τ),

definida por

x1(z) = −2Re
(∫ z

z0
(1− εg2) i

τ(1−ε|g|2)2
ḡzdz

)
x2(z) = 2Re

(∫ z
z0

(1 + εg2) 1
τ(1−ε|g|2)2

ḡzdz
)

x3(z) = −2Re
(∫ z

z0
{ τ

2
[i(1 + εg2)x1 − (1− εg2)x2] + g} 2i

τ(1−ε|g|2)2
ḡzdz

)
,

(3.54)

é uma imersão mı́nima conforme e tem aplicação de Gauss g.

Prova. Observamos que, se definimos

f := − 2i

τ(1− ε|g|2)2
ḡz,

conclúımos que f é nunca nula, pois g é nunca holomorfa; ademais, a derivada de g em

relação a z̄, satisfaz (3.46), isto é,

gz̄ = − i
2
τ f̄(1− ε|g|2)2.

Por outro lado, pela harmonicidade de g, a derivada de f em relação a z̄ é dada por

fz̄ = − 2i

τ(1− ε|g|2)4
{ḡzz̄(1− ε|g|2)2 + 2εḡz(1− ε|g|2)(gḡz̄ + ḡgz̄)}

= − 2i

τ(1− ε|g|2)3
{gz̄z(1− ε|g|2) + 2εḡz(gḡz̄ + ḡgz̄)}

= − 2i

τ(1− ε|g|2)3
{−2εgḡzḡz̄ + 2εḡz(gḡz̄ + ḡgz̄)}

= − 4iε

τ(1− ε|g|2)3
ḡ|gz̄|2

= − 4iε

τ(1− ε|g|2)3
ḡ

[
τ 2

4
|f |2(1− ε|g|2)4

]
= −iετ |f |2ḡ(1− ε|g|2),

isto é, reobtemos (3.45). Além disso, pela expressão de f , a definição de X dada em

(3.54), torna-se (3.53). Do corolário anterior, segue o resultado. �



Caṕıtulo 4

Superf́ıcies em Esferas e no Espaço

Anti de Sitter

4.1 A Esfera S3 como Grupo de Lie

Nesta seção, apresentamos a estrutura de grupo de Lie de S3 induzida pela identificação

da esfera com um subgrupo multiplicativo das matrizes 2× 2 com coeficientes complexos.

Consideramos sobre C2 o produto interno (hermitiano) canônico

〈(z, w), (α, β)〉 = zᾱ+ wβ̄.

Identificamos a esfera S3 ao grupo de matrizes SU2 que preservam este produto interno.

Mais especificamente, temos

S3 ≡ SU2 =


 z w

−w̄ z̄

 : |z|2 + |w|2 = 1

 .

Relembramos que o espaço tangente a SU2 na matriz identidade de ordem 2, que deno-

tamos por e, é descrito como

TeSU2 =


 ia b+ ic

−b+ ic −ia

 : a, b, c ∈ R


= span

ê1 =

 i 0

0 −i

 , ê2 =

 0 1

−1 0

 , ê3 =

 0 i

i 0

 .

Observamos que os vetores {ê1, ê2, ê3} satisfazem as relações algébricas ê21 = ê22 = ê23 = −ê.

O colchete de Lie de matrizes determina, ainda, as relações [ê1, ê2] = 2ê3, [ê2, ê3] =

93
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2ê1 e [ê3, ê1] = 2ê2, as quais podem ser assimiladas ao produto exterior em TeSU2 =

R3. A translação à esquerda destes vetores define, respectivamente, os campos vetoriais

invariantes à esquerda

X1 =

 iz −iw

−iw̄ −iz̄

 , X2 =

 −w z

−iz̄ −w̄

 , X3 =

 iw iz

iz̄ −iw̄

 .

Obviamente, o colchete de Lie destes campos, que geram a álgebra de Lie su2, é determi-

nado por

[X1, X2] = 2X3, [X2, X3] = 2X1, [X3, X1] = 2X2, (4.1)

relações que podem ser escritas unificadamente como

[Xi, Xi+1] = 2Xi+2, (4.2)

onde os ı́ndices são tomados módulo 3. O grupo SU2 está contido no espaço vetorial real

de dimensão 4

V =


 z w

−w̄ z̄

 : (z, w) ∈ C2

 .

Mediante a correspondência z w

−w̄ z̄

 ∈ V ↔ (z, w) ∈ C2 ↔ (x, y, u, v) ∈ R4,

onde z = x+ iy e w = u+ iv, o produto de matrizes em V passa a ser expresso, em termos

das coordenadas (z, w) ∈ C2, na forma

(z, w)(z′, w′) = (zz′ − w̄′w,w′z + wz̄′).

Motivados pela relação〈 z w

−w̄ z̄

 ,

 z w

−w̄ z̄

〉
M2×2(C)

=
1

2
tr

 z w

−w̄ z̄

 z w

−w̄ z̄

∗

=
1

2
tr

 z w

−w̄ z̄

 z̄ −w

w̄ z


=

1

2
tr

 |z|2 + |w|2 0

0 |z|2 + |w|2


= |z|2 + |w|2, (4.3)
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definimos sobre o espaço vetorial real V o produto interno que, nas coordenadas (x, y, u, v) ∈

R4, é dado por

〈·, ·〉V = dx2 + dy2 + du2 + dv2,

de modo que Re〈·, ·〉 = 〈·, ·〉V. A métrica induzida em SU2 é bi-invariante. Os campos

X1, X2 e X3 definidos acima são expressos nas coordenadas lineares de V por

X1 = −y∂x+x∂y+v∂u−u∂v, X2 = −u∂x−v∂y+x∂u+y∂v, X3 = −v∂x+u∂y−y∂u+x∂v.

Verifica-se facilmente que constituem um referencial ortonormal em SU2, com respeito a

métrica induzida de V. A conexão riemanniana correspondente é determinada por

∇̄Xi
Xi+1 = Xi+2 =

1

2
[Xi, Xi+1].

4.2 O Espaço AdS como Grupo de Lie

O grupo SU1,1 consiste das matrizes de determinante 1 que preservam o produto interno

pseudo-hermitiano definido em C2 por

((z, w), (α, β)) = −zᾱ+ wβ̄.

Sucintamente, pomos

SU1,1 =


 z w

w̄ z̄

 : |z|2 − |w|2 = 1

 .

Como na seção anterior, não é dificil ver que o espaço tangente de SU1,1 na matriz unidade

e é dado por:

TeSU1,1 =


 ia b+ ic

b− ic −ia

 : a, b, c ∈ R


= span

f̂1 =

 i 0

0 −i

 , f̂2 =

 0 1

1 0

 , f̂3 =

 0 i

−i 0

 .

Observamos que os vetores f̂1, f̂2 e f̂3 satisfazem as relações algébricas f̂ 2
1 = f̂ 2

2 = f̂ 2
3 = −ê.

Ademais, o colchete de matrizes determina as relações [f̂1, f̂2] = 2f̂3, [f̂2, f̂3] = −2f̂1

e [f̂3, f̂1] = 2f̂2, as quais podem ser tomadas como o produto exterior em TeSU1,1 =
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L3. Estes vetores definem, respectivamente, os seguintes campos vetoriais invariantes à

esquerda

Y1 =

 iz −iw

iw̄ −iz̄

 , Y2 =

 w z

z̄ w̄

 , Y3 =

 −iw iz

−iz̄ iw̄


satisfazendo, obviamente

[Y1, Y2] = 2Y3, [Y2, Y3] = −2Y1, [Y3, Y1] = 2Y2. (4.4)

Constatamos que SU1,1 está contido no espaço vetorial real de dimensão 4

W =


 z w

w̄ z̄

 : (z, w) ∈ C2

 .

Mediante a identificação z w

w̄ z̄

 ∈ W ↔ (z, w) ∈ C2 ↔ (x, y, u, v) ∈ R2,2,

onde z = x + iy e w = u + iv, o produto de matrizes em W é expresso, em termos das

coordenadas (z, w) ∈ C2, na forma

(z, w)(z′, w′) = (zz′ + w̄′w,w′z + wz̄′).

Definimos em W o produto interno pseudo-hermitiano (·, ·)W que, nas coordenadas lineares

(x, y, u, v), é a parte real de (·, ·), isto é,

(·, ·)W = −dx2 − dy2 + du2 + dv2.

Consideramos sobre SU1,1 a métrica induzida por (·, ·)W, denotada da mesma maneira.

Tal métrica é bi-invariante. A expressão nestas coordenadas dos campos Y1, Y2 e Y3 é

Y1 = −y∂x + x∂y + v∂u − u∂v Y2 = u∂x + v∂y + x∂u + y∂v, Y3 = v∂x − u∂y − y∂u + x∂v.

Estes campos invariantes à esquerda constituem um referencial ortogonal satisfazendo

(Y1, Y1) = −1, (Y2, Y2) = (Y3, Y3) = 1.

Denotando por ∇̄ a conexão pseudo-riemanniana em SU1,1, relativamente a métrica fixada

há pouco, obtemos

∇̄Y1Y2 = Y3 =
1

2
[Y1, Y2], ∇̄Y2Y3 = −Y1 =

1

2
[Y2, Y3], ∇̄Y3Y1 = Y2 =

1

2
[Y3, Y1].
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4.3 Esferas de Berger e Espaços Anti de Sitter Exóticos

4.3.1 Esferas de Berger

Considere um parâmetro τ > 0 e o referencial de campos invariantes à esquerdaX1, X2, X3

sobre SU2 fixados na seção anterior. A seguir, definimos métricas invariantes à esquerda

em SU2 que denotamos indistintamente por 〈·, ·〉. Uma tal métrica é definida de modo

que os campos

E1 =
1

τ
X1, E2 = X2, E3 = X3 (4.5)

sejam ortonormais. Em vista de (4.1), temos

[E1, E2] =
2

τ
E3, [E2, E3] = 2τE1, [E3, E1] =

2

τ
E2. (4.6)

Além disso, demonstra-se que

Lema 4.3.1. Os campos E1, E2 e E3 satisfazem

∇̄E1E1 = 0 ∇̄E2E1 = −τE3 ∇̄E3E1 = τE2

∇̄E1E2 = 1
τ
(2− τ 2)E3 ∇̄E2E2 = 0 ∇̄E3E2 = −τE1

∇̄E1E3 = 1
τ
(τ 2 − 2)E2 ∇̄E2E3 = τE1 ∇̄E3E3 = 0,

onde ∇̄ é a conexão riemanniana em (SU2, 〈·, ·〉).

Prova. Pela fórmula de Koszul, temos 〈∇̄Ei
Ei, Ek〉 = 〈[Ek, Ei], Ei〉. Portanto, (4.6) asse-

gura que

〈∇̄Ei
Ei, Ek〉 = 0, i, k = 1, 2, 3,

donde conclúımos que ∇̄Ei
Ei = 0 para i = 1, 2, 3. Temos, também da fórmula de Koszul,

〈∇̄E1E2, E1〉 = 〈[E1, E2], E1〉, 〈∇̄E1E2, E2〉 = 0,

2〈∇̄E1E2, E3〉 = 〈[E1, E2], E3〉 − 〈[E2, E3], E1〉+ 〈[E3, E1], E2〉

e, portanto, usando (4.6),

〈∇̄E1E2, E1〉 = 0, 〈∇̄E1E2, E2〉 = 0, 〈∇̄E1E2, E3〉 =
2

τ
− τ.

Desta forma, obtemos ∇̄E1E2 = 1
τ
(2− τ 2)E3 e

∇̄E2E1 = [E2, E1] + ∇̄E1E2 = −2

τ
E3 +

1

τ
(2− τ 2)E3 = −τE3.
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Novamente pela fórmula de Koszul, chegamos a

〈∇̄E2E3, E2〉 = 〈[E2, E3], E2〉, 〈∇̄E2E3, E3〉 = 0

2〈∇̄E2E3, E1〉 = 〈[E2, E3], E1〉 − 〈[E3, E1], E2〉+ 〈[E1, E2], E3〉

e, utilizando (4.6), isto resulta em

〈∇̄E2E3, E2〉 = 0, 〈∇̄E2E3, E3〉 = 0, 〈∇̄E2E3, E1〉 = τ.

Assim, ∇̄E2E3 = τE1 e

∇̄E3E2 = [E3, E2] + ∇̄E2E3 = −2τE1 + τE1 = −τE1.

Como acima, pela fórmula de Koszul, temos

〈∇̄E3E1, E3〉 = 〈[E3, E1], E3〉, 〈∇̄E3E1, E1〉 = 0

2〈∇̄E3E1, E2〉 = 〈[E3, E1], E2〉 − 〈[E1, E2], E3〉+ 〈[E2, E3], E1〉.

Logo, (4.6) implica que

〈∇̄E3E1, E3〉 = 0, 〈∇̄E3E1, E1〉 = 0, 〈∇̄E3E1, E2〉 = τ.

Portanto, ∇̄E3E1 = τE2 e

∇̄E1E3 = [E1, E3] + ∇̄E3E1 = −2

τ
E1 + τE1 =

1

τ
(τ 2 − 2)E1.

�

Como consequência do lema acima, os śımbolos de Christoffel da conexão Riemanniana

de (SU2, 〈·, ·〉) são

Γ1
23 = −Γ1

32 = Γ2
31 = −Γ3

21 = τ, Γ3
12 = −Γ2

13 =
1

τ
(2− τ 2), outros Γkij = 0. (4.7)

4.3.2 Espaços Anti de Sitter Exóticos

Fixado o parâmetro τ > 0 como acima, consideramos, desta vez, métricas lorentzianas

invariantes à esquerda em SU1,1 que denotamos por 〈·, ·〉. Tais métricas são definidas

impondo-se que os campos

E1 =
1

τ
Y1, E2 = Y2, E3 = Y3 (4.8)
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sejam ortogonais e satisfaçam

〈E1, E1〉 = −1, 〈E2, E2〉 = 〈E3, E3〉 = 1. (4.9)

Observamos que, em função de (4.4), temos

[E1, E2] =
2

τ
E3, [E2, E3] = −2τE1, [E3, E1] =

2

τ
E2. (4.10)

Além disso, demonstramos, de modo análogo ao que fizemos acima, que

Lema 4.3.2. Os campos E1, E2 e E3 satisfazem

∇̄E1E1 = 0 ∇̄E2E1 = −τE3 ∇̄E3E1 = τE2

∇̄E1E2 = 1
τ
(2− τ 2)E3 ∇̄E2E2 = 0 ∇̄E3E2 = τE1

∇̄E1E3 = 1
τ
(τ 2 − 2)E2 ∇̄E2E3 = −τE1 ∇̄E3E3 = 0

O lema acima assegura que os śımbolos de Christoffel da conexão pseudo-riemanniana de

(SU1,1, (·, ·)) são

Γ1
32 = −Γ1

23 = Γ2
31 = −Γ3

21 = τ, Γ3
12 = −Γ2

13 =
1

τ
(2− τ 2), outros Γkij = 0. (4.11)

4.3.3 Descrição Unificada

Nesta seção, unificamos as duas exposições anteriores. Para tal, utilizamos o parâmetro

ε indicando esferas de Berger quando ε = 1 e espaços Anti de Sitter exóticos quando

ε = −1. Em ambos os contextos, a métrica é denotada por 〈·, ·〉. Denotamos por S3
1,τ o

grupo de Lie SU2 com a métrica invariante à esquerda para a qual os campos E1, E2 e E3

definidos por (4.5) são ortonormais. Denotamos por S3
−1,τ o grupo de Lie SU1,1 munido

da pseudo-métrica invariante à esquerda para a qual os campos E1, E2 e E3 definidos por

(4.8) são ortogonais e satisfazem (4.9). As álgebras de Lie serão ambas denotadas por g.

Portanto, em S3
ε,τ , os campos E1, E2 e E3 satisfazem

[E1, E2] =
2

τ
E3, [E2, E3] = 2ετE1, [E3, E1] =

2

τ
E2. (4.12)

〈E1, E1〉 = ε, 〈E2, E2〉 = 〈E3, E3〉 = 1. (4.13)

Além disto, como vimos, a conexão de Levi-Cività é determinada por

∇̄E1E1 = 0 ∇̄E2E1 = −τE3 ∇̄E3E1 = τE2

∇̄E1E2 = 1
τ
(2− τ 2)E3 ∇̄E2E2 = 0 ∇̄E3E2 = −ετE1

∇̄E1E3 = 1
τ
(τ 2 − 2)E2 ∇̄E2E3 = ετE1 ∇̄E3E3 = 0

(4.14)
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donde,

Γ2
31 = −Γ3

21 = τ Γ1
23 = −Γ1

32 = ετ

Γ3
12 = −Γ2

13 = 1
τ
(2− τ 2) outros Γkij = 0

(4.15)

Com respeito a curvatura, demonstramos

Lema 4.3.3. O tensor de curvatura R̄ em S3
ε,τ é determinado por

R̄(E1, E2)E3 = R̄(E2, E3)E1 = R̄(E3, E1)E2 = 0

R̄(E1, E2)E2 = ετ 2E1, R̄(E2, E3)E3 = ε(4− 3τ 2)E2

R̄(E3, E1)E1 = τ 2E3.

(4.16)

Portanto, S3
ε,τ tem curvaturas seccionais iguais a ετ 2 e ε(4− 3τ 2).

Prova. De fato, pelas equações (4.12), (4.13) e (4.14), obtemos

R̄(E1, E2)E3 = ∇̄E1∇̄E2E3 − ∇̄E2∇̄E1E3 − ∇̄[E1,E2]E3

= ∇̄E1(ετE1)− ∇̄E2(
1

τ
(τ 2 − 2)E2)− ∇̄ 2

τ
E3
E3

= 0

R̄(E2, E3)E1 = ∇̄E2∇̄E3E1 − ∇̄E3∇̄E2E1 − ∇̄[E2,E3]E1

= ∇̄E2(τE2)− ∇̄E3(−τE3)− ∇̄2ετE1E1

= 0

R̄(E3, E1)E2 = ∇̄E3∇̄E1E2 − ∇̄E1∇̄E3E2 − ∇̄[E3,E1]E2

= ∇̄E3(
1

τ
(2− τ 2)E3)− ∇̄E1(−ετE1)− ∇̄ 2

τ
E2
E2

= 0

R̄(E1, E2)E2 = ∇̄E1∇̄E2E2 − ∇̄E2∇̄E1E2 − ∇̄[E1,E2]E2

= −∇̄E2(
1

τ
(2− τ 2)E3)− ∇̄ 2

τ
E3
E2

= −1

τ
(2− τ 2)ετE1 −

2

τ
(−ετE1)

= ετ 2E1

R̄(E2, E3)E3 = ∇̄E2∇̄E3E3 − ∇̄E3∇̄E2E3 − ∇̄[E2,E3]E3

= −∇̄E3(ετE1)− ∇̄2ετE1E3

= −εττE2 − 2ετ
1

τ
(τ 2 − 2)E2

= ε(4− 3τ 2)E2
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R̄(E3, E1)E1 = ∇̄E3∇̄E1E1 − ∇̄E1∇̄E3E1 − ∇̄[E3,E1]E1

= −∇̄E1(τE2)− ∇̄ 2
τ
E2
E1

= −τ 1

τ
(2− τ 2)E3 −

2

τ
(−τE3)

= τ 2E3.

Esferas de Berger Lorentzianas

Uma outra variante dos ambientes que ora consideramos é impor em SU2 a métrica

lorentziana definida por

〈E1, E1〉 = −1, 〈E2, E2〉 = 1, 〈E3, E3〉 = 1.

Neste caso, mantemos a álgebra de Lie inalterada:

[E1, E2] =
2

τ
E3, [E2, E3] = 2τE1, [E3, E1] =

2

τ
E2.

Obtemos, seguindo os mesmos cálculos de antes,

∇̄E1E1 = 0 ∇̄E2E1 = −ετE3 ∇̄E3E1 = ετE2

∇̄E1E2 = 1
τ
(2− ετ 2)E3 ∇̄E2E2 = 0 ∇̄E3E2 = −τE1

∇̄E1E3 = 1
τ
(ετ 2 − 2)E2 ∇̄E2E3 = τE1 ∇̄E3E3 = 0

(4.17)

Γ2
31 = −Γ3

21 = ετ Γ1
23 = −Γ1

32 = τ

Γ3
12 = −Γ2

13 = 1
τ
(2− ετ 2) outros Γkij = 0.

(4.18)

O tensor de curvatura é, neste caso, determinado por

R̄(E1, E2)E3 = R̄(E2, E3)E1 = R̄(E3, E1)E2 = 0

R̄(E1, E2)E2 = ετ 2E1, R̄(E2, E3)E3 = (4− 3ετ 2)E2

R̄(E3, E1)E1 = τ 2E3.

(4.19)

Observamos que, para nenhum valor real de τ , o espaço tem curvatura seccional constante,

quando ε = −1. Este tipo de ambiente foi recentemente estudado, e.g., em [20].

4.4 Representação Espinorial

4.4.1 Equações de Gauss-Weingarten

SejaX : Σ # S3
ε,τ uma imersão isométrica (tipo-espaço, quando ε = −1) de uma superf́ıcie

de Riemann Σ em S3
ε,τ . Seja z = u + iv um parâmetro conforme em Σ, de modo que a
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métrica (riemanniana) em Σ seja expressa por ds2
Σ = e2ω|dz|2. Escrevemos

Xz = Z1E1 + Z2E2 + Z3E3, (4.20)

de modo que

〈Xz, Xz〉 = ε(Z1)2 + (Z2)2 + (Z3)3 = 0, (4.21)

〈Xz, Xz̄〉 = ε|Z1|2 + |Z2|2 + |Z3|3 =
1

2
e2ω. (4.22)

Observamos que, graças a (1.36) e (4.13), o produto exterior, em termos do referencial

{E1, E2, E3}, satisfaz

E1 × E2 = E3, E2 × E3 = εE1, E3 × E1 = E2. (4.23)

Assim, o campo normal da imersão, definido como

N =
Xu ×Xv

|Xu ×Xv|
= e−2ωXu ×Xv,

pode ser expresso por

N = 2ie−2ω{(Z̄2Z3 − Z2Z̄3)εE1 + (Z1Z̄3 − Z̄1Z3)E2 + (Z̄1Z2 − Z1Z̄2)E3}. (4.24)

Uma vez que os śımbolos de Christoffel Γkij - relativamente ao referencial {E1, E2, E3} -

da conexão ∇̄ compat́ıvel com a métrica 〈·, ·〉 em S3
ε,τ satisfazem (4.15), obtemos, a partir

das equações em (1.46),

−∂z̄Z1 + ∂zZ̄
1 − (−Z2Z̄3 + Z̄2Z3)ετ + (−Z3Z̄2 + Z̄3Z2)ετ = 0,

−∂z̄Z2 + ∂zZ̄
2 − (−Z3Z̄1 + Z̄3Z1)(

2

τ
− τ) + (−Z1Z̄3 + Z̄1Z3)τ = 0,

−∂z̄Z3 + ∂zZ̄
3 + (−Z2Z̄1 + Z̄2Z1)(

2

τ
− τ)− (−Z1Z̄2 + Z̄1Z2)τ = 0,

equações que, por sua vez, reduzem-se respectivamente a

−∂z̄Z1 + ∂zZ̄
1 + 2ετ(Z2Z̄3 − Z̄2Z3) = 0 (4.25)

−∂z̄Z2 + ∂zZ̄
2 +

2

τ
(Z̄1Z3 − Z1Z̄3) = 0, (4.26)

−∂z̄Z3 + ∂zZ̄
3 +

2

τ
(Z1Z̄2 − Z̄1Z2) = 0. (4.27)

A partir de (1.47), (4.24) e, novamente, (4.15), obtemos as equações

∂z̄Z
1 + ∂zZ̄

1 − (Z2Z̄3 + Z̄2Z3)ετ + (Z3Z̄2 + Z̄3Z2)ετ = 2iHε(Z̄2Z3 − Z2Z̄3),
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∂z̄Z
2 + ∂zZ̄

2 − (Z3Z̄1 + Z̄3Z1)(
2

τ
− τ) + (Z1Z̄3 + Z̄1Z3)τ = 2iH(Z1Z̄3 − Z̄1Z3),

∂z̄Z
3 + ∂zZ̄

3 − (Z1Z̄2 + Z̄1Z2)τ + (Z2Z̄1 + Z̄2Z1)(
2

τ
− τ) = 2iH(Z̄1Z2 − Z1Z̄2),

as quais podem ser respectivamente reescritas como

∂z̄Z
1 + ∂zZ̄

1 = 2iHε(Z̄2Z3 − Z2Z̄3), (4.28)

∂z̄Z
2 + ∂zZ̄

2 + 2(Z̄1Z3 + Z1Z̄3)(τ − 1

τ
) = 2iH(Z1Z̄3 − Z̄1Z3), (4.29)

∂z̄Z
3 + ∂zZ̄

3 − 2(Z̄1Z2 + Z1Z̄2)(τ − 1

τ
) = 2iH(Z̄1Z2 − Z1Z̄2). (4.30)

Por fim, as equações (1.48) são escritas na forma

∂zZ
1 = 2ωzZ

1 + ie−2ωq(Z̄2Z3 − Z2Z̄3), (4.31)

∂zZ
2 + 2

(
τ − 1

τ

)
Z1Z3 = 2ωzZ

2 + iεe−2ωq(Z1Z̄3 − Z̄1Z3), (4.32)

∂zZ
3 − 2

(
τ − 1

τ

)
Z1Z2 = 2ωzZ

3 + iεe−2ωq(Z̄1Z2 − Z1Z̄2). (4.33)

Seja ω̂ a forma de Maurer-Cartan em S3
ε,τ . Portanto ω̂(Ea) = êa. Demonstramos, então,

o seguinte resultado de integrabilidade para superf́ıcies em S3
ε,τ .

Proposição 4.4.1. Seja α uma 1-forma definida em Σ com valores em g localmente

expressa por

α = êa ⊗
(
Zadz + Z̄adz̄

)
,

para funções complexas Za(z, z̄) definidas em Σ. Supomos que estas funções satisfazem o

sistema (4.25)-(4.33) e as condições iniciais(
ε(Z1)2 + (Z2)2 + (Z3)2

)
(z0) = 0,

(
ε|Z1|2 + |Z2|2 + |Z3|2

)
(z0) =

1

2
e2ω(z0,z̄0),

onde ω(z z̄) > 0, H(z, z̄) e q(z, z̄) são funções dadas em Σ. Então, existe uma imersão

isométrica X : Σ → S3
ε,τ tal que

X−1dX = α,

isto é, X é uma primitiva de Darboux de α, X∗ω̂ = α. Além disso, esta imersão tem

métrica prescrita

e2ω|dz|2

e segunda forma fundamental

q

2
dz2 +

H

2
e2ωdzdz̄ +

q̄

2
dz̄2.
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Prova. Definimos a 1-forma definida em Σ× S3
ε,τ com valores em g, dada por

Π = π∗Σα− π∗S3
ε,τ
ω̂.

Então, podemos verificar que a correspondência

D(p,g) = ker Π(p,g), (p, g) ∈M × S3
ε,τ

é uma distribuição integrável. Verificamos primeiro que tem posto constante. Considera-

se, para tanto, a restrição

πΣ∗p : D(p,g) → TpΣ,

demonstrando que tem núcleo trivial. De fato, dado (v, w) ∈ D(p,g) com

v = πΣ∗p(v, w) = 0,

temos

0 = ω̂(w)− α(v) = ω̂(w)

e, portanto, w = 0, posto que ω̂g : TgS3
ε,τ → TeS3

ε,τ é um isomorfismo. Conclúımos que

(v, w) = 0, como desejado.

Finalizamos mostrando que πΣ∗p : D(p,g) → TpΣ é um epimorfismo. De fato, dado

v ∈ TpΣ, seja we = α(v) ∈ TeS3
ε,τ . Consideramos, então, o campo invariante à esquerda

W ∈ g gerado por we, de modo que

ω̂g(W (g))− α(v) = we − we = 0,

ou seja, de modo que

Π(v,W (g)) = 0.

Desta forma, demonstramos que a cada v ∈ TpΣ corresponde um vetor (v,W (g)) ∈ D(p,g).

Deduzimos, enfim, que a distribuição tem posto constante, igual a 2.

Verificamos a seguir que é uma distribuição integrável. Para tanto, calculamos, omitindo

projeções,

dΠ = dα− dω̂

= êa ⊗ d
(
Zadz + Z̄adz̄

)
− dω̂

= êa ⊗
(
∂z̄Z

adz̄ ∧ dz + ∂zZ̄
adz ∧ dz̄

)
+ [ω̂, ω̂]

= êa ⊗ dz ∧ dz̄
(
∂zZ̄

a − ∂z̄Z
a
)

+ [ω̂, ω̂].
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Então, temos

dΠ = êa ⊗ dz ∧ dz̄
(
∂zZ̄

a − ∂z̄Z
a
)

+ [α− Π, α− Π]

= êa ⊗ dz ∧ dz̄
(
∂zZ̄

a − ∂z̄Z
a
)

+ [α, α]− [α,Π]− [Π, α] + [Π,Π],

o que implica que, módulo Π, vale

dΠ = êa ⊗ dz ∧ dz̄
(
∂zZ̄

a − ∂z̄Z
a
)

+ [α− Π, α− Π]

= êa ⊗ dz ∧ dz̄
(
∂zZ̄

a − ∂z̄Z
a
)

+ [êa, êb]⊗
(
Zadz + Z̄adz̄

)
∧
(
Zbdz + Z̄bdz̄

)
= êc ⊗ dz ∧ dz̄

(
∂zZ̄

c − ∂z̄Z
c
)

+ êc ⊗ dz ∧ dz̄σcab
(
ZaZ̄b − Z̄aZb

)
,

onde σcab são as constantes de estrutura de S3
ε,τ .

Por sua vez, as equações (4.25)-(4.27) implicam que

∂zZ̄
c − ∂z̄Z

c = Γcba
(
ZaZ̄b − Z̄aZb

)
.

Portanto, segue que

dΠ = êc ⊗ dz ∧ dz̄
(
Γcba + σcab

)(
ZaZ̄b − Z̄aZb

)
.

Entretanto, devido ao fato de que a conexão em S3
ε,τ é compat́ıvel com uma métrica invari-

ante à esquerda, os śımbolos Γcba + σcab são simétricos com respeito aos ı́ndices inferiores.

Então, conclúımos que

dΠ = 0

módulo Π. Assim, a distribuição é integrável. Visto que πΣ∗p : D(p,g) → TpΣ é um

isomorfismo linear, demonstra-se que as folhas integrais da distribuição são, localmente,

gráficos de aplicações de abertos de Σ em S3
ε,τ . Um argumento padrão de monodromia (v.

[37]) garante que, de fato, uma folha integral é gráfico de uma imersão X : Σ → S3
ε,τ .

Concretamente, dado (v, w) ∈ D(p,g), com g = X(p), temos w = X∗p · v. Dáı,

ω̂(X∗p · v)− α(v) = 0

ou seja,

ω̂(X∗p · v) =
3∑
i=1

êa
(
Zadz(v)− Z̄adz̄(v)

)
.

Portanto, aplicando-se a ambos os lados desta equação a diferencial Lg∗e da translação à

esquerda por g = X(p), temos

X∗p · v =
3∑
i=1

Ea|X(p)

(
Zadz(v)− Z̄adz̄(v)

)
.



Caṕıtulo 4. Superf́ıcies em Esferas e no Espaço Anti de Sitter 106

Isto obviamente acarreta que

Xz = Ea|XZa, Xz̄ = Ea|XZ̄a. (4.34)

Sendo assim, a expressão (4.24) define um campo normal ao longo de X. Além disso,

diferenciando (4.34) com respeito a z temos, das equações (4.31)-(4.33),

Xzz =
3∑

k=1

{∂zZk +
3∑

i,j=1

ZiZjΓkij}Ek|X = 2ωzXz +
ε

2
qN,

o que implica que

〈Xzz, Xz̄〉 = 2ωz〈Xz, Xz̄〉 e 〈Xzz, Xz〉 = 2ωz〈Xz, Xz〉.

Da mesma forma, as equações (4.25)-(4.30) implicam que

Xzz̄ =
ε

2
He2ωN

o que, por sua vez, garante que

〈Xzz̄, Xz〉 = 0.

Portanto,

∂z〈Xz, Xz̄〉 = 〈Xzz, Xz̄〉+ 〈Xz, Xzz̄〉 = 〈Xzz, Xz̄〉 = 2ωz〈Xz, Xz̄〉,

logo

〈Xz, Xz̄〉 = Ke2ω,

donde, pela condição inicial sob a função 〈Xz, Xz̄〉, obtemos que métrica induzida em Σ

pela imersão X é determinada por

〈Xz, Xz̄〉 =
1

2
e2ω.

Além disso,

∂z〈Xz, Xz〉 = 2〈Xzz, Xz〉 = 4ωz〈Xz, Xz〉,

logo

〈Xz, Xz〉 = Ce4ω,

segue, pela condição inicial sob a função 〈Xz, Xz〉, que a imersção é conforme. Con-

siderando estes fatos, conclúımos que N é um campo normal unitário. Assim, as equações

(4.31)-(4.32) implicam que q é a diferencial de Hopf da imersão e as equações (4.28)-(4.29)

mostram que H é sua curvatura média.

Estes argumentos encerram a prova. �
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4.4.2 Uma Equação de Dirac

Observamos que a equação polinomial dada em (4.21) tem uma solução da forma

Z1 = ψ1ψ̄2, Z2 =
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1), Z3 =

i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1), (4.35)

com as funções ψ1 e ψ2 verificando

Z2 + iZ3 = −εψ2
1, Z̄2 + iZ̄3 = ψ2

2. (4.36)

Além disso, a expressão da métrica de Σ em termos de ψ1 e ψ2 é

eω = |ψ2|2 + ε|ψ1|2 (4.37)

e, uma vez que,

Z̄2Z3 − Z3Z̄3 =
i

2
(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2),

Z1Z̄3 − Z̄1Z3 = − i
2
(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2),

Z̄1Z2 − Z1Z̄2 =
1

2
(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2),

usando (4.24) e (4.37), deduzimos que a expressão do vetor normal em termos das funções

ψ1 e ψ2 é

N = e−w{(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)E1 + (ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)E2 + i(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2)E3}. (4.38)

Deduzimos, agora, as expressões expĺıcitas para os potenciais U e V que satisfazem (2.28).

Ao somarmos a equação (4.25) à equação (4.26) multiplicada por i, obtemos

−∂z̄(Z1 + iZ2) + ∂z(Z̄
1 + iZ̄2) +

2

τ
Z̄1(Z3 − iZ2)− 2

τ
Z1(Z̄3 − iZ̄2) = 0,

que pode ser reescrita como

−∂z̄(Z1 + iZ2) + ∂z(Z̄
1 + iZ̄2)− 2i

τ
Z̄1(Z2 + iZ3) +

2i

τ
Z1(Z̄2 + iZ̄3) = 0

e ao usarmos (4.36), se transforma em

−∂z̄(−εψ2
1) + ∂z(ψ

2
2)−

2i

τ
ψ̄1ψ2(−εψ2

1) +
2i

τ
ψ1ψ̄2(ψ

2
2) = 0,
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que é equivalente a

2εψ1∂z̄ψ1 + 2ψ2∂z̄ψ2 +
2i

τ
ψ1ψ2(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) = 0.

Por (2.28), segue que

εV − U = − i

τ
(|ψ2|2 + ε|ψ1|2). (4.39)

Agora, ao somarmos a expressão (4.28) à equação (4.29) multiplicada por i, obtemos

∂z̄(Z
1 + iZ2) + ∂z(Z̄

1 + iZ̄2) + 2(τ − 1

τ
){Z̄1(Z3 − iZ2) + Z1(Z̄3 − iZ̄2)}

= 2iH{Z1(Z̄3 − iZ̄2)− Z̄1(Z3 − iZ2)},

que pode ser reescrita como

∂z̄(Z
1 + iZ2) + ∂z(Z̄

1 + iZ̄2)− 2i(τ − 1

τ
){Z̄1(Z2 + iZ3) + Z1(Z̄2 + iZ̄3)}

= 2H{Z1(Z̄2 + iZ̄3)− Z̄1(Z2 + iZ3)}.

Usando as expressões em (4.36), assim como a definição de Z3 em (4.35), deduzimos a

equação

∂z̄(−εψ2
1) + ∂z(ψ

2
2)− 2i(τ − 1

τ
){ψ̄1ψ2(−εψ2

1) + ψ1ψ̄2(ψ
2
2)}

= 2H{ψ1ψ̄2(ψ
2
2)− ψ̄1ψ2(−εψ2

1)},

que é equivalente a

−2εψ1∂z̄ψ1 + 2ψ2∂zψ2 − 2i(τ − 1

τ
)ψ1ψ2(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)

= 2Hψ1ψ2(|ψ2|2 + ε|ψ1|2),

expressão que, por sua vez, nos fornece

εV + U = −H(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)− i(τ − 1

τ
)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2), (4.40)

onde, utilizamos novamente (2.28). Assim, as expressões (4.39) e (4.40) geram um sistema

de equações lineares em U e V , cuja solução é

U = −1

2
{(H − i

τ
)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + i(τ − 1

τ
)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}, (4.41)

V = − ε
2
{(H +

i

τ
)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + i(τ − 1

τ
)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}. (4.42)

Estos cálculos permitem demostrar a seguinte
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Proposição 4.4.2. Seja X : Σ # S3
ε,τ uma imersão isométrica de uma superf́ıcie de

Riemann Σ em S3
ε,τ . Então o campo de espinores

ψ =

 ψ1

ψ2


definido pelas equações (4.20) e (4.35), satisfaz a equação de Dirac Dψ = 0, onde

D =

 0 ∂z

−∂z̄ 0

+

 U 0

0 V

 ,

U = −1

2
{(H − i

τ
)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + i(τ − 1

τ
)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}

e

V = − ε
2
{(H +

i

τ
)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + i(τ − 1

τ
)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}.

Observação 8. No caso da esfera SU2, isto é, ε = 1 e τ = 1, obtemos

U = −1

2
(H − i)(|ψ2|2 + |ψ1|2), V = −1

2
(H + i)(|ψ2|2 + |ψ1|2)

e no caso do espaço AdS SU1,1, isto é, ε = −1 e τ = 1, obtemos

U = −1

2
(H − i)(|ψ2|2 − |ψ1|2), V =

i

2
(H + i)(|ψ2|2 − |ψ1|2)}.

A Proposição 4.4.1 pode ser enunciada em termos de ψ1 e ψ2 na seguinte forma, o que

assegura uma rećıproca para a Proposição 4.4.2.

Teorema 4.4.1. Consideramos, em uma superf́ıcie de Riemann simplesmente conexa Σ,

dados ψ1

√
dz, ψ2

√
dz , satisfazendo a equação de Dirac Dψ = 0, onde

ψ =

 ψ1

ψ2

 , D =

 0 ∂z

−∂z̄ 0

+

 U 0

0 V

 ,

U = −1

2
{(H − i

τ
)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + i(τ − 1

τ
)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}

e

V = − ε
2
{(H +

i

τ
)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + i(τ − 1

τ
)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}.

Supomos que ψ1 e ψ2 satisfazem o sistema de primeira ordem εψ̄1 ψ2

−ψ̄2 ψ1

 ∂zψ1

∂zψ̄2

 =

 eωωz − i(τ − 1
τ
)ψ1ψ̄2(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)

q
2

+ 2i( 1
τ
− τ)ψ2

1ψ̄
2
2

 (4.43)
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onde ω > 0, q e H são funções definidas em Σ. Então, existe uma imersão isométrica

X : Σ → S3
ε,τ com curvatura média H, tal que

dX = Xzdz +Xz̄dz̄

ou seja, representada pelas fórmulas (4.20) e (4.35).

Prova. A prova do teorema segue da Proposição 4.4.1 se demonstrarmos que o sistema

de primeira ordem (4.43) provém das equações (4.31)-(4.33).

Para tanto, somamos a equação (4.32) à equação (4.33) multiplicada por i, obtendo

∂z(Z
2+iZ3)+2

(
τ−1

τ

)
Z1
(
Z3−iZ2

)
= 2ωz

(
Z2+iZ3

)
+iεe−2ωq

(
Z1(Z̄3−iZ̄2)−Z̄1(Z3−iZ2)

)
,

o que pode ser reescrito, usando (4.36) e a expressão Z1 = ψ1ψ̄2, como

−ε∂zψ2
1 + 2iε

(
τ − 1

τ

)
ψ3

1ψ̄2 = −2εωzψ
2
1 + εe−2ωq

(
ψ1ψ2|ψ2|2 + εψ1ψ2|ψ1|2

)
,

que vem a ser, levando em conta a expressão (4.37), após divisão por −2ε,

ψ1∂zψ1 − i
(
τ − 1

τ

)
ψ3

1ψ̄2 = ωzψ
2
1 − e−ω

q

2
ψ1ψ2,

expressão equivalente a

ψ1∂zψ1 = ψ1

(
ωzψ1 + i

(
τ − 1

τ

)
ψ2

1ψ̄2 − e−ω
q

2
ψ2

)
. (4.44)

Agora, reescrevemos a equação (4.31) como

∂z(ψ1ψ̄2) = 2ωzψ1ψ̄2 − e−2ω q

2

(
|ψ2|2 − ε|ψ1|2

)(
|ψ2|2 + ε|ψ1|2

)
,

donde obtemos, considerando (4.37),

ψ̄2∂zψ1 + ψ1∂zψ̄2 = 2ωzψ1ψ̄2 − e−ω
q

2

(
|ψ2|2 − ε|ψ1|2

)
. (4.45)

Supondo, momentaneamente, ψ1 6= 0, e substituindo a equação

∂zψ1 = ωzψ1 + i
(
τ − 1

τ

)
ψ2

1ψ̄2 − e−ω
q

2
ψ2

no primeiro termo do lado direito em (4.45), obtemos

ψ1∂zψ̄2 = ψ1

(
ωzψ̄2 − i

(
τ − 1

τ

)
ψ1ψ̄

2
2 + εe−ω

q

2
ψ̄1

)
. (4.46)
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Obviamente, as equações (4.44) e (4.46) nada informam em pontos em que ψ1 = 0. O

sistema de equações

∂zψ1 = ωzψ1 + i
(
τ − 1

τ

)
ψ2

1ψ̄2 − e−ω
q

2
ψ2, (4.47)

∂zψ̄2 = ωzψ̄2 − i
(
τ − 1

τ

)
ψ1ψ̄

2
2 + εe−ω

q

2
ψ̄1 (4.48)

equivale, nos pontos em que ψ1 6= 0, ao sistema (4.31)-(4.33). �

Observamos que o sistema (4.43) pode ser obtido da seguinte maneira. Inicialmente,

calculamos a derivada em relação a z da expressão da métrica, obtendo

eωωz = ψ2∂zψ̄2 + εψ̄1∂zψ1 + (εV̄ − U)ψ1ψ̄2,

donde, pela expressão dos espinores U e V dados (4.41) e (4.42), obtemos

ψ2∂zψ̄2 + εψ̄1∂zψ1 = eωωz − i(τ − 1

τ
)ψ1ψ̄2(|ψ2|2 − ε|ψ1|2). (4.49)

Continuamos, determinando a expressão da diferencial de Hopf em termos das funções ψ1

e ψ2. Temos, de (4.35) e (4.38),

3∑
i=1

∂z(Z
i)〈Ei, N〉 = e−ω{ε(ψ1∂zψ̄2 + ψ̄2∂zψ1)(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)

+ (ψ̄2∂zψ̄2 − εψ1∂zψ1)(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)

− (ψ̄2∂zψ̄2 + εψ1∂zψ1)(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2)}

= e−ω{[εψ1(|ψ1|2 − ε|ψ2|2) + ψ̄2(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)− ψ̄2(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2)]∂zψ̄2

+ [ψ̄2(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)− ψ1(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)− ψ1(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2)]ε∂zψ1}

= e−ω{[ψ1(ε|ψ1|2 − |ψ2|2) + 2ψ1|ψ2|2]∂zψ̄2

+ [ψ̄2(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)− 2ψ̄2|ψ1|2]ε∂zψ1}

= e−ω{ψ1(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)∂zψ̄2 − ψ̄2(|ψ1|2 + ε|ψ2|2)ε∂zψ1}

= e−ω(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)(ψ1∂zψ̄2 − ψ̄2∂zψ1)

= ψ1∂zψ̄2 − ψ̄2∂zψ1.
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Por outro lado, de (4.35) e (4.15), obtemos∑
ijk

ZiZjΓkij〈Ek, N〉 = {Z1Z3τ − Z1Z3(
2

τ
− τ)}〈E2, N〉

+ {−Z1Z2τ + Z1Z2(
2

τ
− τ)}〈E3, N〉

= −2(
1

τ
− τ)Z1Z3〈E2, N〉+ 2(

1

τ
− τ)Z1Z2〈E3, N〉

= 2(
1

τ
− τ)Z1{Z2〈E3, N〉 − Z3〈E2, N〉}

= ie−ωψ1ψ̄2(
1

τ
− τ){(ψ̄2

2 − εψ2
1)(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2)− (ψ̄2

2 + εψ2
1)(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)}

= ie−ωψ1ψ̄2(
1

τ
− τ){−2ψ1ψ̄2(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)}

= −2ie−ωψ2
1ψ̄

2
2(

1

τ
− τ)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)

= −2iψ2
1ψ̄

2
2(

1

τ
− τ).

Combinando estas duas últimas relações, em função de (1.49), deduzimos

ψ1∂zψ̄2 − ψ̄2∂zψ1 =
q

2
+ 2i(

1

τ
− τ)ψ2

1ψ̄
2
2. (4.50)

4.5 Uma Diferencial Quadrática Holomorfa

Calculamos, no que segue, 〈R̄(∂z̄, ∂z)∂z, N〉 em termos das funções ψ1 e ψ2. Como no

cápitulo anterior, temos

〈R̄(∂z̄, ∂z)∂z, N〉

= (Z̄1Z2 − Z1Z̄2){Z1N2〈R̄(E1, E2)E1, E2〉+ Z2N1〈R̄(E1, E2)E2, E1〉}

+ (Z̄1Z3 − Z1Z̄3){Z1N3〈R̄(E1, E3)E1, E3〉+ Z3N1〈R̄(E1, E3)E3, E1〉}

+ (Z̄2Z3 − Z2Z̄3){Z2N3〈R̄(E2, E3)E2, E3〉+ Z3N2〈R̄(E2, E3)E3, E2〉}

onde, as funções N i, (i = 1, 2, 3) são as componente do vetor normal N em relação ao
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referencial {E1, E2, E3}. De (4.16) segue que

〈R̄(∂z̄, ∂z)∂z, N〉 = (Z̄1Z2 − Z1Z̄2){−Z1N2ετ 2〈E1, E1〉+ Z2N1ετ 2〈E1, E1〉}

+ (Z̄1Z3 − Z1Z̄3){−Z1N3τ 2 + Z3N1τ 2〈E3, E3〉}

+ (Z̄2Z3 − Z2Z̄3){−Z2N3ε(4− 3τ 2) + Z3N2ε(4− 3τ 2)}

= τ 2(Z̄1Z2 − Z1Z̄2)(−Z1N2 + Z2N1) + τ 2(Z̄1Z3 − Z1Z̄3)(−Z1N3 + Z3N1)

+ (4− 3τ 2)(Z̄2Z3 − Z2Z̄3)ε(−Z2N3 + Z3N2)

= τ 2 1

2ie−2ω
N3(Z2N1 − Z1N2)− τ 2 1

2ie−2ω
N2(Z3N1 − Z1N3)

+ (4− 3τ 2)
1

2ie−2ω
N1(Z3N2 − Z2N3)

= − i
2
e2ωτ 2{Z2N1N3 − Z1N2N3 − Z3N1N2 + Z1N2N3

− 3Z3N1N2 + 3Z2N1N3} − 2ie2ωN1(Z3N2 − Z2N3)

= − i
2
e2ωτ 2{4Z2N1N3 − 4Z3N1N2}+ 2ie2ωN1(Z2N3 − Z3N2)

= 2ie2ωN1(Z2N3 − Z3N2)(1− τ 2)

onde, acima, usamos (4.24). De (4.38) e (4.35), obtemos

〈R̄(∂z̄, ∂z)∂z, N〉 = 2i(1− τ 2)e2ωN1{Z2N3 − Z3N2}

= 2i(1− τ 2)e2ωe−w(|ψ1|2 − ε|ψ2|2){
1

2
(ψ̄2

2 − εψ2
1)e

−ωi(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2)

− i

2
(ψ̄2

2 + εψ2
1)e

−ω(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)}

= −(1− τ 2)(|ψ1|2 − ε|ψ2|2){ψ̄1ψ̄
3
2 − ψ1ψ̄2|ψ2|2 − εψ1ψ̄2|ψ1|2 + εψ3

1ψ2

− (ψ1ψ̄2|ψ2|2 + ψ̄3
2ψ̄1 + εψ3

1ψ2 + εψ1ψ̄2|ψ1|2)}

= (1− τ 2)(|ψ1|2 − ε|ψ2|2)2(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)ψ1ψ̄2

= −2ε(1− τ 2)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)ψ1ψ̄2

= −2ε(1− τ 2)(|ψ2|4 − |ψ1|4)ψ1ψ̄2.

Por outro lado, temos

∂z̄(Z
1) = ∂z̄(ψ1ψ̄2) = ψ1∂z̄ψ̄2 + ψ̄2∂z̄ψ1

= ψ1(−Ū ψ̄1) + ψ̄2V ψ2 = −Ū |ψ1|2 + V |ψ2|2.
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Logo, por (4.41) e (4.42), obtemos

∂z̄(Z
1) = −Ū |ψ1|2 + V |ψ2|2

=
1

2
|ψ1|2{(H +

i

τ
)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)− i(τ − 1

τ
)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}

− ε

2
|ψ2|2{(H +

i

τ
)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + i(τ − 1

τ
)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}

=
1

2
(H +

i

τ
)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2){|ψ1|2 − ε|ψ2|2}

+
1

2
i(τ − 1

τ
)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2){−|ψ1|2 − ε|ψ2|2}

= − ε
2
(H +

i

τ
)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2){|ψ2|2 − ε|ψ1|2}

− ε

2
i(τ − 1

τ
)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2){|ψ2|2 + ε|ψ1|2}

= − ε
2
(|ψ2|4 − |ψ1|4){H +

i

τ
+ i(τ − 1

τ
)}

= − ε
2
(H + iτ)(|ψ2|4 − |ψ1|4).

Portanto,

∂z̄(Z
1)2 = 2Z1∂z̄Z

1 = −ε(H + iτ)(|ψ2|4 − |ψ1|4)ψ1ψ̄2.

Assim,

〈R̄(∂z̄, ∂z)∂z, N〉 = −2ε(1− τ 2)(|ψ2|4 − |ψ1|4)ψ1ψ̄2

= −2ε(1− τ 2)

(
−ε

H + iτ
∂z̄(Z

1)2

)
= 2(1− τ 2)

1

H + iτ
∂z̄(Z

1)2

= 2(1− τ 2)

{
∂z̄

(
(Z1)2

H + iτ

)
− ∂z̄

(
1

H + iτ

)
(Z1)2

}
.

Logo (
q

2
− 2(1− τ 2)

(Z1)2

H + iτ

)
z̄

=
ε

2
e2ωHz − 2(1− τ 2)

(
1

H + iτ

)
z̄

(Z1)2. (4.51)

Esta fórmula fornece

Proposição 4.5.1. Para uma superf́ıcie de curvatura média constante em S3
ε,τ , a forma

diferencial quadrática

Q̃dz2 =

(
q

2
− 2(1− τ 2)

(Z1)2

H + iτ

)
dz2

é holomorfa.

Além disso,
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Proposição 4.5.2. Se a diferencial Q̃dz2 é holomorfa, então a superf́ıcie na esfera de

Berger S3
1,τ que verifica 1− τ 2 = τ 2 tem curvatura média constante.

Prova. Procedemos por contradição. Suponha que, em um aberto, tenhamos Hz 6= 0.

Logo, de (4.51),

ε

2
e2ωHz = 2(1− τ 2)

(
1

H + iτ

)
z̄

(Z1)2 = − 2(1− τ 2)

(H + iτ)2
Hz̄(Z

1)2.

Como ε = 1, eω = |ψ2|2 + |ψ1|2 e Z1 = ψ1ψ̄2, a equação acima torna-se, em modulo,

1

2
(|ψ2|2 + |ψ1|2)2|Hz| =

2(1− τ 2)

H2 + τ 2
|Hz̄||ψ1|2|ψ2|2,

que, pela suposição, pode ser reescrita como

(H2 + τ 2)(|ψ2|2 + |ψ1|2)2 = 4(1− τ 2)|ψ2|2|ψ1|2.

Uma vez que 1− τ 2 = τ 2, obtemos

H2(|ψ2|2 + |ψ1|2)2 + τ 2(|ψ2|2 − |ψ1|2)2 = 0,

a identidade acima sendo válida se, e somente se, |ψ2| = |ψ1| e H = 0, i.e., se a superf́ıcie

é mı́nima, o que contradiz a suposição e prova a proposição. �

4.6 A Aplicação de Gauss

Doravante, estudamos a aplicação de Gauss da imersão isométrica de uma superf́ıcie de

Riemann em S3
ε,τ via uma projeção estereográfica conveniente. Denotamos

S2
1 = {(a, b, c) ∈ TeS3

ε,τ : a2 + b2 + c2 = 1}

S2
−1 = {(a, b, c) ∈ TeS3

ε,τ : εa2 + b2 + c2 = ε, c > 0},

e, como sempre, pomos êj = Ej(e). onde, acima, identificamos o vetor aê1 + bê2 + cê3 ∈

TeS3
ε,τ a terna (a, b, c) A projeção estereográfica, na esfera S2

1, com respeito ao ponto

N1 = (1, 0, 0) é dada por

π1 : S2
1 → C̄, π1(a, b, c) =

b

1− a
+ i

c

1− a
, π1(N1) = ∞

e tem inversa

π−1
1 : C̄ → S2

1, π
−1
1 (w) =

1

1 + |w|2
(|w|2 − 1, 2Re(w), 2Im(w)), π−1

1 (∞) = N1.
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Analogamente, a projeção estereográfica, em S2
−1, com relação ao ponto S1 = (−1, 0, 0)

tem imagens no disco D = {w ∈ C : |w| < 1}, e é dada por

π−1 : S2
−1 → D, π−1(a, b, c) =

b

1 + a
+ i

c

1 + a

tendo inversa

π−1
−1 : D → S2

−1, π−1
−1(w) =

1

1− |w|2
(1 + |w|2, 2Re(w), 2Im(w)).

Englobamos ambas as possibilidades, escrevendo

πε(a, b, c) =
b

1− εa
+ i

c

1− εa
, (4.52)

π−1
ε (w) =

1

1 + ε|w|2
(|w|2 − ε, 2Re(w), 2Im(w)), (4.53)

onde

πε : S3
ε,τ − {Pε} → Dε

sendo P1 = N1, P−1 = S1, D1 = C e D−1 = D.

Dadas a imersão X : Σ # S3
ε,τ e o parâmetro conforme local z, definimos as funções

f = ψ̄2
2, g =

ψ1

ψ̄2

, (4.54)

de modo que

Z1 = gf, Z2 =
1

2
(1− εg2)f, Z3 =

i

2
(1 + εg2)f.

Além disso,

Lema 4.6.1. Dada a imersão isométrica X : Σ # S3
ε,τ , a métrica e o vetor normal são

expressos, em termos das funções f e g, por

e2ω = |f |2(1 + ε|g|2)2, (eω = |f |(1 + ε|g|2) (4.55)

N =
1

1 + ε|g|2
{(|g|2 − ε)E1 + 2Re(g)E2 + 2Im(g)E3}. (4.56)

Temos, ainda,

Lema 4.6.2. Dada a imersão isométrica X : Σ # S3
ε,τ , a aplicação de Gauss η : Σ → S2

ε

satisfaz πε(η) = g. Isto é, composta com a projeção estereográfica adequada, a aplicação

de Gauss é dada por g.
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A equação de Dirac é equivalente ao seguinte sistema de equações de primeira ordem em

f e g.

Lema 4.6.3. As funções f e g associadas à imersão isométrica X : Σ # S3
ε,τ satisfazem

fz̄ = |f |2ḡ{(H +
i

τ
)(1 + ε|g|2)− i(τ − 1

τ
)(1− ε|g|2)} (4.57)

gz̄ = −εf̄
2
{(H +

i

τ
)(1 + ε|g|2)2 + i(τ − 1

τ
)(1− ε|g|2)2}. (4.58)

Prova. Usando a definição das funções f e g em termos de ψ1 e ψ2 dada em (4.54),

assim como a equação de Dirac (2.28) com potenciais U e V expressos em (4.41) e (4.42),

conclúımos que a derivada de f em relação a z̄ é calculada segundo

fz̄ = 2ψ̄2∂z̄ψ̄2 = −2ψ̄1ψ̄2Ū

= ψ̄1ψ̄2{(H +
i

τ
)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)− i(τ − 1

τ
)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}

= ḡ|f |{(H +
i

τ
)(|f |+ ε|g|2|f |)− i(τ − 1

τ
)(|f | − ε|g|2|f |)}

= |f |2ḡ{(H +
i

τ
)(1 + ε|g|2)− i(τ − 1

τ
)(1− ε|g|2)}

e, para a derivada de g em relação z̄, obtemos

gz̄ =
1

ψ̄2
2

{ψ̄2∂z̄ψ1 − ψ1∂z̄ψ̄2} =
1

ψ̄2
2

{ψ̄2V ψ2 − ψ1(−Ū ψ̄1)}

=
1

ψ̄2
2

{|ψ2|2V + |ψ1|2Ū}

= −|ψ2|2

ψ̄2
2

ε

2
{(H +

i

τ
)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2) + i(τ − 1

τ
)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}

− |ψ1|2

ψ̄2
2

1

2
{(H +

i

τ
)(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)− i(τ − 1

τ
)(|ψ2|2 − ε|ψ1|2)}

= −|f |
f

ε

2
{(H +

i

τ
)(|f |+ ε|g|2|f |) + i(τ − 1

τ
)(|f | − ε|g|2|f |)}

− |g|2|f |
f

1

2
{(H +

i

τ
)(|f |+ ε|g|2|f |)− i(τ − 1

τ
)(|f | − ε|g|2|f |)}

= −εf̄
2
{(H +

i

τ
)(1 + ε|g|2) + i(τ − 1

τ
)(1− ε|g|2)}

− |g|2f̄
2
{(H +

i

τ
)(1 + ε|g|2)− i(τ − 1

τ
)(1− ε|g|2)}

= − f̄
2
{(H +

i

τ
)(1 + ε|g|2)(ε+ |g|2) + i(τ − 1

τ
)(1− ε|g|2)(ε− |g|2)}

= −εf̄
2
{(H +

i

τ
)(1 + ε|g|2)2 + i(τ − 1

τ
)(1− ε|g|2)2}.

�

Uma consequência imediata destas equações é enunciada abaixo.
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Lema 4.6.4. Se a imersão isométrica X : Σ # S3
ε,τ é mı́nima, então

fz̄ = i|f |2ḡ{2

τ
− τ(1− ε|g|2)} (4.59)

e

gz̄ = − i
2
εf̄{4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2}. (4.60)

Além disso,

gzz̄ − 2ε
2
τ2 − (1− ε|g|2)

4ε
τ2 |g|2 + (1− ε|g|2)2

ḡgz̄gz = 0. (4.61)

Prova. As equações (4.59) e (4.60), respectivamente, decorrem imediatamente de (4.57)

e (4.58). Com respeito a (4.61), temos, pelo fato de que (4.60) fornece

2ε
4ε
τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2

gz̄ = −if̄ ∈ C∞,

gzz̄ = − i
2
εf̄z{

4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2}

− i

2
εf̄{4ε

τ
(gḡz + ḡgz)− 2ετ(1− ε|g|2)(gḡz + ḡgz)}

= − i
2
ε{4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2}{−i|f |2g[ 2

τ
− τ(1− ε|g|2)]}

− i

2
εf̄{4ε

τ
− 2ετ(1− ε|g|2)}(gḡz + ḡgz)

= −1

2
ε|f |2g{4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2}{2

τ
− τ(1− ε|g|2)}

− i

2
εf̄g{4ε

τ
− 2ετ(1− ε|g|2)}{ i

2
εf [

4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2]}

− i

2
εf̄{4ε

τ
− 2ετ(1− ε|g|2)}ḡgz

= −1

2
ε|f |2g{4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2}{2

τ
− τ(1− ε|g|2)}

− if̄g{2

τ
− τ(1− ε|g|2)}{ i

2
εf [

4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2]}

− i

2
εf̄{4ε

τ
− 2ετ(1− ε|g|2)}ḡgz

= (−if̄){2

τ
− τ(1− ε|g|2)}ḡgz

= 2ε
2
τ
− τ(1− ε|g|2)

4ε
τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2

ḡgz̄gz

= 2ε
2
τ2 − (1− ε|g|2)

4ε
τ2 |g|2 + (1− ε|g|2)2

ḡgz̄gz

�

Observação 9. A equação (4.61) é equivalente a

gzz̄ − 2ε
2
τ2 − 1 + ε|g|2

4
τ2 (1− 1

τ2 ) + ( 2
τ2 − 1 + ε|g|2)2

ḡgz̄gz = 0 (4.62)
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De fato,

gzz̄ = 2ε
2
τ2 − (1− ε|g|2)

4ε
τ2 |g|2 + 1− 2ε|g|2 + |g|4

ḡgz̄gz

= 2ε
2
τ2 − 1 + ε|g|2

1 + 2ε( 2
τ2 − 1)|g|2 + |g|4

ḡgz̄gz

= 2ε
2
τ2 − 1 + ε|g|2

1− ( 2
τ2 − 1)2 + ( 2

τ2 − 1 + ε|g|2)2
ḡgz̄gz

= 2ε
2
τ2 − 1 + ε|g|2

4
τ2 (1− 1

τ2 ) + ( 2
τ2 − 1 + ε|g|2)2

ḡgz̄gz.

�

É posśıvel interpretar a equação (4.85) como a equação de uma aplicação harmônica

definida em Σ. Primeiro, observamos que

Observação 10. Definimos, para ε = −1 e 0 < τ ≤ 1, a constante r0 = 1
τ
(1−

√
1− τ 2).

Sendo assim, a expressão

4

τ 2
(1− 1

τ 2
) + [

2

τ 2
− 1 + ε|w|2]2

é positiva no disco Dr0 = {w : |w| < r0}.

Para uma prova deste fato, veja o apêndice.

Proposição 4.6.1. Seja X : Σ # S3
ε,τ uma imersão isométrica mı́nima. Suponha que a

aplicação de Gauss g de X satisfaz g : Σ → Dτ
ε , onde

Dτ
ε =

 C, ε = 1, 0 < τ

Dr0 , ε = −1, 0 < τ ≤ 1.

Então, g é harmônica sobre Dτ
ε considerado com a métrica

ds2
ε,τ = λ2

ε,τ (w)|dw|2 =
1

4
τ2 (1− 1

τ2 ) + [ 2
τ2 − 1 + ε|w|2]2

|dw|2. (4.63)

Prova. Temos

(λε,τ )w (w) = −1

2

{
4

τ 2
(1− 1

τ 2
) + [

2

τ 2
− 1 + ε|w|2]2

}−3/2

2(
2

τ 2
− 1 + ε|w|2)εw̄

= −ε
2
τ2 − 1 + ε|w|2{

4
τ2 (1− 1

τ2 ) + [ 2
τ2 − 1 + ε|w|2]2

}3/2
w̄.
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Logo,

2

λε,τ (g)
(λε,τ )w (g) = −2ε

2
τ2 − 1 + ε|g|2

4
τ2 (1− 1

τ2 ) + [ 2
τ2 − 1 + ε|g|2]2

ḡ.

Assim, a equação (4.85) pode ser reescrita como

gzz̄ +
2

λε,τ (g)
(λε,τ )w (g)gzgz̄ = 0,

que expressa, por (1.55), a harmonicidade de g. �

Com esta informação, demonstramos com as notações dadas acima,

Proposição 4.6.2. Se a aplicação de Gauss g de uma superf́ıcie mı́nima em S3
ε,τ satisfaz

g : Σ → Dτ
ε , então a diferencial de Abresch-Rosenberg da superf́ıcie mı́nima em S3

ε,τ é um

multiplo escalar da diferencial de Hopf associada a sua aplicação de Gauss g.

Prova. A diferencial de Abresch-Rosenberg de uma superf́ıcie mı́nima X : Σ # S3
ε,τ é

dada por

Q̃0dz
2 =

(
q

2
− 2(1− τ 2)

(Z1)2

iτ

)
dz2

e a diferencial de Hopf da aplicação de Gauss de X é

G̃dz2 = λ2
ε,τ (g(z))gzḡzdz

2.

Expressamos, então, as funções Q̃0 e G̃ em termos das funções ψ1 e ψ2 e suas derivadas.

Temos, por (4.50),
q

2
= ψ1∂zψ̄2 + ψ̄2∂zψ1 − 2i(

1

τ
− τ)ψ2

1ψ̄
2
2.

Logo,

Q̃0 = ψ1∂zψ̄2 − ψ̄2∂zψ1 − 2i(
1

τ
− τ)ψ2

1ψ̄
2
2 − 2(1− τ 2)

ψ2
1ψ̄

2
2

iτ

= ψ1∂zψ̄2 − ψ̄2∂zψ1.

Por outro lado, temos g = ψ1

ψ̄2
, o que garante que

gz =
1

ψ̄2
2

{ψ̄2∂zψ1 − ψ1∂zψ̄2}.

Ademais, de (4.60), obtemos

ḡz = gz̄ =
i

2
εf{4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2}.
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Assim,

G̃ = λ2
ε,τ (g(z))gzḡz

=
1

4ε
τ2 |g|2 + (1− ε|g|2)2

i

2
εf{4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2}gz

=
i

2
εf

τ
4ε
τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2

{4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2}gz

=
i

2
ετfgz

=
i

2
ετ{ψ̄2∂zψ1 − ψ1∂zψ̄2},

dado que f = ψ̄2
2. Portanto, G̃ = − i

2
ετQ̃0. �

As equações em (4.43), que compõem o conjunto de equações de Gauss-Weingarten sufi-

cientes para a integrabilidade de uma imersão isométrica com segunda forma fundamental

prescrita, podem ser reescritas em termos de f e g.

Lema 4.6.5. As funções f e g associadas à imersão isométrica X : Σ # S3
ε,τ satisfazem

fz = 2
(
ωzf + ε

q

2
e−ωḡ|f |+ i(

1

τ
− τ)gf2

)
(4.64)

gz = − 1

f
(
q

2
+ 2i(

1

τ
− τ)(gf)2

)
(4.65)

Prova. Para a derivada de f em relação a z, temos, por (4.48),

fz = 2ψ̄2∂zψ̄2

= 2ψ̄2

(
ωzψ̄2 + ε

q

2
e−ωψ̄1 + i(

1

τ
− τ)ψ1ψ̄

2
2

)
= 2

(
ωzf + ε

q

2
e−ωḡ|f |+ i(

1

τ
− τ)gf2

)
e para a derivada de g em relação a z, temos de (4.47) e (4.48),

gz =
ψ̄2∂zψ1 − ψ1∂zψ̄2

ψ̄2
2

=
1

ψ̄2
2

(
ψ̄2(ωzψ1 −

q

2
e−ωψ2 − i(

1

τ
− τ)ψ2

1ψ̄2)

− ψ1(ωzψ̄2 + ε
q

2
e−ωψ̄1 + i(

1

τ
− τ)ψ1ψ̄

2
2)
)

=
1

f

(
− q

2
e−ω(|ψ2|2 + ε|ψ1|2)− 2i(

1

τ
− τ)(ψ1ψ̄2)

2
)

= − 1

f
(
q

2
+ 2i(

1

τ
− τ)(gf)2

)
.

Verificamos, ainda
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Lema 4.6.6. As funções f e g associadas à imersão isométrica X : Σ # S3
ε,τ satisfazem

(fg)z = 2ωzfg + ε
q

2

|g|2 − ε

1 + ε|g|2
(4.66)

1

2

(
(1− εg2)f

)
z

= ωz(1− εg2)f + εq
Re(g)

1 + ε|g|2
+ i
(1
τ
− τ
)(

1 + εg2
)
f 2g (4.67)

i

2

(
(1 + εg2)f

)
z

= iωz
(
1 + εg2

)
f + iεq

Im(g)

1 + ε|g|2
−
(1
τ

+ τ
)(

1− εg2
)
f 2g (4.68)

Prova. Usando o lema anterior junto com a expressão da métrica dada em (4.55), calcu-

lamos

(fg)z = fzg + fgz

= 2g
(
ωzf + ε

q

2
e−ωḡ|f |+ i(

1

τ
− τ)gf2

)
+ (−q

2
− 2i(

1

τ
− τ)(gf)2

)
= 2ωzfg + ε

q

2

(
2e−ω|f ||g|2 − ε

)
= 2ωzfg + ε

q

2

(
2

|f ||g|2

|f |(1 + ε|g|2)
− ε

)
= 2ωzfg + ε

q

2

|g|2 − ε

1 + ε|g|2
.

Temos, igualmente,

1

2

(
(1− εg2)f

)
z

= −εfggz +
1

2
(1− εg2)fz

= εg(
q

2
+ 2i(

1

τ
− τ)(gf)2

)
+

(
1− εg2

)(
ωzf + ε

q

2
e−ωḡ|f |+ i(

1

τ
− τ)gf2

)
= ωz(1− εg2)f +

ε

2
q
(
g + (1− εg2)e−ωḡf2

)
+ i

(1
τ
− τ
)
fg
(
2εfg2 + (1− εg2)f

)
= ωz(1− εg2)f +

ε

2
q

(
g +

(1− εg2)ḡ

1 + ε|g|2

)
+ i

(1
τ
− τ
)(
f + εfg2

)
fg

= ωz(1− εg2)f +
ε

2
q
g + ḡ + εg|g|2 − εg2ḡ

1 + ε|g|2

+ i
(1
τ
− τ
)(

1 + εg2
)
f 2g

= ωz(1− εg2)f + εq
Re(g)

1 + ε|g|2
+ i
(1
τ
− τ
)(

1 + εg2
)
f 2g,
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Por fim, calculamos

i

2

(
(1 + εg2)f

)
z

= −iεg
(q
2

+ 2i(
1

τ
− τ)(gf)2

)
+ i

(
1 + εg2

)(
ωzf + ε

q

2
e−ωḡ|f |+ i(

1

τ
− τ)gf2

)
= iωz

(
1 + εg2

)
f + i

ε

2
q
(
− g + (1 + εg2)e−ωḡ|f |

)
+

(1
τ
− τ
)
fg
(
2εfg2 − (1 + εg2)f

)
= iωz

(
1 + εg2

)
f + i

ε

2
q
(
− g +

1 + εg2

1 + ε|g|2
ḡ
)

+
(1
τ
− τ
)
f 2g
(
− 1 + εg2

)
= iωz

(
1 + εg2

)
f + i

ε

2
q
−g + ḡ − εg|g|2 + εg2ḡ

1 + ε|g|2

+
(1
τ
− τ
)
f 2g
(
− 1 + εg2

)
= iωz

(
1 + εg2

)
f + iεq

Im(g)

1 + ε|g|2
−
(1
τ
− τ
)
f 2g
(
1− εg2

)
.

De modo análogo, temos

Lema 4.6.7. As funções f e g associadas à imersão isométrica X : Σ # S3
ε,τ mı́nima

satisfazem

(fg)z̄ = −iετ
2
|f |2(1− |g|4) (4.69)(

1

2
(1− εg2)f

)
z̄

=
i

2
|f |2{τg(1 + εḡ2)− 1

τ
(τ 2 − 2)ḡ(1 + εg2)} (4.70)(

i

2
(1 + εg2)f

)
z̄

=
1

2
|f |2{τg(1− εḡ2)− 1

τ
(2− τ 2)ḡ(1 + εg2)} (4.71)

Prova. Usando as relações (4.59) e (4.60), temos

∂z̄(fg) = g∂z̄f + f∂z̄g

= gi|f |2ḡ{2

τ
− τ(1− ε|g|2)} − f

i

2
εf̄{4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2}

= i|f |2|g|2{2

τ
− τ(1− ε|g|2)} − i

2
ε|f |2{4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2}

= iε|f |2{ε|g|2[ 2
τ
− τ(1− ε|g|2)]− 1

2
[
4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2]}

= iε|f |2{2ε

τ
|g|2 − ε|g|2τ(1− ε|g|2)− 2ε

τ
|g|2 − τ

2
(1− ε|g|2)2}

= −iε|f |2τ(1− ε|g|2){ε|g|2 +
1

2
(1− ε|g|2)}

= −iε|f |2τ(1− ε|g|2){1

2
+

1

2
ε|g|2}

= −iετ
2
|f |2(1− |g|4),
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1

2
(1− εg2)f

)
z̄

=
1

2
(−2εggz̄)f +

1

2
(1− εg2)fz̄

= −εgfgz̄ +
1

2
(1− εg2)fz̄

= εgf
i

2
εf̄{4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2}+

1

2
(1− εg2)i|f |2ḡ{2

τ
− τ(1− ε|g|2)}

=
i

2
|f |2{g(4ε

τ
|g|2 + τ − 2ετ |g|2 + τ |g|4) + ḡ(1− εg2)(

2

τ
− τ + τε|g|2)}

=
i

2
|f |2{g(4ε

τ
|g|2 + τ − 2ετ |g|2) + ḡ(

2

τ
− τ + τε|g|2 − 2ε

τ
g2 + ετg2)}

=
i

2
|f |2{2ε(2

τ
− τ)g|g|2 + τg + (

2

τ
− τ)ḡ + τεḡ|g|2 − 2ε

τ
g|g|2 + ετg|g|2}

=
i

2
|f |2{2ε(2

τ
− τ)g|g|2 + τg + (

2

τ
− τ)ḡ + τεgḡ2 − εg|g|2(2

τ
− τ)}

=
i

2
|f |2{τg(1 + εḡ2) + (

2

τ
− τ)ḡ(1 + εg2)}

=
i

2
|f |2{τg(1 + εḡ2)− 1

τ
(τ 2 − 2)ḡ(1 + εg2)}

e, por fim,(
i

2
(1 + εg2)f

)
z̄

=
i

2
(2εggz̄)f +

i

2
(1 + εg2)fz̄

= iεgfgz̄ +
i

2
(1 + εg2)fz̄

= −iεgf i
2
εf̄{4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2}+

i

2
(1 + εg2)i|f |2ḡ{2

τ
− τ(1− ε|g|2)}

=
1

2
|f |2{g(4ε

τ
|g|2 + τ − 2ετ |g|2 + τ |g|4)− ḡ(1 + εg2)(

2

τ
− τ + τε|g|2)}

=
1

2
|f |2{g(4ε

τ
|g|2 + τ − 2ετ |g|2)− ḡ[

2

τ
− τ + τε|g|2 + (

2

τ
− τ)εg2]}

=
1

2
|f |2{2ε(2

τ
− τ)g|g|2 + τg − (

2

τ
− τ)ḡ − τεḡ|g|2 − (

2

τ
− τ)εg|g|2}

=
1

2
|f |2{ε(2

τ
− τ)ḡg2 + τg + (

2

τ
− τ)ḡ − τεgḡ2}

=
1

2
|f |2{(2

τ
− τ)ḡ(1 + εg2) + τg(1− εḡ2)}

=
1

2
|f |2{τg(1− εḡ2)− 1

τ
(2− τ 2)ḡ(1 + εg2)}.

Estamos, enfim, aptos a enunciar o principal resultado deste caṕıtulo.

Teorema 4.6.1. Seja Σ uma superf́ıcie de Riemann simplesmente conexa e orientada.

Dada uma aplicação g : Σ → (Dτ
ε , λ

2
ε,τ ) harmônica nunca holomorfa, existe uma imersão

conforme mı́nima, X : Σ # Sε,τ representada por

X−1Xz = −iε
τ
λ2
ε,τ (g){2ḡzgê1 + (1− εg2)ḡz ê2 + (1 + εg2)ḡz ê3}, (4.72)
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com aplicação de Gauss g.

Prova. Definimos

f = −2
iε

τ
λ2
ε,τ (g)ḡz = − 2iε

4ε
τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2

ḡz, (4.73)

de modo que os componentes em (4.72) são escritos em termos de f e g do modo usual,

a saber,

Z1 = gf, Z2 =
1

2
(1− εg2)f, Z3 =

i

2
(1 + εg2)f. (4.74)

Pela Proposição 4.4.1, basta verificarmos que as funções satisfazem o sistema (4.25)-(4.30)

para H = 0. Cumpre observar que, neste caso particular, basta verificarmos se a equação

Υ :=
3∑

k=1

{∂z̄Zk +
3∑

i,j=1

ZiZ̄jΓkji}êk = 0 (4.75)

é satisfeita.

A partir de (4.73), calculamos

ḡz =
f

−2iε
{4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2} =

iε

2
f{4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2}.

Portanto,

gz̄ = −iε
2
f̄{4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2}

isto é, deduzimos (4.60). Pela harmonicidade de g, temos

gzz̄ = gz̄z =
2ε

G
{2

τ
− τ(1− ε|g|2)}ḡgz̄gz,

onde G := 4ε
τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2. Conclúımos que

fz̄ = −2iε

G2
{ḡzz̄G− ḡz[

4ε

τ
(gḡz̄ + ḡgz̄)− 2ε(1− ε|g|2)(gḡz̄ + ḡgz̄)]}

= −2iε

G2
{gz̄zG− ḡz[

4ε

τ
− 2ε(1− ε|g|2)](gḡz̄ + ḡgz̄)}

= −2iε

G2
{2ε[ 2

τ
− τ(1− ε|g|2)]gḡzḡz̄ − 2εḡz[

2

τ
− τ(1− ε|g|2)](gḡz̄ + ḡgz̄)}

= −2iε

G2
2ε[

2

τ
− τ(1− ε|g|2)]{gḡzḡz̄ − ḡz(gḡz̄ + ḡgz̄)}

= −i[ 2
τ
− τ(1− ε|g|2)]ḡ2iεḡz

G

2iεgz̄
G

= i[
2

τ
− τ(1− ε|g|2)]ḡf f̄

= i|f |2ḡ{2

τ
− τ(1− ε|g|2)},
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o que equivale a (4.59). Por outro lado,

Υ = ∂z̄(fg)ê1 + ∂z̄(
1

2
(1− εg2)f)ê2 + ∂z̄(

i

2
(1 + εg2)f)ê3

+ fg
3∑

i,k=1

Z̄iΓki1êk +
1

2
(1− εg2)f

3∑
i,k=1

Z̄iΓki2êk +
i

2
(1 + εg2)f

3∑
i,k=1

Z̄iΓki3êk.

Todavia,

3∑
i,k=1

Z̄iΓki1êk = −τ
2
(1− εḡ2)f̄ ê3 −

iτ

2
(1 + εḡ2)f̄ ê2,

3∑
i,k=1

Z̄iΓki2êk =
1

τ
(2− τ 2)f̄ ḡê3 +

iετ

2
(1 + εḡ2)f̄ ê1,

3∑
i,k=1

Z̄iΓki3êk =
1

τ
(τ 2 − 2)f̄ ḡê2 +

ετ

2
(1− εḡ2)f̄ ê1.

Estes cálculos resultam em

Υ = ∂z̄(fg)ê1 + ∂z̄(
1

2
(1− εg2)f)ê2 + ∂z̄(

1

2
(1 + εg2)f)ê3

+ fg{−τ
2
(1− εḡ2)f̄ ê3 −

iτ

2
(1 + εḡ2)f̄ ê2}

+
1

2
(1− εg2)f{1

τ
(2− τ 2)f̄ ḡê3 +

iετ

2
(1 + εḡ2)f̄ ê1}

+
1

2
(1 + εg2)f{1

τ
(τ 2 − 2)f̄ ḡê2 +

ετ

2
(1− εḡ2)f̄ ê1}

= {∂z̄(fg) +
iετ

4
|f |2[(1− εg2)(1 + εḡ2) + (1 + εg2)(1− εḡ2)]}ê1

+ {∂z̄(
1

2
(1− εg2)f) +

i

2
|f |2[ 1

τ
(τ 2 − 2)ḡ(1 + εg2)− τg(1 + εḡ2)]}ê2

+ {∂z̄(
1

2
(1 + εg2)f) +

1

2
|f |2[ 1

τ
(2− τ 2)ḡ(1− εg2)− τg(1− εḡ2)]}ê3

= {∂z̄(fg) +
iετ

2
|f |2(1− |g|4)}ê1

+ {∂z̄(
1

2
(1− εg2)f) +

i

2
|f |2[ 1

τ
(τ 2 − 2)ḡ(1 + εg2)− τg(1 + εḡ2)]}ê2

+ {∂z̄(
1

2
(1 + εg2)f) +

1

2
|f |2[ 1

τ
(2− τ 2)ḡ(1− εg2)− τg(1− εḡ2)]}ê3.

Agora, como as expressões das derivadas ∂z̄(fg), ∂z̄(
1
2
(1− εg2)f) e ∂z̄(

i
2
(1− εg2)f) obtidas

no lema anterior são estabelecidas a partir das equações (4.59) e (4.60), podemos substitúı-

las na expressão acima, o que nos permite obter Υ = 0.
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Conclúımos, a partir da Proposição 4.4.1, a existência de uma imersão conforme

mı́nima. Além disso, segue dos dois primeiros lemas desta seção que g é a aplicação

de Gauss da imersão X. Portanto, o teorema está demonstrado. �

Complementamos o teorema acima com a seguinte

Observação 11. A expressão da métrica induzida em Σ, e a função componente da

diferencial de Hopf da imersão X dada no teorema anterior podem ser expressas em

termos da função harmônica g. A saber, a expressão da métrica é

eω =
2

τ
λ2
ε,τ (g)|ḡz|(1 + ε|g|2) =

2
4ε
τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2

|ḡz|(1 + ε|g|2) (4.76)

e a função componente da diferencial de Hopf é

q

2
=

2iε
4ε
τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2

ḡzgz + 2i(
1

τ
− τ)

4

(4ε
τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2)2

ḡ2
zg

2. (4.77)

De fato, pela definição da função f , dada em (4.73), obtemos, de (4.77),

q

2
= −fgz + 2i

(
1

τ
− τ

)
g2f 2 (4.78)

isto é, (4.65); e, de (4.76),

eω = |f |(1 + ε|g|2). (4.79)

Derivando esta expressão em relação a z, obtemos de (4.78), (4.59) e (4.60)

eωωz =
1

2|f |
(f̄fz + ff̄z)(1 + ε|g|2) + ε|f |(ḡgz + gḡz)

=
eω

2|f |2

{
f̄fz − igf |f |2

[
2

τ
− τ(1− ε|g|2)

]}
+

εeω

1 + ε|g|2

{
− ḡ
f

[
q

2
+ 2i

(
1

τ
− τ

)
g2f 2

]
+
iε

2
gf

[
4ε

τ
|g|2 + τ(1− ε|g|2)2

]}
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donde

ωz =
1

2|f |2
f̄fz −

ε

1 + ε|g|2
ḡq

2f
− igf

2

[
2

τ
− τ(1− ε|g|2)

]
+

iεgf

1 + ε|g|2

{
−2(

1

τ
− τ)|g|2 +

ε

2

(
τ + (

4ε

τ
− 2ετ)|g|2 + τ |g|4

)}
=

f̄fz
2|f |2

− εe−ω|f |ḡq
2f

− igf

2

[
2

τ
− τ(1− ε|g|2)

]
+

iεgf

1 + ε|g|2
{ ε

2
τ + τ |g|2 +

ε

2
τ |g|4

}
=

f̄fz
2|f |2

− εe−ω|f |ḡq
2f

− igf

2

[
2

τ
− τ(1− ε|g|2)

]
+

iεgf

1 + ε|g|2
ε

2
τ(1 + ε|g|2)2

=
f̄fz
2|f |2

− εe−ω|f |ḡq
2f

+
igf

2

{
−2

τ
+ τ(1− ε|g|2) + τ(1 + ε|g|2)

}
=

fz
2f

− εe−ω|f |ḡq
2f

− igf(
1

τ
− τ).

Deste cálculo, deduzimos que a derivada de f em relação a z é

fz = 2

(
ωzf + ε

q

2
e−ωḡ|f |+ i(

1

τ
− τ)gf2

)
, (4.80)

isto é, (4.64). Finalmente, para mostrar que a expressão (4.77), ou equivalentemente, a

expressão (4.78) é, de fato, a função componente da diferencial de Hopf, verificamos as

equações (4.31)-(4.33). Isto é, equivalente a mostrar que

3∑
k=1

{∂zZk +
3∑

i,j=1

ZiZjΓkji}êk =
3∑

k=1

{2ωzZk +
ε

2
qNk}êk, (4.81)

o que segue diretamente do Lema 4.6.6, pois as derivadas de f e g em relação a z, verificam,

respectivamente, (4.64) e (4.65).

Finalizamos esta seção apresentando alguns resultados quando o espaço ambiente é a

esfera, SU2, ou o espaço Anti de Sitter, SU1,1.

Lema 4.6.8. Se X : Σ # S3
ε,1 é uma imersão isométrica, então

fz̄ = |f |2ḡ(H + i)(1 + ε|g|2) (4.82)

gz̄ = −1

2
εf̄(H + i)(1 + ε|g|2)2. (4.83)

Além disso,

gzz̄ +
ε

2
f̄Hz(1 + ε|g|2)2 − 2ε

1 + ε|g|2
ḡgz̄gz = 0 (4.84)
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Prova. As duas primeiras equações decorrem de (4.57) e (4.58). Com respeito a terceira,

temos, pelo fato de que (4.83) fornece

2ε
gz̄

(1 + ε|g|2)2
= −(H + i)f̄ ∈ C∞,

segue o cálculo

gzz̄ = − ε
2
f̄z(H + i)(1 + ε|g|2)2

− ε

2
f̄{Hz(1 + ε|g|2)2 + 2ε(H + i)(1 + ε|g|2)(gḡz + ḡgz)}

= − ε
2
(H + i)(1 + ε|g|2)2{|f |2g(H − i)(1 + ε|g|2)}

− ε

2
f̄2ε(H + i)(1 + ε|g|2)g{−1

2
εf̄(H − i)(1 + ε|g|2)2}

− ε

2
f̄Hz(1 + ε|g|2)2 − ε

2
f̄2ε(H + i)(1 + ε|g|2)ḡgz

= − ε
2
|f |2g(H2 − i2)(1 + ε|g|2)3 + f̄ ε(H2 − i2)(1 + ε|g|2)3g{1

2
εf̄}

− ε

2
f̄Hz(1 + ε|g|2)2 − f̄(H + i)(1 + ε|g|2)ḡgz

= − ε
2
f̄Hz(1 + ε|g|2)2 +

2ε

1 + ε|g|2
ḡgz̄gz.

�

Como consequência do lema acima, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.6.2. Seja X : Σ # S3
ε,1 uma imersão isométrica. Se a curvatura média de X

é constante, então a aplicação de Gauss de X, g : Σ → (Dε, ds
2
ε), onde

Dε =

 C, ε = 1

D, ε = −1
e ds2

ε =
1

(1 + ε|w|2)2
|dw|2,

é harmônica. Isto é,

gzz̄ −
2ε

1 + ε|g|2
ḡgz̄gz = 0.

4.6.1 Exemplos

Na Esfera e nas Esferas de Berger

Seja Σ uma superf́ıcie de Riemann simplesmente conexa e suponha que z = u + iv seja

um parâmetro conforme de Σ. Nesta seção, determinamos algumas soluções da equação

gzz̄ − 2
2
τ2 − 1 + |g|2

4
τ2 |g|2 + (1− |g|2)2

ḡgz̄gz = 0, (4.85)
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com g nunca holomorfa. Isto é equivalente a determinar funções harmônicas η : Σ → S2 ⊂

TeS3
1,τ onde, sobre S2, consideramos a métrica conforme, que, no sistema de coordenadas

w ∈ C
π−1
1−→ 1

1 + |w|2
(|w|2 − 1, 2Re(w), 2Im(w)) ∈ S2, (4.86)

é dada por

ds2 = λ2
1,τ (w)|dw|2 =

1
4
τ2 |w|2 + (1− |w|2)2

|dw|2. (4.87)

De fato, g é uma representação nas coordenadas conformes z de Σ e w de S2 (com métrica

ds2 = λ2
1,τ |dw|2) da função η. Lembre que tal aplicação g fornece uma imersão mı́nima X

de Σ na esfera de Berger S3
1,τ , X : Σ # S3

1τ , cuja derivada em relação a z é dada por

Xz = − i

τ
λ2

1,τ (g){2ḡzgE1 + (1− g2)ḡzE2 + (1 + g2)ḡzE3} (4.88)

onde {E1, E2, E3} é o referencial ortonormal de campos invariantes à esquerda na esfera

de Berger definidos em (4.5).

Exemplo 1. Sejam Σ = C e g(z) = cz̄, onde c é uma constante não nula. Logo gz̄ = c e

gz = 0. Portanto, é imediato que g é nunca holomorfa e satisfaz (4.85). Note que neste

caso,

Xz = − i

τ
λ2

1,τ (cz̄){2|c|2z̄E1 + (1− (cz̄)2)c̄E2 + (1 + (cz̄)2)c̄E3}

Exemplo 2. Seja Σ = C e g(z) = g(u + iv) = cos v + i sin v. Note que |g|2 = 1. Além

disso, temos

gz =
1

2
(
∂

∂u
− i

∂

∂v
)(cos v + i sin v)

= − i
2

∂

∂v
(cos v + i sin v)

= − i
2
(− sin v + i cos v)

=
1

2
g.

Analogamente, obtemos gz̄ = −1
2
g e gzz̄ = −1

4
g. Assim,

ḡgzgz̄ = ḡ
1

2
g(−1

2
g) = −1

4
g

e

2
2
τ2 − 1 + |g|2

4
τ2 |g|2 + (1− |g|2)2

= 1,
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donde segue que g satisfaz (4.85).

Exemplo 3. Suponha que τ = 1. Seja Σ = R× (−π, π) e

g(z) = g(u+ iv) = (a+ ib)
sin v

1 + cos v

onde a2 + b2 = 1. Temos

gz =
1

2
(
∂

∂u
− i

∂

∂v
){(a+ ib)

sin v

1 + cos v
}

= −(a+ ib)
i

2

d

dv
(

sin v

1 + cos v
)

= − i
2
(a+ ib)

cos v(1 + cos v)− sin v(− sin v)

(1 + cos v)2

= − i
2
(a+ ib)

cos v + cos2 v + sin2 v

(1 + cos v)2

= − i
2
(a+ ib)

1

1 + cos v
.

Analogamente, gz̄ = i
2
(a+ ib) 1

1+cos v
e

gzz̄ =
1

2
(
∂

∂u
+ i

∂

∂v
){− i

2
(a+ ib)

1

1 + cos v
}

=
1

4
(a+ ib)

d

dv
(

1

1 + cos v
)

=
1

4
(a+ ib)

sin v

(1 + cos v)2
.

Por outro lado, como τ = 1, temos

2
2
τ2 − 1 + |g|2

4
τ2 |g|2 + (1− |g|2)2

= 2
1

1 + |g|2
.

Assim,

2
1

1 + |g|2
ḡgz̄gz = 2

1

1 + sin2 v
(1+cos v)2

sin v

1 + cos v

1

4
(a+ ib)

1

(1 + cos v)2

=
1

2
(a+ ib)

1

1 + sin2 v
(1+cos v)2

sin v

(1 + cos v)3

=
1

2
(a+ ib)

sin v

[(1 + cos v)2 + sin2 v](1 + cos v)

=
1

2
(a+ ib)

sin v

(2 + 2 cos v)(1 + cos v)

=
1

4
(a+ ib)

sin v

(1 + cos v)2

= gzz̄
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Exemplo 4. (Imagem de geodésicas) Suponha que α(v), v ∈ I é um segmento de geodésica

sobre a esfera S2 cuja métrica em relação ao sistema de coordenadas (4.86) é dada por

(4.87). Suponha ainda, que α(v) é representada neste sistema de coordenadas por

(x1(v), x2(v)), (v ∈ I).

Temos
d2xk
dv2

+
∑
i,j

Γkij
dxi
dv

dxj
dv

= 0, (k = 1, 2) (4.89)

onde Γkij são os śımbolos de Christoffel da conexão. Logo

Γ1
11 = Γ2

12 = Γ2
21 = −Γ1

22 = −2x1

2
τ2 − 1 + x2

1 + x2
2

4
τ2 (x2

1 + x2
2) + (1− x2

1 − x2
2)

2

pois,

Γ1
11 =

1

λ1,τ

∂

∂x1

λ1,τ

= −1

2
{ 4

τ 2
(x2

1 + x2
2) + (1− x2

1 − x2
2)

2}−3/2+1/2{ 8

τ 2
x1 − 2(1− x2

1 − x2
2)2x1}

= −2x1

2
τ2 − 1 + x2

1 + x2
2

4
τ2 (x2

1 + x2
2) + (1− x2

1 − x2
2)

2

e

Γ2
22 = Γ1

12 = Γ1
21 = −Γ2

11 = −2x2

2
τ2 − 1 + x2

1 + x2
2

4
τ2 (x2

1 + x2
2) + (1− x2

1 − x2
2)

2
.

Agora, a primeira equação (k = 1) em (4.89) é

d2x1

dv2
+ Γ1

11

((
dx1

dv

)2

−
(
dx2

dv

)2
)

+ 2Γ2
22

dx1

dv

dx2

dv
= 0. (4.90)

Analogamente, verificamos que a segunda equação em (4.89) é

d2x2

dv2
+ Γ2

22

((
dx2

dv

)2

−
(
dx1

dv

)2
)

+ 2Γ1
11

dx1

dv

dx2

dv
= 0. (4.91)

Ao somarmos a equação (4.90) com (4.91) multiplicada por i, obtemos

d2x1

dv2
+ i

d2x2

dv2
+
(
Γ1

11 − iΓ2
22

)((dx1

dv

)2

−
(
dx2

dv

)2
)

+ 2
(
Γ2

22 + iΓ1
11

) dx1

dv

dx2

dv
= 0,

isto é,

d2x1

dv2
+ i

d2x2

dv2
+
(
Γ1

11 − iΓ2
22

)((dx1

dv

)2

−
(
dx2

dv

)2

+ 2i
dx1

dv

dx2

dv

)
= 0 (4.92)
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Esta equação nos permite afirmar que a aplicação,

g(z) = g(u+ iv) = x1(v) + ix2(v), u ∈ R, v ∈ I

satisfaz a equação (4.85). De fato, temos

gz = ∂zx1 + i∂zx2

=
1

2

(
∂

∂u
− i

∂

∂v

)
x1 + i

1

2

(
∂

∂u
− i

∂

∂v

)
x2

= − i
2

dx1

dv
+

1

2

dx2

dv
.

Analogamente, gz̄ = i
2
dx1

dv
− 1

2
dx2

dv
. Portanto,

gzgz̄ =
1

4

((
dx1

dv

)2

−
(
dx2

dv

)2

+ 2i
dx1

dv

dx2

dv

)
.

Além disso, gzz̄ = 1
4

(
d2x1

dv2
+ id

2x2

dv2

)
. Assim, a equação (4.92) é em termos de g,

1

4
gzz̄ +

(
Γ1

11 − iΓ2
22

) 1

4
gzgz̄ = 0,

onde

Γ1
11 − iΓ2

22 = Γ1
11(g(z))− iΓ2

22(g(z))

=
1

λ1,τ (g(z))

{(
∂

∂x1

λ1,τ

)
(g(z))−

(
∂

∂x2

λ1,τ

)
(g(z))

}
=

2

λ1,τ (g(z))
(λ1,τ )w (g(z))

= −2
2
τ2 − 1 + |g|2

4
τ2 |g|2 + (1− |g|2)2

ḡgz̄gz

Portanto, a equação (4.92) é (4.85).

Exemplo 5. (Separação de variáveis) Suponha que g(u+ iv) = eiuϕ(v) seja uma solução

da equação (4.85). Então, temos

gz =
1

2
(
∂

∂u
− i

∂

∂v
)eiuϕ(v)

=
1

2
{ ∂
∂u

(eiuϕ(v))− i
∂

∂u
(eiuϕ(v))}

=
1

2
{eiuiϕ(v)− ieiuϕ′(v)}

=
i

2
eiu(ϕ− ϕ′).
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Analogamente, obtemos gz̄ = i
2
eiu(ϕ+ ϕ′) e

gz̄z =
∂

∂z
(gz̄)

=
1

2
(
∂

∂u
− i

∂

∂v
)[
i

2
eiu(ϕ+ ϕ′)]

=
i

4
{ ∂
∂v

[eiu(ϕ+ ϕ′)]− i
∂

∂u
[eiu(ϕ+ ϕ′)]}

=
i

4
{ieiu(ϕ+ ϕ′)− ieiu(ϕ′ + ϕ′′)}

= −1

4
eiu(ϕ+ ϕ′ − ϕ′ − ϕ′′)

= −1

4
eiu(ϕ− ϕ′′).

Agora, como |g|2 = ϕ2 e

ḡgzgz̄ = e−iuϕ
i

2
eiu(ϕ+ ϕ′)

i

2
eiu(ϕ− ϕ′)

= −1

4
eiuϕ(ϕ2 − (ϕ′)2),

segue que a equação (4.85) é equivalente a

−1

4
eiu(ϕ− ϕ′′) = −2

2
τ2 − 1 + ϕ2

4
τ2ϕ2 + (1− ϕ2)2

1

4
eiuϕ(ϕ2 − (ϕ′)2),

isto é,

ϕ′′ − ϕ = 2
2
τ2 − 1 + ϕ2

4
τ2ϕ2 + (1− ϕ2)2

ϕ((ϕ′)2 − ϕ2) (4.93)

Assim, se a é uma constante não nula e ϕ é uma função real definida sobre um intervalo

aberto I satisfazendo

(ϕ′)2 − ϕ2 = a{ 4

τ 2
ϕ2 + (1− ϕ2)2}, (4.94)

com singularidades isoladas, então a aplicação

g(z) = g(u+ iv) = eiuϕ(v), u ∈ R, v ∈ I

satisfaz a equação (4.85). De fato, derivando (4.94), obtemos

2ϕ′ϕ′′ − 2ϕϕ′ = a{ 4

τ 2
2ϕϕ′ + 2(1− ϕ2)(−2ϕϕ′)}.

Logo, como as singularidades de ϕ são isoladas, obtemos

ϕ′′ − ϕ = a{ 4

τ 2
ϕ− 2(1− ϕ2)ϕ}

= 2aϕ{ 2

τ 2
ϕ− (1− ϕ2)}

= 2ϕ
(ϕ′)2 − ϕ2

4
τ2ϕ2 + (1− ϕ2)2

{ 2

τ 2
ϕ− 1 + ϕ2}

= 2ϕ
2
τ2ϕ− 1 + ϕ2

4
τ2ϕ2 + (1− ϕ2)2

{(ϕ′)2 − ϕ2},
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ou seja, a equação (4.93). Por exemplo, se τ > 1 e a = τ2

4(τ2−1)
, então a equação (4.94)

torna-se

(ϕ′)2 =
τ 2

4(τ 2 − 1)
{ 4

τ 2
ϕ2 + (1− ϕ2)2}+ ϕ2

=
τ 2

4(τ 2 − 1)
{ 4

τ 2
ϕ2 + 1− 2ϕ2 + ϕ4}+ ϕ2

=
τ 2

4(τ 2 − 1)
(1 + ϕ4) + {1 +

τ 2

4(τ 2 − 1)
(

4

τ 2
− 2)}ϕ2

=
τ 2

4(τ 2 − 1)
(1 + ϕ4) + (1 +

2− τ 2

2(τ 2 − 1)
)ϕ2

=
τ 2

4(τ 2 − 1)
(1 + ϕ4) +

τ 2

2(τ 2 − 1)
ϕ2

=
τ 2

4(τ 2 − 1)
(1 + ϕ2)2.

Assim, escolhendo ϕ tal que ϕ(0) = 0 e ϕ′ > 0, obtemos

ϕ′

1 + ϕ2
=

τ

2
√
τ 2 − 1

,

donde

arctanϕ(v)− arctanϕ(0) =
τ

2
√
τ 2 − 1

(v − 0)

Portanto,

ϕ(v) = tan(
τ

2
√
τ 2 − 1

v).

4.7 Apêndice

A seguir, apresentamos os cálculos feitos para determinar o coeficiente da métrica con-

forme sobre Dτ
ε para a qual a imersão isométrica mı́nima X : Σ # S3

ε,τ tem aplicação de

Gauss harmônica. Lembramos que quando X é mı́nima, então

gzz̄ − 2ε
2
τ2 − 1 + ε|g|2

4
τ2 (1− 1

τ2 ) + ( 2
τ2 − 1 + ε|g|2)2

ḡgz̄gz = 0

Inicialmente, analisamos o sinal da expressão

4

τ 2
(1− 1

τ 2
) + [

2

τ 2
− 1 + ε|w|2]2.

Escrevendo w = x+ iy, definimos

A(x, y, ε) :=
2

τ 2
(2− 2

τ 2
) + [

2

τ 2
− 1 + ε(x2 + y2)]2.
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Temos, deste modo,

A(x, y, ε) =
4ε

τ 2
(x2 + y2) + {1− ε(x2 + y2)}2.

Assim, para ε = 1,

A(x, y, 1) =
4

τ 2
(x2 + y2) + {1− (x2 + y2)}2 > 0.

Para ε = −1, podemos supor que 0 ≤ x2 + y2 < 1, pois, neste caso, |g| < 1. Assim,

− 4

τ 2
< − 4

τ 2
(x2 + y2) ≤ 0 e 1 ≤ {1 + (x2 + y2)}2 < 4.

Logo,

− 4

τ 2
+ 1 < A(x, y,−1) < 4.

Portanto, A(x, y,−1) > 0 quando − 4
τ2 + 1 ≥ 0 (i.e. τ ≥ 2). Observamos, ainda, que

A(0, 0,−1) = 1 e a equação A(x, y,−1) = 0 é equivalente a

h(r) := − 4

τ 2
r2 + (1 + r2)2 = 0, onde r2 = x2 + y2.

Logo,

1 + r2 =
2

τ
r

equação cuja solução é, quando 1− τ 2 ≥ 0 (i.e. 0 < τ ≤ 1),

r1 =
1

τ
(1 +

√
1− τ 2) e r2 =

1

τ
(1−

√
1− τ 2).

Temos r1 ≥ 1. De fato,

0 < τ ≤ 1 ⇒ 1

τ
≥ 1 ⇒ r1 =

1

τ
(1 +

√
1− τ 2) ≥ 1 +

√
1− τ 2 ≥ 1.

Por outro lado, 0 < r2 ≤ 1. De fato,

0 < τ ≤ 1 ⇒ 2τ 2 ≤ 2τ

⇒ 1− 2τ + τ 2 ≤ 1− τ 2

⇒ 1− τ ≤
√

1− τ 2

⇒ 1−
√

1− τ 2 ≤ τ

⇒ r2 =
1

τ
(1−

√
1− τ 2) ≤ 1.

Portanto, a equação A(x, y,−1) = 0, onde (x, y) ∈ D̄, tem solução radial quando 0 < τ ≤

1 e é r0 := 1
τ
(1 −

√
1− τ 2) (= x2 + y2). Note que r1 = r0 + 2

τ

√
1− τ 2 e quando τ = 1,

então r0 = 1. Além disso, para τ > 1 e (x, y) ∈ D, temos A(x, y,−1) >> 0.
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Conclúımos que a expressão A(x, y, ε) é positiva em

Dτ
ε =

 C, ε = 1, 0 < τ

Dr0 , ε = −1, 0 < τ ≤ 1.

De agora em diante, vamos considerar (x, y) ∈ Dτ
ε .

Para obter a harmonicidade de g, observamos que, em vista de (1.54), os śımbolos de

Christoffel da conexão Riemanniana da métrica gij = λ2δij sobre Dτ
ε devem satisfazer

Γ1
11 =

λx
λ

= −2ε
2
τ2 − 1 + ε(x2 + y2)

2
τ2 (2− 2

τ2 ) + [ 2
τ2 − 1 + ε(x2 + y2)]2

x (4.95)

Γ2
22 =

λy
λ

= −2ε
2
τ2 − 1 + ε(x2 + y2)

2
τ2 (2− 2

τ2 ) + [ 2
τ2 − 1 + ε(x2 + y2)]2

y. (4.96)

Seja µ = 2
τ2 − 1, logo 2

τ2 = 1 + µ e 2 − 2
τ2 = 1 − µ. Assim, as equações (4.95) e (4.96)

podem ser escritas como

(lnλ)x = −2ε
µ+ ε(x2 + y2)

1− µ2 + [µ+ ε(x2 + y2)]2
x (4.97)

(lnλ)y = −2ε
µ+ ε(x2 + y2)

1− µ2 + [µ+ ε(x2 + y2)]2
y. (4.98)

Temos

(lnλ)xy = − 2εx

{1− µ2 + [µ+ ε(x2 + y2)]2}2
{2εy[1− µ2 + (µ+ ε(x2 + y2))2]

−[µ+ ε(x2 + y2)]2[µ+ ε(x2 + y2)]2εy}

=
−4ε2xy

{1− µ2 + [µ+ ε(x2 + y2)]2}2
{1− µ2 + [µ+ ε(x2 + y2)]2

−2[µ+ ε(x2 + y2)]2}

=
−4ε2xy

{1− µ2 + [µ+ ε(x2 + y2)]2}2
{1− µ2 − [µ+ ε(x2 + y2)]2}

e

(lnλ)yx = − 2εy

{1− µ2 + [µ+ ε(x2 + y2)]2}2
{2εx[1− µ2 + (µ+ ε(x2 + y2))2]

−[µ+ ε(x2 + y2)]2[µ+ ε(x2 + y2)]2εx}

=
−4ε2xy

{1− µ2 + [µ+ ε(x2 + y2)]2}2
{1− µ2 + [µ+ ε(x2 + y2)]2

−2[µ+ ε(x2 + y2)]2}

=
−4ε2xy

{1− µ2 + [µ+ ε(x2 + y2)]2}2
{1− µ2 − [µ+ ε(x2 + y2)]2}.

Portanto (lnλ)xy = (lnλ)yx. Logo em um domı́nio simplesmente conexo, temos

lnλ = −2ε

∫ x µ+ ε(x2 + y2)

1− µ2 + [µ+ ε(x2 + y2)]2
xdx
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Agora, para resolvermos a integral acima, fazemos z = µ + ε(x2 + y2) de modo que

dz = 2εxdx. Logo,

2ε

∫
µ+ ε(x2 + y2)

1− µ2 + [µ+ ε(x2 + y2)]2
xdx =

∫
z

1− µ2 + z2
dz =

1

2
ln(1− µ2 + z2) + C.

Portanto,

lnλ = −1

2
ln{1− µ2 + [µ+ ε(x2 + y2)]2}+ C(y),

donde

(lnλ)y = −1

2

1

1− µ2 + [µ+ ε(x2 + y2)]2
{2[µ+ ε(x2 + y2)]2εy}+ C ′(y)

= −2ε
µ+ ε(x2 + y2)

1− µ2 + [µ+ ε(x2 + y2)]2
y + C ′(y).

Portanto, de (4.98) segue que C ′(y) = 0. Tomamos C(y) = C = 0 e conclúımos que

lnλ = −1

2
ln{1− µ2 + [µ+ ε(x2 + y2)]2},

isto é,

λ2(w) = λ2
ε,τ (w) =

1
4
τ2 (1− 1

τ2 ) + [ 2
τ2 − 1 + ε|w|2]2

(4.99)

equivalentemente,

λ2
ε,τ (w) =

1
4ε
τ2 |w|2 + (1− ε|w|2)2

(4.100)

No caso em que ε = −1, podemos estabelecer

Proposição 4.7.1. Para 0 < τ ≤ 1, o disco Dr0 com coordenadas w = x + iy e métrica

Riemanniana conforme,

ds2 = λ2
−1,τ |dw|2 onde λ2

−1,τ (w) =
1

− 4
τ2 |w|2 + (1 + |w|2)2

é completa.

Prova. De fato, é suficiente mostrar que as curvas da forma

α(r) = (a, b)r, r ∈ [0, r0) onde a2 + b2 = 1

têm comprimento infinito. Lembramos que

r0 =
1

τ
(1−

√
1− τ 2) e r1 =

1

τ
(1 +

√
1− τ 2)
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são as soluções da equação 1− 2
τ
r + r2 = 0. Assim, se 0 < τ ≤ 1 e 0 ≤ r ≤ r0 − δ, onde

δ > 0 é pequeno, as funções

h1(r) =
r1 − r

r0 − r
= 1 +

2
√

1− τ 2

τ(r0 − r)

h2(r) =
r1 + r

r0 + r
= 1 +

2
√

1− τ 2

τ(r0 + r)

satisfazem

h′1(r) =
2
√

1− τ 2

τ(r0 − r)2
e h′2(r) = − 2

√
1− τ 2

τ(r0 + r)2
.

Assim, h1 é crescente e h2 é decrescente em 0 ≤ r ≤ r0 − δ. Portanto

h1(r) =
r1 − r

r0 − r
≤ h1(r0 − δ) = 1 +

2
√

1− τ 2

τδ
=: C1(τ, δ)

h2(r) =
r1 + r

r0 + r
≤ h+(0) = 1 +

2
√

1− τ 2

τr0
=: C2(τ)

Segue que, em 0 ≤ r ≤ r0 − δ, temos

r2
1 − r2 ≤ C(τ, δ)(r2

0 − r2)

onde C = C1C2. Isto nos permite concluir que, quando 0 < τ ≤ 1 e 0 ≤ r ≤ r0− δ, ocorre

− 4

τ 2
r2 + (1 + r2)2 ≤ C(τ, δ)(r2

0 − r2)2. (4.101)

De fato,

(1 + r2)2 − 4

τ 2
r2 = (1 + r2 − 2

τ
r)(1 + r2 +

2

τ
r)

= (r − r0)(r − r1)(r + r0)(r + r1)

= (r2 − r2
0)(r

2 − r2
1)

= (r2
0 − r2)(r2

1 − r2)

≤ C(τ, δ)(r2
0 − r2)2.
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Assim, de (4.101), obtemos∫ r0

0

|α′(r)|dr = lim
δ↓0

∫ r0−δ

0

dr√
− 4
τ2 r2 + (1 + r2)2

≥ lim
δ↓0

1√
C(τ, δ)

∫ r0−δ

0

dr

r2
0 − r2

=
1

2r0
√
C2(τ)

lim
δ↓0

√
τδ

τδ + 2
√

1− τ 2

∫ r0−δ

0

{ 1

r0 + r
+

1

r0 − r
}dr

=
1

2r0
√
C2(τ)

lim
δ↓0

√
τδ

τδ + 2
√

1− τ 2

(
ln

(
r0 + r

r0 − r

)
|r=r0−δr=0

)

=
1

2r0
√
C2(τ)

lim
δ↓0

√
τδ

τδ + 2
√

1− τ 2
ln(

2r0 − δ

δ
)

= +∞

�
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