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Resumo

Consideramos o problema de representacao de superficies imersas em grupos de Lie tridi-
mensionais. Especificamente, nos espagos Hiperbdlico, de Sitter, Heisenberg (Riemannia-
no e pseudo-Riemanniano), nas esferas de Berger e em espacos Anti de Sitter exdticos.
Estabelecemos como condigoes de integrabilidade para a existéncia de uma imersao con-
forme de uma superficie de Riemann nos espacos Hiperbdlico, de Sitter, Heisenberg (Rie-
manniano e pseudo-Riemanniano) as equagoes de compatibilidade para um sistema de
primeira ordem, envolvendo uma equacgao de Dirac com potenciais geométricos. Nas es-
feras de Berger e nos espacos Anti de Sitter exdticos, demonstra-se que a harmonicidade
de uma dada aplicagao, definida na superficie com valores em abertos da esfera, é condigao

suficiente para a existéncia de uma imersao conforme minima.



Abstract

We considered the problem of representation of immersed surfaces in three-dimensional
Lie groups. We search for integrability conditions assuring the existence of a conformal
immersion of a given Riemann surface in some Lie group with left-invariant metric. Such
compatibility conditions are found to be a first order system, consisting of a Dirac equation
with geometric potentials and an extra pair of equations relating the metric and the Hopf
differential. In many cases, we proved that the harmonicity of a map, defined in an open
of the sphere is a sufficient condition for the existence of a conformal minimal or constant

mean curvature immersion.



Introducao

A representacao de superficies no espaco euclidiano com curvatura média prescrita, como
estabelecida, em feicdo moderna, por K. Kenmotsu em 1981, é um tema recorrentemente
explorado em Geometria Diferencial. Em [23], demonstra-se, complementando trabalho
anterior de Ruh e Wilms (v. [35]), que, dada uma aplicagdo harmonica de uma superficie
de Riemann na esfera, existe uma imersao desta superficie no espaco euclidiano com cur-
vatura média constante, cuja aplicacao de Gauss é justamente o mapeamento harmonico
dado. Ademais, as coordenadas da imersao sao explicitadas em férmulas integrais.

O trabalho de Kenmotsu, historicamente precedido da ilustre Representacao de Weiers-
trass para superficies minimas e de contribuigoes importantes compiladas nos tratados
classicos de Darboux e Eisenhart (v. [12] e [14]), assenta as bases para o notavel esforgo
empreendido, desde entao, para a construcao e classificacao de superficies de curvatura
média constante, a exemplo dos toros de Wente. Em outra direcao, as técnicas de analise
de equagoes diferenciais e sistemas integraveis utilizadas, e.g., em [42], [38], [6], [33], entre
outras referéncias, motivaram diversas interpretacoes da Representacao de Kenmotsu,
incorporando-a a teorias diversas, tais como o relativamente recente método Dorfmeister-
Pedit-Wu (v. [13] e [19]) ou a representagao espinorial, nos distintos formatos em que é
apresentada em artigos como [25], [39] e [15].

Nosso principal propdsito é investigar de que modo os diferentes métodos menciona-
dos acima podem ser ajustados a representagao de superficies em ambientes homogéneos
nao-euclidianos. O interesse por problemas desta natureza é sobretudo incitado por de-
senvolvimentos recentes na teoria de superficies minimas e de curvatura média constante
em espagos homogeéneos de dimensao trés, a exemplo da demonstracao da existéncia de
diferenciais holomorfas associadas a estas superficies em (v. [1]) e as nogoes de aplicagao
de Gauss fixadas em [10] e [17]. Simultaneamente a estes artigos, a pesquisa iniciada

por Gelfand e Fokas em [16] e D. Berdisnski e I. Taimanov em [4] deixou evidente como
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a estrutura de grupo de Lie permite elaborar representacoes de superficies envolvendo
espinores e a equacao de Dirac em varios destes ambientes.

Resumidamente, nos propomos, no que segue, a combinar a formulagao espinorial dos
resultados em [10] a no¢oes convenientes de aplicagoes de Gauss para superficies em alguns
grupos de Lie tridimensionais, que resultem harmoénicas em contextos naturais, como o
de superficies minimas.

Dividimos a exposicao em trés partes, a primeira das quais concernente a superficies
no espaco hiperbdlico e no aberto do espaco de Sitter, costumeiramente denominado
steady state space. A parte seguinte trata de superficies no espaco de Heisenberg, dotado
tanto da métrica riemanniana usual, quanto de uma métrica lorentziana definida de modo
correlato. Por fim, a ultima fracao da tese versa sobre superficies na esfera tridimensional
e no espaco Anti de Sitter, onde consideramos as estruturas métricas “exdticas” que, no
caso riemanniano, sao conhecidas como esferas de Berger.

No Capitulo 1, esbocamos alguns preliminares e fixamos notagoes, nos restringindo ao
estritamente necessario ao prosseguimento da leitura. Um, certamente desejavel, trata-
mento mais extenso de aplicagcoes harmonicas e estruturas espinoriais em superficies de
Riemann foi preterido em respeito a consideracoes de espaco. Remetemos o leitor as
referéncias [22], [26], [6], [30] e [43].

O Capitulo seguinte detalha a estrutura de grupo do espacgo hiperbdlico e do steady
state space como grupos de Lie dotados de uma métrica invariante a esquerda, cuja
conexao e curvatura sao explicitamente calculadas. Denotamos tais grupos por H?(—72).
Em seguida, demonstramos como superficies imersas nestes grupos geram solucoes de
uma equacao de Dirac com um potencial envonvendo dados geométricos da imersao. Uma

reciproca deste fato é estabelecida no seguinte teorema.

Teorema 2.2.2. Sejam ) um dominio simplesmente conexo de uma superficie de Rie-
mann X, H : Q@ — R uma funcao diferencidvel e 1y e 1o funcoes complexas definidas em

Q que satisfazem |1)s]? + €|11]? > 0 e a equagdo de Dirac em H3(—eT?), isto ¢,

Octin = — {r|ual? + H (ol + cltr) e

0.t = —3{erlnl? = H(Wal? + el 1.

Entao, a aplicacao

X = (21,22, 23) : % H*(—e7?),
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definida por
z1(2)
2(2)
z3(2)

€ uma 1mersao conforme com

Duas situagoes em que ocorre

seguintes.

= 2Re ( w2d2>
- 2Re< [z % P2 — ewz)e”ldz> (1)
= 2Re< JZ 13+ ep}) mldz)

curvatura média H.

naturalmente a integrabilidade da equacao de Dirac sao as

Coroldrio 2.3.2. Seja g: Q C X — (D, ds?) uma aplicagao harménica nunca holomorfa

definida sobre um dominio simplesmente conexo §2 de uma superficie de Riemann X, onde

X =

ds®
Entao, a aplicacao
definida por
11(2) =
To(z) =
z3(2) =

1

_ |w|4

= X (w)ldw]* = 1

|dw|?.

(1,29, 23) : Q B H3(—

67’2),

2Re ( [7, i 0-002)
2Rte (f (1- ) 9 |4 1y9%€ mle)
2Re <f (1+€e9?)- |g|4 T 9-¢ mldz)

¢ uma imersao minima conforme e tem aplicagao de Gauss g.

Corolério 2.3.4. Seja g : Q — (D, ds?) uma aplicagao harmonica nunca holomorfa

definida sobre um dominio simplesmente conexo €2 de uma superficie de Riemann 3,

onde
D, = ];(;: Zzl_l e ds? —ﬁw\dwﬁ
Entao, a aplicacao
X = (21,79, 73) : Q & H(—e7?),
definida por
zr1(z) = —2Re (fzo nggiz)
12(2) = —2Re (sz (- eg2)gzem1dz> (3)
x3(z) = —2Re <fz0 m(l + 692)926”le>

¢ uma imersao conforme de curvatura média constante iqual a T e aplicacao de Gauss g.



Sumario 6

Nestes corolarios, as condi¢oes de compatibilidade para a existéncia, ora de uma imersao
minima, ora de uma imersao com curvatura constante, igual a das horoesferas ambiente,
correspondem a harmonicidade da aplicacao de Gauss. Esta aplicacao é definida como a
translacao a esquerda do vetor normal a um dado ponto da imersao para a esfera unitaria
da dalgebra de Lie. Obviamente, no caso euclidiano, isto corresponde exatamente a no¢ao
usual. A harmonicidade desta aplicacdo é obtida considerando-se, como se depreende
do enunciado, métricas particulares no disco, no plano ou no plano estendido. Por fim,
registramos que, no caso euclidiano, teoremas deste tipo foram obtidos anteriormente
por M. Kokubu (v. [24]), no caso minimo, e por R. S& Earp e E. Toubiana (v. [36]),
quando 7 = 1. Neste ultimo artigo, a aplicacao de Gauss nao é interpretada em termos
da estrutura intrinseca de grupo, mas como a normal euclidiana a superficie no modelo
do semi-espaco superior.

O capitulo seguinte, sobre o espago de Heisenberg, tem estrutura similar ao anterior.
Desta vez, baseamo-nos no artigo [10]. As contribui¢oes originais em nosso estudo sao,
além da rotineira possibilidade de haver englobado o caso lorentziano, reobter os resultados
em B. Daniel na linguagem de espinores e, em grau maior de importancia, haver escrito
os teoremas de representacao em forma integral, a exemplo do trabalho precursor de F.
Mercuri e colaboradores (v. [28]), desta vez estendidos a qualquer valor da curvatura

média. O grupo de Heisenberg cuja métrica nas coordenadas exponenciais é dada por:
ds? = da? + da3 + e{(Txodr, — Tx1dTs) + das)?

¢ denotado por Hs(7). Os resultados centrais desta parte sdo os seguintes:

Teorema 3.1.1. Sejam 2 um dominio simplesmente conexo de uma superficie de Rie-
mann ¥ e H : Q0 — R uma funcao diferencidvel. Suponha que as funcoes complezras 1 e

Yy definidas em Q satisfazem |1ho|* + €[t |> > 0 e a equacio de Dirac em Hz(e,T), isto é,

Octpr = — S {H(Wal? + eln ) + ier(al? = el ) b,

1
O:1by = §{H(|¢2\2 +e[n]?) + der([al” — elyi[*) }on.

Entao, a aplicacao

X = (21, 79,23) : Q & Hs(e, 7),



Sumario 7

definida por

za(2) = 2Re (f2 §(03 + cvd)dz) (4)
va(z) = 2Re ([ {r[5(5 + cvdar — 108 — ew)as] + riia}dz)

n(z) = 2Re ([7 3008 — ev})dz)

€ uma imersao conforme com curvatura média H.

Coroldrio 3.2.3. Seja g: Q C ¥ — (D,ds?) uma aplicagao harmonica nunca holomorfa,
onde

dsg = A (w)|dw|* =

1 2
T —dupy ™
Entao, a aplicacao

X = (21, 29,23) : Q & Hs(e, 7),

definida por

z1(z) = —2Re (f;o(l — 69%@@%&)
r3(2) = 2Re <f2(1+eg2)mgzdz> (5)
v3(2) = —2Re ([2{51i(1+ eg®)ar — (1 — eg®)aa) + g} 2z

€ uma imersao minima conforme e tem aplicacao de Gauss g.

Viérias questoes sdo naturalmente suscitadas por nossa anélise. E razodvel conjecturar se,
para cada valor do parametro 7, existe correspondéncia local entre superficies minimas em
Hs(e, 7) e superficies de curvatura média 7/2 em H?(—e7?) x R, nos moldes do resultado
obtido por B. Daniel em [11]. Uma outra suposi¢ao é de que a diferencial quadratica
holomorfa obtida na Secao 3.1.3 pode ser reobtida a partir da imersao do espaco de
Heisenberg como horoesfera do espago hiperbélico complexo.

A parte final, que consideramos o ntucleo deste trabalho, trata de superficies na esfera
tridimensional e no espago Anti de Sitter, pensados, respectivamente, como o grupo SU5
e como o revestimento universal de SU; ;. Em ambos os casos, consideramos nestes
ambientes a familia a um parametro (7) de métricas invariantes a esquerda obtidas por
mudanca de escala de um dos vetores na dlgebra de Lie. No caso riemanniano, esta

construcao gera as chamadas esferas de Berger denotadas por S? _ e no caso do grupo

1,7
SU,, gera os espagos Anti de Sitter exdticos denotados por S* 1
A atencao dispensada ao espago Anti de Sitter em pesquisas sobre gravidade 2+ 1 (a

propdsito, cf. [34]) motivou-nos a considerar o problema da representacao de superficies
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com curvatura média prescrita neste ambiente. Superficies espaciais de curvatura média
constante podem ser tomadas como superficies iniciais para o problema de Cauchy na
formulagao de valor inicial da gravidade 2 + 1. Em nosso trabalho, o elenco de condicoes
de integrabilidade necessarias a construcao de uma superficie deste tipo é abreviado, no
caso minimo, na existéncia de uma aplicagao harmoénica. O mesmo pode ser dito com
respeito a superficies minimas em esferas de Berger. Para enunciar o resultado pertinente,
primeiro definimos para e = —1 ¢ 0 < 7 < 1, a constante ry = (1 — v/1 —72). Sendo
assim, a expressdo (1 — %) + [Z — 1 4 elw|*]* é positiva no disco Dy, = {w : |w| < ro}.
Agora enunciamos o resltado principal deste trabalho.

Teorema 4.6.1. Seja X uma superficie de Riemann simplesmente conexa e orientada.

Dada uma aplicagio g : ¥ — (D7, A2 ) onde

(C, 6217 0<r7
1
D] ={ Dy, e=-10<7<1 A, (w)=
0 € , 0<r < () L(1=5)+[2 - 1+ew??
]])7 e=—-1,1<r7

harmonica nunca holomorfa, existe uma imersio minima conforme, X : 3 & S3_ repre-

sentada por
XX, = —;Afﬁ(g){zgzgél + (1 — €g%)g.é2 + (1 + €g*) g5}, (6)
com aplicacao de Gauss g.

Este teorema é baseado no seguinte resutado.

Proposicao 4.4.1. Seja o uma 1-forma definida em ¥ com valores em g localmente
expressa por

a=e,® (Z“dz + Z“dZ),
para fungoes complexas Z%(z, z) definidas em . Supomos que estas fungoes satisfazem o
sistema (4.25)-(4.33) e as condigdes iniciais

1 -
((Z1) + (22 +(Z%)) (20) = 0, (el Z'[* + |27 + | Z2°%) (20) = e 0™

onde w(z,z), H(z,2) e q(z,2) sao funcoes dadas em Y. FEntdo, existe uma imersao
isométrica X : ¥ — S? _ tal que

XX = a,
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isto €, X € uma primitiva de Darbouzr de o, X*©w = «. Além disso, esta imersao tem

métrica prescrita

€2w|d2|2

e sequnda forma fundamental

o i
gsz + o etdads + gdZQ.

Contrariamente ao que ocorre nos espacos hiperbdlico, de Sitter e Heisenberg, em que
coordenadas euclideanas subjacentes permitem reduzir o problema de integrabilidade a
um correlato no espaco euclidiano, reescrevendo-se as condi¢oes de compatibilidade neste
sistema de coordenadas, nas esferas e no Anti de Sitter devemos estabelecer, a parte,
uma versao adequada do Teorema de Bonnet. Mencionamos, neste ponto, a pretensao
futura de escrever em detalhes uma variante do Teorema Fundamental das Superficies
considerando as projecoes tangente e normal do campo invariante a esquerda distinguido
no ambiente respectivamente como desvio e lapso na superficie de Riemann. Para dados
analiticos, o tipico formalismo ADM em Relatividade Geral permitiria obter um teorema
de imersao. Por sua vez, tal teorema, no caso lorentziano, poderia prestar-se a elaborar
a teoria de buracos negros BTZ em espacos Anti de Sitter exdticos, seguindo a linha de
trabalho de Banados, Teltelboim e Zabelli (v. [2]) e P. Valtancoli (v. [40]).

Uma outra direcao futura de pesquisa que pretendemos empreender é a integracao,
tao explicita quanto possivel, das superficies relacionados aos exemplos de aplicacoes
harmonicas dscritos na tltima secao do Capitulo 4.

A idéia que nos impeliu a estudar superficies via a estrutura de grupo de Lie ambiente
foi a de reconstruir o método DPW para esferas e SU; ; utilizando mudancas de referencial
intrinsecas, isto é, modeladas respectivamente por SOz e O;{j, ao invés daquelas, tradi-
cionalmente utilizadas no método, baseadas nos grupos spin SUs x SUs e SU; ; x SU; 1,
cuja utilizacao segue do fato de que estes espagos sao usualmente tomados como quadricas
em um ambiente quadridimensional plano. A vantagem aparente seria a de descrever o
estudo de grupos de lacos de maneira exatamente analoga ao correspondente em R? e L3

(v. [13], [18] e [7]). Isto é objeto de desenvolbimentos futuros.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

1.1 Teoria Local de Superficies

Denotamos por M, uma variedade de dimensao 3 dotada de uma métrica riemanniana,
quando € = 1, ou de uma métrica pseudo-riemanniana de indice 1, quando ¢ = —1. Seja
X ¥ % M, uma imersao isométrica de uma superficie de Riemann conexa ¥ em M,.

Denotamos por I e I a primeira e segunda formas fundamentais da imersao X. Assim,
I ={dX,dX), (1.1)
onde (-,-) denota a métrica em M, e
Il = —(dN,dX), (1.2)
onde N é um campo normal ao longo de X que, satisfaz
(N,N) =e. (1.3)

Denotamos por V e V, respectivamente, as conexoes de Levi-Civita em X e em M,. Con-
sideramos, um parametro conforme z = u + v em X. Indicamos os campos coordenados
referentes ao sistema de coordenadas (u,v) alternativamente por 9,, 9, ou X,, X,. Os

coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,, X, } sao
E=(X,X.,, F=(X,X,), G=(X,X,). (1.4)

Denotando-se as derivadas covariantes por Vg, 0, = Xy, Vg, N = N,, e assim por diante,

obtém-se, para os coeficientes de 11, as expressoes
€:_<Nu>Xu>7 f: _<NuaXv>a g= _<NvaXv>- (15)

10
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O operador de Weingarten A : T — T é definido, atuando em um campo Y sobre o

fibrado tangente a >, T, por
AY = —VyN.

Seja (h;;) a matriz deste operador na base {X,, X, }, i.e.,

AX, = hn X, +haX, = —Vx,N=—N,,
AX, = h19Xy + hpeX, = —Vx,N = —N,,.

Define-se a curvatura média H da imersdo X : ¥ & M, por
€ €
H = §tr(A) = §(h11 + h22).

E imediato verificar que

-1

hn h12 E F e f
ho1  hag F G [ g
donde segue que
B _eG— fF fE—eF
AXu==Nu = pe— @t g
AX, = —N, = 1G9y L 9EZTF

EG-F2"" EG-F2"

No sistema de coordenadas conformes (u,v), temos

Denotamos os campos coordenados correspondentes aos parametros (z, zZ) por

0 1 . 0 1 .
&—8Z— i(au—z&}), £—82—5(8u+28v)

ou, alternativamente, por

1 1
X, = §(Xu —iX,), X:= §(X“ +1iX,).

Temos, entao,

Xu:Xz+X2> Xv :Z<XZ_X2>

A métrica (-, -) de ¥ tem coeficientes complexos
1 :
(X., X,) = Z(E — G —2iF) =0,

1 1
(X., X;) = Z(E +G) = 56%,

(1.6)

(1.7)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)
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(X, X2) — i(E _ G+ 2iF) =0, (1.15)

Estendemos as conexoes riemannianas em Y e M, a vetores complexos por linearidade

complexa, de modo que

_ _ 1 1
XZZ - VXZXZ — V%(au_iav)§<au - Z@U) - Z(qu - va - 22Xu11)7 (116)
_ _ 1 , 1
X.:=Vx X; = V%(au—iav@(au +1i0,) = Z(qu + Xow), (1.17)
_ _ 1 _ 1 .
Xz =Vx X: = V%(8u+i8v)§<8u +10,) = Z(qu — Xow + 2iX ). (1.18)

Visto que as coodenadas (u,v) sdo conformes, obtemos de (1.12) e (1.9) a simetria hjy =
ho1. Assim, denotando-se IV, = %ZN = %(Nu —iN,), segue da observacao anterior e das
relagoes em (1.7) que
1 .
—N, = —5(]\7“ —iNy)
1 .
= 3 {h11 Xy + ho1 Xy —i(h12 Xy + h2e X))}
1 ) .
= 5 {(h11 — ih21) Xy + (ho1 — tho2) X, }
1 ) ) )
= 5 {(hll — Zhgl)(Xz + Xg) + (h21 — ZhQQ)Z(XZ — Xg)}
1 )
= B {(h11 + ha2) X + (h11 — haa + 2iho1) X5} .
Desta forma,
—N, =eHX, + q X5, (1.19)
_NEZ%XZ+EHX§, (120)

onde

1 )
qo = §(h11 — hgo — 21]112).

Os coeficientes complexos da segunda forma sao, pelas relagoes (1.16), (1.17) e (1.18),

q 1 , 1 .
5 =(X,,,N)=—(X,,N,) = 4_1(6 —g—2if) = 5(]062 , (1.21)
1
(Xoz, N} = =(Xo, N2) = {(e+ g) = S HE™, (1.22)
(j 1 . 17 2w
5 — <X§2,N> - _<X2,Ng> — Z(e — g + 27/f) — §q06 . (123)

Temos, ainda,

<Xz7Xzz> — <Xz7X22> - <X27X22> = <X27X22> - 07
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<X2’XZZ> = 8Z<X27XZ> = %az(emd) = €2wwz

1
<Xz7X22> = 82<X27X2> = 582(6%) = 62%02

Portanto, as equagoes estruturais (Gauss-Weingarten) para o referencial complexo { X, X;}

reduzem-se a

X.. =V X, =V X, +e(Vx. X., NYN = 20, X, + gqN, (1.24)
, _ 1

ng = ng — VXZXg = VXZXg _'_ €<VXZX2, N)N — §H€2WN, (125)

Xoo = Vi Xs = Vi Xs 4+ e[V X2, NYN = 20, X, + %ch. (1.26)

Derivamos a seguir condigoes de compatibilidade para as equagoes de Gauss-Weingarten,
ditas equacgoes de Gauss-Codazzi.

Abreviadamente, denotamos o referencial complexo por
F=(X,, X;,N)T (1.27)
e observamos que
T = (Xoo, Xz, Vo), T2 = (Xoz, Xz, N2)T (1.28)

Sendo assim, a equacao de compatibilidade é sucintamente descrita por

F.:—F =R (1.29)
0 que equivale as equagoes
Xz — Xoz = V. Vx. X, — Vx, Vi, X, = R(X;, X)X, (1.30)
Xewz — Xz = V. Vi Xz — V. Vi Xs = R(X:, X,) X, (1.31)
N.: — N;. =Vx.Vx.N —Vx.Vx.N = R(X;, X,)N, (1.32)

onde R é o tensor de curvatura em M,. Ocorre que as duas dltimas equacdes sao, de fato,
equivalentes & primeira, de sorte que basta analisarmos (1.30). Calculamos, utilizando

(1.24), (1.25), (1.19) e (1.20) e o fato de que gy = e ¢
Xzzf - QWZEXZ + 2WZXZE =+ %%N + %qu

1
= 2w X, + 2, HE¥N + gqu - gq (X, + eHX)

1
= (2022 — 5e700) X — SHqX: + ¢ (He™w. + Sg:) N,
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1 1
XZEZ - QHZGQWN + HGQWWZN -+ §H€2WN2

1 1
= —§H€2w (eHX, 4+ qXz) + (§Hze2w + Hez“’wz) N

1 1
= —%H%Q“XZ — 5HeXz + (§H262‘” + Hezwwz) N.

Deste modo, obtemos

1
XzzZ - XzZz - (20)25 + §H2€2w - %6—2wqq—> Xz + 5 (EQZ - Hz€2w) N. (133)

Por outro lado, o termo de curvatura em (1.30) pode ser expresso em coordenadas reais

por

R(X:, X)X, = —R(X,+iX,, X, —iX,)(X, —iX,)

ool —

- —;LR(XU,XU)(XU —iX,)

1 - _

onde utilizamos o fato de que a extensdo de R a vetores complexos é feita de modo

C-linear. Sendo assim, a parte tangente do termo de curvatura é

_ 1 - _
<R(X27XZ)XZ7X2> = _§<R(XuaXv)Xv+ZR(Xu;Xv)XuaXu+ZXv>

- _%{<R(X’u,7 X’U>XU7 Xu> + 22<R(XU7 X”)X“’ XU>

1 -
= _Z<R(Xua Xv)Xm Xu>

1

= _Z__LKM€€4UJ

onde Ky; ¢ a curvatura seccional em M, no plano tangente a ¥. Logo, de (1.33), obtemos

1 1
(szg + §H262w — %e‘zwqq_) 562“ =1 M€e4“’,
donde inferimos que
2w,z + = H?e™ Ee_Qqu = e e
2z 2 9 92 M )

ou seja,

[

W,z + i (H2 + GKMe) e — Z—le’Q”qq =0.
Temos, também a partir de (1.33),

Rt = (R(X:, X.)X.,N) =
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Portanto, verificamos que as equacoes de Gauss e Codazzi sao respectivamente

W,z + i (H2 + EKMG) e — 26_2%}(] =0, (1.34)

R" = (R(X:, X.)X,,N) = = (eq: — H.e™). (1.35)

N

1.2 Superficies em Grupos de Lie

Nesta secao, estabelecemos algumas notagoes e particularizamos algumas propriedades de
imersdes isométricas estudadas na secdo anterior ao caso em que o espaco ambiente M,
¢ um grupo de Lie. Consideramos a métrica ambiente invariante a esquerda. Denotamos
por e o elemento unidade do grupo e fixamos uma base {¢é, €2, é3} ortonormal positiva do
espago tangente ao grupo M, na unidade e, T.M.. Denotamos por E;, Fy e E3 0s campos

invariantes a esquerda gerados pelos vetores é1, €5 e €3, respectivamente. Isto é, pomos
Ei(zr) = d(Ly)e-¢;, (i=1,2,3),

onde

Lx : Me - Mea Lx(y> = Xy

é a translagao a esquerda em M, pelo elemento z. Assim, {E;, Es, E3} é um referencial

ortonormal positivo da algebra de Lie do grupo M., que denotamos por m..

Definicao 1. Para U, V € m,, definimos o produto exterior U x V por
(Ux VW) =detg, g eg)(U,V,W), Wem, (1.36)
Definicdo 2. A aplicacio de Gauss da imersio isométrica X : ¥ % M, € a aplica¢do
n:E =8 CT.M., n(p) =dLxe)-N®).

onde

S? = {aé1 +béy + cés € TuM, : (aéy + béy + cés, aéy + béy + cés) = e}

€ a esfera unitaria em T, M., quando € = 1, ou um hiperboldide, quando ¢ = —1.

Em outros termos, n € a translagao a esquerda do vetor normal N a unidade.
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Observagao 1. Se o campo normal N da imersao isométrica X : X & M, € expressa no

referencial invariante o esquerda por N = N'E, + N?Ey + N3Es, entao
n = N + N?¢ + N3és.
Observacao 2. Usando a férmula de Koszul, temos (veja proposicio 3.18 de [9])
VY = %{[X, Y] = (adx)'Y — (ady)*X}, X,Y €m,, (1.37)
onde (adx)* € a aplicagdo adjunta de adx em relag¢ao a (-,-), sendo que
ady :m, —m,., adx(Y)=I[X,Y].

A seguir, estabelecemos algumas férmulas que utilizamos nos capitulos seguintes. Seja
X : ¥ % M, uma imersao isométrica de uma superficie de Riemann ¥ no grupo de Lie M..
Utilizando o referencial { £y, Es, E3} ortonormal do grupo, podemos escrever no dominio

de um parametro conforme z = u + 1w de X,
X, =7'"E\|x + Z*Ey|x + Z°Es|x, X: = Z'E\|x + Z°Ey|x + Z°Es|x. (1.38)
A condicao de conformalidade pode ser expressa como
(X, X.) =0 (= (X.. X)), (1.39)
ao passo que a condicao de X ser uma imersao pode ser expressa

1
(X,,X:) = 562“). (1.40)

Denotamos por Ffj os simbolos de Christoffel dos campos 4, Es e E3, 0 que nos permite

escrever
3
Vo.X: = V,, (Z ZE)
3 - 3

= Y 0.(Z)E;i+ > Z'Vo.E;
121 zjl ,

= Y 0.(ZVEi+>_ Z'> Z'VyE
i=1 i=1 j=1

3 3
= Y 0.(ZNE+ ) Z'ZTYLE,
k=1

ij k=1

3 3
= Y {0.(Z%+ > Z'Z'Th}Ey.
k=1

3,j=1
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Deste modo,
3 3
Vo. X =Y {0.(2"+ ) 22Tk} . (1.41)
k=1 ij=1

Analogamente, calculamos

Vo. X, Z 8:(Z") + Z Z' 2T Y By, (1.42)
k=1 1,j=1

Vo. X Z{a (Z%) + Z Z' 2Tk By (1.43)
i,j=1

Por outro lado, pela equagao (1.25), obtemos
~Va. X, + Vo X: =0, (1.44)

Vo.X. + Vo X: =e®™HN. (1.45)

Assim, em vista das relagoes (1.41) e (1.42), as equagoes (1.44) e (1.45) tornam-se, em

termos das funcoes complexas Z7, j = 1,3,

Z{ 0:2% +0.2% +> (—=2'Z + Z' 2T} Ey|x = 0, (1.46)
i,j
Z{a 78+ 0.2+ (217 + Z' )T} Byl x = > HN. (1.47)

= z]

Procedendo de modo similar, deduzimos, a partir das equacoes (1.24) e (1.43),

3

. €
Z{a ARE Z Z TN Bilx = Y {2w. 28 + 5 gN*} Bl x. (1.48)

k=1 k=1
A partir de (1.43), a fungao componente da diferencial de Hopf pode ser escrita em termos

das funcoes complexas Z7, j = 1,2,3 e dos sfmbolos de Christoffel dos campos E;, E; e

FE5 como

Za ZYE;,N) + Z Z'Z'T% (Ey, N). (1.49)

i,7,k=1
1.3 Aplicacoes Harmonicas entre Superficies de Rie-
mann

Seja f : ¥ — N uma aplicacao diferencidvel entre superficies de Riemann. Fixamos

parametros conformes z = u + v e w = x1 + ixy em X e N, respectivamente, de modo
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que f é localmente representada por
r=utiv o w= x1(u,v) +ize(u,v).
Denotamos os coeficientes da métrica em N nas coordenadas (xy, z3) por
gﬁ(:vl,xz) = )\2(351,552)5@',

o que implica que os simbolos de Christoffel da conexao riemanniana correspondente, com

respeito ao referencial {9,,,d,,}, sdo dados por
PL=T%,=T% = ThL=2% T2, =T} = I% =22 (1.50)
n=le=tan= 1= 5 2=l = la= 7n = .
Sabemos que f é harmonica se, e somente se, sua expressao local satisfaz

0%x; - Ox; Oxg,
! e, —4 = — ) = 1,2. 1.51
705 T2y gr =0 =1, (1.51)

j?k

Estas equagbes correspondem, em vista de (1.50), a

821'1 1 81;1 8:(;1 (9.1'2 8332 9 61'1 (91'2 81'2 833'1
geo: Tl T s Tl g Tt =0 (152)
82332 2 85131 (9.%1 8:62 81'2 1 85131 (9332 8562 81'1
PR R L il i U T i F s A N G
Ao somarmos a equagao (1.52) a equagao (1.53) multiplicada por i, obtemos
. 0951 3(131 8x2 8x2 . 81‘1 81‘2 8952 81’1
B Fl . F2 - —
Fe b M= 57 = 5. 02 s 02 T o a2 0
equacao que pode ser expressa como
ox Oxq ., Ox ox
~ Fl _ .FQ 1 . 2 1 . 2 _
foz + (T —iT5)( 92 +Z82 )(82 ‘l'@az) 0,
ou, ainda, por
foz + (T = i0%) fofz = 0, (1.54)
onde
F%l - irg2 = (Fil - ngz)(f('z))
1
= —{ M\, (f(2)) =i, (f(2
ST A ) =~ ()
2
= w A
NI (f(2))
Portanto, (1.54) pode ser escrita como
2
f22+—)\w f(Z fzfizo- (155
B )

Com a notacao acima, temos
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Proposicao 1.3.1. Se f : ¥ — N € uma aplicagdo harmonica, entdo a forma diferencial

quadrdtica
Q = N(f(2)) f-f.dz"

¢ holomorfa.

Prova. Por (1.55), obtemos

(VL) = 2200wws + Aaw:) o fz + N (fosfe + f2f22)
= 20N fefofe + Aafefofs) + N (fesfe + fofoz)
AT NI AT AR ) (LS WA AT A W A AT
= 20Xl o+ Xal P 1) = 20w fofo o+ Aa fo Fo )
— 0.



Capitulo 2

Supertficies no Espaco Hiperbdlico e

no Espaco de Sitter

2.1 O Espaco Hiperbdlico e o Espaco de Sitter como

Grupos de Lie

A seguir, apresentamos a estrutura de grupo de Lie do espaco hiperbdlico de dimensao 3

e curvatura seccional constante —72 e do espaco de Sitter tridimensional com curvatura

72. Considere o conjunto

\ L

0 s
0 =«
TS y
0

c(s,z,y) € R?

J

(2.1)

Por ser subgrupo e subconjunto fechado, G, é um subgrupo de Lie de GL(4,R), grupo

das matrizes reais 4 x 4 com determinante nao nulo. Denotamos por e a matriz unidade

de ordem 4 e observamos que o espaco tangente a G, na unidade é

T.G,

o

\ L

0
0
0
0

0
Ta

0

0

0 a
0 b
Ta ¢
0 0

. (a,b,c) €R?

20

)

= Span{éh é27 é3}7
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onde ~ _ ~ - _ -
0001 0 00O 00 0O
. 07 00 . 0 001 A 0 00O
€1 = , €0 = , €3 =

0070 0 00O 0 001
0 00O 0 00O 0 00O

Identificando a matriz _ )

1 0 0 s

0 e 0 =z

0 0 €7 y

0 0 0 1

de G, as coordenadas (s, x,y), verificamos que a translagdo a esquerda em G, pelo ele-
mento (s',2',y") é dada por
Ly ayy: Gr = Gry Ly (s,z,y) = (s + 5,2+ e,y + emy).
Logo, se denotamos por FE; a translacao a esquerda do vetor é;, entao
d d
El (Sv x, y) = _|t:0L(s,x,y) (t, 07 O) = _|t:0(3 + ta €, y) = as|(s,:r:,y)7
dt dt
d d
E2(87 x, y) = |t:0L(s,x,y)(07 tv O) = _|t:O(87 T+ eTSt, y) == 6T58x|(57x7y),
dt dt
d d
E3('S7 z, ?J) = % |t:0L(s,x,y)(07 07 t) = %|t:0(87 z,y + eTst) = 6788y|(5’z7y).

Por outro lado, mediante a identificacao

0 0 0 a
0 7a 0 b
€ T,G, < (a,b,c) € R?,
0 0 7a c
0 0 0 O

vemos que o colchete (ou produto) em 7,G, é dado por
[(a',V, ), (a,b,¢)] = (0,7(a’b—al), 7(d'c — ac’)),
donde
[é1,60) = Téy, [é1,63] =Té3, [é2,€3] =0. (2.2)

Considere sobre G, as métricas riemanniana (¢ = 1) e pseudo-riemannina (¢ = —1) que,

nas coordenadas (s, x,y), sao dadas por
Gerr = €(ds)® + €77 {(dx)* + (dy)*} (2.3)

Inicialmente, observamos que
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Proposicao 2.1.1. As métricas g.. definidas sobre o grupo G, sao invariantes a es-

querda.

Prova. De fato,

LiyayyJer = eld(s' +5)}* + e 27N [d(2" + ™ )] + [d(y + ™ y)*}
_ Edsz+6—2T(s’+s){<em’d$)2+(ers/dy)2}
= eds® + e {dx” + dy?}
= Yer

O

Denotamos o grupo de Lie G, dotado da métrica g, por H?*(—er?). Note que se 7 = 0,
entdo (G-, ¢g1.,) ¢ o espago Euclideano de dimensao 3 e (G,,g-1) é o espago de Lorentz

L3. Além disso, temos

Proposigao 2.1.2. Se 7 # 0, entdo o grupo de Lie G, dotado da métrica g1, (resp.
g-1-) € isométrico ao espago hiperbdlico de curvatura seccional constante —72, H3(—72)

(resp. ao aberto do espago de Sitter tridimensional denominado steady state space).

Prova. De fato, a transformagao de coordenadas

’§ — 67'3
(57 x, y) - (gv §7 @ E = T
y = 1y

transforma o grupo G;, no caso em que ¢ = 1, no modelo do semi-espago superior do
espaco hiperbdlico; e, no caso em que ¢ = —1, no modelo do semi espago superior do

espago de Sitter. Temos,
ds = 1e™ds, dr=r1dx, dy=Tdy.

Logo, para 7 # 0, obtemos

g (6 4 (A7 + (@)} = g (er e (ds)? + 72 (dr)? + 7(dy)?)

= (d5)? + e {(dx)? + (dy)*}

= ge,T
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A métrica g, , restrita ao espago tangente 7,G, é dada nas coordenadas (a, b, c) por

r.q, = eda’® + db* + dc?,

Ge,r
o que resulta em
<é1,é1> =€, <éz,é]> = 51']' (] > 1) (24)
De (2.2) e (2.4), inferimos que o referencial {F1, Ey, E3} satisfaz
[Ey, Bb] = TEs, [Ey, B3] =0, [Es E\|=—TE3, (2.5)
(Bv, Ev) =€, (B, Ej;) =05 (j>1). (2.6)
Além disso, temos

Lema 2.1.1. O referencial {E\, Ey, E3} satisfaz

Ve, By =0 Vg,E=—7E, Vg,E = -7E;

Ve, BEy=0 VpEy=e¢tE,  VgFE,=0 (2.7)
?ElE;),:O ?EQE;; =0 vE3E3:€TE1

Prova. De (1.37), temos
(Vi E1, Ey) = —((adp,) Ey, Ey) = —(E\, [Ey, Eq]) =0
(Ve By, Ey) = —((adg, ) Ey, By) = —(Ey, [Ey, By]) = —(By, 7Ey) =0
(Vi By, Es) = —((adg,)* By, E3) = —(Ey, [Ey, E3]) = —(Ey, TE3) = 0.
Logo, Vg, E1 = 0. Analogamente, obtemos
<@E2E27 E1> = _<(adE2)*E27E1> = _<E27 [E27E1]> = _<E27 _TE2> =T
(Vi,Es, Ey) = —((adg,)* Ea, Ey) = —(Ey, [Ea, Ey]) = 0
<?E2E2>E3> = _<(adE2>*E27 E3> = _<E2> [E2,E3]> =0.
Assim, Vg, B, = eTE;. Calcula-se, agora,
<?E3E3, E1> = _<<adE3)*E3>E1> = —<E3, [E37E1]> = —<E3> —TE3> =T
<vE3E37E2> = _<(adE3)*E37E2> = —<E37 [E3>E2]> =0

<?E3E3,E3> = —((adE3)*E3, E3> = —<E3, [Eg,Eg]) = O
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Logo, Vg, B3 = eT Ey. Temos, ainda,

_ 1
(Vi By, By) = 5([E17E2] — (adp,)" By — (adg,)" Ey, Ey)

= %{qu, Es], Ev) — (Ea, By, Er]) — (E1, [Es, E4))}

= 0

_ 1
(Vg Es, Ey) = =([E1, Eq] — (adg,)*E> — (adg,)*Ey, Es)
2

B %{<[E1,EQ]>E2> — (B, [En, E]) — (Ey, [Es, Ex)}

= %{T —7}=0
— 1
(Vi By, E3) = §<[E1, Es| — (adg,)" Ey — (adg,)" Ey, E3)

B %{<[E1, Eb), Es) — (Es, [Ev, E3]) — (Ey, [Ea, Es))}

= 0.

Sendo assim, Vg, Ey = 0 e Vg, B = [Ey, By + Vg, By = —7F,. Continuamos, calculando

_ 1
(Vg B3, Ey) = 5([E17E3] — (adg, )" E3 — (adg,)"Ey, Ey)

_ %{<[E1,E3],E1) — (B3, [Er, Ev)) — (Ex, [Es, Er])}

= 0

_ 1
(Vi B3, By) = §<[E1»Ez] — (adg, )" E3 — (adg,) By, Es)

_ %{([El, E3), By) — (Es, [Ev, Es)) — (B4, [E3, Eo))}

=0
— 1
<VE1E37 E3> = §<[E17 E3] - (adEl)*E?, - (adEg)*Ela E3>

B %{<[E1, B3], E5) — (B3, [Ev, Es]) — (Ev, B3, E3))}

1
= 5{7’—7’}:0.

Portanto, Vg, F3 =0 e Vg, B = [E3, Ey| + Vg, E3 = —7E3. Finalmente,

_ 1
(Vi B3, By) = 5([E27E3] — (adp,)" B3 — (adg,)" E», E)

- %NE% Es), Ev) — (Es, [E2, En]) — (B, [E3, E1))}

= 0
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_ 1
(Vi, B3, By) = 5([527193] — (adp,)" B3 — (adg,)" E», Es)
1
= 5{([]52, B, Ey) — (Es, [y, Bs]) — (E», [Es, Eq)) }
=0
_ 1
(Vi, B3, B3) = 5([E2, B3| — (adg,)" B3 — (adg,)" B, E3)
1
= §{<[E27 E3]7 E3> - <E37 [E27 E3]> - <E27 [E?M E3]>}
= 0.
Desta forma, ?EQE;; =0e vE‘F,EQ = [E3, Bs] + ?E2E3 = 0. O

O lema acima pode ser abreviado do seguinte modo.

Observagao 3. Os simbolos de Christoffel de H*(—er?) relativamente ao referencial

{Eh EQ, E3} $a0
I, =T, =er, T3, =13 =—7, outros Ffj = 0. (2.8)

Observamos, ainda, que estes calculos podem ser facilmente deduzidos do fato de que 0
é um campo de Killing perpendicular as folhas s = cte., horoesferas do espago H3(—e7?).
Neste caso, er é a curvatura média das horoesferas. De fato, para a folha {s = s¢}, as

curvas
aft) = (so,t,90), B(t) = (S0, 7o, 1)

satisfazem o = 0,|a, ' = 0ylg € a(xo) = B(yo) = (S0, To, Yo) = po. Assim, se N é o vetor
normal e A é o operador de Weingarten da folha {s = sy} em H3(—e7?), entdo, pelo fato

de que Vg, E, = 7E,, obtemos, no ponto py,

Ad = -V N = —%Ias = —?effsEQEl = —e_TS?EQEl =7 "°FEy = 70,.

Portanto, Ad/(zg) = 7a/(x9). Analogamente, de Vp,FE, = 7F3, obtemos Af' (y) =
73 (y0). Donde, concluimos que a curvatura média da folha no ponto py é H = §Tr(A) =

€T.
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2.2 A Representacao Espinorial

Como na segao anterior, H?(—er?) denota o grupo de Lie dotado de uma métrica in-
variante & esquerda que, nas coordenadas (s,z,y) € R3, tem produto e métrica dados

respectivamente por
(a,b,c)(s,z,y) = (a+ s, b+ €%z, c+ e ), (2.9)

Jer = €ds® + e (dz® + dy?). (2.10)

Fixamos os campos invariantes a esquerda
E1 = as, E2 = 67383,, E3 = 67381/. (211)

Consideramos uma imersao isométrica X : ¥ & H3(—er?) de uma superficie de Riemman
¥ no espago H3(—e7?). Fixamos em um dominio de ¥ um parametro conforme z = u+iv

no qual a expressao local da métrica em X é ds% = e**|dz|* e escrevemos
X, =2'E\ + Z°E, + ZEjs. (2.12)
Temos, de (1.39), (1.40) e (2.6),

(X, X)) =e(Z") + (2% + (Z%)* =0, (2.13)

1
(X, X2) = d 7' + | 22P + |20 = Se. (2.14)

Além disso, por (1.36) e (2.6), o produto exterior, expresso no referencial { £y, Es, E3},

satisfaz
El X E2 = Eg, EQ X E5 = EEl, E3 X El = EQ. (215)
Assim, o campo normal da imersao, definido por

X X X,
N= 0" ey o,
X, X X Ao

pode ser escrito na forma
N = X, xX,=i(X,+X;) x (X, - X3)
= Z{Zza—l-ZaE XZ — 72" B}

= 21{(2223 - Z2Z3)6E1 + (223 - 2V 2By + (Z2' 27 — 7' Z*)E5),
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ou seja,
N = 2ie*{(Z2 2% — 7?7 e\ + (2'Z° — Z'Z3)Ey + (Z' 22 — Z' ZH)Es}.  (2.16)

Agora, usamos (2.8) para estabelecer as equagoes que provém de (1.46). Inicialmente,

para k = 1, temos
—0: 72"+ 0.7 + (=227 + 227 er + (=23 2% + 22 Z%)er = 0,
ou seja,
—-0:Z' + 0,2t = 0. (2.17)
Para k = 2, obtém-se
~0: 22+ 0,27 + (=2' 2+ Z' Z*)(—71) = 0,
o que resulta em
02402+ (12— 2 P =, (2.18)
Finalmente, para k = 3
—0:2° + 0.2° + (=2'2° + 2" Z°)(—7) = 0,
donde segue que
—0:23 4+ 0.2° +(Z'Z° - Z' 73T = 0. (2.19)

Similarmente, estabelecemos as equagoes que provém de (1.47). Desta vez, combinando

(2.8) e a expressao do vetor normal dada em (2.16), obtemos

0: 71 + 0.2" + 2(| 221 + | 23 )er = 2iHe( 22 7Z° — 72 Z3), (2.20)
0: 2>+ 0.2° — (7' 7% + Z' 7%t = 2iH(Z' Z° — 7 7°), (2.21)
0:2° +0,2° — (7' Z7° + Z' 737t = 2iH(Z' 2% — 7' Z?). (2.22)

Por fim, tendo em vista a condigao de corformalidade dada pelo polinémio (2.13), escreve-

mos (Weierstrass)

_ 1, - T, -
Z' =iy, 2% = 5(105 —ey), 2° = §(¢§ +eli), (2.23)
de modo que v e 1y satizfazem

724073 = —e?, 7P 4+iZP =3 (2.24)
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Além disso,

1
AZIP +1 22+ 2 = S(1af? + el PP,
_ _ 7
275~ 222 = (1l + elin P (l? = el ),
. i -
7173 _7\73 = —§(|ng|2 + €|t *) (V190 + 1hy),

Y7 - 7\ 7% = —%(|1/12|2 + €|t ) (1P — Prda)

Estas expressoes, juntamente com as equagoes (2.14) e (2.16), nos permitem escrever a

métrica em X e o vetor normal da imersao X em termos das funcoes ¢, e 15 como segue:
1 w 1 w
56 = S0P+ PR, (& = [P + el ). (225)

N = e “{([tn]* — elro]?) Ex + (Y1102 + P11ha) B + i(th1thy — 11hs) Es}. (2.26)

Desejamos determinar dados U e V' que verifiquem a equacao de Dirac

0 0. U 0 0
¥ i e , (2.27)
—-0: 0 (% 0V (s 0
isto é, tais que
Oz01 = Vihg, 0.p2 = =Uty. (2.28)

Passamos, portanto, a deducao das expressoes explicitas para os potenciais U e V. Ao

somarmos a equagao (2.18) a equagao (2.19) multiplicada por i, obtemos
—0:(Z2 +iZP) + 0 2P +iZ*) + 72N 27 +iZ°%) — 72N Z7 +iZP) = 0.
Logo, usando (2.23), garantimos que
—0z(—e}) + 0.(43) + T (¢3) — Tra(—ey}) = 0,

isto é,
2611051 + 21090,05 + 1 (|1ha]* + €|t [*) = 0.

Dai, considerando (2.28), a equagao acima torna-se

U—eV = %(|¢2|2 Feln]?). (2.29)
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Agora, somando a equacao (2.21) a equacao (2.22) multiplicada por i, obtemos

07 +iZ%) + 0.(Z* +iZ°) — T{ZNZ* +iZ%) + Z1(Z* +iZ°)}
= %H{ZNZ* —iZ*) — ZYZ° —iZ%)}

= 2H{ZNZ* +iZ3) — ZN(Z* +iZ%)}.
Em vista de (2.23), a equaciio acima é reescrita como
O-(—et?) + 0.(43) — 1t (03) + Bav(~erd)} = 2H{ntn) — Dutia(—e)),
isto é
—2e10:01 + 202002 — T1Y2([Y2|* — €l [*) = 2H Y12 (1o + ey ),
donde obtemos, usando (2.28),
Ut eV =~ {r(lal? = el ) + 2B (ol? + elval)). (2.30)

Assim, utilizando as expressoes para os potenciais U e V' em (2.28), obtemos um sistema

de equagoes lineares em U e V' consistindo das equagdes (2.29) e (2.30), cuja solugao é
v=1 > — H(|1s]? 2 2.31
= ierli] (liha” + el ]}, (2.31)
V= — {7l + H(|tn|? 2 2.32
= —g{rle” + H([¢al" + e[t [)}. (2.32)
Estes calculos permitem enunciar o seguinte resultado.

Proposigao 2.2.1. Seja X : ¥ & H3(—er?) imersdio isométrica de uma superficie de
Riemann X no espago H*(—e7?). Entdo, o campo espinorial 1 = (11 1o)T definido pelas

equagoes (2.12) e (2.23) satisfaz a equagdo de Dirac Dy = 0, onde

0 0. U 0
D = +

—0: 0 0V

U= %{ET\%‘Z — H(|[o” +elyn )} e V= _g{ﬂ%‘Q + H([¢a]” + el ]*)}-

Esta é uma versao do Teorema 8 em [39], demonstrado aqui para o caso em que 0 grupo

6 H3(—et?).
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A seguir, expomos uma representacao local do tipo Weierstrass para superficies no espaco
H?(—e7?). Inicialmente, observamos que qualquer superficie em H?(—e7?) pode ser repre-
sentada localmente por integrais. Para tanto, utilizamos a seguinte versao do Teorema

Fundamental do Célculo.

Teorema 2.2.1. Seja ¥ uma superficie de Riemann. Se ¢ : [a,b] — ¥ € uma curva

diferencidvel por partes e f € C®(X), entdo

/ df = F(c(b)) — f(c(a)).

Seja X : ¥ 9 H?(—er?) uma imersiao. Denotamos, como antes, por z = u + v um
parametro conforme em um dominio 2 C X, onde a imersao é representada, em termos

das coordenadas (s, x,y) = (x1, T2, x3) de H3(—e7?), por
X(2) = (21(2), x2(2),23(2)) ou X(u,v) = (z1(u,v), xe(u,v), x3(u,v)).
Logo, em ), temos
8%

Xz = <;§1811 + ¢28x2 -+ <z§36’x3, onde ¢k = E, ]f = 1, 2,3

Observamos que

al'k
1 (O0xp Oy .
= 5(%“%) (du +idv)
1[0y, Oxy, [ Oz, Oz,
= 5{%“*%‘“’“(%“ %d“)}'

Portanto,

Re(¢pdz) = % (%du + %dv) - %dmk.

Assim, uma vez que dxj, é exata, dado um caminho fechado ¢: I — Q C X, temos

Re/cqﬁkdz - /CRe(qbkdz) - %/cdxk —0.

Este fato diz que a forma local ¢rdz nao tem periodos reais, e é obviamente equivalente ao

fato de que a integral de linha nao depende do caminho escolhido. Portanto, a aplicacao

z — Re/ ordz,
Vs
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onde 7, é um caminho em 2 de zy a z, estd bem definida. Denotamos esta fungao
simplesmente por: z — Re f; ¢rdz. Pela versao anterior do teorema fundamental do

calculo, é vélido que

# 1 [* 1
Re/ ordz = 5/ dx), = §(xk(z) — x1(20)).
20 20
Portanto,
z(2) = x1(20) + 2Re/ ordz.
20

Por outro lado, temos em ) a seguinte expressao

X, = %@ZbElﬂL (¢2 67»51)E2+ (¢2+ﬂ/’1)

= ¢1¢28x1 +5 (1/’2 - 6%) "0, + 5 (@DQ + €¢1) T Oy
Desta forma, concluimos que

¢1 - 251@/;2,
¢ = (U3 — ef)e™,
¢3 = 55+ egf)em.

Portanto, temos

m(z) = mi(z0) + 2Re ( [ vridadz)
x9(2) = wa(20) + 2Re <sz 13— ep?e Trldz) (2.33)
x3(z) = x3(20) + 2Re (f; L3+ 62#%)6”%2)

O teorema a seguir diz que a representacao integral acima pode ser obtida a partir das
fungoes 11 e 1y, desde que verifiquem a equacao de Dirac em H?(—e7?). Para obter tal

representacao, utilizamos o seguinte lema técnico.

Lema 2.2.1. Seja ¢ : Q C ¥ — C uma funcao de classe C? definida sobre um dominio
simplesmente conexo de uma superfz/cie de Riemann X, onde estd definido o paramétro

conforme z = u + 1v, tal que E R. Entao, a forma ¢ dz nao tem periodos reais e

2 (2 [ mioan) o
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Prova. Escreva ¢ = ¢1 + i¢o. Entao,

o0 1[0 0 1 [(0¢ O\ i [(0dy O
£—§Qﬂ+%0@“ww—§ﬁﬁ—aﬂ+§Gﬁ*@ﬂ'

Logo, a condigao % € R implica que
0 0
ﬂ + ﬂ — 0'
ou ov
Portanto, como o dominio de ¢ é simplesmente conexo, a forma

Re(pdz) = ¢prdu — padv

é exata. Assim, existe uma funcao v : 2 — R tal que

Ordu — podv = dip = a—walu + a—wdv,
ou ov

donde concluimos que a forma ¢dz nao tem periodos reais e a funcao z € (2 — (2 f;o Re(gbdz))

é bem definida. Além disso,

g (2 [ retein) = (2 )

A fim de estabelecer o teorema de representacio de superficies em H?(—e7?), primeiro

demonstramos o seguinte lema.

Lema 2.2.2. Suponha que 1,1 : Q — C satisfazem a equagdo de Dirac em H?(—er?),
1sto €,

Ocn = — o {rual? + H (el + eliia )},

0. = —5 {erlnl? = H{{4aP + cln )}
Entao,

0c (¥atha) = = {H (el = ") + e(luial* + a|)}, (2:31)
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0 (%w; - a@) = H(jual? + elta ) Re(brn) + S{lualaths = clon Phuda),  (2.35)

00 (S04 €03 ) = H(WaP + el (i) — Sl + cin PO} (239
Prova. Para a primeira equacao, temos
0= (%@2) = 10:1 + 1e0:1y
1
= —g{erln® = H({gal* + el Hen " = g{ﬂ%\z + H([a]* + et ]*) o]

= SH(a + ebaP)(al = ebol?) = Tl + il

= —SH(l + e P)([eal? = eval®) = (8l + 9]
= Sl = 1Y) + el + a1}

A segunda, por sua vez, segue de
0= (%(zﬁ% - a/ﬁ)) = 120:05 — €1 0:4n
1 - - 1
= —5{671%12 — H(|0a|* + €|y [*) Ybrip + §{TW2\2 + H([va]” + e[t [*) Yoty

= %H(|¢2|2 + €[tn]?) (rths + P1bg) — g{€|¢1|2?§1¢_}2 — [o]* 1t}
= H(|a]” + el ) Re(ribs) + g{|¢2!2¢1¢2 — e|ih1[PUr9)s}

Por fim, a ultima equacao deriva de

b

(58 4] = i (dei + o)
?) M

= Al = H(P + el P}y — {rlial? + H(ol? + el
= SH(ol? + elon ) 91ty — vathn) = S7{eltarede + [ pra}
= H(|sl? + elva ) Im(eths) = S7{l0aldbrin + elin[01iia)

Teorema 2.2.2. Sejam Q um dominio simplesmente conexo de uma superficie de Rie-
mann X, H : Q — R uma funcgao diferencidvel e 1y e vy funcoes complexas definidas em

Q que satisfazem |o|* + €|11]? > 0 e a equacio de Dirac em H?(—et?), isto é,

Octin = — {7ltbal? + H([tal? + eluis )} e
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0.t = —5 {erlnl? = H{{4aP + cln )}

onde H : Q0 — R € uma funcao diferencidavel. Entao, a aplicagao
X = (21,79, 73) : Q & H3(—e7?),

definida por

r1(2) = 2Re (fzz w1@2d2>
22(2) = 2Re ( J2 W3 — e mdz) (2.37)
r3(2) = 2Re (f L3 + eyi)e Trldz)

€ uma imersao conforme com curvatura média H.

Prova. Inicialmente, observamos que (2.34) assegura que 0Os (1/11’1752) € R. Logo, pelo

Lema (2.2.1), a fungdo z; estd bem definida e satisfaz a—“;l = 911py. Além disso, a partir

de (2.35) e (2.36), obtemos

0 (503 - ewtper)
= {H<|¢2|2 + et Re(Whriia) + S (1wal™aths — el [Haiha) | 7™
(3 — egr)Te™ Py

{ (1af? + e Re(aths) + 2 ([l 4brifz — el [Hadhn) | e
(et — el Pabriin)e™

= " H(|vo]” + e[tn|*) Re(vrta) + [|1/)2| (Y132 + 11))

— el P(aths + Dra)])

= H (sl + elin]?) + (1l — el )}Re(10)

l\D|H
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0. (503 + ety

= (H(l? + elin ) Im(his) — Sr(ala0s + elin P e
L+ e gy

= (Bl + elin ) Im(a9a) = 57l Pat + el P e
+ 27 (ol s + el Prbngi)e™

= T H(Wl + elgn ) Im(i) + Ll (s — vag)

- €|¢1’2<1511/_12 — 1))}
= " H{H ([Pl + e[tn*) + 7(|02l® — el ) Hm(¢ribs).

Portanto, novamente pelo Lema (2.2.1), as fungoes x5 e z3 estao bem definidas e satisfazem

1, - i -
0-(w2) = (5 —ev])e™,  Ou(ws) = S(v5 +edp)e™.
Além disso,

X, = 0.(21)0s, + 0:(22)0s, + 0.(23)0s,
= it + 5B — W0+ (G @),
= 1By + %W% — e)}) By + %(?ﬂg + eyt By,
donde segue que

(XX =0 o (X X = Sl + ial)? (= 56*).

Portanto, como |11 |* + €|t3|> > 0, a aplicacio X é uma imersao conforme. Além disso, a

expressao do vetor normal ao longo de X ¢é

N = 6_w{(|¢1|2 - 6|?/)2|2)El + 2Re(1192) By + 2Im(1P11)) B3}

Finalmente, mostramos que X tem curvatura média H. A derivada covariante de X, em

relacao a X; é

_ B 1 o
Vo. X, = 0:(1¢n)Er + 562(%3 — e)})Es + %32(1#3 + ey}) Es

_ 1 - _ i - _
+ V1V En + §(¢§ — ep)Vo. By + 5(103 +e})Vo. Es.
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Sendo assim, a partir de (2.7), obtemos
Vo.Er = 1oV B+ 5 (% — )V, Er — (1/)5 +e}) Vi, By

= —%(@/}2 Ewl)EQ ‘l— (¢2 + €¢1)E3=

_ o i o
Vo. By = 11uVg By + = (% ;) Vi, By — 5(% + e}) Vi, Es
= E(@Z}g - eif)Eh

vagEs = ¢1¢2VE1E3 + = (% 6&%)?E2E3 - %W% + 6&%)?E3E3

1€T

= ——<w2+ew1>
Portanto, das relagaes acima, deduzimos que
Vo, By + (05 U Va.Er g (03 + ) Vo, B
:wlzﬁz{——wz OB+ T (0 + i) E }
5@~ WD) T W~ RIB — ST+ gd) o (43 + )
Zzﬂmﬁ%%%—ww%wﬂ)ﬂ%ﬂﬂ%%+%ﬁ+Wﬁﬂ&

— Tl — kb B + (Wl a9 + el Pu) By
= Tl + n ) B - 5<|w2|2w1w2 ~ ela ) By
T (ol + el ) B
Deste modo, usando esta relacdo juntamente com (2.34), (2.35) e (2.36), obtemos
VoXe = =5 {H(Ital* = [9al") + 7(ltal* + [01[")} B
+ {H Wl + elin) Re(itrs) + 5 (o Prts — elunPit) | o
b {Hu 4 ) ) - Srllon + ot |
+ Gl B = S(lalPis — el i) s
T (P + el i) By,
o que nos leva a concluir que
VoXe = Bl + elnl) {50001 - o) Bs + Relrum) B+ Im(unta) o
= SH(GL + el PN

2

1
= —He™N.
2
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Portanto, X tem curvatura média H, o que completa a prova do teorema. [l

2.2.1 Equacoes Adicionais

Determinemos um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem satisfeitas pelas
funcgoes 1; e 5. A primeira destas equagoes é obtida derivando em relagao a z a expressao
da métrica em termos de 1; e 19, dada na equagao (2.25) e utilizando (2.28) junto com

(2.31) e (2.32). Temos

“w, = 0.9 + V20.100 + €101 + eh10.1y
= 12002 — Unths + eViithy + e10.4
= 0.0 + e10.1 + (V — U)thithy
= P20.100 + €p10:91 — S ([af” + €|t [*) 11000,

o

Desta equacao, obtemos
— _ T _
10,101 + 120,92 = € (w, + 51/111#2)' (2.38)

A segunda das equagotes é obtida ao expressar-se em termos de ¥ e 1, a fungao compo-
nente da diferencial de Hopf. Tal fungao foi escrita em (1.49) como a soma de dois termos.
Para o primeiro somando, temos, usando as definicoes das funcoes Z% em termos das 1;
dadas em (2.23) e a expressao do vetor N dada em (2.26),

3

Z@(ZNE@ N)

:1 (110402 + 20401 (|11 [* — e[thn|*)e

+ (1202009 — €1 0.901)e™ (13 + P11))

+i(120.02 + 10101 ) [—ie™ (Y1t — P1t)o)]

= e Hlei (|91 ” = €lihal?) + a(Wrtba + Prtha) + Pa(Wr13hs — P190)]0. 100
+ e[t |* — elal®) — ethr (Yrths + P1tfa) + €hr (¥1tha — 1102)]02401) }
= e {[Wi(eln]? — [Wol?) + r[al* + 1l + i[tal* — 193] 010
+e[a(|thn]? — elval®) — bivhe — [ Ps + ioe — [1h[*2]0.901) }

= e (|92l + elvn )]0 — [Wa([thal* + et |*)]D.401) }

= 1100y — 19011,
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Portanto 5

=1

Quanto ao segundo somando de (1.49), usando os simbolos de Christoffel dos campos E;
dados na equagao (2.8) juntamente com a expressao do vetor normal dada em (2.26),

obtemos

Z Z' 2Tk (B, N)

i k=1
= erllg 0 — D + (50 + D) (el = sl
- 7%(1@ — ) rhae™ (Y1t + 1) — 7 (% + ey )ihrba[—ie™ (Yriha — i)
= e~ (—eyT3) (¢ * — elia]?)
- ge_w%%@% — e}) (Yrhy + Pr¢hy) — ge_w%&z@% + e}) (Prtha — Ur1ehy)
= —ere “YI(|¢[* — elia]?)
Se™ 1 (Yol al® + 115 — elithy — erih|in|?)
Se” U1 (Yol al® — ity + edihy — et [?)
= —1e iy (el [P — [¢al?) — e [ ([0 — elvn )

Logo
Z Z'Z'T%(Ey, N) = 0. (2.40)

i,7,k=1
Segue de (1.49), (2.39) e (2.40) que

R R g (2.41)

As equagoes (2.38) e (2.41) constituem um sistema de equagoes diferenciais para as fungoes

11 e Py que pode ser escrito matricialmente como,

61;_1 (D) 8,21?1 _ e“{w. + %1?11/_12} ' (2.42)
—th2 P 0:1s 2

A partir dele, determinamos
_ q —w T 27
01 = why — ¢ (R §¢1¢27 (2.43)

Outly = wothy + e + St (2.44)
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Reunindo as equagoes acima a equacao de Dirac, obtemos

(

D1 = woh — ey + Ty,

O.ha = —3{er|n]® — H(|taf* + €l [*) Jobn,
O = —5{rlal” + H(|$2|* + €|tn*) oo,
Ozt = wsthy + efe by + Th1¢3.

\

2.3 A Aplicacao de Gauss

Nesta secao, nos ocupamos em estabelecer condi¢oes de compatibilidade para a equagao
de Dirac, no caso em que a curvatura média da imersao é constante.
Com este propésito, estudamos a aplicacao de Gauss de uma dada imersao isométrica

X:X— HS(—ETZ). Consideramos a esfera unitaria
§? = {(a,b,¢) € TH}(—72) s a> + b + 2 = 1},

e a parte superior, em relacao a primeira coordenada, do hiperboldide —a? 4 b? +c? = —1,
isto é,

S*, ={(a,b,c) € T,H*(7?) : —a®> + b* + ¢ = —1, a > 0},
onde identificamos o vetor aé; + béy + céz € T,H3(—er?) & terna (a,b,c). A projecio
estereografica, na esfera unitaria, com respeito ao ponto Ny = (1,0,0), é dada por

~ b . c
7T12S%—>C, Wl(a,b,C):l_a—FZl_a, 7T1(N1):OO

e tem inversa

. 1

m 1 C— S i (w) 3 ([w]* = 1,2Re(w), 2Im(w)), m ' (00) = Ny.

1+ |w)
Analogamente, a projegao estereografica, em S?,, com respeito ao ponto S; = (—1,0,0),

¢ dada por
b e

1+a+11—|—a

7_1:8*, =D, 7m_i(a,bc)=

e tem inversa

i 1

1:D—8§*, 7 i(w) = (1 + |w]?, 2Re(w), 2Im(w)).

1= w|
onde D = {w € C : |w|* < 1}. Unificamos os calculos acima, pondo

b . c

7 .
1—ce€a 1—ea

(2.45)

7e(a,b,c) =
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1

71 .
T () = T p

€

(Jw|* — €, 2Re(w), 2Im(w)). (2.46)

Dada a imersao X : ¥ & H?(—e7?), definimos no dominio do parametro conforme z, onde

estao definidas 17 e 1o, as funcoes
f=42, g== (2.47)
Reescrevemos as funcoes Z1, Z% e Z3 em termos de f e g como
2 =gf, Z=30-)f, =0+l
Com isto, uma verificagao imediata permite concluir que

Lema 2.3.1. Dada a imersio isométrica X : ¥ & H3(—e7?), a métrica e o vetor normal

sao expressos, em termos das fungoes f e g, por

e =|fP(L+elgl)’,  (e” =IfI(1+elg*)) (2.48)

1
~ 14elgP

{(|g]* — ) By + 2Re(g) Ey + 2Im(g) Es} (2.49)

Temos, ainda, o seguinte fato

Lema 2.3.2. Dada a imersdo isométrica X : ¥ & H3*(—e7?), a aplica¢io de Gauss
n:Y — S CT.H(—er?)

satisfaz w(n) = g. Isto €, composta com uma proje¢ao estereogrifica adequada, a aplica¢ao

de Gauss da imersao € g.

Além disso,

Lema 2.3.3. As funcgoes f e g associadas & imersdio isométrica X : X & H?(—er?)

satisfazem

fz =gl P{H(1 + €lgl*) — erlgl*} (2.50)

g: = S F{r(lg* = 1) = HO+ elgP)}. (2:51)

Prova. Usando a definicao das fungoes f e g em termos das funcoes ¢, e 1, dadas em

(2.3.3), assim como a equagao de Dirac (2.28) para os potenciais U e V' juntamente com
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suas expressoes dadas em (2.31) e (2.32), temos, para a derivada de f em relacao a z,

fe = 200y = —2011hU
= —iho{er|n? — H(|¢of* + e|in]*)}
= —glfHerlgPIfl = H(|f| + elgl’| f1)}
= —glfI*{erlgl’ — H(1 +€lg|*)}

= gIfP{HQ +¢elg*) — erlgl’}
e, para a derivada de g em relagao z, calculamos
1 - - 1 - o
gz = ?2{¢282¢1 - ¢132¢2} = ?2{1/12V1P2 - 2/11(—U¢1)}
2 2

= L {aPV T
2

2
S )
2
91?1 2 2 2
+ w,—%é{eﬂ@m — H(|to]” 4 €|yn|”)}
N 2%/7%{67(|¢1|4 — [Wo]*) = H(J02]* + e[t [*) (e|thal* + [41]*)}

- ﬁ%&ﬂw#—wwﬁ»—ﬂwmf+dmff}
_ iﬁﬂmWfV—UV%—Hdﬂ+6MﬂﬂV}

= STr(lgl' = 1) = H(1+elgP)?}.

]
A partir destas formulas, obtemos o seguinte resultado.
Lema 2.3.4. Se a imersdo isométrica X : ¥ & H3*(—e7?) € minima, entdo
fz = —erg|fPlgl*, (2.52)
€T -
0= TF(lat* 1) (259
Além disso,
2
9=z + ——l91*g9z9. = 0. (2.54)
1—|g|*

Prova. As duas primeiras equacoes acima sao consequéncias imediatas do lema anterior.

Com respeito a terceira, usamos o fato de que (2.53) acarreta que

1

€T = o
|g|4——192:?f€e :
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Assim,

E€ET — ET — _ _
Gz = Efz(lgl4 —1)+ §f2lg|2(ggz + §g.)
ET ET

= 5[—679|f!2\g\2](\g\4 — 1) +erflgPgl 5 f(gl* = )] + et flg*gg-

72 21 1271 .14 72 21 12 4 12—
= —5g|f! 197 (lg] —1)+5\f\ l9l79(|g|® = 1) + eTflg]"g9-

€T = 3
~ 2(57) lo*gg-

R

= 2———g:|9|°g9-

lg|* — 1

1,
= —QW—_1|Q| 99z9:,

o que demonstra a ultima equacao. O

Observamos que o resultado acima, para e = 1, foi obtido por M. Kokubu (veja Proposigao

6.2 em [24]). Observamos também que, quando |g| < 1, a aplicacao g é harmoénica sobre

1

o disco D dotado da métrica conforme ds* = \?(w)|dw|? = |dw|?. De fato, temos

1—|w|*
Molt) = —2(1 = Jul*)y2(=2fuf?e) = —2TT_
w 2 = w7
donde,
2 2|9%g
_)\w g) = .
gy ) = T

Logo, de (2.54), obtemos que g satisfaz

2
G2z + ——=M(9)9:9: =0
AMg) (9)

equagao que, por (1.55); equivale a harmonicidade acima citada.

Uma outra consequéncia das equagoes que deduzimos acima ¢é a seguinte.

Lema 2.3.5. Se a imersdo isométrica X : 3 & H3(—er?) tem curvatura média constante

iqual a T, entao

f= =gl fP?, (2.55)
9z = —e f(L + €[g]*). (2.56)

Além disso,
G2z 9 5929. = 0. (2.57)

B 1+ €|g|
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Prova. As duas primeiras derivadas sdo consequéncias de (2.50) e (2.51). A terceira

segue segundo o calculo

Gz = —GTfZ(l + 6|g|2) - Tf(ggz + ggz)

= —erlrglfI*J(1 +€lg*) — 7 fgl—erf(1+ €lg|*)] — 7 fag.

= €<_67—f)ggz
€9
= Tengzgz-
onde, temos usado o fato de que (2.56) acarreta que
1 r oo
Te‘gpgg = —ETf € C™.

Uma conseqiiéncia imediata da equagao (2.57) é que a aplicacao g é harmonica sobre D,

onde ID; é o plano complexo e D_; e o disco unitario, munido da métrica conforme

ds? = N (w)|dw| = ————|dw|?
2 = N(w)lduf? = ool
De fato, temos
2 1 _ €7
)\E —=9(1 2N1/2 [~ 1 2\—3/2_~ -
gy O (9) =200+ €lgl)? (5 (L4 o)) = 5T

Segue de (2.57) que g satisfaz,

2
z2+—)\5w ZZZOa
g Ag(g)( ) (9)9:-9

que vem a ser, por (1.55), a equagao de uma aplicagdo harmonica definida em ¥ com

imagem em D, munido da métrica conforme ds? = \?(w)|dw|?. Observamos que

Observagao 4. A superficie D, munida da métrica conforme

1
d 2 — )\2 d 2 — d 2
st = 22wl = g
tem curvatura Gaussiana K = m
De fato, a curvatura Gaussiana é dada por:
4 0 0
K = —Aln\, = ——— | =—1InA\,
" A2 0 (aw " >

4 0 [((N)w 4 0 —€w
= 0 () = ~veaw (VTF Py un)
20 w 2 (1T +€w]?) — evw
- Now (1+e|w|2> - F( (1+ elwl?)? )
2
1+ elw]?
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Além disso, temos

Proposicao 2.3.1. A diferencial de Hopf de uma superficie ¥ de curvatura média H = 7
no espago H3(—et?), é um muiltiplo escalar da diferencial de Hopf associada a aplicagdo

harménica g : ¥ — (D, ds?).

Prova. A diferencial de Hopf da imersao X : ¥ ¢ H3(—er?) é, por definigao, dada
por £dz*, ao passo que a diferencial de Hopf associada a g é ¢dz* = X2(g(2))g.g.d2>.

Expressando as fungoes ¢ e ¢ em termos das fungoes v, e 19, obtemos, a partir de (2.41),
q . — —
5 - ¢18z¢2 - w28zwl~

Por outro lado, utilizando (2.56) e a férmula g = %, obtemos

¢ = XN(9(2))g:9:

1
= Temggzgz
L1+ elgl?)]
= ———|-7 €
1+€|g|2 g gZ
= _ngz

= —7(P20,91 — ¥10.1bs),

posto que f =13. Logo, § = 71. O

A seguir, a exemplo da secao anterior, demonstramos uma representacao integral para
superficies em H?(—e7), desta vez em termos das fungoes f e g. Como na segiao anterior,
dadas a imersao isométrica X : ¥ ¢ H?(—e7?) e um parametro conforme z = u + v
de Y definido em um dominio 2 C X, parametrizamos, em termos das coordenadas
(s,2,9) = (w1, T2, 23) de H3(—72), X (2) = (21(2), 72(2), 23(2)). A expressao local para X

exposta em (2.33) passa a ser, em termos de f e g:

r1(2) = x1(20) + 2Re (f;o gfdz)
19(2) = x2(20) + 2Re (f;; 11— egz)femldz> (2.58)
x3(z) = x3(20) + 2Re (f;o %(1 + egQ)femlfdz>

O teorema seguinte diz que, localmente, podemos obter uma superficie a partir da férmula

integral acima, desde que f e g satisfacam certo sistema de equagoes diferenciais. Seguimos

as mesmas linhas da prova do Teorema 2.2.2. Primeiro, enunciamos o seguinte lema
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Lema 2.3.6. Sejam f,g:Q C ¥ — C aplicagioes que verificam (2.50) e (2.51), isto é,

fe=lfP{H +€|g*) —eTlgl’} € g: = gf{T(lgl4 —1) — H(1+¢g]*)*}.

Entao,
0:(9) = SIFP {H (gl = 1) = (1 +1g1")} . (2:59)
00 (50— a1 ) = 5IIP (O gl 2Rel) + 791 - )}, (200)
0: (é(l + 692)f> N %\f\z {H(1 + €elg]*)2Im(g) —iTg(1 + €5*)} . (2.61)

Prova. Temos, para a primeira equacao,

O:(9f) = fo=+gf
= STl = 1) = HO A elgP)} + 99l /PLH (L + clgl?) = erlgl}
= [f12{5 [7(lgl* = 1) = H(1 +elgl)?] + gl [H(1 + elgl®) = erlgl*] }
= 1P {01+ o) [-5 0+ o) + b + er 001 - 1) = al']}

_ %w (H + elg)(lg]? — &) — er(1 + g}

€
= SIP{H(gl" = 1) = (1 +]g[)} .
A deducao da segunda equacao efetua-se segundo o calculo a seguir:
1 9 1 1 9
s 5(1 —€eq)f ) = 5(—26992)f+ 5(1 —€9°) [

— —egfgs +2(1—eg))f:

2
= —gf g Frllgl* — 1)~ H(+ €lgP)} + 5 (1~ eg?)gl LR +elgP?) — erlgP)
= %|f|2 {=g[r(gl* = 1) = HQ + €[g*)?] + g(1 — €g®) [H(L + €|g]*) — er]g[*] }

= %|f|2 {H(1+¢€lgl’) [9(1 + €lg’) + (1 — eg®)] — 7 [9(lg]* = 1) + €lg|*(g — eglgl®)] }

_ ;|f|2 {H(1+ elgl*)(g+9) + (g — eglg*)}

1

= SIfIP{H (1 + elgl’)2Re(9) + m9(1 — eg®)}
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Finalmente, demonstra-se a tltima equacao conforme o seguinte procedimento:

00 (5 + e ) = 5eagi)f + 50+ es™)s

%(1 +eg®) f
Z'gflf{T(lglll —1) = H(1+€[g]*)?} + 5 (1 +eg)glfIP{H (1 + €[g]?) — eTlgl*}

= —\fl {g[7(gl* = 1) = HL+¢€lg]*)’] +g(1 +eg®) [H(L + €|gl*) — eTlg[*] }

= —\fl {H(1 +€lg’) [=9(1 +€|g*) + g(1 +€g®)] + 7 [g(lg]* = 1) = €qlg*(1 + eg®)] }
= §\f| {H(1 +€lgl*)(—g +9) + 7(—g —eqlgl*) }

= LIFP{H( + elgP)2Im(g) — irg(1 + )}

=1egfgs +

Enunciamos, enfim, o teorema de representagao de superficies em H?3(—e7?) em termos

das funcoes f e g.

Teorema 2.3.1. Sejam Q0 um dominio simplesmente conero de uma superficie de Rie-
mann X, H : Q — R uma funcao diferencidvel e f e g funcoes complexas definidas em €

com f nunca nula, 1+ €|g|*> > 0, satisfazendo (2.50) e (2.51), isto €,
fe=glfPLHA +elgl’) —erlgl},  g:= %f{7(|9\4 —1) = H(1+¢elg*)*}.
onde H : Q0 — R é uma fungao diferencidvel. Entao, a aplica¢do
X = (11,19, 73) : Q& H*(—e€7?),

definida por
z1(z) = 2Re f gfdz)

J7 11— eg? fe”“dz) (2.62)
1 + eg? fe”ldz>

x9(2) = 2Re

AAA

x3(2) = 2Re

¢ uma 1mersao conforme com curvatura média H e aplicacao de Gauss g.

Prova. Inicialmente, observamos que, em vista de (2.59), temos 0; (¢f) € R. Logo, do

Lema (2.2.1), concluimos que x; estd bem definida e satisfaz 8—321 = ¢gf. Além disso, em
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virtude de (2.60) e (2.61), obtemos
0 (31 - e
= P {H(L 4 dgP)2Re(g) + 791 — )} ™ + (1~ eg?) fre™ig ]
= %!lee”“ {H(1+ €[g*)2Re(g) + Tg(1 — €g®) + 7g(1 — eg®) }
= U {H (1 + dgP)2Re(g) +7(g — calol? + 3~ colol’)}

= U {H (1 + dgP)2Re(g) + 79 +9)(1 — elgl)}

= |fPem™ {H(1 +€lgl*) + 7(1 — €lg|*) } Re(g) € R

0z (%(1 + 692)fe”’1>
= %Iﬂ2 {H(1+ e|gl*)2Im(g) —itg(1 +€g®) } €™ + %(1 +eg®) fre™gf
= %|f|26””1 {H(1+elgl*)2Im(g) —itg(1+ €g®) +iTg(1 + eg®) }
= %|f\26”‘1 {H(1 +¢elgl*)2Im(g) +ir [=g(1+€g°) + g(1 + eg”)] }
= %|f|26”‘1 {H(1 + €|g]*)2Im(g) +it(—g — €glg]* + g+ eglg*) }

= I {H (1 4 dgP)20m(g) + ir(—g + 5)(1 —elo)}

= |f1Pe™ {H(1+¢elg|*) + 7(1 = €|g*) } Im(g) € R.
Portanto, novamente pelo Lema 2.2.1, as fungoes x5 e x3 estao bem definidas e satisfazem

0.(r2) = 5(1 ) fe™, Oulas) = 51+ e?)fe™

2
Alem disso,
X, = 0.(21)0s, + 0-(22)0u, + 0.(23)0,,
= 00+ (L )0y L (1t ) e,
= GIB 4 51— ) B+ S(1+ ) [ B,
donde,

(X, X.) =0 e <XZ,XZ>=%|f\2<1+elgl2)2 (= %e%’)-

Potanto, como f é nunca nula e 1 + €|g|?> > 0, a aplicagdo X ¢é uma imersao conforme.

Além disso, a expressao do vetor normal ao longo de X é

1

N=—#6
1+ €|g|? {(

9|* — €)Ey + 2Re(g) By + 2Im(g)E3 } .
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Assim, pelos dois primeiros lemas desta secao, a aplicagao g é a projecao estereografica
da aplicacao de Gauss de X. Finalmente, mostramos que X tem curvatura média H. De

fato, a derivada covariante de X, em relacao a X; é

Vo.X. = 0:(9f)Er + 1(92((1 —eg*) ) Es + 13*((1 +eg°)f)Es

_ 1
+ 9fVa.E1 + 2(1 —€9”)fVo.Eo + 2(1 +€9°) fVo. Es.
Deste modo, usando (2.7), obtemos
_ _ 1
Vo.Er = gfVpBi+5(1—¢g )V, En — 5( +¢€5%) fV i, En

= 2(1—69 )fEQ—i— (1+6g ) fEs,

2

_ __ 1 )
Vo.Ey = _fVE1E2 + 2(1 —€3°) [V, Es — 5( +€5°) [V g, Fo

_ L 1 . i -
Vo.Es = gfVg Es+ 5(1 —€5")fVp,Es — 5(1 +€5°) fV i, Es

1€T

Portanto, das relacoes acima, obtemos
- 1
gfVe.E1 + 2(1 —€g®) fVo. By + 2(1 +€g?) [V, Es
—or {-J0- @) B+ T+ )

2= e T~ ) B~ L1+ e?) [ (1 + ) B

= TP —eg) (1= g®) + (L4 ) (1 + 5} En

= T1fPo( ) B+ T Pg1 + ) By

= TUPO+ 1l B ~ L1fPo(1 — ) Ba + | 70(1 + )
= SUFP{e(t+ 191" By — 91 = %) By +ig(1 + e”) Ex }

Usando esta relagao juntamente com (2.59), (2.60) e (2.61), obtemos

z

Vo.X. = P {H(gl = 1) = (1 +1g")} Eu
IR LH(+ elgP)2Relg) + o1 - )} By
IR LH( 4 clgP)2Img) — img(1 + )} By

T _ . _
+ §|f|2 {e(1+ |g|"E1 — g(1 — €g®) B> +ig(1 + €g°)E3 } .
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O que implica que
Vo. X, = %Hlfl2 {—e(@ =g By + (1 + €|g*)2Re(9) Es + (1 + elg|*)2Im(g) Es }
— LHIFP + o) {—e(L - o) Bx + 2Re(g) B+ 21m{g) B}
= SHITP(+gl?) {(gl? = B + 2Relg) s + 20m() o)

1
= SHISP(L+elgl?PN

1
= §H€2wN.

Portanto, X tem curvatura média H, o que encerra a prova do teorema. U

Como consequéncia deste teorema, obtemos um teorema de representagao tipo Weierstrass
para superficies minimas no espago H?(—e7?). Em particular, para o espago hiperbélico

de curvatura seccional constante —72, H3(—72).

Corolario 2.3.1. Suponha que f e g sao funcoes definidas sobre um dominio simples-
mente conero 0 C X com f nunca nula, 1+ €|g|*> > 0, satisfazendo (2.52) e (2.53), isto
€,

fe = —erglfPlgl, gz =3 (lgl" = D).
Entao, a aplicacao

X = (21, T, 73) : Q & H(—e7?),

definida por

71(2) = 2Re (f;o gfdz)

x2(2z) = 2Re (fz'z 11— egz)femldz> (2.63)

z3(2) = 2Re (f;o 11+ egQ)femldz) :

€ uma imersao conforme minima e com aplicacao de Gauss g.

Prova. As relagoes (2.52) e (2.53) sao respectivamente as relagoes (2.50) e (2.51) com
H=0. U
Quando |g| < 1, a representaciao de superficies minimas no espago H*(—¢7?) e, em par-
ticular, no espaco hiperbodlico, dada acima, pode ser obtida somente a partir da aplicacao

de Gauss g.
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Coroldrio 2.3.2. Seja g : Q C ¥ — (D, ds?) uma aplicagao harménica nunca holomorfa

definida sobre um dominio simplesmente conexo ) C 3, onde

1

2 2 2

|dw|?.

Entao, a aplicacao

X = (21, T2,73) : Q C C — H?(—er?),

r1(z) = 2Re (fz = ‘ 179-9dz )
r2(z) = 2Re (f (1- ) |g|4 ) g.e mle) (2.64)
z3(z) = 2Re (f (1+eg? )= |4 0. Tx1d2>

€ uma imersao minima conforme e tem aplicagao de Gauss g.

definida por

Prova. Note que, como |g| < 1, a funcao

2e _
— i Yz
T(lgl* = 1)

estd bem definida. Tal funcao é livre de zeros, visto que g é nunca holomorfa. Além disso,

fi=

deduzimos que a derivada de g em relacdo a Zz satisfaz (2.53), isto é,

g: = 5 I (lgl* ~ 1).

Por outro lado, pela harmonicidade de g, obtemos que a derivada de f em relacao a z é

2e

== |4—{gzZ lgI* = 1) — 9:2191°(99- + 992) }
2
= Fgri =1 = el’ = 1) — 2laPggg: —2lgPgle:"}
- 2|91*99.9: — 2|9/%99-9= — 2|9|°g —|f|2(|9|4 —1)°
r(lg]* = 1)2 zJz =Iz 4
= —erglfPlgl

isto é, é valida a equacao (2.52). Além disso, pela defini¢ao de f, a expressao de X dada

m (2.64) torna-se (2.63). Assim, pelo coroldrio anterior, concluimos a prova deste resul-

tado. O

Demonstramos, também, um teorema de representacao para superficies de curvatura

média 7 no espago H?(—er?).
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Corolario 2.3.3. Suponha que f e g sao funcoes definidas sobre um dominio simples-
mente conexo Q C X com f nunca nula, 1+ €|g|* > 0 e satisfazendo (2.55) e (2.56), isto
¢,
fe=71glf1?, gz = —erf(1+€lg]?).
Entao, a aplicacao
X = (21,9, 73) : Q & H3(—er?),

definida por

r1(2) = 2Re (fzo gfdz)

xo(2) = 2Re< (1 —eg?) fe”ldz> (2.65)

x3(z) = 2Re ( JZ 21+ eg? fe”"ldz)

¢ uma imersao conforme com curvatura média T e aplicacao de Gauss g.

Prova. As relagoes (2.55) e (2.56) sao respectivamente as relagoes (2.50) e (2.51) com

H=r. ]

A representacao acima pode ser dada somente em termos da aplicacao de Gauss.

Corolario 2.3.4. Seja 2 C X um dominio simplesmente conexo. Dada uma aplica¢ao

g : Q — (D, ds?) harménica nunca holomorfa, onde

1
ds? = ————|dw|*.
1+ €lw|?

Entao, a aplicacao

X = (z1,22,23) : QP H3(—672),

definida por

r1(2) = —2Re (fZO = =i ggzdz>
x9(2) = —2Re (fzo m(l - 692)gZ67w1d2> (2.66)
Ig(Z) = —2Re (fZO m(l + 692)§Zem1d2)

¢ uma imersao conforme de curvatura média constante igual a T e aplicagao de Gauss g.

Prova. Definimos

I =iy am”
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Logo, como 1 +¢|g|? > 0, f é bem definida e como ¢ é nunca holomorfa, f nio tem zeros.

Pela definigao de f, segue que a derivada de g em relagao a z satifaz (2.56), isto é,

gz = —67']?(1 + 6|g|2)-

Agora mostramos que, pela harmonicidade de g e (2.56), a derivada de f em relagao a z

satisfaz (2.55). De fato, pela definigdo de f, temos

f = € gus(1 +€lg?) — €g.(99: + g92)
’ T (1 +€lg[?)?
€
= —— U= %) — _2_2__22
T(1+E|g|2)2{gzz( +€lgl®) — €99:9: — €glgsl"}
I R G — earl| |2 22
= - 292 — 29z — 1
T(1+e|g|2)2{699 9 — €999 — €gT" | f|"(1 + €[g]*)"}
= 7qlf>

Finalmente, substituindo a expressao de f em (2.66), asseguramos que a aplicacao X é
dada em termos de f e g como em (2.65). Portanto, o resultado segue do corolario ante-

rior. O

Por 1ltimo, observamos que os corolarios (2.3.1) e (2.3.3) tem obviamente versdes em

termos das funcoes 17 e 15 que nao os enunciaremos aqui.

2.4 Casos Particulares

Como observamos na primeira segao deste capitulo, quando 7 = 0, (G, g1.+) ¢ 0 espaco
Euclideano e (G,,g-1,) é o espaco Lorentziano. Portanto, como conseqiiéncia deste
capitulo obtemos, para uma imersao de uma superficie de Riemann 3 no espago Euclid-
eano ou Lorentziano de dimensao 3, resultados similares aos apresentados acima para

H3(—e7?), tomando 7T =0 e e =1 ou e = —1.

2.4.1 Caso Euclideano

A seguir, apresentamos alguns resultamos para imersoes de uma superficie de Riemann
no espaco Euclideano, obtidos como conseqiiéncia deste capitulo. Assim por exemplo, da

Proposigao (2.2.1), temos

Proposicao 2.4.1. Seja X : ¥ & R3 wma imersdo isométrica de uma superficie de

Riemann ¥ no espago Euclideano de dimensdo 3, entio o campo espinorial ¢ = (11 y)T
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definido pelas equagoes (2.12) e (2.23) satisfaz a equagao de Dirac Dip = 0, onde

0 0. U 0
D = + ,
—9: 0 0V

1
U=V= —éH(WﬂQ +[n]?).
Pelo lema (2.3.3), temos

Lema 2.4.1. Seja X : ¥ & R?® uma imersdo de curvatura média H. Sobre um dominio
de um parametro conforme da superficie de Riemann X, onde estao definidas as fungoes

f eg, temos
f==HglfI*(1 + |g]). (2.67)
H
g = 5 F(1+1gP)” (2.65)

Além disso,

. ¢ g
BN CEY AP e, 2,69
g 5 S 19l + 207 s 929 (2.69)
Prova. As equagoes (2.67) e (2.67) sao, respectivamente, as equagoes (2.50) e (2.50) com
7 =0ee=1. Para (2.69), temos
H, - H - H o
g2 = —5 T +19P")" = S L+ 191")° = 5 21+ |9I°) (93 + 99:)
H,

— e fa topy? - gl + 0PI+ 9P

2
(L P (L g2 — B+ [92)a0-

2
_H. H?
= —5 JA+ 191" = gl /P + g’
T R ((E O
1+ g™
= P + 2
T+ l9?
O
Observe que, por (2.68), quando H é nunca nula, temos
- 2
F=aa e
Logo, (2.69) pode ser reescrita como
1+ 927"

A férmula acima é a férmula (4.1) em [23]. Uma conseqiiéncia do lema anterior é
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Corolario 2.4.1. Seja X : ¥ & R3 uma imersdo. Entdo, se X é minima, f e g sio
holomorfas; e, se X tem curvatura média constante, entdo a aplicacao de Gauss g €
harmonica sobre o plano C dotado da métrica
1 2

5 dw|*.

(1 + fw]?)

Prova. De fato, se a curatura média da imersdo é constante, entao a equagao (2.69)

ds® = N} (w)|dw|* =

torna-se
g
s —2—>—g:qg, = 0. 2.71
g 5 g% (2.71)
De modo que, se A\(w) = ﬁ, entao A\, (w) = —W. Logo,
i)\w(g) =2(1+ |g*) <—L22> = —QL”-
Ag) (1+1[g]?) (1+1[g]?)

Portanto, a equacao (2.71) escreve-se como

2
2z + _)\w 24z — 0.
9=+ 30 (9)9z9

Isto expressa, por (1.55), a harmonicidade de g. O

Outra conseqiiéncia deste capitulo é a representacao integral para superficies no espago

euclideano. Do Teorema (2.3.1), obtemos

Teorema 2.4.1. Sejam Q0 um dominio simplesmente conero de uma superficie de Rie-
mann X, H : Q — R uma funcao diferencidvel e f e g funcoes complexas definidas em €2

com f nunca nula, satisfazendo (2.67) e (2.68), isto é€,

fe=HglfP1+1g1*), g: =5 f(1+]gl")"

Ll
2
Entao, a aplicacao
X = (21,9, 73) : Q9 R?,

definida por

71(2) = 2Re <f;0 gfdz>

v2(2) = 2Re ( Sl -g?) fdz) (2.72)

r3(2) = 2Re (f; (1 +g2)fdz) :

€ uma imersao conforme com curvatura média H e aplicacao de Gauss g.
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Prova. As relagoes (2.67) e (2.68) sdo, respectivamente, as relagoes (2.50) e (2.51) com
7 =0ee=1. Assim, a definigao de X dada em (2.72) corresponde aquela dada em (2.62)

comT=0ee=1. O

A representacao de uma superficie no espaco euclideano, pode ser dada somente a partir

de sua aplicacao de Gauss g, desde que g verifique certa equacao diferencial. Isto é, (veja

Teorema 4 em [23])

Corolario 2.4.2. Seja Q2 C ¥ um dominio simplesmente conexo. Seja H : 2 — R uma
funcao de classe C' e nunca nula. Suponha que a aplicacdo g definida sobre Q0 € nunca

holomorfa e satifaz a equagao diferencial (2.70) i.e.,

ngZ - Hzgz =2H |2gzgz

1+ |
Entao, a aplicacao

X = (21,79, 73) : Q5 R?,

definida por

r1(2) = —2Re (f 1+|g|2 2ggzalz>
Ig(z) = —2Re (f 1 + g Wgde) ,

€ uma imersao conforme com curvatura média H e aplicagao de Gauss g.

Prova. Defina
2

H(1 + |92 %

Logo, como g, e H sdao nunca nulas, f é nunca nula. Além disso, pela defini¢ao de f,

fi=-

segue que a derivada de g em relacdo a z satisfaz (2.68) i.e., gz = %f(l + 1g/*)?. Agora,
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por (2.68) e (2.70), para a derivada de f em relagao a z, temos

2 _ _
fz: = —W{gzﬂﬂl +191*)? — g.H:=(1 + |g]*)?
— 2Hg.(1+g/*)(99 + 992)}

2
= ——— {1 N[G=H — §.H:| — 2Hq.(93, + Gg=
H2(1+‘g‘2>3{( +191°) [ g.1:] 9:(99- + ggz) }

2

— _W {2H99.9: —2Hg.(93. + g9z)}

- L e
~ OH+ oY

= mg <Hj|f|2(1 + |g|2)4>

= HglfI*(1+1g*),

isto é, obtemos a equagao (2.67). Além disso, pela defini¢ao de f, a definicao de X dada

em (2.73), torna-se (2.72). Portanto, este resultado segue do teorema anterior. O

Também podemos obter, salvo uma mudanca de coordenadas, a representacao de Weier-

strass para superficies minimas no espac¢o Euclideano

Corolario 2.4.3. (Representacao de Weiertrass) Suponha que f e g sao fungoes
holomorfas definidas sobre um dominio simplesmente conexo 2 C ¥ com f nunca nula.
Entdao a aplicagao
X = (11,19, 73) : Q% R3,

definida por

z1(2) = 2Re <f; gfdz)

19(2) = 2Re <f;0 (11— g2)fdz> (2.74)

z3(z) = 2Re (fzzo 11+ gz)fdz) ,

€ uma imersao conforme minima com aplicacao de Gauss g.

2.4.2 Caso Lorentziano

Como observamos na primeira secao deste capitulo, quando 7 =0, (G,, g_1,+) é 0 espaco
de Lorentz 3. Mencionamos aqui os resultados mais importantes que podemos obter
para uma, imersao

X:y L3
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de uma superficie de Riemann ¥ no espago de Lorentz de dimensao 3, obtidos dos calculos
acima efetuados para H?(—e7?), tomando 7 = 0 e ¢ = —1. Assim, por exemplo, da
Proposigao (2.2.1), temos
Proposicao 2.4.2. Seja X : ¥ 9 L3 uma imersao isométrica de uma superficie de
Riemann X no espaco de Lorentz de dimensao 3, entio o campo espinorial v = (1 y)T
definido pelas equagdes (2.12) e (2.23) satisfaz a equagdo de Dirac Dy =0, onde
0 0. U 0
D= + ,
-0 0 0V
1 2 2
U=-V= —QH(WM — [t ]%).

Pelo Lema (2.3.3), temos

Lema 2.4.2. Seja X : ¥ & L3 uma imersdao de curvatura média H. Sobre um dominio
de um parametro conforme da superficie de Riemann X, onde estao definidas as fungoes

f eg, temos

f==Hg|f*(1 = [g|*), (2.75)
H -
g = 5 J1L— g (2.76)
Além disso, temos
H. ; g
= —Z2f(1-19]*)?-2—F—0¢:0.. 2.77
5 F(=1gl") P (2.77)

Prova. As equagoes (2.75) e (2.75) sao, respectivamente, as equagoes (2.50) e (2.50) com

7 =0ee=—1. Para (2.77), temos, pelo fato de que (2.76) fornece

29 =
9 _pgfee>,
(1—g]*)?
Assim,
H. - H - H _ _
9= = S T =19P) + 5 (= 1gP)" — 5 /21 = l9P*)(99: + 99:)
H,

= - f(1- \9\2)2+g[Hg!fl2(1— g —1g/*)?*

~ (U~ lgP)gl 5 (1~ g7} — HF(L~1gP)go-

2

= EFU g+ el P - o

2
— DU loP — (HA  loP)s-
_ H,; 29; =
= Bera-ioy - (2 ) 0 lofse
_H.. g
= 7][(1 —191*)* - 21 — |g|2929z-
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Uma conseqiiéncia do lema acima é,

Corolario 2.4.4. Seja X : ¥ 9 L3 uma imersdo. Entdo, se X é minima, f e g sdo
holomorfas; e, se X tem curvatura média constante, entao a aplicacdo de Gauss g €

harmonica sobre o disco D equipado com a métrica

1
d 2 — )\2 d 2 —
S (w)]dw| (1— [w]?)?

Prova. De fato, se a curatura média da imersdo é constante, entao a equagao (2.77)

|dw|?.

torna-se
gz + 27 9‘ 59:0: = . (2.78)
De modo que, se A(w) = | o entao A w(w) = m. Logo,

2 B 2 g _ g
wkw(” =201~ |aP) ((1 - |g|2>2) ATEPEE

Portanto, a equagao (2.78) escreve-se como

2
Gzz + ——~Mw(9)9z9. = 0.
xg) 9

Isto expressa, por (1.55), a harmonicidade de g. O

Outra conseqiiéncia de nossos calculos é a representacao integral para superficies no espaco

de Lorentz. Do Teorema (2.3.1), obtemos

Teorema 2.4.2. Sejam §2 um dominio simplesmente conexo de uma superficie de Rie-
mann X, H : Q — R uma funcao diferencidvel e f e g funcoes complexas definidas em €2

com f nunca nula e |g| < 1, satisfazendo (2.75) e (2.76), isto €,

fo= HolfP(L—1gP), g = 5 F1 ~ loP)

Entéo, a aplicacdo
X = (21,9, 73) : Q9> L3,
definida por
71(2) = 2Re ( 2 gfdz)
22(2) = 2R (fz 1(1—i—gz)fdz> (2.79)
va(=) = 2Re ([2 51— g)fdz).

¢ uma imersao conforme com curvatura média H e aplicagao de Gauss g.

®
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Prova. As relagoes (2.75) e (2.76) sdo, respectivamente, as relagoes (2.50) e (2.51) com
7 =0ee=—1. Assim, a definicao de X dada em (2.79) corresponde aquela dada em

(2.62) comT=0e€e=—1. O

A representacao de uma superficie no espaco de Lorentz pode ser dada somente a partir

de sua aplicacao de Gauss g, desde que g verifique certa equagao diferencial. Isto é,

Corolario 2.4.5. Seja ) C X um dominio simplesmente conexo. Seja H : Q C ¥ — R
uma funcao de classe C' e nunca nula. Suponha que a aplicacdo g : 2 C X — D é nunca

holomorfa e satisfaz a equacao diferencial

Hg.;: — H,g: = —2H1L||29Zgz. (2.80)
—19

Entao, a aplicacao

X = (z1,29,23) : Qb L3,

definida por

w(2) = —2Re ([2(1+ %) gty -d2 ) (2.81)
ra() = ~2Re (J3 (1~ ) grtyedz)

¢ uma tmersao conforme com curvatura média H e aplicacao de Gauss g.

Prova. Defina
2

T ma e
Observe que, como |g| < 1 e H é nunca nula, f é bém definida. Note também que,
como ¢ é nunca holomorfa, f nao se anula. Além disso, pela definicao de f, segue que a
derivada de g em relagao a z satisfaz (2.76) i.e., g; = %f(l —|g*)? e que a equacao (2.77)
¢ equivalente a (2.80). Agora, por (2.76) e (2.80), temos, para a derivada de f em relacao
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a z,
fo = g = P = g1 = o
+ 2Hg.(1—|g1*)(93: + 592)}
= m {(1—l9I*) [5=2H — g.H:| + 2H3.(97. + 9:) }
= m {—2Hg3.7: + 2H3.(9g. + Gg=)}
— 4 = 2
= Ta -l
- et (e - o)
= Hglf"(1— g,

isto é, reobtemos (2.75). Além disso, pela definigao de f, a defini¢ao de X dada em (2.81),

torna-se (2.79). Portanto, este resultado segue do teorema anterior. U

Também podemos obter, uma representacao do tipo Weierstrass para superficies minimas

no espaco lorentziano

Corolario 2.4.6. (Representacao de Weiertrass no Espago de Lorentz) Suponha
que f e g sao fungoes holomorfas definidas sobre um dominio simplesmente conexo €2 C X

com f nunca nula e |g| < 1. Entao, a aplicagdo
X = (21,79, 73) : Q9> L3,

definida por
#1(2) = 2Re ( JZ gfdz>
22(2) = 2Re ( J2 11+ g% fdz) (2.82)
va(=) = 2Re ([530—g*)fdz),

¢ uma imersao conforme minima com aplicacao de Gauss g.



Capitulo 3

Superficies no Espaco de Heisenberg

3.1 O Espaco de Heisenberg

Nesta segao, apresentamos algumas nogoes basicas sobre o espago de Heisenberg, definido
como o grupo de Lie tridimensional, nilpotente a dois passos, representado em GL3(R)

por matrizes da forma
1 r t

01 s
0 01
onder, s, t € R. A seguir, consideramos uma familia de grupos de Heisenberg dependendo

de um parametro 7 > 0. Detonamos, inicialmente, esta familia por

1 V212 a3+ 72129

Hs(7) = 0 1 V2T g : (21,29, 23) €R?
0 0 1

O elemento unidade deste grupo é a matriz identidade de ordem 3, que denotamos por e.

E f4cil ver que o espago tangente a Hjz(7) na unidade é dado por

0 v2ra c

T.Hs(r) = 0 0 V2rb | :(a,bc) € R?
0 0 0

Note que, fixada

0 vV 2T T I3
M = 0 0 \/ZI‘Q € TGHZS(T)a
0 0 0

61
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entao

1 V272 x3+ 72129

1
A:expM:1+M—|—§M2= 0 1 V2T 19
0 0 1

Sendo assim, dizemos que a matriz A € H3(7) tem coordenadas exponenciais (z1, xg, 3).

Explicitamos a seguir a estrutura de grupo de Hs(7) em termos destas coordenadas. Sejam

0 2T 1 T3 0 V271 Y3
M=1o0 0 2tz | N=10 0 V2T Yo
0 0 0 0 0 0

e A=exp M, B =exp N. Portanto,

1 V212 23+ Tx129 I V2Ty1 y3s+ Tyiye
A= 0 1 V2T 29 ) B = 0 1 V27—y2
0 0 1 0 0 1

1 V2r(z14+y1) 23+ ys+ 7(2v1y2 — thze) + 7(x1 + y1) (22 + yo)
AB — 0 1 /27_(5E2 +y2)
0 0 1

Por outro lado, temos
AB = expM -expN

= exp (M + N+ 1[]\4, N))

2
0 V2r(xi+wy1) 3+ ys+ 7(T1y2 — y172)
= exp| 0 0 V21 (9 + yo)
0 0 0

Portanto, se as matrizes A e B de Hj3(7) sdo representadas em coordenadas exponenciais
por (x1,22,x3) e (y1,Y2,ys3), respectivamente, entdo o produto AB é representado por
(1 + Y1, T2 + Yo, T3 + Y3 + TT1Y2 — TY122). Logo, usando coordenadas exponencias sobre

o grupo de Heisenberg Hs(7)

1 V212 x34+ 72129
(21,29, 73) =5 0 1 V2T 29 )
0 0 1
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a operagao do grupo (multiplicagdo de matrizes) pode ser escrita como
(21, 22, 23) * (Y1,Y2,¥3) = (21 + Y1, T2 + Yo, T3 + Y3 + TX1Y2 — TY1T2) (3.1)

A dlgebra de Lie T,H3(7) é gerada pelos vetores

010 000 0 01
0 00|, 001/, 000
000 000 000

que, em termos das coordenadas exponencias (z1, z3, r3), sdo dados respectivamente por

~ A

a$1|6 =: €1, a$2|e = é2a al‘3|€ =.€3

Sejam FEy, Fy e E3 os campos invariantes a esquerda gerados pelos vetores é;, é; e és,

respectivamente, ou seja,

d

El’(xl,:vz,xg) = %(1'171‘27%3)*(257070)“:0

= E(iﬁl —+ t, Z'Q,t — Ttl'g)’t:()

= (81‘1 - 7_$20503)|(:E1,9€27903)

e, de modo anélogo,

E2 = 8@ + TZL‘18I3, E3 = 8903

Segue que

8x1 = E1 + TIQEg, 8$2 = E2 — TZE1E3, 8933 = Eg.

Definimos uma métrica em Hs(7), invariante a esquerda, que denotamos por (-, -), de

modo que os vetores €1, €5 e €3 sejam ortogonais e verifiquem
<é1, €1> = <é2,62> = ]_, <63,é3> =+l =€
Esta métrica é representada pela matriz

1+ 7223 —712x2100€  TX9€
(9i5) = ((On;, On;) = | —7%wim9¢ 1+ 7222 —Tm06 |,

TXo€ —TXI1€ €

donde obtemos sua expressao coordenada

ds? = da? + das + e{7(zodr) — 21d7s) + ds}>. (3.2)
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Doravante, o grupo de Heisenberg H3(7), dotado da métrica ds?, serd denotado por
Hs(e, 7). A seguir, determinamos os simbolos de Christoffel correspondentes com respeito

ao referencial { £y, By, E5}. Inicialmente, calculamos

[éla é2} = (17070) * (07 ]-70> - (07 170) * (17070)
= (1,1,7)—(1,1,—7) =27(0,0,1) = 27¢é;

e, similarmente, [é1,é3] = [é2,é3] = 0. Portanto, o referencial ortogonal {E;, Eo, E3}
verifica
|Ey, By = 27F3, [Ey, Es] = [FEy, E3] =0 (3.3)
e
(B, Ey) =045 (J#3), (B3 E3) =e (3.4)

Além disso, temos

Lema 3.1.1. O referencial {Ey, Es, E3} satisfaz

vElEl =0 ?EgEl = —TE3 ?EgEl = —ETEg
Vi, Ey = TE3 Vi, By =0 Vi, By = eTE; (3.5)
Vi Es=—etEy, Vg Es=erE Vi, FE3 =0
Prova. Escrevemos

Ve Bl =T1,E +T% By + T3 Es.

Segue de (1.37), que
F%l = <vE1Ela E1> = <[E17 El] - Z(GdEl)*Elu E1> = _<E17 [Eh E1]> =0

I'Y = (Ve By, By) = =([Ey, By] — 2(adg,)*Ey, Bs) = —(Ey, [Ey, Bs]) =0

—_ N= o

€ Fil = <?E1E1,E3> = §<[E1, El] — 2<adE1)*E1,E3> = —<E1, [Ela E3]> =0.
Portanto, Vg, Ey = 0 e, similarmente, Vi, By = Vg, B3 = 0. Escrevemos, desta vez,
Vi, By =T1,E +T3,E, + T3,E5
e, como acima, obtemos

Ty, = (Vg Es, E) =< ([Ey, By — (adp,)* Ez — (adg,) Ey, Ex)

DN | —

1
— __{<E27[E17E1
2

—

)+ (E1, [Ea, En])} =0
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I, = (Vg By Ey) = —([E1, Bo] — (adg, ) Ey — (adg,) Ey, Es)

=L N

= (B By Ba) + (B, (B, Ba])} = 0

_ 1
eI}, = (Vg By, Es) = 5([E1, Ey] — (adg, )" Ey — (adg,)" Fy, E3)
1
= 5{27—6 - <E27 [Ela E3]> - <E17 [E27 E3]>} = T€.
Logo, ?EIEQ =T1FEse ?E2E1 = [Es, E1] + @El Ey = —27FE3+ 7E3; = —7FE;3. Desta forma,

temos

Vi B3 =T,E + T5,E, + T3, B3,
0 que acarreta

Iy = (Vg Es E) = =([E1, B3] — (adg, ) Es — (adg,) Ey, Er)

L N

= (B (B, B) + (B, [By, B} = 0

I'ly = (Vg Es Ey) = —([E1, B3] — (adp,)*Es — (adg,) E1, Es)

1
5
= LB (B B} + (B, [By, Ba))} = —7e

_ 1
e}y = (Vg FEs E;) = §<[E17E3] — (adg, )" E3 — (adp,)"Ey, Es3)

= S U(Bs [y, Bel) + (B, By, Byl)} = 0.
Assim, Vg, B3y = —eTEy e Vi, B = [E3, B+ Vg, E3 = —erEy. Finalmente, considerando
Ve, B3 =T5E +T5,E, + '3, Es,
encontramos

_ 1
Iy, = (ViEs E) = §<[E27E3] — (adg,)" B3 — (adp,)" Es, E)

= (B, (B, B + (B, By, BL))} = er

I35 = (Vg,Es ) = =([Es, B3] — (adg,) Es — (adp, ) Es, Es)

=~ N

= (B (B Ba)) + (B, B, Ba])} = 0
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¢33 = (Vg,FEs Es) = —([Es, B3] — (adg,) Es — (adg, ) Es, Es)

N

1
= __{<E37[E2aE3
2

[

) + (Ea, [Es, Es])} = 0.

Sendo assim, Vi, F3 = e7E| e Vi, By = [E3, By + Vi, B3 = eTE). O

O lema acima fornece os simbolos de Christoffel da conexao em His(e, 7).

2

Observacao 5. Os simbolos de Christoffel Ffj da conexio NV em rela¢do a métrica ds?

de H3(7), calculados no referencial { £y, Es, E3}, verificam
3, =7=-T3, T3, = —er =13, Iy =er =TI}, outros Ffj = 0. (3.6)
Observamos, ainda, que

Lema 3.1.2. O tensor de curvatura em Hs (e, 7) € determinado, no referencial { Ey, Ey, E3},
por
R(E\, E3)Es = R(Es, E3)E) = R(Es, Ey)Ey =0
R(Ey, Ey)Ey = —3em?Ey, R(Es, E3)E3 = 72F, (3.7)
R(Es3, E\)E, = et?Ej3.
Prova. Das equagoes (3.3), (3.4) e (3.5), obtemos:

R(EL EQ)E3 — vElvEQE?, - ?E26E1E3 - v[ELEQ]Eg
= Vg, (eTE)) — Vi, (—eTEy) — Vg, B3 = 0.

R(Ey, E3)E, = Vg,VpE —VgVeE — v[EQ,Eg]E1
= Vg, (—€7Ey) — Vg, (—7E3) = 0.

R(Es,E\)E;, = Vg, Vg Ey— Vg VeE — Vg, E
= Vg, (TE3) — Vg, (eTE)) =0

R(E\, E2)Ey = Vg Vg,Ey—Vg, Ve Ey— Vg g E
= —Vg,(TE3) — Varp, By
= —TeTh) —27eTE)

— —3er’E.
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R<E27 E3>E3 = vEQvESEs - vEnggE?) - v[E'Q,E';g]E?)

= —Vg(eTE) = —er(—€7Ey) = 7°Es.

R<E37 E1>E1 = vE3vE’1-E1 - vElvEg,EH - v[E;a”El]El
= Vg, (—eTEy) = er7E3 = eT*Fs.

3.2 A Representacao Espinorial

Sejam X : ¥ & Hs(e,7) uma imersao isométrica de uma superficie de Riemann ¥ no
espago de Heisenberg Hj(e, 7) e 2 = u + v um parametro conforme em 3 para o qual a

expressao local da métrica em X é
2 2w(g.2
dss, = e*|dz|*.

Escrevemos

X, =Z7'E\+ Z°Ey + Z°F; (3.8)

de modo que, em fungao de (1.13) e (1.14), obtemos

0= (X., X.) = (21 + (2% + (2°)" (3.9
1
56 = (X, X2) = |2 +12°P +d 2°P (3.10)

Em virtude de (1.36), o produto exterior é determinado no referencial {E;, Ey, E3} por
E1 X E2 = 6E3, EQ X E3 = E17 E3 X E1 = EQ. (311)

Assim, o campo normal ao longo da imersao dado por

Xy XX
N= X ey X,
X, x X, ¢ Ao

pode ser escrito como
N = X, xX,=i(X,+X;) x (X, - X3)
= i{) (Z2°+Z)E.x Y (2" - Z")E)}
a b

= 22{(Z2?72° - ZPZ*)E, + (2'Z° — Z'Z®)Ey + (2" 27 — Z' Z*)E3),
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ou seja,
N = 2ie*{(Z?2° - Z?Z°)Ey + (Z2' 7% — Z' 2By + «(Z' 2 — Z' Z*) B3}, (3.12)

Estabelecemos, agora, as equagoes que provém de (1.46) e (1.47). Considerando (1.46) e

(3.6), obtemos as equagoes
072"+ 0.7 + (=237 + 2P 7% er + (— 2272 + 22 Z3)er = 0
—0:2° + 0,27 + (=Z2°Z' + Z°Z")(—er) + (—Z'Z° + Z' Z%)(—eT) = 0
~0: 73+ 0,77 + (=227 + 227N + (=2 22+ 21 7P (—7) =0

que se reduzem respectivamente a

—0; 2 + 0,72 =0 (3.13)
—0: 7%+ 0,72 =0 (3.14)
~0:7° 4+ 0.2° +21(Z2' 7% — 7' Z*) = 0 (3.15)

Em vista de (1.47), (3.12) e (3.6), obtemos, desta feita, as equagoes
0: 7' +0.2' + (Z°7° + Z°Zer + (22 Z° + 72 Z%er = 2iH(Z*Z° — Z*Z°)
0: 2% + 0.2 + (2° 7' + Z°Z")(—er) + (2' 2% + 2' Z°)(—er) = 2iH(Z' Z° — 7' Z°)
0: 23+ 0.2° + (727" + 2?27 + (Z' 2% + 7' Z*)(—7) = 2iHe(Z' 2% — 71 7?),

as quais podem ser respectivamente reescritas como

0: 2"+ 0,7" 4+ 2e7(Z3 7% + Z37%) = 2iH (2% 73 — 72 Z) (3.16)
0: 722+ 0.2° = 2e7(Z° 21 + Z°7ZY) = 20 H(Z' Z° — 7' Z?) (3.17)
0: 7% +0,2° = 2iHe(Z2' 27 — Z' 7). (3.18)

A equagao polinomial dada em (3.9) tem uma solucao da forma
1, - . _
2= —ed), 22 =3+ ed). 2=t (319
As funcoes 1, e 15 verificam, portanto,

ZV+iZ? = —ey, Z'+iZ7 =3 (3.20)
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A expressao da métrica de ¥ em termos de ¥y e 1)y é
e* = (|iha]? + €|y [*).
Sem perda de generalidade, podemos supor que |¢)5| > |¢)1] quando € = —1. Portanto,
e = |tha|? + €lihn | (3.21)

Ademais, calculamos

2228 = 27 = = (s + i) (4l + el )
23— 37 = (s — i) (ol + i)

2'2° = 2'2* = (sl — i) [l + el ).

Utilizando (3.12) e (3.21), constatamos que a expressao do campo normal em fungao de

Uy ey é
N = e { (V192 + 1he) E1 + i(U10 — 1tbe) B + (|th1|* — €|a|®) Es}. (3.22)

Deduzimos, agora, as expressoes explicitas para os potenciais U e V' que satisfazem (2.28).

Ao somarmos a equacao (3.13) a equagao (3.14) multiplicada por i, obtemos
—0:(Z* +iZ*) + 0.(Z' +iZ*) =0
expressao que, ao usarmos (3.20), se transforma em
—0x(—ep}) + 0:(¢3) = 0
que, por sua vez, considerando-se (2.28), torna-se (apds cancelamento de 2i15)
eV —U =0. (3.23)
Ao somarmos a equagao (3.16) a equagao (3.17) multiplicada por i, obtemos

0:(Z M +4Z%) + 0.(Z1 +iZ?) + 2e7{Z%(Z2% —iZ") + Z3(Z* —iZ")}

= 2H{Z3(Z% —iZ") - Z3(2% —iZ")},
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que pode ser reescrita como
0:(Z " +47%) + 0.(Z' +i72%) — 2ier{Z3(Z* +iZ*) + Z*(Z" +iZ%)}
=2H{Z*(Z' +iZ%) — Z*(Z' +iZ?)}.

Portanto, utilizando as expressoes em (3.20), assim como a defini¢io de Z3 em (3.19),

deduzimos a equacao

Oz (—e}) + 0.(v3) — 2ier {ihra(—et)?) + Prtha(13)}
= 2H{¢1@2(¢§) - ?/_111P2(_5¢f)}7

0 que assegura que
eV + U = —H(|¢2]* + e[tn|*) — ier(|ta]” — eltn]*), (3.24)

onde utilizamos, desta vez, a expressao (2.28) (e cancelamento por —2¢119). Assim, as
equagoes (3.23) e (3.24) fornecem um sistema de equagoes lineares em U e V', cuja solugao

¢ da forma

U =~ {(H (Wl + ein?) + ier (il — ehaP)), (325)

V= —g{H(|¢2|2 +elvn|?) +der(|vaf® — el [*)} (3.26)
Estos calculos permitem demostrar a seguinte
Proposicao 3.2.1. Seja X : X % Hs(e, 7) uma imersao isométrica de uma superficie de
Riemann X no grupo de Heisenberg, Hs(e, 7). Entdo o campo espinorial 1 = (1 1y)T,
definido pelas equagoes (3.8) e (3.19), satisfaz a equagao de Dirac Dip =0, onde

0 0. U 0
+

—-0: 0 0V

D—
U= _%{H(WJQF + €|t |*) + ier(|1ha|* — €|n]*)}

€ .
V= —§{H(|¢2|2 + el |?) e (|ea]* — e[y )}
Observacao 6. Parae=1e71 = %, obtemos

U=V =~ (Bl + W) + 5 (1l — [

e, para e = —1 e T%, obtemos

U =~V =~ {H (Wl ~ [n?) + — 5 (Wl + 1)},
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A seguir, como no capitulo anterior, apresentamos uma representacao integral local do tipo
Weierstrass para superficies no espago de Heisenberg, H3(e, 7). Observamos inicialmente
que, como no capitulo anterior, qualquer superficie em Hs(e,7) tem uma representagao
integral.

Escrevemos localmente, em termos do parametro conforme z e das coordenadas exponen-
ciais em Hjs(e, 7),

X(2) = (21(2), 2a2(2), 23(2)) -

Logo
8$k
X, = 010, + 920, + ¢30,,, onde ¢ = 55 k=1,2,3.
Por outro lado, temos em ()
1, - i - _
X, = 5(% — e})Ey + §(¢§ + e}) o 4 1o Fs
1, - i - _
= §(w§ - Ew%)(axl - Tx?axs) + §(w§ + Ew%)(&m + 7'33'1(913) + w1¢2813
1 .

= SO —e))d, + 5 + ),

ST + v — (3 — evd)as] + vaiia} o,
Assim,
¢ = (5 — )
¢2 = (V3 +ey})
03 = {Z[i(03 + el})rr — (V3 — ef)ms] + trtda}.

w1(2) = wi(z0) + 2Re ( [2 L3 - evd)dz)
2a(2) = 2(2) + 2Re ( JZ R+ e¢f>dz) (3.27)
r3(2) = x2(20) + 2Re <f;{§[z(@5§ + e?)ry — (V2 — ep)aq] + wli)g}fdz> :

O teorema a seguir afirma que superficies no espago de Heisenberg, Hs(e, ), podem ser
obtidas pela representacao acima, desde que 7 e 1, satisfacam a equacao de Dirac em

Hj(e, 7). Incialmente, demonstramos o seguinte lema.

Lema 3.2.1. Sejam 11,15 : Q C C — X aplicacoes que verificam a equacdo de Dirac em

Hs(e, ), isto €,

O = =5 {H (el + ea”) + der((uial” — el )}
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0.ty = S{H(Wal? + el ) + ier ([l = cln )}

Entao,

0 (%@5 - ez@) = H(|Jto* + eltrn[*) Re(yrha) — er([al — elyn[) Im(s1ib)  (3.28)

0= (% (3 + a/@)) = H([ts|” + e[t [) Tm(rh2) + 7 (|tha]* — e[tor]”) Re(14bn)

0u(ur) = —5 (el +im)(al! — ]!

Prova. Temos, para a primeira equacao,

0505 — ev?) =

Com respeito a segunda,

OS5 +ev?) =

Gty — Dty

STl + el ) — der(ial? = elia )}
SRl + linl?) + der (Rl = clin )}
SH(P + e P) (W1 + 61 8)

T (Wl? — el ) (s — )

H(|¢2|* + et [*) Re(¥rtb) — er([vol* — e[tr]*) Im(v11)s).

a0zt + €11 D1y

SCH(P + in?) — der (gl = cin )}
SLH(P + inl?) + der (gl = cin )}
SH (ol + eir ) (B — )

5 (el = €l ) (s + i)

H(|ta]? + elvn|*) Im(vatin) + er([a]® — €lvn]*) Re(¥rtba).

(3.29)

(3.30)
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Por fim, calculamos, relativamente a terceira equacao,

O:(¥1¢n) = ¥10:thn + 0ty
= SLH (P + i) — ier(wal? — elin )}
— STH( + ) + ier ([l — el ) }esal?
= SH(unP + ) — eleaP)

"Ll = )2 + elyal?)

B _gH(IwQI2 + e[t ) ([Wa]* — et )

Tal? — efn P (al? + el )

_ _%<€H+n><|¢2|4—|w1|4>.

Enunciamos, enfim, o teorema de representacao de superficies em Hjs(e, 7).

Teorema 3.2.1. Sejam Q0 um dominio simplesmente conero de uma superficie de Rie-
mann X, H : Q@ — R uma funcao diferencidvel e 1y e 1o funcoes complexas definidas em

Q que satisfazem |1)s]? + €|11]? > 0 e a equagdo de Dirac em H3(—et?), isto ¢,
Ot — —SIH 2 2y o . 2 _ 2
21 = — g U ([Ya]” + e[tn]") +der([a]” — el ) 142

0tz = SAH(Wal? +elin ) + ier([val? — elin )},

Entao, a aplicacao

X = (1’1,1’2,133) : Q) 9= Hg(E, T),

definida por

r1(z) = 2Re <f;0 (3 - ap%)dz)
r2(2) = 2Re <fzzo (05 + Ew%)dz> (3.31)
z3(2) = 2Re (fZZ{T[%'(l/_J% +epf)ar — 503 — ey)?)aa] + ¢1152}d2) ;

€ uma imersao conforme com curvatura média H.

Prova. Inicialmente, observamos que, por (3.28) e (3.29),

0 (50 -ed)) e® e 0. (J0+ad)) € R
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Logo, pelo Lema 2.2.1, as fungoes x; e x9 estao bem definidas e

8m1
0z

0 .
= S ad), S = L@l

Além disso, temos
r{ 308 + cution(on) - 333 - evhionto) |
= o { S0+ )0 - ) 4 (B - wdyud + i)
=%ﬂm%ﬂﬁ%—WW%wwwwwﬁﬁﬁﬁ+%%_Ww»
= (el — nP?)

Portanto, pelo lema anterior, obtemos
00 (50 + oo = 502 - e + i ) € R

Ainda utilizando o Lema 2.2.1, concluimos que a funcao x3 estd bem definida e
0.(ax) =7 { S+ 0o - 502 - cd)aa} + v

Assim,

X, = a (21)0s, + 0-(22)D, + 0-(w5) ey
= (¢2 €}) 0y, + 5 (wz + ey?)0,
+(—M@+wmmw%—wma+m%ﬁ%

= §(¢2 - €¢1)(E1 + T2 E3) + %(1@ + €¢%)(E2 — 71 E3)

+ (5 [0 + ewdms — (9 — wdw] + vty ) By

1

= §(¢2 VB + — (1/12 + €7) Ep + 1192 Fs.

Logo,

(X X =0 e (Xe Xe) = o (1ol + elinP)? (= 56,

o que implica que X ¢ uma imersao conforme, pois [1s]? + €[11]?> > 0. Além disso, a

expressao do vetor normal ao longo de X é

1
- W {2R€(¢1¢2)E1 + 2Im(i19) By + (le‘? _ €|¢2|2)E3} ‘
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Resta mostrarmos que X tem curvatura média H. Temos,
VaXe = 050~ DB+ OG0+ )+ 00 B
+ %(% eV})Vo. By + = (% + )V, By + 1oV, Es
e, considerando (3.5), resulta que
Vo.Er = %W% —e)})Vp, Er — %W% + )V, By + 1oV g, By

T - -
= 5@% + ep}) B3 — eTh11ho By,

_ 1 o i o L
Vo, By = 5@% - Ew%)vE1E2 - 5@% + €¢%)VE2E2 + 1oV, By

= g(@b% — e)?) B + emin By,

Vo By = %w; — )V, Es — %@3 + e?) Vi, B3 + 19,V g, B3
= T W - B - TR+ B
Segue que
(@1;2 — e} Va.Er + = (1/12 +ev}) V. By + 119V, B
= - {5@2 B = eriuiaB
P+ ) {2 — BB+ erin B )
by + ) E }

GZT
- (

bt {03 - B E:
- {30+ eyt - na L+ i |
{30 - i v W - i |

+ {508 - G+ e+ @+ DR - i | By

1€T

=5 {2100 + elihrPh1ep2) — (Jal* 1t + el [PP11ha) } By
- % {0 t1bs — e[t [Pebriba) + ([0al*sh1¢bs — e[t [*n¢d) } B

’i {([ha]* = 202 + €202 — |1 |*) + (Jthal* + )02 — €22 — |1 |*) } B
“Tuwar? — e|tn[?) (1 — P1hs) B

- 5(W2|2 — €W1‘ )Wlwz + 11py) o + (W2\4 ’¢1’4)E3
= er(|tha]* — eltn]?) {Im(¢rep2) By — R€(¢1¢2)E2 + e([2]? —ielyn|*) Es } -
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Assim, da relagao acima em conjunto com o lema anterior, obtemos

Vo.Xo = {H(|gal + el ") Re(vnis) — er(|a]* — el ') Im(v1¢ha) } En
+ {H(2? + efu ) Im(12) + er(|tha|* — €|t |*) Re(vhripa) } Es
— S(CH i) (4l = [a]*) B
+ er(Jthal?® — e|n?) {Im(v102) By — Re(Yrihs) B + e(i)o]* — ielun ) Es}
= H(lal* + eln ) { Re(wrun) By + Im(112) By = S (1f? = elin|?) Bs

= %H(Wﬂg + €y |?) {236(¢1¢2)E1 + 2Im(1b2) By + (|th]* — €|¢2|2)E3}

= SH(al + eln PPN

1
= §H€2WN.

Portanto, a imersao X tem curvatura média H, o que encerra a prova do teorema. 0]

3.2.1 Equacoes Adicionais

Nesta secao, deduzimos equacgoes adicionais para 1y e ¥y as quais, em conjunto com a
equacao de Dirac, constituem as condigoes de integrabilidade para a existéncia de uma
imersao isométrica.

Iniciamos calculando, em vista das relagoes (3.21), (2.28), (3.25) e (3.26)

“w. = a0thy + a0y + €(10.101 + 110:101)
= 20.10y — Utprahy + €(Viprtba + 019:1h1)
= P90.100 + 91091 + (V — U )iy
= 0,1y + 10,00 4 deT(Jiha]* — €|t |F)h1tdy,

donde obtemos

Ya0,10s + €010, = e*w, — ieT(|1ha]* — €th1|*)11)s. (3.32)
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Prosseguindo, calculamos, utilizando (3.19) e (3.22),

iaz(ZWEu N) = e™“{(20:102 — €1 0.401) (h11hs + 1h11ds)

1—_21/72321/_12 + e10:91) (Yrhe — o)

+ (1 0:00 + V20:101) ([P [* — €[ta]?) }

= e [ha (P11 + 1) — Va(thr1ths — Puta) + e (|9 ]* — e|vha]*)]00s
+ [ (1te + 1tha) — D1 (V1he — Urtbe) + Dol P — €lthal*)] €Dz }

= e {2U1[0a]* + (el — [¢2]*)]0200s

+ (=200 P + o[ [* — elta]?)]€dipn }

= e {1 ([Qal* + e[ [)0402 — o[t [* + €ltha|*) ezt }

= e (|02]* + efn]?) (V1.2 — 120.401)

= 10,102 — a0.1)1.

Por outro lado, obtemos, a partir de (3.19) e (3.6),

> Z'ZT(By, N) = 22° Z%er(Ey, N) — 2e7Z' Z3(E,, N)

ijk

= e “erth1ho{i(V3 + e]) (V1vha + Yr1tho) — (U5 — ety)i(rha — P1ha)}
= i T { 2050112 + 2o}

= 2ie”“er {13 val® + i lvn |}

= e ery P ([¢a)? + eln]?)

= 2ieTii)3.

Destas duas ultimas relagdes e da expressao (1.49), segue que

%@ﬂﬁz %32101 ——2267¢1¢2

Agrupamos as equagoes (3.32) e (3.33) no sistema

ey o0\ [ ew.— 2ier (|1h2]* — €| [*) 1,
—"&2 (O 8zzZz % - Zfﬂﬂ%@%
Resolvendo este sistema, obtemos

0.1 = wyy — —6 “ahy 4 i€ty

O.1by = w,ahg + 656_“]1/11 + ieT ;.

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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Reunindo as equagoes acima a equacao de Dirac, obtemos

p

Oh = wothy — ey + ieTy ey,

O:py = {He” +ier([tha]® — el [*) o,
O = —§{He +ier(|tho|* — e[t]?)}¢a,
Oy = wzihy + e%e‘”wl — ieTr1)3.

\

3.2.2 Uma Diferencial Quadratica Holomorfa

Lembramos que, em geral, temos

%:agwazaz,mzm(az,a)a >+26 “H..

A seguir, calculamos (R(9z,0,)d., N) em termos das funcoes v, e . Temos

(R(0,0.)0.,N)

= ZYR(E\,0.)0., N) + Z*(R(F,,0.)0,, N) + Z*(R(E3,0.)0., N)

= ZYZ*(R(E\, F5)0,,N) + Z*(R(E\, E3)0,, N)}

+ Z*{ZYR(Ey, E1)0., N) + Z*(R(F,, F3)0., N)}

+ Z3{ZYR(E3, F1)0,, N) + Z*{R(E3, E5)0., N)}

= (2'7* - Z'Z*)(R(E\, F»)0,, N) + (Z' Z* — Z' Z*)(R(E\, E3)0., N)
+ (22723 — 722 Z*)(R(E,, F3)0., N)

= (Z2'72* - Z2'Z*){Z"(R(E\, E3) By, N) + Z*(R(E,, Ey) Ey, N}
+(Z2' 23 — Z' Z){ZY(R(E, E3)Ey, N) + Z*(R(Ey, E3)Es, N)}

+ (22723 — 22 Z){ Z*(R(Fsy, E3)Ey, N) + Z*(R(E,, E3)Fs, N)}

= (Z2'7% = Z'Z*){Z'N*(R(E,, B2 Ey, Ey) + Z*NYR(E,, Ey)Ey, Ey)}
+(Z' 723 — 21 Z){Z'N*(R(E\, E3)Ey, Es) + Z°NY(R(Ey, E3)Es, Ey)}
+ (22 2% — Z2Z){Z*N*(R(Ey, E3)Ey, E3) + Z3N*(R(E,, E3)Fs, E»)},
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onde usamos a expressao N = N'E; + N2E, + N3E5;. Em vista de (3.7), segue que

(R(0:,0,)0.,N) = (Z2'Z% — Z'Z*){Z'N?(3er?®) + Z>*N*(—3er?)}
+ (2'Z3 = Z2'Z3{—Z'N3er®(Es, Es) + Z°N'er®(Es, Es)}
+ (ZZZS o Z?ZS){ZQN3(_7_2) + ZBN27_2>}

= 3er*(2' 7% - Z'Z*)(Z'N* — Z*N*)

+ 7_2(2123 . 2123)(_21]\[3 + Z?’Nl)
+ 722 - 2P Z°)(—Z°N° + Z°N?)
= 3er’ Qielzw N*(Z'N? — Z*N")
- 7 2@'@1—% N*(=Z'N? + Z°N')
4+ 72 22_61% Nl(_Zst + Z3N2)

— _%62‘“72{3Z1N2N3 - 3Z2N1N3 . ZSN1N2
+ Z'N?N?+ Z3N'N? — Z2N'N?}
= —S*TAZINN — 42NN

—2ie* 7’ N3 Z'N? — Z°N'}

onde, acima, utilizamos (3.12). Portanto, considerando (3.19) e (3.22), obtemos

(R(05,0.)0,,N) = 2ie**r*N*{Z>N* — Z'N?}
= 2ie*7r%e (| |* — 6|¢2|2){%(1§§ + et} )e™ (Y1g + Priy)
~ - a)ie (it — )}
= 72 ([¢n]* — el ) {Wribaltal® + 11; + i + evhiialihn|?
— (301 — hia|val® — ehraltn [P + eina) }
= =27°([n]* — e|tha*) (J02]? + €|t [*) h1¢)
= 2em?([Wal® — eln]) ([Wal* + €|t )ty
= 2em?([thal* — [n]")1eha.

Por outro lado, temos

0:(Z%) = 0:(1tha) = 10:bs + V200
= 1(=Uh1) +0Vipy = =Ulnf* + Vi,
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Logo, por (3.25) e (3.26), obtemos

0A2%) = Ol + Vil
= ST PLH (P + i) — ier(luaf? — elial?))

— SIalPLH (ol + i) + ier (] — o))
= SH(a + el Pl — elunl’)
el — i P) {—hal — elval?)

= —SH(a + elirP){[v]” — e}

2Tl — elen P ([l — el ?)

= 5 (Wl — ") (H + ier).
Portanto,
0:(2%)?* = 22%9.7°
= —e(|tha]" = [ |")(H + ieT)ihribs.
Assim,

(R(0:,0.)0:, N) = 2e7*(|tha]* — [¥1|*)1h19hs

—€

— 267’2([_lg n Z,ET)E)E(Z?’)Q
2
- T H —:iETaZ(Zgjz
A 1
=0 () (L))
Logo
(g + 272%>2 = ge%Hz + 272 (H j iET)Z (Z%). (3.37)

Como consequéncia desta féormula, destacamos

Proposicao 3.2.2. Para uma superficie de curvatura média constante no espaco de

Heisenberg Hs(e,7), a forma diferencial quadrdtica

~ Z3)2
a2 — (4 22( d22
@z (2+TH+iET :

¢ holomorfa.

Além disso,
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Proposicao 3.2.3. Se a diferencial Qdz® é holomorfa, entio a superficie no espaco de

Heisenberg riemanniano (i.e. € = 1) tem curvatura média constante.

Prova. Procedemos por contradicao. Supomos que a curvatura média nao é constante,

de tal sorte que, em um um aberto onde H, # 0, temos, por (3.37),

Coop, — o (L = T mzy
2 H + et ) _ (H + ier)?

Como e = |1o]2 + [11]? e Z3 = 91109, a equacgdo acima fica, em médulo,

272

21.7. 12
H2+72|HEH¢1’ 2],

1
Sl [ PP =

que, pela suposicao, pode ser reescrita como

(H? + 72)(|tha]* + [01]%)? = 472 ha |91 |2,

isto é,

H?([a]? + [¥a]*)? + 72 ([¢a]” — [ [*)* = 0.
Todavia, a identidade acima vale se, e somente se, |1 = 11| e H = 0, i.e. se a superficie
¢ minima, o que contradiz a suposicao e prova a proposicao. 0

3.3 A Aplicacao de Gauss

Nesta secao, estudamos a aplicacao de Gauss de uma imersao de uma superficie de Rie-
mann no grupo de Heisenberg Hj(e, 7) via uma projegao estereogréfica conveniente. Ob-
servamos inicialmente que, quando € = 1, o vetor normal é unitario, mas, quando € = —1,

o vetor normal satisfaz (N, N) = —1. Por tais motivos, denotamos por
S? = {(avb7 C) S TeHS(LT) : a2 + b2 + C2 = 1}

Sgl = {(CL, b, C) € TeH?)(_l,T) L a? + b — = -1, ¢> 0}

onde, acima, identificamos o vetor aé; + béy + cé3 € T, Hs(e,7) & terna (a,b,c). Assim,
S? é a esfera unitéria de T.H3(1,7) e S*; é a parte superior de um hiperboldide em
T.H3(—1,7). Sabemos que, quando € = 1, a projecao estereografica com respeito ao pélo

norte N = (0,0, 1) é dada por:

m:S? = C, m(a,b,c)= +1 , m(N) =00
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e tem inversa

1

m':C— S Wfl(w):m

(2Re(w), 2Im(w), |w|* — 1), 7y (c0) = N.

Analogamente, no caso em que € = —1, a projecao estereografica em relacao ao pélo sul

S =(0,0,—1) tem imagens no disco D = {g € C : |g| < 1} e é dada por (veja [29])

a w b
7
1+¢ 1+c¢

7_1:8*, =D, 7_i(a,bc)=

e tem inversa

1
7 1:D—8§*,, 7 i(w)= 1—||2(2Re(w), 2Im(w), 1+ |w|?).
— |w
Englobamos estes calculos, escrevendo
a b
€ ) b7 = . ) N
7e(a,b,c) T T (3.38)
1
N w) = TM(QRe(w), 2Im(w), |w|* — €). (3.39)
Dada a imersao isométrica, definimos as fungoes
T ¥
f=43 9= (3.40)
(e

de modo que Z!, Z% e Z3 sdo expressas por
1 1
Z1:§(1_692)f7 Z2:§(1+692)f7 Z?’:gf
Além disso,

Lema 3.3.1. Dada a imersdo isométrica X : X & Hs(e,7), as expressoes da métrica e

do vetor normal em termos de f e g sdo
e* = |f*(L+elgl?)? (e =[fI(1+¢elg) (3.41)

= TW{QRe(g)El +2Im(g)Exr + (|g|* — €) Es} (3.42)

Temos, ainda.

Lema 3.3.2. Dada a imersao isométrica X : ¥ & Hs(e,7), a aplicagio de Gauss n :
Y — S? satisfaz w.(n) = g. Isto é, a composicao da aplica¢io de Gauss com a proje¢io

estereogrdfica € dada por g.
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Além disso,

Lema 3.3.3. As funcoes f e g satisfazem
= |fPg{H(1 + €|g|*) —ieT(1 — elg|")}, (3.43)
g: = —L{eH(1 + elg?)? +ir(1 — clgl)?). (3.44)

Prova. Usando a definicao das funcoes f e g em termos das funcoes ¢ e 1, dadas em
(3.40), assim como a equagao de Dirac (2.28) para os potenciais U e V' juntamente com

suas expressoes dadas em (3.25) e (3.26), temos, com respeito a derivada de f em relacao

a z,

fz = 21;2(921/_12:—21/_111;2[7
= Do {H(|thaf® + ey [*) —ier(|ea]* — elvn|*)}
= gIfHH(f| +elg[f]) —der(|f] — elgl[£D}

= [fPg{H1 + ¢€|g*) —ier(1 - €e[g|*)}
e, relativamente a a derivada de g em relacao z,
1 - - 1 - _
9z = ——2{%82% — 105102} = —_2{1/’2‘/% — i (=Uth)}
2 2
1 _
= ——2{|¢2|2V + |41 U}

- ’ﬁ' LH(al? + elin ) + ier(al? — i)}
[1]?1 2 ' 2 2

= g g Ul + ) —der(al® — el )}

= UL+ gl + ier(n1 - o1}
lgl*1f1 If!

— WIS a1 111+ elol? 1) — ier(191 — claPL A1)
- —E{eHu Felgl?) + i1 — clgf) + oL+ lgP) — ier(1 — clgP)])
= L LHQ e+ 1gP) +im(1 o)1~ elal?))

— —g{eH(l +€lg]*)? +iT(1 — €lg*)*}.

Concluimos, entao, que
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Lema 3.3.4. Se a imersao isométrica X : 3 & Hz(e, 7) € minima, entdo

fz = —ier|f?g(1 — €lg*), (3.45)
7 -
g = 271~ g (3.46)
Além disso,
9=z — it f(1 — €lg|*)gg. = 0 (3.47)

Prova. As duas primeiras equagoes acima sao consequéncia do lema anterior. Com

respeito a terceira, temos

g = —5TF(1—clgPY — 5721~ clg) (=) 99 + g0-)

= —57(L—elgP)? [ierl fPg(1 — elg]?)]
- ierf(1 = lgPlg | 570~ g + ier (1 - clof)ag.
= ST Po( —elgl?)’ = 511 Pa(1 — elgl")? +ier (1~ elgl)ag:

= ZET.f(l - €|g|2)ggz

A partir deste lema, deduzimos

Corolério 3.3.1. Se a imersao isométrica X : ¥ % Hs(e, 7) é minima e, quando ¢ = 1,
a aplicacao de Gauss de X, n, nao € horizontal e tem imagens no hemisfério sul, entdao
a projecao estereogrdfica da aplica¢ao de Gauss, g = m(n), € harménica sobre o disco D

considerado com a métrica conforme

1
2 _ 2
dsZ = = €|U}’2)2|dw| :

Prova. De fato, pelas hipéteses, quando € = 1, entao |g|*> < 1. Portanto, a imagem da
aplicacao de Gauss estd no disco D. Por outro lado, quando € = —1, por definigao |g| < 1.

Assim, em funcao de (3.47), segue que

gz = ZGT.]E<1 - €|g|2)ggz

A 1
— —_— 1_ 2)2 _2 aq)——.- .
5T (L = elg[)*(=2e9) L

1
= 25— 0:g.
691_€’g|29 g
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Por sua vez, esta equagao corresponde a harmonicidade da aplicacdo g : ¥ — (I, ds?).

De fato, para A\ (w) = =, temos (), = Tiwmyz> de modo que

= TP =clwl?)?”

(Aulg) = 2(1 — elg?)—7 >

Ae(9) (1—¢€lgl?)? 1 —elg]
Segue que g satisfaz
2
92z + 77~ (A)w(9)g-9: = 0
i) M)
que, por (1.55), prova a afirmagao. O

Observacgao 7. O disco D com a métrica conforme

1

d 2 — )\2 d 2 — d 2
7 = N(w)ldul? = ldul
tem curvatura Gaussiana constante —4e.
De fato, a curvatura Gaussiana é dada por:
4 0 0
K = —Alnl. = ——— [ =—1In\
" N2 0w (aw " >
4 0 Ae)w 4 0 ew
= 255 () = —55- (1 —€|w|2)—22
A20w \ A A2 0w (1 — e|lw|?)
e d [ w e (1= du?) — a(—ew)
T T Xow \1—duw) T X (1 [w]2)?

_ e LNy
- e \0—dqupe) T

A seguir, como na sec¢ao anterior, apresentamos uma representacao local do tipo Weier-
strass para superficies no espago de Heisenberg, Hs(e, 7). Observamos inicialmente que,
como antes, qualquer superficie no espago de Heisenberg, H3(e, 7), tem uma representagao
integral.

A expressao local para uma imersao isométrica X : ¥ ¢ Hs(e, 7) exposta em (3.52) passa

a ser, em termos de f e g:

z1(z) = x1(20) + 2Re (f; %(1 — 692)fdz>
2o(2) = wa(z) + 2Re ( JZ (1 + eg?) fdz) (3.48)
w3(2) = wa(z0) + 2Re (2 {5101+ egP) — (1= eg?)zs] + g1 fdz)
O teorema a seguir afirma que superficies no espago de Heisenberg, Hj(e,7), podem
ser representadas localmente em termos de fungoes f e g como acima, desde que f e g

satisfacam certas equacoes diferenciais. Inicialmente, demonstramos
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Lema 3.3.5. Sejam f,g:Q C ¥ — C aplicagoes que verificam (3.43) e (3.44), isto é,

fo = 1fPa{H1 +elg]*) —ier(1 —elg")},  g: = —£{€H(1 +elgl*)* +ir(1—elg|*)*}.

Entao,

0. (51— )f ) = I {H( + g Reg) — er(1 = dgP)imle)} (349

?

0

(Ut eg?)f ) = FP{(H+ dgPhimle) + el = dg)Rela)} (350)

0-(fg) = L1 {H(1 +elgP)lgl” — ) — ir(1 — |gl*)} (351)

Prova. Temos, com respeito & primeira equagao,

05 (1—e')f) = 5(~2eq0:)f +5(1 — e}

1
= —egfgs+ 5(1 —€g®) [

= oL eH 1+ P + i1 - o))

b (= )P+ elgl?) — ier(1 — elgl))
ST PLegleH (1 + elg)? +ir(1 —elgP?)”
91— eg?)[H(1 + elgl?) — ier(1 — elgP*)])
SUPLH(L 4+ elgP) o1+ elgl?) + 91 — eg?)]
ier(1 — elg*)[g(1 — €|gl*) — g(1 — eg®)]}

1 .
§|f|2{H(1 +€lg*)(g + eglgl* + G — eglg]?)

_|_

+

ier(1— elgl*)(g — eglg|* — g+ eglg*)}
%m? {H(1 +¢€|g]*)(g+ g) +ier(1 — e|g[*) (g — 7)}

[fI*{H(1 + €|g*)Re(g) — er(1 — elg|*) Im(g) }

_|_
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e, relativamente & segunda,
O:(5(1+eg’)f) = 5(2e992)] + 51+ eq”)
= iegfg: + %(1 +eg’)f
= e L {eH(L+ P + i (1~ o))
— S e IPGLH L+ elgl?) — ier(1 - elgP)}
= SIFP{—egleH (1 + elgP)? +ir(1 - g)’]
+ g1+ e )[H (1 + elgl?) — ier(1 - elg]*)]}
= LIPLH( 4 eloP) o1 +elgP) + 31 +eg?)]
— der(1—elg)[g(1 — elgl*) + g(1 + eg?)]}
= SIFPLH+gl?)(—g — eglgl® + 7+ eglgl)
— der(1—€lg|*)(g — eglgl* + g + eglg*)}
= LU HQ gl (g +9) — ier(L — elgl) g + 7))
= [fP{H(L +elg])Im(g) + er(1 — e|g|*) Re(g) } -
Por fim, a terceira equacio pode ser deduzida como segue:
0:(9f) = f9=+gfz
= LB el (1~ elgl?)?)
+ gl PGLH( + lgP) — ier(1 = elgl”)}
= [P leH (1 +elg)? + ir(1 — elgl?)]
+ JgPPLH(1 + elgl?) — ier(1 = elgl)]}
= IfPLHL+ elgP) =5 (1 + elgP) + gl
— ir(1 = dgP)l5 (1~ elgl?) + elgl)
= 1P {HO -+ g+ 5laf) = im0 = g + 5laP) )
2 2 2 2
= PP L+ elgP)lgP — o) — ir(1 g1}
U

Enunciamos, enfim, o teorema de representacao de superficies em Hjs(e, 7).
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Teorema 3.3.1. Sejam Q um dominio simplesmente conexo de uma superficie de Rie-
mann X, H : Q — R uma funcao diferencidvel e f e g fungoes complexas definidas em €2

com f nunca nula, satisfazendo (3.43) e (3.44), isto €,
_ . / .
fo = 1Pg{H (1 + elg]") —ier(1 = €lgl”)}, 9= = —5{eH (1 +¢€[g]*)” +ir(1 = €|g]*)}

Entao, a aplicacao

X = (21, 79,23) : Q & Hs(e, 7),
definida por

r1(2) = 2Re (fzz s(1— egQ)fdz)
x9(2) = 2Re (fz 11+ egz)fdz> (3.52)
r3(2) = 2Re (fZZO{T[%(l +eg®) frr — %(1 —eg®) fao] + gf}d2> ;

¢ uma imersao conforme com curvatura média H e aplicacao de Gauss g.

Prova. Inicialmente, observamos que, por (3.49) e (3.50),

. (%(1—692)1")61@ S (%(1+692)f) ER.

Logo, pelo Lema 2.2.1, as fungoes x; e x5 estao bem definidas e

81‘1_1 2
e —5(1 €g°) f,

aIg_i 2
5—5(17%9 ).

Além disso, temos

; {%(1 +eg?)fOu(zy) — %(1 _ egQ)faz(xg)}
= {550 - @+ 50 - )

5 5 (1 +6g2)f}

%TW {Q+eg®)(1—eg®) + (1 —eg’) (1 +€5?)}

i ) .

;lT!fl2 {1+eg”—€g>—|9° +1—eg” +eg° — |g*}
i

= Lo~ Lol

Logo, por (3.49), (3.50) e (3.49), obtemos

0z (T B(l +eg?) foy — %(1 - 692)f332} +9f) €R.

Portanto, pelo Lema 2.2.1, a funcao x3 estd bem definida e

7

0.(ax) =7 301+ ) — 31 )z ) + o
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Assim,

X, = 0.(21)0s, + 0.(22)0y, + 0.(23)0s,
X .
= —(1—€9°) [0 + %(1 + €9%) fOr,

[1(1+ eg?)ar = (1= eg”)as] + g) foh,
—eg’)f (B4 raBs) + 5 (1 cg?)f (Be = 71 )

[i(1+ eg®)z1 — (1 — eg?)za] + g) fE;3

i T
(1—eg®)fEL + 5(1 +e9®) fE> + 5(1 — €g°) fxa B

= NI

o

N = /AN~ /NN

|3

(1 + egQ)fE3 + (g [l(l + 692)1’1 — (1 — EQQ)IQ] + g) fE;3

DO

(1= g”)J By + 5(1+ g’} [ B2 + g/ B

Logo,

(X, X) =0 e (X X2 = 7P+ [gP) (= 5e),

do que concluimos que X é uma imersao conforme, posto que f é nunca nula. Além disso,
a expressao do vetor normal ao longo de X é

1

— Fprpepe {2Re(g)E1 + 2Im(g)Ex + (|g]* — €) B3 } .

Portanto, em virtude dos dois primeiros lemas desta secao, a aplicacao g é a projecao
estereografica da aplicacao de Gauss de X. Finalmente, mostramos que X tem curvatura

média H. Temos,

Vo. X, = 32(%(1 - 692)f)E1 + @z(%(l + 592)f)E2 + 0:(9f)Es

1 _ ) _ _
+ (- €g*) fVo. Er + S+ €9°) [V o, By + gf Vo, Es.
Todavia, por (3.5), temos

_ 1 ,_ i ,_ ,_
Vo. By = 5(1 —€g") VR B — 5(1 +€3°) [VmEr + §fVe,Er
T - -

= S +eg) B —erg[ By

_ 1 __ i __ __
Vo. By = 5(1 —€7°) [V, By — 5(1 +€9°) [V, By + §fV i, By

T — —
= S(1—eg)fEs +erg [ Ex
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90

_ 1 L i L ,_
Vo E3 = 5(1 —€5°) fVE Es — 5(1 +€3°) [V, Es + gf Ve, Es

= _5(1 — eg*) fEs — 7(1 +€g°) fEn,

o que nos faculta concluirmos que

;(1 —eg?) [V Er + 2(1 +¢¢°) Vo, Es + 9f V. By
— %(1 — e f {%(1 +¢5°) fEs — eTngz}
() f {20 @) By + erg i By )
+gf{—%%1—e YiE: - G+ )

{ (1+ eg®) fergf — gfm(l + egQ>f} E
+ {—%(1 —eg*)fergf - gf%(l - EgQ)f} E,

{ i—T(l +ed?)f + %(1 + egQ)fg(l — 692)f} Es
= cerlfP {g(1 +eg?) — g1 + ')} B
_ %ETW (91— g®) + g(1 — °)} Es
I = )1+ ) + (1 4+ e)(1 = )} B
::%ﬂﬂ%g+@mp—g+@MﬂEl
— %Ulfl2 {9 —eglgl* + 9 —eglgl*} B
2o 7P {1 eg? + e — lgl*) + (1t e6” — e — lo|")} By
= LerlfP(g - )1 — gl By
— STl IR+ 9)(1 — clg) By + Lol f17(1 ~ g1 E:

= rlfP{ (1= oIl B - (1 - o) Re(0) B+ 5 (1~ o) |
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Portanto, da relagao acima em conjunto com o lema anterior, obtemos,
Vo.X. = [fP{HQ1 +elgl*)Re(g) — er(1 —e|g[*)Im(g) } E:
+ |fP{HQ + elgl*)Im(g) + er(1 — elg|*) Re(g) } Ex
I L elgP) ol — o) — ir(1 — [gl")} By
+ er|f\2{(1—e|g|2>fm<g>E1—<1—ergr%Re( DB+ 51~ lol)E:
- H|f|2(1+e|g|2){Re(g)E1+Im( B2+ 3o - OF
= —H\f| (1+ €lg*) {2Re(9) Er + 2Im(g) E> + (|g]* — €) B3}

= SHIP(+elgP2N

1
— ZHe™N.
B (&

Desta forma, a imersao X tem curvatura média H, o que finaliza a prova do teorema. []

A partir deste teorema, obtemos uma representacao para uma superficie minima em

Hs(e, ), isto é,

Corolario 3.3.2. Supomos f e g fungoes definidas em um dominio simplesmente conexo

QC X, com f nunca nula, satisfazendo (3.45) e (3.46), isto €,
fo= —ier|fPg(— o), g: = —7f(1 — clg’).
Entao, a aplicacdo
X = (21,29, 23) : Q % Hs(e, 7),

definida por

z1(z) = 2Re (f;o s(1— egQ)fdz)

v2(2) = 2Re ( JZ (1 + eg?) fdz) (3.53)

w3(2) = 2Re ([Z{7[500+ e?) fr — 3(1 = eg®) fas] + gf }d2)
€ uma imersao minima conforme e com aplicacao de Gauss g.
Prova. As equagoes (3.45) e (3.46) sdo, respectivamente, as relagoes (3.43) e (3.44) com
H=0. 0]

Quando |g|? < 1, a representacgao integral dada acima para superficies minimas pode ser

obtida somente da aplicacao de Gauss da imersao. Assim, temos
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Coroldrio 3.3.3. Seja g: Q C ¥ — (D, ds?) uma aplicagao harmonica nunca holomorfa,

onde

ds? = N2 (w)|dw|* = 5 |dw|?.

b
(1 = ew]?)

Entao, a aplicacao

X = (z1,29,23) : Q C X — Hs(e, 7),

definida por

x1(2) = —2Re (f;o(l — 592)Wgzd7;)
x9(2) = 2Re (f;o(l + 692)7(171@2)2‘%6[2)
x3(2) = —2Re (f;{%[z(l +eg?)ry — (1 — eg®) ) + g}Wgzdz) ,

€ uma imersao minima conforme e tem aplicagao de Gauss g.

Prova. Observamos que, se definimos

21 _
2927

P dae

(3.54)

concluimos que f é nunca nula, pois g é nunca holomorfa; ademais, a derivada de g em

relagao a z, satisfaz (3.46), isto é,

i —
gz = —§Tf(1 - 6’9’2)2-

Por outro lado, pela harmonicidade de g, a derivada de f em relacao a z é dada por

% ) ) o
f: = _7-(1 — ¢|g[?) {G:2(1 - 6|g|2)2 + 2¢eg.(1 — €|g|2)(992 +ggz)}
% o o
= o gy (L elol) o+ 2e0-(99: + 992)}
% o o
=TI g 269992 + 2€0:(93: + 59:)}
B 47e 7‘ ‘2
T dgpp?
4re 72 9
e R —e - 1_ 2\4
A= e |7 |fI7(1 —elg|”)

= —ier| f[*g(1 — €lg]*),

isto é, reobtemos (3.45). Além disso, pela expressdo de f, a definigdo de X dada em

(3.54), torna-se (3.53). Do coroldrio anterior, segue o resultado.

O



Capitulo 4

Superficies em Esferas e no Espaco

Anti de Sitter

4.1 A Esfera S® como Grupo de Lie

Nesta secao, apresentamos a estrutura de grupo de Lie de S? induzida pela identificacao
da esfera com um subgrupo multiplicativo das matrizes 2 x 2 com coeficientes complexos.

Consideramos sobre C? o produto interno (hermitiano) canénico

(2, w), (0, )) = =6 + wf.
Identificamos a esfera S® ao grupo de matrizes SU, que preservam este produto interno.
Mais especificamente, temos

z w
S* = SU, = P4 w) =1

—w Zz
Relembramos que o espago tangente a SU, na matriz identidade de ordem 2, que deno-

tamos por e, é descrito como

1a b+ic
T.5Uy = ca, b, c €R
—b+1ic —ia
. ¢t 0 . 0 1 . 0 ¢
= Spal § €1 = , €0 = , €3 =
0 — -1 0 0
Observamos que os vetores {é1, €3, €3} satisfazem as relagoes algébricas é3 = €3 = é2 = —é.
O colchete de Lie de matrizes determina, ainda, as relagoes [é1,é3] = 2é3, [éa,63] =

93
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2¢1 e [é3,61] = 269, as quais podem ser assimiladas ao produto exterior em 7,SUy =
R3. A translacao & esquerda destes vetores define, respectivamente, os campos vetoriais
invariantes a esquerda

1z —iw —w oz w12

X1: XQZ ) X3:

Y

—w —1Zz —1Z —W 1z —1wW

Obviamente, o colchete de Lie destes campos, que geram a algebra de Lie su,, é determi-

nado por

(X1, Xo] = 2X3, [Xo, X3] =2X,, [X3, Xi] =2X,, (4.1)

relacoes que podem ser escritas unificadamente como
[Xi7 Xi-i—l] — 2X7;+2, (42)

onde os indices sao tomados moédulo 3. O grupo SU, estd contido no espaco vetorial real

de dimensao 4

V= : (z,w) € C?

Mediante a correspondéncia

w 2 4
€V e (z,w) € C° e (z,y,u,v) € RY,

- Zz

onde z = r 41y e w = u+1v, o produto de matrizes em V passa a ser expresso, em termos

das coordenadas (z,w) € C?, na forma
(z,w)(2,w') = (22 — W'w,w'z + wz").

Motivados pela relagao

< VA w z w > 1 z w z w
, = —tr

—w z Wz 2 Wz Wz

M3x2(C)

1 Z w z —w
= —tr

—w Z oz

1 2] + |w]? 0
= —tr
0 |2]* + Jw]?

= 2" + |wl*, (4.3)



Capitulo 4. Superficies em Esferas e no Espaco Anti de Sitter 95

definimos sobre o espago vetorial real V o produto interno que, nas coordenadas (z, y, u,v) €
R*, é dado por

(-, Yy = dz* 4+ dy? + du® + dv?,
de modo que Re(:,-) = (-,-})y. A métrica induzida em SUs, é bi-invariante. Os campos

X1, X5 e X3 definidos acima sao expressos nas coordenadas lineares de V por
Xy = —y0, +20y+v0, —u0,, Xo = —u0, —v0y+x0,+y0,, X3= —v0;+ud,—y0,+x0,.

Verifica-se facilmente que constituem um referencial ortonormal em SU,, com respeito a

métrica induzida de V. A conexao riemanniana correspondente é determinada por

- 1
Vx,Xiy1 = Xipo = §[XiaXi+1]'

4.2 O Espaco AdS como Grupo de Lie

O grupo SU; ; consiste das matrizes de determinante 1 que preservam o produto interno

pseudo-hermitiano definido em C? por

((z,w), (@, ) = —za + wp.
Sucintamente, pomos

Z w ) )
SU;; = ezt = lwf =1
w Zz
Como na se¢ao anterior, nao ¢ dificil ver que o espago tangente de SU; ; na matriz unidade

e é dado por:

ia  b+ic
TeSUl,l = ca, b, c €R
b—ic —ia
. ) A 0 1 . 0 =2
= Span f1: 7f2: 7f3:
0 —1 10 —i 0
Observamos que os vetores fy, f, e f3 satisfazem as relacoes algébricas f2 = f2 = f2 = —é.
Ademais, o colchete de matrizes determina as relagdes [f1, fo] = 2fs, [fo, f3] = —2/1

e | fg, fl] =2 fg, as quais podem ser tomadas como o produto exterior em 7,SU;; =
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L3. Estes vetores definem, respectivamente, os seguintes campos vetoriais invariantes &

esquerda

1z —lw w oz —w 1z
Yi = , Yo = , Y3 =

i —iz —iz iw

x
w
g

satisfazendo, obviamente

Constatamos que SU; ; estd contido no espago vetorial real de dimensao 4
W = : (z,w) € C?

Mediante a identificacao

Zw 2 2,2
eW — (z,w) € C* < (z,y,u,v) € R*
Z

g

onde z = x + iy e w = u + v, o produto de matrizes em W é expresso, em termos das

coordenadas (z,w) € C?, na forma
z,w) (2, W) = (22 + 0w, w'z +w?).
(2, w)(

Definimos em W o produto interno pseudo-hermitiano (-, -)w que, nas coordenadas lineares

(x,y,u,v), é a parte real de (,-), isto é,
(-, )w = —dz® — dy* + du® + dv’.

Consideramos sobre SU;; a métrica induzida por (-,-)w, denotada da mesma maneira.

Tal métrica é bi-invariante. A expressao nestas coordenadas dos campos Y7, Y5 e Y3 é

Y1 = —y0, + 20, +v0, — u0, Yo =ud, +v0,+ 20, +y0,, Ys=v0, —ud, — y0, + x0,.

Estes campos invariantes a esquerda constituem um referencial ortogonal satisfazendo
(Y1,Y1) = -1, (Y2,Y2) = (¥3,Y3) = 1.

Denotando por V a conexao pseudo-riemanniana em SU, j, relativamente a métrica fixada

h& pouco, obtemos

_ 1 _ 1 _ 1
VY1Y2:}%:§[K7Y2]; VYQ}%:_EZED/Qayi‘}]v VY3YV1:}/2:§D/E)MYV1]
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4.3 Esferas de Berger e Espacos Anti de Sitter Exd6ticos

4.3.1 Esferas de Berger

Considere um parametro 7 > 0 e o referencial de campos invariantes a esquerda X;, Xy, X3
sobre SU, fixados na segao anterior. A seguir, definimos métricas invariantes a esquerda
em SUj, que denotamos indistintamente por (-,-). Uma tal métrica é definida de modo

que os campos

1
E1 - ;Xl, E2 = XQ, E3 == X3 (45)

sejam ortonormais. Em vista de (4.1), temos

(v, Bl = 2By, [By By =27Ey, By, Bi] = B (4.6)
Além disso, demonstra-se que
Lema 4.3.1. Os campos Fy, FEs e F3 satisfazem
Ve, B =0 Ve,BEl=—7E; Vg,E =7E,

Vi, By =1(2-71)E; Vp,E,=0 VgE=-7E
Vi By =12 —2)E, VgpEy=1FE VB =0,

onde V € a conexdo riemanniana em (SUsy, (-, -)).

Prova. Pela férmula de Koszul, temos (V. E;, E) = ([Ey, Ei], E;). Portanto, (4.6) asse-
gura que

<vE1E’La Ek> - 07 ia k= 17 27 37
donde concluimos que Vg, E; = 0 para i = 1,2,3. Temos, também da férmula de Koszul,
(Vi By, By) = ([E1, Es], Er), (Vg Es Es) =0,
2(V i, Es, E3) = ([E1, Es], E3) — ([Es, Es3), E1) + ([Es, E1], Es)
e, portanto, usando (4.6),
_ _ _ 2
(Vg By, Ev) =0, (Vi Es Ey) =0, (Vg Ey, E3) = T
Desta forma, obtemos @El Ey, = %(2 — 72)E3 e

= = 2 1
Vi, By = By, E1] + Vi By = —— By + —(2 = 7) By = —7E;.
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Novamente pela formula de Koszul, chegamos a
<vE2E37 E2> == <[E27 E3]7 E2>7 <vE2E37 E3> = O

2(V g, Es, Er) = ([Ey, Es], E1) — ([Es, B1], Ey) + (B, B, Es)

e, utilizando (4.6), isto resulta em
<?E2E3,E2> =0, <?E2E37E3> =0, <vE2E3;E1> =T.
Assim, ?EQE;), =T7FE ¢
Vi, By = [Bs, Byl + Vg, By = —27E, + 7B, = —TE).
Como acima, pela férmula de Koszul, temos
<vE3E1aE3> - <[E37E1]7E3>7 <vE3E1aE1> — O
2(V g, By, Ey) = ([Es, B, E2) — ([E1, Ea], E3) + ([Fa, B3], Ey).
Logo, (4.6) implica que
<vE3E1a E3> = Oa <vE3E17 E1> - 07 <vE3E17 E2> =T.
Portanto, vEgEl =T1Fe
_ _ 2 1,
vElEg = [El, Eg] -+ VEgEl = —;El -+ TE1 = ;(T — 2)E1

O
Como consequéncia do lema acima, os simbolos de Christoffel da conexao Riemanniana

de (SUq, (-, -)) s@o

1
M, =-Th,=T% =-T3 =7, I3, = -I% = ;(2 — 7%), outros I'}; = 0. (4.7)

4.3.2 Espagos Anti de Sitter Exéticos

Fixado o parametro 7 > 0 como acima, consideramos, desta vez, métricas lorentzianas
invariantes a esquerda em SU;; que denotamos por (-,-). Tais métricas sao definidas

impondo-se que os campos

1
Ey=-N, E,=Ys, E3=Y;s (4.8)
T
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sejam ortogonais e satisfagcam
(E1, Ey) = —1, (B, Ey) = (E3, E3) = 1. (4.9)

Observamos que, em fungao de (4.4), temos

2 2
[Ey, Es) = ;E?n [Es, B3] = —27Ey, [Es Eq] = ;EQ- (4.10)

Além disso, demonstramos, de modo analogo ao que fizemos acima, que

Lema 4.3.2. Os campos F,, FEs e E3 satisfazem

Ve, B =0 Vi,El=—7F; Vg,E =7FE,
Vi, By = %(2—72)E3 Vi, B =0 Ve, By =T1E,
Vg Es=1(12—-2)E; VpE3=-TE VgE;=0
O lema acima assegura que os simbolos de Christoffel da conexao pseudo-riemanniana de

(SUl,la (', )) SéO

1
I, =-Te=0%=-1% =7 1%, =-T% = ;(2 —7%), outros rfj =0. (4.11)

4.3.3 Descricao Unificada

Nesta secao, unificamos as duas exposicoes anteriores. Para tal, utilizamos o parametro
¢ indicando esferas de Berger quando ¢ = 1 e espacos Anti de Sitter exoticos quando
¢ = —1. Em ambos os contextos, a métrica é denotada por (-,-). Denotamos por SiT 0
grupo de Lie SU; com a métrica invariante a esquerda para a qual os campos F, Fs e Fs
definidos por (4.5) sdo ortonormais. Denotamos por S* 1+ 0 grupo de Lie SU;; munido
da pseudo-métrica invariante a esquerda para a qual os campos E;, Es e E5 definidos por

(4.8) sao ortogonais e satisfazem (4.9). As élgebras de Lie serao ambas denotadas por g.

3

€,T?

Portanto, em S? _, os campos E;, Ey e E3 satisfazem

2 2
[El, EQ] = ;Eg, [EQ, Eg] = 267'E1, [Eg, El] = ;EQ (412)

(B, EB) = e, (B, B = (B Ey) = 1. (4.13)

Além disto, como vimos, a conexao de Levi-Civita é determinada por

Ve, B =0 Ve,El=—7E; VpE =71E
Vg Ey=212—-7)E; VgEy;=0 VgFE,=—erE) (4.14)
?ElE;),: %(TZ_Q)EQ vE2E3:€TE1 vEgE;:,:O
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donde,
2 _ 3 _ 1l
Iy =—I5 =7 Doz = —Tgp =er

If,=-Ti=1(2-7%) outros I'}; =0

(4.15)

Com respeito a curvatura, demonstramos

Lema 4.3.3. O tensor de curvatura R em S?_ € determinado por

€,T

R(E\, Ey)Es = R(Ey, E3)E, = R(E3, E))Ey = 0
R(E\, Ey)Ey = em?Ey, R(Ey, E3)E3 = €(4 — 37%)E, (4.16)
R(Eg, El)El = 72E3.

Portanto, S?_ tem curvaturas seccionais iguais a et* e e(4 — 372).

Prova. De fato, pelas equagoes (4.12), (4.13) e (4.14), obtemos

R(El, E2>E3 — ?ElﬁEbEg — vavElEg - 7[E17E2]E3

_ _ 1 _
= Vg (eTEy) — VEQ(;(TZ —2)Ey) — V%ESE:}
=0

R<E27 E3>E1 = vEQvESEl - vEnggEl - v[E'Q,E'g]-El
= ?EQ (TE2) - ?E:;(_TE?)) - ?QGTElEl
= 0

R(E?n El)EQ = vE‘3vE1 E2 - vElvE'gEé - v[E3,E’1]E12
_ 1 _ _
= VEB(;(Q—TZ)E;),)—vEl(—ETEl)—V%EQEQ

R<E17 EZ)EQ = vE1 vE2E12 - ?EQ?EIEQ - v[El,EQ]E2
_ 1 _
1 2

= —;(2 —1erE; — ;(—GTEl)

= ’E,

R(Ey, E3)Fs = Vg, VgEs— Vg VeEs— Vg, g Es
= —Vg(eTE)) — Vour F3
1
= —er7Ey — 2e7=(1? — 2)E,

-
= €(4-3mE,
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R<E37 E1>E1 = vEng’l-El - vElvEg-El - v[E'g,E'l]El
1 2

= —7-(2—-71)E; — =(—7E3)
T T

= 72E3.

Esferas de Berger Lorentzianas

Uma outra variante dos ambientes que ora consideramos é impor em SU,; a métrica

lorentziana definida por
<E17E1> - _17 <E27E2> - ]-) <E3aE3> - ]-

Neste caso, mantemos a algebra de Lie inalterada:

2 2
[EhEQ] = ;E37 [E27E3] =27E,, [E3>E1} = ;E2~

Obtemos, seguindo os mesmos calculos de antes,

Ve, E =0 Ve, B = —etBs Vg, B =erE,

Ve By =12—er®)By  VpEy=0 VB =-7E (4.17)
vElEgz 1(67'2—2)E2 vE2E3:TE1 ?E3E3:0

I =-I% =er [yy=-T3 =1
1 : (4.18)
I, =T} =1(2—er?) outros I'j; = 0.

O tensor de curvatura é, neste caso, determinado por

R(El, EQ)Eg == R(EQ, E3)E1 - R(Eg, El)EQ = 0
R(El, E2>E2 = €T2E1, R(EQ, E3>E3 = (4 - BETZ)EQ (419)
R(E;g, El)El = TzEg.
Observamos que, para nenhum valor real de 7, o espaco tem curvatura seccional constante,

quando € = —1. Este tipo de ambiente foi recentemente estudado, e.g., em [20].

4.4 Representacao Espinorial

4.4.1 Equacgoes de Gauss-Weingarten

Seja X : X % SE’T uma imersao isométrica (tipo-espago, quando e = —1) de uma superficie

de Riemann X em S?_ . Seja z = u + 4v um parametro conforme em %, de modo que a
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métrica (riemanniana) em Y seja expressa por ds% = ¢2*|dz|%. Escrevemos

X, =Z'E, + Z°Ey + Z°F3, (4.20)
de modo que
(Xo, Xo) = e(Z') + (22 + (Z2°)° = 0, (4.21)
1
(X, Xz) = el 2P + | 2% + | 2% = 562“- (4.22)

Observamos que, gragas a (1.36) e (4.13), o produto exterior, em termos do referencial

{Eh EQ, Eg}, satisfaz
El X E2 = Eg, E2 X E3 = EEl, E3 X El = EQ. (423)

Assim, o campo normal da imersao, definido como

Xy X X, _
XAy v X,

N= u2v
| X X Xl

pode ser expresso por
N = 2ie 2 {(Z22% — Z°Z3)eE\ + (21 2% — Z' Z3Ey + (21 2% — Z' Z*)Es}.  (4.24)

Uma vez que os simbolos de Christoffel Ffj - relativamente ao referencial {Ej, Ey, E3} -
da conexdo V compativel com a métrica (-, -) em S? _ satisfazem (4.15), obtemos, a partir

das equagoes em (1.46),
—0:2' + 0.2 — (=2°2° + 2 Z°)er + (= Z°Z° + Z°Z%)er = 0,
—0:7* +0.2° — (—2° 7 + 2321)(2 — T+ (=272 + Z' 73T =0,
—0: 73+ 0,77 + (227" + ZQZl)é —7) = (=Z2'Z*+ 2" Z2*) 1 =0,

equacgoes que, por sua vez, reduzem-se respectivamente a

—0: 72 + 0.7 + 2e7(2* 7% — 72 7Z%) = 0 (4.25)
_ 2 _ _
—0: 722+ 0.7° + =(Z2' 73 - 7' 7%) = 0, (4.26)
T
_ 2 _ _
—0:2°+0.2° + (2" 2* - 7' 7% = 0. (4.27)
T

A partir de (1.47), (4.24) e, novamente, (4.15), obtemos as equagoes

0: 21 + 0.2 — (72 Z2% + 2273 er + (23 2% + 22 Z*)er = 2iHe( 22727 — 72 77),



Capitulo 4. Superficies em Esferas e no Espaco Anti de Sitter 103

_ _ _ 2 _ _ _ _
0:2°+0,2° — (2’2" + 2°ZY) (= — 1)+ (Z' 2P+ 2" Z°)r = 2iH(Z' Z° — Z' Z°),
T

_ _ _ _ _ 2 _ _
0: 7%+ 0,7% — (' 22+ 2' 27 + (222 + 222N (2 — 1) = 2iH (2" 2% — 7' 7?),

J
as quais podem ser respectivamente reescritas como
0: 21 + 0. 7' = 2iHe(Z2? 73 — 72 7%), (4.28)
0: 7>+ 0,2 + 22" 2% + 7' Z%) (1 — %) =2%H(Z'Z* - 7' 7%), (4.29)
0: 73 + 0,23 — 22" 7% + 71 Z%) (1 — %) =2iH(Z'7* — 7' 7%). (4.30)
Por fim, as equagoes (1.48) sao escritas na forma
0,7" = 2w, 7 vie *q(Z?Z° — Z*7?), (4.31)
0,7% + 2(7 - %)le3 = 2w, 72 +ice *q(Z1 23 — 7' 7°), (4.32)
0,7% - 2(7 - %) ZVZ2 = 20, 7% + iee 2q(21 2% — 21 27). (4.33)

Seja & a forma de Maurer-Cartan em S? . Portanto &(E,) = é,. Demonstramos, entao,

o seguinte resultado de integrabilidade para superficies em SiT.

Proposicao 4.4.1. Seja o uma 1-forma definida em ¥ com wvalores em g localmente
expressa por
a=2¢e,® (Z“dz + Z“dé),
para fungoes complexas Z%(z, z) definidas em X. Supomos que estas fungoes satisfazem o
sistema (4.25)-(4.33) e as condigdes iniciais
1 _
(2 + (22 4 (Z) () = 0, (2P + |22 +12°P) (20) = 500,
onde w(zz) >0, H(z,2) e q(z,2) sao funcoes dadas em X. Entdo, existe uma imersao
isométrica X : ¥ — S? _ tal que

XX = a,

isto €, X € uma primitiva de Darboux de o, X*© = a. Além disso, esta imersdo tem
métrica prescrita

62w|dz|2

e sequnda forma fundamental

I _
gdz2 + 3e%dzdz + gd22.
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Prova. Definimos a 1-forma definida em ¥ x S? _ com valores em g, dada por
I = mpo —mgs w.
Entao, podemos verificar que a correspondéncia
Dipg) = ker ), (p,g) € M x SZ,

¢ uma distribuicao integravel. Verificamos primeiro que tem posto constante. Considera-
se, para tanto, a restricao

Wg*p . D(p,g) — sz,

demonstrando que tem nicleo trivial. De fato, dado (v,w) € Dy 4 com
v = (v, w) =0,

temos
0=ww)—al) =w(w)
e, portanto, w = 0, posto que @, : TgSf’T — TESE,T ¢ um isomorfismo. Concluimos que
(v,w) = 0, como desejado.
Finalizamos mostrando que sy, : Dy, 0 — 1,2 ¢ um epimorfismo. De fato, dado
v e T, seja w, = av) € TeSiT. Consideramos, entao, o campo invariante a esquerda

W € g gerado por w,, de modo que
wy(W(g)) — a(v) = w, — w, =0,

ou seja, de modo que

(v, W(g)) = 0.

Desta forma, demonstramos que a cada v € 1,3 corresponde um vetor (v, W(g)) € D(p.g)-
Deduzimos, enfim, que a distribuicao tem posto constante, igual a 2.
Verificamos a seguir que é uma distribuicao integravel. Para tanto, calculamos, omitindo

projecoes,

dll = da—do
= ¢, ®d(Z%dz+ 2°dz) — dw
= 6,® (0:2°dz Ndz 4 0.2°dz N dZ) + [0, 0]

= éa®d2/\d2<azza—agza) + [d),d)]
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Entao, temos

dll = ¢,®dzAdz(0,2° - 0:2%) + o — L, a — 1T

= ¢,®dzANdz(0.2° — 0:2%) + [, o] — o, 11] — [II, o] + [IT, ],
o que implica que, modulo I, vale

dll = é,®dzAdz(0.2% — 0:2%) + [a — 11,0 — 1]
= 6,®dzANdzZ(0,2% — 0:2°) + [éa, &) ® (Z2°dz + Z°dz) A (Z2°dz + Z°dZ)

= 6.®dzANdz(0.2°— 9:2°) + é. ® dz Ndzo$, (2°2° — 2°2°),

onde ¢¢, sdo as constantes de estrutura de S?_.

Por sua vez, as equagoes (4.25)-(4.27) implicam que
0.2¢ = 0:2° =Ty,(2° 2" — 2°Z").
Portanto, segue que
dll = é. @ dz A dz (T, + 05,) (2°2° — 2°2°).

Entretanto, devido ao fato de que a conexao em S? _ é compativel com uma métrica invari-
ante a esquerda, os simbolos I'f, + o0&, sao simétricos com respeito aos indices inferiores.

Entao, concluimos que

dll =0

moédulo II. - Assim, a distribuicao ¢ integravel. Visto que ms., : D) — 1,5 é um
isomorfismo linear, demonstra-se que as folhas integrais da distribuicao sao, localmente,
gréficos de aplicagoes de abertos de ¥ em S? . Um argumento padrao de monodromia (v.
[37]) garante que, de fato, uma folha integral é gréfico de uma imersao X : ¥ — SE’J.

Concretamente, dado (v,w) € D, ), com g = X(p), temos w = X,, - v. Dai,
W(Xyp-v) —a(v) =0

ou seja,
3

O(Xop - v) = Z é.(Z2°dz(v) — Z°dz(v)).

Portanto, aplicando-se a ambos os lados desta equagao a diferencial Lg,. da translacao a

esquerda por g = X(p), temos

3
Xip-v= Z Ealx) (Z2°dz(v) — Z°dz(v)).
i=1
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Isto obviamente acarreta que
X, =E,|x7% X:=FE,|xZ" (4.34)

Sendo assim, a expressao (4.24) define um campo normal ao longo de X. Além disso,

diferenciando (4.34) com respeito a z temos, das equagoes (4.31)-(4.33),

3 3
X.. =Y {0.2"+ Y ZIZTE ) Eylx = 2w. X, + % gN,

k=1 ij=1

o que implica que
<XZZ7X2> = 2wz<XZ7X2> € <XZZ7XZ> = 2wz<XzaXz>-

Da mesma forma, as equagoes (4.25)-(4.30) implicam que

X.. = <He*N
2
0 que, por sua vez, garante que
<XZ27 Xz> - 0
Portanto,
8z<Xz7XE> = <XZZ)X5> + <Xz7 Xz%) = <XzzyX2> - 2wz<qu XZ>7
logo

(X.,X;) = Ke*,

donde, pela condigao inicial sob a funcao (X, X;), obtemos que métrica induzida em X

pela imersao X é determinada por
1 2w
<XZ7 X2> - 56 .

Além disso,

az<Xz7Xz> - 2<Xzz7Xz> - 4wz<X27 Xz>7

logo
(X, X.) = Ce*,

segue, pela condigao inicial sob a funcao (X,, X.), que a imersgao é conforme. Con-
siderando estes fatos, concluimos que N é um campo normal unitario. Assim, as equagoes
(4.31)-(4.32) implicam que ¢ ¢é a diferencial de Hopf da imersao e as equagoes (4.28)-(4.29)
mostram que H é sua curvatura média.

Estes argumentos encerram a prova. U
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4.4.2 Uma Equacao de Dirac

Observamos que a equacao polinomial dada em (4.21) tem uma solucao da forma
2 =, 2= (- eld), 2= S+ eld), (4.35)
com as funcgoes 11 e 1y verificando
P 4iZ% = —e?, 2P 442 =43 (4.36)
Além disso, a expressao da métrica de X em termos de 1)1 e 1, €
e = |th]?* + €|n]? (4.37)
e, uma vez que,

2225~ 2°2° = J(al? + elinP)(usl — el
AVARVAV AR —%(|¢2|2 + e[ *) (Yitz + Yithn),

AYAR Ay L. %(|w2|2 + €)1 [*) (P12 — Prha),

usando (4.24) e (4.37), deduzimos que a expressao do vetor normal em termos das fungoes

V1 e )y é
N = e {(|1]* — €|a])Er + (102 + 1the) B + i(U10s — th1the) Es}. (4.38)

Deduzimos, agora, as expressoes explicitas para os potenciais U e V' que satisfazem (2.28).

Ao somarmos a equagao (4.25) a equagao (4.26) multiplicada por i, obtemos

_ _ 2 _ 2 _ _
—0:(ZM +iZ?) + 02t +iZH) + 22N 2P —iZ?) - 22N 2P —iZ?) =0,
T T

que pode ser reescrita como
1y 2 o1 o 2ot sy 2ose o
ALY+ iZY) (2 +iZ) — LN iz + LN (22 +iZ%) = 0
T T
e ao usarmos (4.36), se transforma em

0~ el) + 0.(43) — Zdhn( i) + inta(93) =0,
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que é equivalente a

2enDuth -+ 20302 + (il + elyn]?) = 0.

Por (2.28), segue que

€V —U = ——(|tha]® + €|tn]?). (4.39)

1
-
Agora, ao somarmos a expressao (4.28) a equagao (4.29) multiplicada por i, obtemos
_ _ 1. - _ _
0:(Z" +iZ%) + 0.(Z1 +iZ*) + 2(1 — ) ZNZ° —iZ*) + Z1 (2P —iZ?)}
T
=2%H{ZY(Z* —iZ*) - Z1(Z® —iZ%)},
que pode ser reescrita como
_ _ 1. _ _ _
0:(Z' +iZ%) + 0.(Z' +iZ?) — 2i(r — =) ZNZ* +iZ%) + Z1(Z* +iZ°)}
T
= 2H{ZNZ* +iZ%) — ZY(Z* +iZ?)}.

Usando as expressoes em (4.36), assim como a definicio de Z3 em (4.35), deduzimos a

equacao

O-(~e?) + 8.(45) — 2i(r — ) [utha(—eyd) + it}
= 2H {1 (¥3) — Yrba(—e?)},

que é equivalente a

—26€1 0511 + 200,105 — 2i(T — %wl%(l%l? — elyn?)
= 2H¢1¢2(|¢2|2 + €|¢1\2),

expressao que, por sua vez, nos fornece

eV + U = —H(|[of* + eltn]*) —i(7 — %mw — e[tn]?), (4.40)

onde, utilizamos novamente (2.28). Assim, as expressoes (4.39) e (4.40) geram um sistema

de equacoes lineares em U e V', cuja solucao é

U=~ {(H = D)l + a4 ilr = Dl ), (441)

V= —%{(H + %)(’¢2|2 + €| |?) +i(r — %)(|¢2|2 — i)} (4.42)

Estos calculos permitem demostrar a seguinte
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Proposigcao 4.4.2. Seja X : ¥ & SE’,T uma imersao isométrica de uma superficie de

Riemann X em S?_. Entdo o campo de espinores

Y
(G2

definido pelas equagoes (4.20) e (4.35), satisfaz a equagao de Dirac Dip = 0, onde

Y=

0 0. U 0
_l’_
—-0; 0 0V

@:
:
T

U = g {(H = D)(Wal? + eht?) + i — D) (ol — el )}

V= (U + D)l + en )+ i — D)l = elia )}

Observacao 8. No caso da esfera SU,, isto €, e =1 e T =1, obtemos

1 . 1 .
U= =5 (H =)ol + [a"), V= =5 (H +8)([a]* +[1]")
e no caso do espago AdS SU, 1, isto €, e = —1 e 7 =1, obtemos

U = 5 (H = i) (ol ~ [9a?), V= L(H +)(al” — ).

A Proposicao 4.4.1 pode ser enunciada em termos de 1, e ¥ na seguinte forma, o que

assegura uma reciproca para a Proposicao 4.4.2.

Teorema 4.4.1. Consideramos, em uma superficie de Riemann simplesmente conexa 33,

dados Y1V dz, o/ dz , satisfazendo a equacdo de Dirac Dy =0, onde

0 09, U 0
o[ ), o= + ,
(1 —0: 0 0V

U= 200 = D+ ) + i = Dyl = i)

V= S+ D)l + elunl?) + i — D)l — el ).

Supomos que 1 e s satisfazem o sistema de primeira ordem

ehr o 0.1 _ e“w, — i(T — L)1 (|Ka|? — €|tn]?) (4.43)

—1y U D.1bs L+ 2i(L — T)yiys
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onde w > 0, q e H sao fungoes definidas em Y. FEntao, existe uma imersao isométrica

X : X =S¢ com curvatura média H, tal que
dX = X,dz + Xzdz
ou seja, representada pelas formulas (4.20) e (4.35).

Prova. A prova do teorema segue da Proposicao 4.4.1 se demonstrarmos que o sistema
de primeira ordem (4.43) provém das equagoes (4.31)-(4.33).
Para tanto, somamos a equagao (4.32) a equagao (4.33) multiplicada por 4, obtendo
1 _ _ _
0(Z°+iZ7)+2 (T——> ZNZP=iZ%) = 2w, (ZP+i 2% ) +iee > q(Z(Z2°—i27) =21 (2°=iZ?)),
T

o que pode ser reescrito, usando (4.36) e a expressao Z' = 111y, como

—€0,? + 2ie (7’ — %)1/1?222 = —2ew, Y] + ee_zwq(¢11/12|1/}2|2 + e¢1¢2\w1|2),

que vem a ser, levando em conta a expressao (4.37), apds divisdo por —2e,

Y011 — i<T — %)10?%@2 =w); —e ¥ gl/h%,

expressao equivalente a

. 1 - Cw
U100y = by (wathy + (7 - )i —e g%). (4.44)
Agora, reescrevemos a equagao (4.31) como

0. (V1) = 2waapnthy — 2 ([af? — etha]?) ([0l + o),

donde obtemos, considerando (4.37),

Godtbs + ol = 201 — e ([’ — et ). (4.45)

Supondo, momentaneamente, ¥, # 0, e substituindo a equacao

D1 = why + i1 — %)1@%1/_)2 —e” 31/12

no primeiro termo do lado direito em (4.45), obtemos

77[)16277[_)2 = 77[)1 <WZQZQ - Z(T — %)Qﬁﬂ]}g + ee v g@Zl) . (446)
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Obviamente, as equagoes (4.44) e (4.46) nada informam em pontos em que ¢; = 0. O

sistema de equagoes

. 1 - w
O = w + Z(T - ;)1?%@@2 —e g%, (4.47)
_ o 1. - -
Oy = why — Z(T - ;)wlwi +€e gwl (4.48)
equivale, nos pontos em que ¢ # 0, ao sistema (4.31)-(4.33). O

Observamos que o sistema (4.43) pode ser obtido da seguinte maneira. Inicialmente,

calculamos a derivada em relacao a z da expressao da métrica, obtendo
ew‘-“)z = ¢23ZQZ2 + 61;1@1?1 + (6‘7 - U)w1&27

donde, pela expressao dos espinores U e V' dados (4.41) e (4.42), obtemos

Vadethy + €1 040 = e“w. — i(r — %)z/mﬁz(l%lz = elvn). (4.49)

Continuamos, determinando a expressao da diferencial de Hopf em termos das funcoes
e 1o. Temos, de (4.35) e (4.38),

3

> 0ZNELN) = e {e(th10:1h + 0.0 ([t * — €|
0T — Bt + BB

— (20:400 + €p10:401) (Y112 — U1tha)}

= e “{ler([1]* = elthal?) + a1ty + P1ta) — ba(P1tha — 11902)]000s
+ o (91 ]* = €|wb2]?) — 1 (1302 + Pr1the) — V1 (P1thy — 1he)]€d.1p1 }

= e {[Wr(eln] — [v2f?) + 241 (¢[00

+ ([0 ]* — elval?) — 202y [Pled.on }

= e ([0l + €[ [)0.02 — o[t [* + €|ta]*) €Dzt }

= e~ (|v2]® + €[t *) (1¥10.02 — ¥20:901)

= 10.12 — 0.1,
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Por outro lado, de (4.35) e (4.15), obtemos

2
Z Z' 2T (B, NY = {Z2'Z°r — Z2'Z%(= — 7)}{E», N)
T

=224 222 - ) (B, N)

= _2(% —1)Z'Z*(Ey, N) + 2(% —1)2'Z*(E3, N)

_ 2(% ) ZM 2By, N) — Z3(Es, NY}

= e~ T {(F3 — ) uths — vav) — (5 + WD) (Wrtis + i)
— i (s = TH{-2balliaP + i)}

— 2GR = 1) (0 + i)

= —w%&%é - 7).

Combinando estas duas tltimas relagoes, em fungao de (1.49), deduzimos

V10109 — 201 = —+22( — T35, (4.50)

4.5 Uma Diferencial Quadratica Holomorfa

Calculamos, no que segue, (R(0,0.)0., N) em termos das funcoes 1; e 1. Como no

capitulo anterior, temos
(R(0;,0.)0,, N)
= (Z'72% - Z'Z*){Z'N*(R(E\, E3) By, Ey) + Z*NY(R(E,, Ey)Ey, 1)}
+ (2P 7% — 21 ZH{Z'N*(R(E\, E3)Ey, Es) + Z°N'(R(E,, E3)Es, Ey)}

(22723 — 22 Z){Z>N*(R(Es, E3)Ey, Bs) + Z3N*(R(E,, E3)Es, E»)}

onde, as funcoes N*, (i = 1,2,3) sao as componente do vetor normal N em relagao ao
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referencial {F1, Fy, F3}. De (4.16) segue que

(R(0:,0,)0,,N) = (Z' 2% — Z' Z*){-Z'N*er*(E\, Ey) + Z*N'er®(Ey, E\)}
+(Z' 723 = Z' 23 {-Z'N*7* + Z°N'7*(E3, E3)}

(22723 — 2273~ Z°N3c(4 — 37%) + Z°N%e(4 — 372)}

= 722" 2 - Z'Z*)(-Z'N? + Z°NY) + (2" Z° — Z' Z°)(—Z'N* + Z°N')

+ (4 =3 (2227 — 22 Z%)e(-Z>N? + Z°N?)

1 1
2 3 271 1n72 2 2 3 a7l 1a73
=7 22,6_2MN(ZN —ZN)—T—QZ,G_ZWN(ZN — Z'N?)
+ (4 — 37— NYZ*N? — Z2N?)

i€—2w

— _%GQWTQ{ZQNIN?) _ Z1N2N3 _ Z3N1N2 +Z1N2N3
—3Z°N'N? + 373N N3} — 2ie* N (Z°N? — Z?N?)

— —%e2w72{4Z2N1N3 CAZ3NIN?Y 4 2ie* NY(Z2N® — Z3N?)

= 20 N'(Z?N° — Z°N?)(1 - 7%)

onde, acima, usamos (4.24). De (4.38) e (4.35), obtemos

(R(05,0,)0,,N) = 2i(1 — 7'2)62“’]\71{22]\[3 — ZBNQ}

= 2i(1 = ) (Wl — elal) 5 (03 — e idags — )
L+ WD (Wt + i)}

= —(1 =) (|["n]* = e|vo ) {13 — rba|a]® — ebriha |t [* + ethiny
— (V1althal® + 50 + €ty + eriba|n [P)}

= (1= 7)1 * — elal*)2(1¢a]* + €|y [*)n 10

= —2e(1 = 72)(|thal* — €|t [*) (|02 + €t |*) 1o

= —26(1 = 72)([tha]* = [t1[)t0r90s.

Por outro lado, temos

az(Zl) = 52(%&2) = 7?1321;24‘&202%
= P(=Ut) + 0aVipy = Ul |* + V||
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Logo, por (4.41) e (4.42), obtemos

HZ) = <TF+ Vi
= S PLE + D)Wl + lenl?) = ilr = D) (1l? — el )}
— SRR + )1l + i) + i = D)(al? — el )}

= L Dyl + PP el
b it = L — P - el

€

= —S(H+ Dl + len P Il — i)

€

— il = D)l = eI IL? + el )

= (el ~ Wl + L i - )
= —SH +in) ([l — ]

Portanto,
0:(2')? =22'0:2" = —e(H +it)(|¢a|* — |1 [))tr1¢n.
Assim,
(R(0:,0.)0.,N) = —2¢(1—72)(|tha|" — [tr]") 192
= —2¢(1—-17%) (Hj:h@z(Zl)Q)
_ 2(1_7)H1 0.(21)
1

= { <H+ZT) — 05 (—H+i7> (21)2}.

Logo

Esta férmula fornece

Proposicao 4.5.1. Para uma superficie de curvatura média constante em S _, a forma

€,T7

diferencial quadrdtica

1T

352 q 2 (Z1)? 2
= 21 -7
Qdz (2 ( )H — | dz
¢ holomorta.

Além disso,
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Proposicao 4.5.2. Se a diferencial Qdz® ¢ holomorfa, entio a superficie na esfera de

Berger S _ que verifica 1 — 7% = 72 tem curvatura média constante.

Prova. Procedemos por contradicao. Suponha que, em um aberto, tenhamos H, # 0.

Logo, de (4.51),

€ 2w 2 1 1\2 2(1_7'2) 1\2
56 H,=2(1-717%) <H+z’7>z(z> :—mHE(Z ).

Como € = 1, e = [1hy|? 4+ |11|? e Z = Y11, a equacdo acima torna-se, em modulo,

21 -7

2
e Hella PP

1
§<|¢2|2+ 1)) H| =

que, pela suposi¢ao, pode ser reescrita como

(H? + 7%) (Jtho + [ [*)* = 4(1 — 7)o |

2

Uma vez que 1 — 72 = 72, obtemos

H?([o]* + [41%)? + 72 (|4ha|* — 1 ]*)* = 0,

a identidade acima sendo vélida se, e somente se, |1)s| = |¢1] e H = 0, i.e., se a superficie

¢ minima, o que contradiz a suposicao e prova a proposicao. 0

4.6 A Aplicacao de GGauss

Doravante, estudamos a aplicacao de Gauss da imersao isométrica de uma superficie de

Riemann em Sg’,T via uma projecao estereografica conveniente. Denotamos
S? = {(a,b,c) € TeSiT 2 =1)

S2, ={(a,b,c) € T.S, 1 ea® + V" + * =¢, ¢> 0},

e, como sempre, pomos é; = F;(e). onde, acima, identificamos o vetor aé; + bés + cé3 €
TES:;T a terna (a,b,c) A projegao estereogrifica, na esfera S?, com respeito ao ponto

N; = (1,0,0) é dada por

7T11§%—>C, mi(a,b,c) = +1 , m(Ny) =00

e tem inversa

1

''C— St oy (w):m

(|Jw|* = 1,2Re(w), 2Im(w)), 77 *(c0) = Nj.
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Analogamente, a projegao estereografica, em S? |, com relagao ao ponto S; = (—1,0,0)

tem imagens no disco D = {w € C : |w| < 1}, e é dada por

b . c
71:8*, =D, 7_i(a,bc)= 1+a+21+a

tendo inversa

_ _ 1
71:D—$,, 7 i(w)= 1——|w|2(1 + |w|?, 2Re(w), 2Im(w)).

Englobamos ambas as possibilidades, escrevendo

b . c
7e(a, b, c) Tt (4.52)
1
W;l(w) = TE‘U}‘Q(’U)’Q — €, 2R€(U]), QIm(w)), (453)

onde

sendoPlle,P_lel,DlzCeD_lz]D.

Dadas a imersao X : ¥ & S?_ e o parametro conforme local z, definimos as fungoes

0

f = &37 g = ¢27 (454)

de modo que
. .
Z'=gf, 2’=50-e)f. Z'=5(1+e)f.

Além disso,

Lema 4.6.1. Dada a imersdo isométrica X : X & S?_, a métrica e o vetor normal sdo

€,T7

expressos, em termos das fungoes f e g, por

e = [fP(L+elgl*)® (e =1fI(1 +elgl) (4.55)

1

N=—-
1+ €|g|?

{(lg]> — ©)E\ + 2Re(g) Ex + 2Im(g) Es}. (4.56)
Temos, ainda,

Lema 4.6.2. Dada a imersdo isométrica X : 3 & S?

2. a aplicagio de Gauss 1 : % — S?
satisfaz w.(n) = g. Isto é, composta com a projecdao estereogrdfica adequada, a aplicagdo

de Gauss é dada por g.
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A equacao de Dirac é equivalente ao seguinte sistema de equagoes de primeira ordem em
fey.

Lema 4.6.3. As funcoes f e g associadas a imersao isométrica X : 3 % SZT satisfazem

= P + D)1+ elg?) — ifr — 1)1~ elgl)} (157

g = =L+ D)1+ lgf? +ilr = D)1 = lgP?). (4.58)

Prova. Usando a definicdo das fungoes f e g em termos de ; e 1o dada em (4.54),
assim como a equagao de Dirac (2.28) com potenciais U e V' expressos em (4.41) e (4.42),

concluimos que a derivada de f em relacao a z é calculada segundo
fo = 2040 = 201U
= DulA(H + D)l + i) = iCr = D)4l — elaP))
= gIfH{(H + %)(|f| +elgl?|f]) —i(r = =)(If] = elgl’[fD}

= FPCH + D)1+ elgP) —i(r — 1)1~ elg))

3

qw

e, para a derivada de g em relacao z, obtemos
1 - . 1 - _
9z = 5112001 — 10:0a ) = — {1V ihe — i (=Uth)}
(55 (&
1 _
= ?2{|¢2|2V + [ PUY

_ nzﬁ LU+ L)l + i) + 7 — D)l = el )
= RN D0 + i) = it = Dl = i}
= Vg + D051+ oo + it = D171 - lgPl11)
. mflf!%{gf + D)1+ elol?17D) — it 211~ ela’L71)}
_ Gf (H + )(1 +elg|?) +i(r — %)(1 —€g*)}

|g| f

~ L D) — it~ D0 o)
- —§{<H F D04 elgP)e 1) +ilr — 21— elgP)e o)

- _%{(H + 9(1 +elg[?)? +i(r — %)(1 — elg*)*}-

Uma consequéncia imediata destas equacoes é enunciada abaixo.
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Lema 4.6.4. Se a imersio isométrica X : ¥ % S € minima, entdo
G 2
fo = ilfPg{= — 7(1 = elg)} (4:59)
e
1 - 4de
gzz—gq{;mﬁ+70—«MPF} (4.60)
Além disso,
% —(1—¢lg”)
9oz — 26 g 599:9- = 0. (4.61)

2|9l + (1 —¢€lgl?)

Prova. As equagoes (4.59) e (4.60), respectivamente, decorrem imediatamente de (4.57)

e (4.58). Com respeito a (4.61), temos, pelo fato de que (4.60) fornece

2e
Ligl2+7(1—€elg|?

)2g5 = —Z]EE eooj

i -  4de
92z = _E‘Efz{?|g|2+7—(1_€‘g‘2>2}

- 4
— Sef{=(97. + 39.) — 2em(1 = elg)(93: + 79.)}
i
2
%J{% —2e7(1 — elg*)}(93: + Gg-)
1 4 2
= S Po{=lgP + (1= elgl)HZ —7(1 — elgP))

1

9
7 - 4de _
— §d{;~—%fﬂ—fwfﬂg%

= el P NP 71— g — (1~ elg)
— ifol2 —r(1 = g e lo + 71~ o)}

i - 4de _
— §d{;~—%fﬂ—fm9ﬂy%

= 264 % T(l_€|g|2) 99:9-
Flgl? 4+ 7(1 — €lg]*)?

= oo % —(1—¢elg]?) -
2=2lgl? + (1 —€lg]?)?

Observacao 9. A equagdo (4.61) € equivalente a
) T% — 1+ €|g|?
T0-3)+ G - 1+ dgP

g22 - 2 )2§gigz = O

(XU + 71— g H il f P01 — (1~ elgl)]}

— seFol — 2er(1 — g Haef T olgl + (1~ elgl?)?]}

(4.62)
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De fato,
gz = 26 = — (L= dgf) 39:9-

Zlgl? + 1 — 2¢[g]* + |g|*

= 2 % — e|g|2 4gz9
1+ 2e(Z = D]gP+ g™

— 2 iz~ 1t clol 799:9
1= (& 12+ (& - 1+¢g)?7"

= 2 =~ Lt elgl 9929--
(1= %)+ (F —1+egP)77™

E possivel interpretar a equacao (4.85) como a equacao de uma aplicagdo harmonica

definida em Y. Primeiro, observamos que

Observacgao 10. Definimos, para e = —1 ¢ 0 < 7 < 1, a constante ro = %(1 —V1-72).

Sendo assim, a expressao

4 1 2
5(1 - g) + [g — 1+ elw]*)?

¢ positiva no disco D, = {w : |w| < ro}.
Para uma prova deste fato, veja o apéndice.

Proposicao 4.6.1. Seja X : ¥ & SE’,T uma imersao isométrica minima. Suponha que a

aplicacao de Gauss g de X satisfaz g : ¥ — DI, onde

C, e=1, 0<r
D

D =

€

e=—1, 0<7< L

T0"

Entao, g € harmonica sobre DT considerado com a métrica

1
ds?, = \2 dw|? = dw|?. 4.63
Se,T e,T(w)| UJ| %(1—%)+[%—1+6|w|2]2| ’lU| ( )
Prova. Temos
1(4 1 2 o) T2 b
(Aer)y (W) = —3 {g(l - ﬁ) + [ﬁ — 1+ elwl[] } 2(5 — 1+ elw[)ew
2 —1+¢ewf? _
= —¢

w.
(20— 5)+[2 -1+ w2}

T T
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Logo,
2 Z —1+¢gf?
ooy PO = g
Assim, a equagao (4.85) pode ser reescrita como
gos s (o), (9)g:0: = 0,
).
que expressa, por (1.55), a harmonicidade de g. O

Com esta informagao, demonstramos com as notacoes dadas acima,

Proposigao 4.6.2. Se a aplicagao de Gauss g de uma superficie minima em Sg’ﬁ satisfaz
g: % — D7, entao a diferencial de Abresch-Rosenberg da superficie minima em SS”T é um

multiplo escalar da diferencial de Hopf associada a sua aplicacdo de Gauss g.

Prova. A diferencial de Abresch-Rosenberg de uma superficie minima X : ¥ & S?_ ¢é

dada por
~ Zl 2
Qodz? = <g —2(1— 7'2)—( : ) ) dz?

2 1T

e a diferencial de Hopf da aplicacao de Gauss de X é
Gdz* = \! (9(2))g:9-d2".

Expressamos, entao, as fungoes (Qy e G em termos das fungoes 1)1 e 15 e suas derivadas.

Temos, por (4.50),
_ _ 1 _
5 = ety + tnditby — 2i(= — TV

Logo,

272
Qo=’%@%—%@%—%é—ﬂﬁ%—ﬂbw%%?
= wlazQZ)Q - &2@@/}1-

Por outro lado, temos g = %, 0 que garante que

1 - _
9. = __2{¢28z'¢1 - wlasz}
2
Ademais, de (4.60), obtemos

B 1 4e
7. =0z = 56]”{7|g|2 +7(1 = €lg|*)?}.
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Assim,

o
I

X (9(2))g-9-

1

2

=lgl* + (1 —elgl?)?2

-
€f
%-6‘9‘2 (1 €|9|2)2

1
- §€ngz

= %m‘{?ﬂgaﬂm - @/1182&2}’

dado que f = 2. Portanto, G = —%67‘@0.

7 4e
SeH gl + 71— elg ).

4e
{7MP+TG—dm5ﬂ%

O

As equagbes em (4.43), que compdem o conjunto de equagoes de Gauss-Weingarten sufi-

cientes para a integrabilidade de uma imersao isométrica com segunda forma fundamental

prescrita, podem ser reescritas em termos de f e g.

Lema 4.6.5. As funcoes f e g associadas a imersao isométrica X : 3 % SZT satisfazem

fo = 2(wnf +edegl 1 4~ o)

Prova. Para a derivada de f em relagao a z, temos, por (4.48),

[

= Q&Zaz@z2
= (sl + e+ i — TV TR)

= 2ot + el + i - 7o)

e para a derivada de g em relagao a z, temos de (4.47) e (4.48),

9. =

Verificamos, ainda

&2@% __ 1?18%52
V3

wi%(ih(wz% - gewwz - @(% — 7)Yt

drlwathr + eLe gy + i~ IagR)

1 q 2 2 1 N2
7 (=50l + eln) = 20 = 1) (wr0)?)
(G420 =)

(4.64)

(4.65)
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Lema 4.6.6. As funcoes f e g associadas a imersao isométrica X : 3 % S‘zf satisfazem

N q lg* —¢
(fg). =2w.fg+ GQW (4.66)
%((1 - egz)f)z =w,(1—eg®)f+ Eq% + z(% —7)(1+€d°) fPyg (4.67)
%((1 + egQ)f)Z = jw, (1 + 692)f + ieqlzn—;g’# — (% + 7‘) (1 — egQ)f2g (4.68)

Prova. Usando o lema anterior junto com a expressao da métrica dada em (4.55), calcu-

lamos

= 2g(waf + e glfl +il- ~ ) f?) + (=5 2~ 7)(ef)?)
= 2u.fg+e3 (27| fllgP — o)

2
= 2w.fg+ eg (2—|f||g| — E)

2Ifl(1 + €lgl?)
= 2w, fg+ eg%
Temos, igualmente,
1 9 1 )
s((L—eg”)f), = —efgg. + (1 —eg’)f.
= eg(d 42~ )(of))

+ (1—eg?) (w.f +egeglf| + i(% —7)9/”)

= w.(1—ed®)f+ %q(g +(1—eg®)egf?)

+ ’i(——T)(f—l—eng)fg

€ atat eglgl* — eg’g
2 1+ €lg|?
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Por fim, calculamos

(1 +eg)), = —ieg(L+ 22 —)(osP)

iUt ) (onf + che gl 4L~ )af?)
= iw.(1+ed®)f+ i%q( — g+ (1+eg®)eqlf])
b (=) fe2eld — 1+ e)f)

1+eg?
29)
1+ €|g]

N | .

= iw,(1+eg®)f +i§q( -9+

SCEUTRICR ey

. € —g+7—eg|g)* +eg’g
= (1 2 e
zw( + €g )f+z2q TF elgl?

+ =) P 1+ )
m(g) 1

— (=) (L -er).

_ 21 2 Ly
zw( +e€g )f+zeq1+€|g|2 -

De modo anélogo, temos

Lema 4.6.7. As funcoes f e g associadas a imersdo isométrica X : ¥ & S2_ minima

satisfazem .
(f9): = =5 If12(1 = Igl") (4.69)
(50-)7) =jlfPlrat+ ) - 22 - Da+®) (@10
(gu + 692)f>_ = Il = ) — (2~ 7)g(1 + eg?)) (4.71)

Prova. Usando as relagoes (4.59) e (4.60), temos

9:(fg) = g0:f + fOzg
= GilfPFLE — (L~ elg)} — FaeF{Tlg +7(1 —clgl?)*)

2 ' 4
= PP = 7= g} = Sl P lgl + (1 - elgl?)?)

, 2 1 e

= ZE|f|2{6|g|2[; —7(1—€lg])] — 5[7|9|2 +7(1—€lg|*)?]}
) 2€ 2e T

= Z€|f\2{?|g|2 — elg|*r(1 — €lg]?) — 7!9!2 —5(1- elg*)*}

= il fr(1 — elgP)elgl + (1 o))

. 1 1

= el fPr(1 o) + gelal)
1€T

= —7|f|2(1 — 9],
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(50-h7) = j-2e0ms + 50—,

z

la—ey

= _Ggfgz 2

= o yeFLlol? +7(1 — dlgP)?} + 3(1 — el Pa(> 71~ elgl")}

. 2
= §|f| {g(7|g|2 +7 = 2erlg] + 7|g|*) + g(1 — 692)(; — 7+ 7elg]*)}

i Ae 9 %
= §|f\2{g(7|g|2 + 7 — 2er|g|?) g =7+ Telgl® — 792 +e7g’)}

_|_
i 9 2 %
= 5\]‘\2{26(— —7)glgl* + 79+ (= — 7)g + Teglgl* — —glg|* + eTglg|*}
T T T
9
.

= SUPEAC =gl +79+
= —If\ {rg(1+e5*) + (=
= LR+ ) -

e, por fim,

(30+ess) = S0+ 50+ )

z

(1 + 592)f2

MI@

= iegfg: +

= —icqf Lef{ g + (10— elgP} + L (1 + el P> — (1~ elgl)

= 5!]‘\ {9(7!9!2+T 2er|gl* + 7lgl*) — 9(1 + eg? )(g—TJrTEIg\ )}

= eIl + 7 — 2erlgl?) — 12 — 7+ 7elgl? + <§ ~ e
2 2 2
= SIFPA2CE —Tglgl? + 79 — (2~ 1)g — meglol? — (2 ~ T)eglgl?)
= P = ag 7o+ G- 75— reod)
T T
1 2
= SUPC = a1+ eg®) + g1 — eg?)

B %|f|2{79(1 —eg’) - %(2 —7)3(1+eg”)}-

Estamos, enfim, aptos a enunciar o principal resultado deste capitulo.

Teorema 4.6.1. Seja X uma superficie de Riemann simplesmente conexa e orientada.

Dada uma aplicagio g : ¥ — (D7, A2 ) harmonica nunca holomorfa, existe uma imersdo

€ €,T

conforme minima, X : ¥ % S . representada por

_ s . _ . .
XX, = —;AE,T(Q){nggel + (1 —€9®)g.62 + (1 + €9°)g.63},

(4.72)
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com aplicacao de Gauss g.

Prova. Definimos

1€ _ _
f — —2;)\37T(g)gz = — 1c 2 292:7 (473)

de modo que os componentes em (4.72) sdo escritos em termos de f e g do modo usual,
a saber,

L0+ e?)f. (4.74)

1
_(1_692)f7 Z3: 9

Zl _ Z? _
9f; 5
Pela Proposigao 4.4.1, basta verificarmos que as fungoes satisfazem o sistema (4.25)-(4.30)

para H = 0. Cumpre observar que, neste caso particular, basta verificarmos se a equagao

T = Z{a ARE Z Z' 7Tk }ep = 0 (4.75)

2,7=1
é satisfeita.

A partir de (4.73), calculamos
_ f

9= = Toie

{90l + 71— elg?)} = 5 H{ElgP + 71— elg))

Portanto,
? = ——f{ “lg* 4 (1 — elgl)?}

isto ¢, deduzimos (4.60). Pela harmonicidade de g, temos

€ _2 _
gz = g2 = H{=—7(1 - elg1*)}g9:9-,

onde G := %|g|? + 7(1 — €[g|?)%. Concluimos que
1€ _ o de, _ oN, _
fo = —gl9:2G = g:(—(99: + 99:) — 2€(1 — elg[")(93: + 99:)]}
 2ie 46 L
= — 5o {05G = 5[~ — 2¢(1 — elg]"))(93: + 992)}
226 o _ 2 2 _ _
= {26[— —7(1 = elg])]99:9: — 2€g:[= — 7(1 — e|gI*)l(99= + g9:)}

226 2
= — g2l — (1= €lgl){99.9: — 3:(9: + 992)}

2@693 2iegs
G G

= i~ 71— dglg
2 M= ¢ F

= i- =71 —elgl)]gff

= il7Pg{> — (1~ dgP)},
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o que equivale a (4.59). Por outro lado,
T (fg)61+f9( (1 - eg? )f)ez+8( (1+€g ).f)es

1
+ [ Z ZThé+ 5 (1—eg®)f Z 2T+ 21+ ') f Z Z'Tiéx.

i,k=1 i,k=1 i,k=1

Todavia,

3 .
= N T _o9\ A 1T _o9\ A
> ZThé, = —5(1= €g’) feés — 5 1+ €g°) fés,

Estes calculos resultam em

T = 000 +0:(5 0 — )P+ 0L+ ey
b Sl - ) s — (1t ) o)
1

S = ) FLL (2~ ™) ges + 5 (1 + ) for)

by e (2~ 2)fges + 5 (1 - ) fer)

2
1€T 9

= {0:(f9) + - IfP(1 —eg

+ 0501 = ) )+ SUPI6? ~ 2)g(1 +eg?) = g1 + )]}
FAOG+ e)f) + SR~ )90~ eg?) — (1~ )]}
= {2:(fo) + "TISP(~ lgl)én

b OG0 - ) + PG = 250+ e6®) — (1 + g )]}és
FAOG+ e + SR~ 7)9(1 — eg?) — mg(1 — eg?)]}es

Agora, como as expressoes das derivadas 9:(fg), 0:(2(1—eg?) f) e 0:(4(1—eg?) f) obtidas
no lema anterior sao estabelecidas a partir das equagoes (4.59) e (4.60), podemos substitui-

las na expressao acima, o que nos permite obter T = 0.
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Concluimos, a partir da Proposicao 4.4.1, a existéncia de uma imersao conforme
minima. Além disso, segue dos dois primeiros lemas desta secao que g é a aplicacao
de Gauss da imersao X. Portanto, o teorema esta demonstrado. O

Complementamos o teorema acima com a seguinte

Observacao 11. A expressao da métrica induzida em X, e a funcdo componente da
diferencial de Hopf da imersao X dada no teorema anterior podem ser expressas em

termos da fun¢ao harmonica g. A saber, a expressio da métrica é

2
e = ~X(9)lg:| (1 + elgl”) = gL+ elgl®)  (4.76)

2
Elgl? +7(1 — elgl?)
e a fun¢ao componente da diferencial de Hopf é

q ie 1 4

5 = Ze gzgz+2l(__7_) .
2 Lg|2 4 7(1 — €|g|?)? T (%]g]> + 7(1 — €|g|?

)2)2§592. (4.77)
De fato, pela definigao da funcdo f, dada em (4.73), obtemos, de (4.77),

g = —fg.+2i G — T) G f? (4.78)

isto é, (4.65); e, de (4.76),
e = |fI(1+€lgl*). (4.79)

Derivando esta expressao em relacdo a z, obtemos de (4.78), (4.59) e (4.60)

e, = ﬁ(ffz + FE)(1+ elgP) + el f1(39- + 97)
e f ) 2 E—T — €¢|g|?
= s o |2 = - g |}

w a . 4
s G e b e e |
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donde
Lz € gq igf |2 2
z = z ar o |- 1—
TR e
veg f 1 g € de 9 4
— 2= = — — =2
b o =l + 5 (o (- 2enlgl 47l
ff: e ™Iflga igf [2 >
= — BT e
iegf {g 2, € 4}
+ TTcgP 27'—|—7'|g| +27|g|
ff: e |flgg igf [2
= S e lon W2
2| f| 2f 2 |7
iegf € 212
It
ff. e Iflgg  igf [ 2 2 2
- - E2ZAD - 1
S ey elal) 4 (L el
. I- €€_w|f‘§q . 1
Deste calculo, deduzimos que a derivada de f em relacao a z é
q __ . 1 2
fz:2 wzf+€§€ g‘fl_'_Z(;_T)gf ) (480)

isto é, (4.64). Finalmente, para mostrar que a expressao (4.77), ou equivalentemente, a
expressao (4.78) é, de fato, a fungao componente da diferencial de Hopf, verificamos as

equagoes (4.31)-(4.33). Isto é, equivalente a mostrar que

3 3 3
SHo.28+ Y 2 2mh e =Y {2w.2" + %qN’“}ék, (4.81)
k=1

ij=1 k=1

o que segue diretamente do Lema 4.6.6, pois as derivadas de f e g em relacao a z, verificam,
respectivamente, (4.64) e (4.65).

Finalizamos esta secao apresentando alguns resultados quando o espago ambiente é a

esfera, SUj, ou o espago Anti de Sitter, SU; ;.

Lema 4.6.8. Se X : X % S} ¢ uma imersao isométrica, entio
fe=1fPg(H +i)(1 +€lgl) (4.82)

e — —%ef(H—l—z’)(l + elg?)2 (4.83)

Além disso,

€ - 2¢
=+ = fH.(1 o) E—— 1 | 4.84
g +2f (1 +¢€lgl”) 5 g% (4.84)
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Prova. As duas primeiras equagoes decorrem de (4.57) e (4.58). Com respeito a terceira,

temos, pelo fato de que (4.83) fornece

gz

26—
(1 + €lg[*)?

= —(H +1i)f € >,
segue o calculo

g = —5L(H+)(1+elgl?)
— STAHL(L+ elgP)? + 2¢(H +0)(1 + €lgl*) (9. + 79.)}
—S(H +i)(1+ elgPP{ fPg(H — (1 + lg)}
— S 2e(H + )1+ elgP)a{— el (H — )1+ o))
— STH.(L+elgP)? = S F2e(H +0)(1+ €939
= SFP(H? — )1+ elgP)P + FelH? — (1 + elgP Pl ef)

— GTH.(+ elgP)? = J(H + )1+ clgl)g9.

2¢  _
|29929z~

€ —
= ——fH.(1 N2y &

Como consequéncia do lema acima, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.6.2. Seja X : ¥ % S?, uma imersao isométrica. Se a curvatura média de X

¢ constante, entdo a aplicagio de Gauss de X, g: ¥ — (D, ds?), onde

€ harmonica. Isto €,

4.6.1 Exemplos
Na Esfera e nas Esferas de Berger

Seja ¥ uma superficie de Riemann simplesmente conexa e suponha que z = u + v seja
um parametro conforme de Y. Nesta secao, determinamos algumas solugoes da equacgao

% —1+4|g
ZlglP+ (1 —|g/?)

9zz — 2 Qggégz = 07 (485)
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com ¢ nunca holomorfa. Isto é equivalente a determinar funcoes harménicas n : ¥ — S? C
T,S? _ onde, sobre S?, consideramos a métrica conforme, que, no sistema de coordenadas

—1
1

wel — %WUW —1,2Re(w), 2Im(w)) € §?, (4.86)

¢ dada por
1

Zlw+ (1= fwl?)

De fato, g é uma representagao nas coordenadas conformes z de ¥ e w de S? (com métrica

4s* = N, (w) du* =

2
| duwl. (4.87)

ds?* = A3 _|dw|*) da fungao 7. Lembre que tal aplicagao g fornece uma imersao minima X

de ¥ na esfera de Berger SiT, X :¥ 9 S? | cuja derivada em relagao a z ¢ dada por

i
X. = =X (9){20:9F1 + (1 = ¢°)g:Fa + (1 + %) Fs} (4.88)

onde {E1, Ea, E3} é o referencial ortonormal de campos invariantes a esquerda na esfera

de Berger definidos em (4.5).

Exemplo 1. Sejam ¥ = C e g(z) = ¢z, onde ¢ é uma constante nao nula. Logo g; = ce
g. = 0. Portanto, é imediato que g é nunca holomorfa e satisfaz (4.85). Note que neste

caso,
Xo = =0 (e2){2Icl*ZEr + (1 = (c2))eEs + (1 + (c2)?)cEs)

Exemplo 2. Seja ¥ = C e g(z) = g(u + iv) = cosv + isinv. Note que |g|* = 1. Além

disso, temos

9. = 1(2 —i—)(cosv + isinv)

2 au ov

L2 (cos v+ isinv)
= ———|COS vV 7SI v
2 0v

? . .
= —5(— sinv + i cosv)
1

Analogamente, obtemos g; = —%g e g.; = _4119‘ Assim,

1 1 1

G9.9> = 959(—59) =19

1409
zlgr+ (1 —lg?)? 7
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donde segue que g satisfaz (4.85).

Exemplo 3. Suponha que 7 = 1. Seja ¥ =R x (—m,7) e

9(2)

onde a® + b*> = 1. Temos

Analogamente, g: = %(a + ib)

9. =

gz2

—%(a—l—ib)
—i( + ib)
9 a (3

~Na+ib)

Sin v
pr— 1 pr— ‘b —————————
g(u+1iv) (a~|—z)1+cosv

1 0 0 ) sin v

—(a+ib)=—(

}

1+ coswv

2dv m)
cosv(1 4 cosv) — sinv(—sinv)
(1 4 cosv)?
cosv + cos? v + sin v
(1 + cosv)?

1 d sinv

1+ cosv

(&

1+cos v

1, 0 1
2((9_u Tt —){——(a * Zb)l + coswv
1 i d 1

Z_l(a + 2b>%<1 + cosv

sin v
(1+cosv)?

}

1

Por outro lado, como 7 = 1, temos

Assim,

2—
1+|g

|Qgg,€gz

— 1+ |g)? _ 1

1l + (L= |9PP

1+ 1g/*

1 sinv 1

—(a +1ib)

1( n 'b) 1 sinwv
S\a v in2 3
- 1+ (licosﬁi))2 <1 + cos U)

sin v

2
1+ (1+cos oE 1+ cosv4

Lot i)

(14 cosv)?

2

1

1

92z

[(1+ cosv)? + sin® v](1 + cosv)
sin v
(24 2cosv)(1+ cosv)
sinv
(14 cosw)?
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Exemplo 4. (Imagem de geodésicas) Suponha que «(v), v € I é um segmento de geodésica
sobre a esfera S cuja métrica em relagao ao sistema de coordenadas (4.86) ¢ dada por

(4.87). Suponha ainda, que «a(v) é representada neste sistema de coordenadas por

(x1(v), 22(v)), (ve€I).

Temos

dz, d;
+Z rk S g (k=1,2) (4.89)

va 9 dv dv

onde Fk sao os simbolos de Christoffel da conexao. Logo

— 1+ 22 + 22
I, =T, =13 =-T} =2 - L2
! " . # 14( +a3) + (1 — af — 23)?

pois,
1 0
M = /\1,73_1‘1)\1’7
= ) + (=2 = B S - 91— o — ad)2m)
oy % — 1422 + 22
($1 + 23) + (1 — 2§ — 23)?
e

2 _pl _ 1l 2 2
5 =T =15 =17, = 2 1

Agora, a primeira equacao (k= 1) em (4.89) é

dzl'l 1 d[El 2 dl’g 2 2 dl’l dl’g
Analogamente, verificamos que a segunda equagao em (4.89) é
d?x, ) dxsy dry ) d:vl dxg

Ao somarmos a equagao (4.90) com (4.91) multiplicada por i, obtemos

d233'1 dl‘g 1 112 dxl 2 dl'Q 2 9 1 d$1 dilfg
g Tige T -i) (o0 ) — g ) | 2@l o =0,

isto é,

d2ZE1 d2ZE2 dIl 2 d[L‘Q 2 del de‘Q
et I i Y o R T (E2) T2 o 4.92
dv? +Zdv2+(11 l22)<<dv) (dv) +ldv dv 0 (4.92)
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Esta equacao nos permite afirmar que a aplicacao,
9(z) =g(u+ ) = z1(v) +iza(v), veR vel
satisfaz a equagao (4.85). De fato, temos

9. = ale—f—zasz

_ (o 9N, (2,9
2\ 0u Z@v o 12 ou Zav 2

B idr;  1ldxs
O 2dv 2dv’
Analogamente, g; = %divl — %dif Portanto,
1 dIl 2 dIQ 2 4 2df171 d$2
gz== =5 ) — |5 i——— .
929 4 dv dv dv dv
Além disso, g.; = }l (iﬁ; + 'd;ﬁ). Assim, a equacao (4.92) é em termos de g,
1

. 1
Zgzz + (Fh - 1F§2) Zgzgz =0,

onde

F%l - ZT%2 = F}l(g(z)) - ZT%Q(Q(Z))

_ ALT(;(Z)) {( 8i1A1,T) (9(2)) - (8%&,7) <g(z>>}

2

= m (M,r)w (9(2))

Z—1+4|g]?

= =2 3929
EloP + (1= 1aP)?

Portanto, a equagao (4.92) é (4.85).

Exemplo 5. (Separagao de varidveis) Suponha que g(u + iv) = e™p(v) seja uma solucao

da equagao (4.85). Entao, temos

1o o .
9. = 5(%_2%)6 (p(?))

S (e(0) — (e p(0)

u, !

o
= §{ewigp(v) —ie"¢'(v)}

_ " A
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Analogamente, obtemos g = Le™(p + ¢') e

|Q,’) N[
P
5
N—

9z =

—~ N
|
gl
IR
CB&
=
AS)
+
ﬁ\

HH
oo

(o + )] — i (p + &)

SOl S N = Q)

I

e |
=
)

o+ ¢) =i (@ +¢")}
= —3" e+ - —¢)
1 U "

Agora, como |g|? = p? e

— —iu i i i U
G9.9: = e "Mp-e (s0+90’)§e (p—¢)

2
1 u
= 3"l = (¢¥)?),
segue que a equagao (4.85) é equivalente a
1, , Z-14+¢" 1, 5
_ T o —_9 T ~ iu o
46 (90 SO) %¢2+<1_¢2)246 90< (@))7
isto é,
2 — 1+ ¢?
/i _ — 2 T2 N2 _ 2 493

Assim, se a é uma constante nao nula e ¢ é uma funcao real definida sobre um intervalo

aberto [ satisfazendo
(¢~ ¢ = al 5" + (1- )}, (4.94)
com singularidades isoladas, entao a aplicacao
g(2) = g(u+iv) = e pv), ueR, vel

satisfaz a equagao (4.85). De fato, derivando (4.94), obtemos

20/ — 200" = a{%Qw’ +2(1 = ¢®)(=209) }.
Logo, como as singularidades de ¢ sao isoladas, obtemos

o' —p = a{%w —2(1 - *)p}

= 2as0{%90 —(1—¢%)}

(@)?—¢* 2 2
90%902+(1_802)2{7—290 SD}
2 2
= 204 ) =%},

S92+ (1 — ¢?)
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2

ou seja, a equagao (4.93). Por exemplo, se 7 > 1 e a = , entao a equagao (4.94)

4(m2-1)
torna-se
T2 4
(¥)? = m{gﬁ +(1—-¢*)?} + ¢
72 4
= m{gSOQ +1-2¢" + o'} + ¢’

= ) e - 2

- A(r2 —1) (1+ %)%

Assim, escolhendo ¢ tal que ¢(0) =0 e ¢’ > 0, obtemos

/

%) B T

1+¢2 2721

donde

arctan ¢(v) — arctan ¢(0) = (v—0)

2712 -1
Portanto,

v).

v) = tan(————
(v) W

4.7 Apéndice

A seguir, apresentamos os céalculos feitos para determinar o coeficiente da métrica con-
forme sobre DT para a qual a imersdo isométrica minima X : ¥ ¢ S? _ tem aplicacio de
Gauss harmonica. Lembramos que quando X ¢ minima, entao

% —1+e€lgl
(T= %)+ E = 1+ gP)

gz2 _26 4

T2

59929 = 0

Inicialmente, analisamos o sinal da expressao

4 1 2
ﬁ(l - ﬁ) + [ﬁ — 1+ eJw]?)?.
Escrevendo w = x + 1y, definimos
2 2 9
Ay, i= 5@ = )+ [ = L e+
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Temos, deste modo,
A _de 4 2 1 — (22 2112
(x7y76)_7_2(x +y>+{ G(ZL‘ +y)}

Assim, para € =1,

Al 1) = S5 107 + {1 = (@ 492 >0
Para ¢ = —1, podemos supor que 0 < x2 4+ y* < 1, pois, neste caso, |g| < 1. Assim,
—% < —%(ﬁ—i—gf) <0 e 1<{1+ @ +yH)}? <4
T T
Logo,

4
= +1< A(z,y,—1) < 4.

Portanto, A(z,y,—1) > 0 quando —% +1 >0 (i.e. 7> 2). Observamos, ainda, que

A(0,0,—1) =1 e a equagao A(z,y, —1) = 0 é equivalente a

4
h(r) := ——27‘2 + (1 +7r%? =0, onde r* = 2% + ¢/°.
T
Logo,
2
1+r2=2r
T

equacao cuja solucao é, quando 1 — 72 >0 (i.e. 0 <7 < 1),
1 1
rm=—14+v1—-7%) e ro=—-(1-vV1-12).
T T
Temos r; > 1. De fato,

1 1
0<T§]_Z>—21:}7“1:_(14_\/1_7-2)21_|_,/1_7_221‘
T

T

Por outro lado, 0 < r, < 1. De fato,

0<7<1 = 27°<2r
1—27472<1—72
l—7<V1-12
1—-V1-72<7

1
7"2:—(1—\/1—’7'2)§1.

T

¢l

Portanto, a equacao A(x,y, —1) = 0, onde (z,y) € D, tem solucdo radial quando 0 < 7 <
leérg:=21(1—-v1-7%) (=2®+y?). Note que r; =g+ 2v/1— 72 ¢ quando 7 = 1,

entdo ro = 1. Além disso, para 7 > 1 e (z,y) € D, temos A(x,y,—1) >> 0.
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Concluimos que a expressao A(x,y,€) é positiva em

C, e=1, 0<r
D,,, e=-1,0<7<1.

D =

€

De agora em diante, vamos considerar (z,y) € D7.
Para obter a harmonicidade de g, observamos que, em vista de (1.54), os simbolos de

Christoffel da conexao Riemanniana da métrica g;; = )\2% sobre DT devem satisfazer

A 2 —1+e(2®+9?)
[} =5 =—2€ . x 4.95
I S T R Y N N Rk o
A Z —1+e(@®+9?)
I3, =" =2 z : 4.96
P TP R S N e Tt R (4.96)
Seja p=%—1,logo 5 =1+pe2— 2 =1—p Assim, as equagoes (4.95) e (4.96)
podem ser escritas como
p+e(z? + y?)
In\), =-2 4.97
(Y T2+t e+ 97
p+e(z? + y?)
In)\), = -2 . 4.98
Ay = 2 e v @+ P 99
Temos
2ex
(In M)y, = —{1 TR P RN {2ey[1 — 1% + (p + e(2* + ¥*))?]
—[p + e(@® + y?)]2[p + e + y*))2ey}
—4e’zy 2 2 . 2\]2
BRI [u+e(:c2+y2)]2}2{1 Tt et )]
=2y + e +y)%}
—4€e’zy 2 2 . 2y]2
PR e U e R
e
2
(InA),, = Y {2ex[1 — 1 + (u+ e(2* + y*))?]

L= [t (a2 + y2)P)R
—[p+ e(@® + y*)]2[p + e(x® + y*)|2ex}
—46%9 2 2 2112
T T-wrhraerpppl H T lrde )
—2[p + e(z® + y*)*}
—4e’xy

R e o SR

Portanto (In\A),, = (In\),,. Logo em um dominio simplesmente conexo, temos

x 2 2
ln)\:—QE/ pte(a” +y) rdx
1=+ [p+ e(2® + ¢7)]?
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Agora, para resolvermos a integral acima, fazemos z = u + ¢(z? + 3?) de modo que

dz = 2exdz. Logo,

p+ e(x? + y?) / z 1 s
2 dr = | ————dz = —In(1 — C.
6/1—u2+[u+6(x2—|—y2)]2xx 1—M2+222 2n( pe+z%) +

Portanto,

1
A = =2 In{l =y + [p+e(@® + "))} + C(y),
donde

1 1 2 2 !
(ln)\)y = _51—M2+[/L—I—E(ZL‘Q—i-yQ)]Q{Q[M—i_E(x Ty )]26y}+0(y)
pte(@® +y7)

€
L= + [p+ e(2? +9?)?

= -2 y+ C'(y).

Portanto, de (4.98) segue que C’(y) = 0. Tomamos C(y) = C' = 0 e concluimos que

|
A=~ Infl =y + [+ e(® + )P},

isto é,
1
N (w) =N _(w) = 4.99
( ) E,T( ) %(1—7_—12)—‘—[%—1—1_6’111’2]2 ( )
equivalentemente,
1
A2 = 4.100
) B Py i
No caso em que € = —1, podemos estabelecer

Proposicao 4.7.1. Para 0 < 7 <1, o disco D,, com coordenadas w = x + iy e métrica

Riemanniana conforme,

1
—SluP + L+ uPP

ds* = N2 |dw|* onde N2, (w) =
€ completa.
Prova. De fato, é suficiente mostrar que as curvas da forma
a(r) = (a,b)r, r€[0,79) onde a®+b*=1

tém comprimento infinito. Lembramos que

n=t(1-VI—7) e 7“12%(1-%@)

T
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sao as solugoes da equacao 1 — %r +72=0. Assim,se 0 <7<1e0<r<ry—9J, onde

0 > 0 é pequeno, as funcoes

rL—=r 21— 72

h — :1 —_—

1(r) ro— T +7‘(T’0—7‘)

24/ 1 — 72

holr) = L g 2V T

7"0+7’ T(T0+T)

satisfazem

By LZT gy T
B R L e

Assim, h; é crescente e hy é decrescente em 0 < r < ry — 9. Portanto

T 21 — 712

= < —_ = =
hl(T) S ~ hl(TQ (5) 1 + 7_5 01(7', 5)
r+r 2v1 — 712
— < = _—
ho(r) = o S he(0) = 14 = Ca(7)

Segue que, em 0 < r < rg— 4, temos
ri —r? < C(1,0)(rg — r?)
onde C' = (1 (5. Isto nos permite concluir que, quando 0 <7< 1e0 <r <rg—4, ocorre
4 5 212 2 2\2
7 + (1475 < C(r,0)(rg —ro)~. (4.101)

De fato,
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Assim, de (4.101), obtemos

0 ro—0 d
/ |/ (r)|dr = lim/ L
0 510 Jo \/—%r2+(1+r2)2

S 1 1 /7"0_‘S dr
im —— —_—
= 610 \/C(7,0) Jo r3 — 12
1 70 CEUN | 1
= ———lim -+ dr
27’0%&0 75+2m/0 {7’0-1-7“ 7‘0—7’}
1 _ 70 To+ 7\ pero_s
= ———lim In -
27’0% 510\ 76 + 21— 72 ro—7T
B 1 lim 70 1n<27’0 — 5>
2rg/Ca (1) 310 \| 76 +2v/1 — 72 0
= +00
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