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RESUMO

Investigamos analiticamente as propriedades eletronicas de um gas de elétron bidimensi-
onal (2DEG) confinado em um sistema de bicamada acoplada, ou seja, duas camadas de
2DEG, sob o efeito de um campo magnético no plano e um campo elétrico fora do plano.
Tais sistemas do tipo bicamada de 2DEG sao sistemas quanticos muito interessantes e
foram amplamente estudados nas tltimas décadas devido a muitos fenémenos possiveis
em conexao com o tunelamento entre as duas camadas de 2DEG, de maneira semelhante
as estruturas de pogos quanticos duplos com um grau eletronico adicional de liberdade na
direcao do crescimento. Ao resolver o Hamiltoniano 2x2 de Schrodinger, com os termos
(fora) diagonais que descrevem (o acoplamento entre as camadas) as camadas de 2DEG
superior e inferior, calculamos o espectro de energia para diferentes configuracoes do sis-
tema e discutimos os efeitos de campos elétricos e magnéticos externos, bem como as
consequencias do termo de acoplamento nesses espectros. Dentro dessa aproximacao de
massa efetiva de duas bandas, considerou-se também que as duas camadas sao rotaciona-
das uma em relagao a outra e que elas podem ser formadas por diferentes semicondutores
anisotropicos, ou seja, com diferentes massas efetivas ao longo das direcoes x e y em
cada camada de 2DEG. Mostramos que: (i) o termo de energia de acoplamento entre as
camadas quebra a degenerescéncia dos estados; (ii) a presenga de um campo magnético
no plano causa uma mudanca transversal linear no momento, isto é, os niveis de energia
correspondentes a diferentes camadas de 2DEG sao deslocados em diregoes opostas no
espago dos momentos, o que leva ao (anti-)cruzamento das curvas de dispersao de ener-
gia quando o termo de acoplamento (nao) é levado em consideragao; (iii) na presenca de
campos elétricos e magnéticos, pode-se observar uma distorcao dos dois ramos de energia

com a formacao de uma estrutura de dois vales com diferentes superficies de Fermi.

Palavras-chave: Gas de elétrons bidimensional; Sistemas de baixa dimensionalidade;

Propriedades eletronicas.



ABSTRACT

We have analytically investigated the electronic properties of a two-dimensional elec-
trongas (2DEG) confined in a coupled bilayer system, i.e. two 2DEG layers, under the
effect ofan in plane magnetic field and out-of-plane electric field. Such bilayer 2DEG-like
systemsare very interesting quantum systems and were widely studied in the past deca-
des dueto many possible phenomena in connection with the tunneling between the two
2DEGlayers, in a similar way as in double quantum well structures with an additional
electronicdegree of freedom in the growth direction. By solving the 2 x 2 Schrodinger
Hamiltonian, with the (off-) diagonal terms describing the top and bottom 2DEG layers
(the couplingbetween the layers), we calculate the energy spectrum for different system
configurationsand discuss the effects of external electric and magnetic fields, as well as
the consequencesof coupling term on it. Within this two-band effective mass approxi-
mation, one also consi-ders that the two layers are twisted with respect to each other
and that they can be formedby different anisotropic semiconductors, i. e. with different
effective masses along the xand y directions in each 2DEG layer. We show that: (i) the
coupling energy term betweenthe layers breaks the degeneracy of the states; (ii) the pre-
sence of an in-plane magneticfield causes a linear transverse shift in momentum, i. e. the
energy levels correspondingto different 2DEG layers are shifted in opposite directions in
the wave-vector space, whichleads to the (anti-) crossing of the energy dispersion curves
when the coupling term is(not) taking in account; (iii) in the presence of both electric and
magnetic fields, one canobserve a distortion of the two energy branches with a formation

of a two-valley struc-ture with different Fermi surfaces.

Keywords: Two-dimensional electron gas; Low dimensional systems; Electronic proper-

ties.
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12
1 INTRODUCAO

Materiais com gas de elétrons bidimensional sao de amplo interesse para a
pesquisa bésica e para aplicagoes tecnologicas. Estao na base dos atuais avangos da
microeletronica, por isso tém sido amplamente estudados.

Essas estruturas semicondutoras com gas de elétrons bidimensional podem ser
formadas, por exemplo, a partir de heteroestruturas de materiais dos grupos I/ e V da
tabela periddica, como GaAs e AlGaAs. Ou ainda através de materiais bidimensionais
como o grafeno. Desde a década de setenta, quando se idealizou e passou-se a fabricar
heteroestruturas semicondutoras, o crescimento de materiais semicondutores vem aumen-
tando, assim como os estudos na area. As técnicas desenvolvidas permitem a fabricacao de
heteroestruturas semicondutoras com varias arquiteturas, que estao na base de iniimeros
dispositivos eletronicos. Entre eles, a fabricagdo de LASERs (Light Amplification by Sti-
mulated Emission of Radiation) obtidos a partir de pogos quanticos de GaN que emitem
luz azul, contribuiu profundamente no aprimoramento do conhecimento de materiais com
propriedades similares, devido ao seu grande interesse comercial.

O gas de elétrons bidimensional foi amplamente estudado nas décadas de 90 e
2000. Diversas pesquisas foram feitas na area. Entre eles, a heteroestrutura formada por
GaAs e AlGaAs se destaca em varios trabalhos.

O gés de elétrons bidimensional pode ser obtido através da heterojuncao entre
dois materiais semicondutores cujas energias de gap sao diferentes. Quando esses dois
materiais de energias de gaps diferentes se unem, hd uma descontinuidade entre as bandas
de energia. Os elétrons livres no semicondutor de maior gap migram para o material cujo
potencial é menor, deixando para tras ?buracos?. Devido a diferencga nos gaps se forma um
poco de potencial, préximo a jungao dos materiais, para os elétrons na banda de conducao
do semicondutor de menor gap. Os elétrons que se encontram no pocgo de potencial estao
confinados na direcao z, e livres no plano. Assim se forma o gas de elétrons bidimensional,
no caso de apenas um nivel do poco estar ocupado.

Neste trabalho estudamos o acoplamento entre dois pogos quanticos, seja por
heteroestruturas ou por materiais bidimensionais, formando uma bicamada de gas de
elétrons bidimensional. Estruturas assim também foram amplamente estudadas no meio
cientifico. Existem intimeros trabalhos utilizando bicamada de gas de elétrons bidimensi-
onal. Neles sao aplicados campos elétricos e/ou magnéticos na estrutura e observados os

efeitos fisicos nas bandas de energia.

1.1 Bandas de energia

Ao considerarmos atomos de um elétron isolados observamos niveis de energia

discretos. O elétron pode possuir estados em orbitais do tipo 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d, e assim
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por diante. Em atomos com muitos elétrons, estes se distribuem em pares, conforme o
Principio da Exclusao de Pauli, dos niveis de menor energia para os de maior energia,
na chamada camada de valéncia. Nesta, os elétrons que a ocupam sao responsaveis por
diversas propriedades e interacoes com outros atomos, e, uma vez excitados com energia
suficiente, passam para a camada de condugdo, deixando uma lacuna (ou buraco) na
camada de valéncia.

Aqui iremos considerar uma série de atomos préximos o suficiente para gera-
rem um potencial periédico, como em uma estrutura cristalina. Inicialmente, dois dtomos
separados interagem com suas fungoes de onda a partir de niveis discretos de energia.
Porém ao aproximarmos os atomos suas fungoes de onda se desdobram, gerando novos
niveis de energia, sendo possivel observar uma superposicao dos estados degenerados. Em
uma rede cristalina com N atomos idénticos esses varios novos niveis discretos se apro-
ximam formando bandas de energia quase continuas. Quando ocorre esta superposicao
a equacao de Schrodinger nao apresenta solucao para determinados valores de energia,
gerando zonas proibidas.

Cada nivel nessas bandas de energia é preenchido, do menor para o maior, pelos
elétrons em pares de spins opostos, até atingirem a ultima camada abaixo da energia de
Fermi, a chamada banda de valéncia. A camada imediatamente acima da energia de
Fermi, a banda de condugao, pode ser acessada pelos elétrons da banda de valéncia desde
que recebam o valor de energia necessario para isso. No caso de metais, a tltima banda é
interceptada pela energia de Fermi, os elétrons costumam preencher parcialmente o nivel
de energia abaixo dela, porém, nao havendo gap, podem facilmente superar a energia
de Fermi. O oposto ocorre com isolantes, onde o gap entre as bandas de valéncia e de
conducao é significativamente grande. Ja em semicondutores o gap existente entre essas
bandas ¢ pequeno, por volta de 1 a 2 eV, o que os torna convenientemente tuteis em
dispositivos eletronicos.

Uma série de variaveis, como impurezas, temperatura do solido e as vibragoes
intrinsecas dos ions, podem interferir no potencial pelo qual os elétrons interagem. Porém,
iremos considerar um cristal hipotético ideal, livre de quaisquer impurezas, com ions
perfeitamente posicionados, cujas propriedades que possam causar variagoes no potencial
serao consideradas como pequenas perturbacoes, a fim de garantir um potencial periédico
U da forma:

UR+r)=UR), (1)

sendo R todos os vetores da rede de Bravais.

Além disso precisaremos considerar o problema partindo do pressuposto que
estamos tratando de apenas um elétron que interage com um potencial periddico devido
ao nicleo dos fons e aos demais elétrons (interagao elétron-elétron). Para melhor compre-

endermos o efeito da periodicidade do potencial no movimento eletronico sera necessario
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Figura 1: Potencial periédico.

utilizarmos o teorema de Bloch.

1.1.1 Teorema de Bloch

Segundo De Broglie (I0) uma particula de momento p tem um comprimento

de onda associado ao autovalor A dado por
h
A= —. 2
’ (2)

Logo, um elétron no vacuo em uma posicao r e sem influéncia de qualquer potenciais

eletromagnéticos, pode ser escrito na forma de uma onda, ou seja,
¢ _ ez(k.r—aut)7 (3)

onde t é 0 tempo e w é a frequéncia angular. Além disso, o médulo do vetor de onda é
dado por
27
k= lk|l = =—. 4
K== @
O momento mecanico quantico pode ser visto como um operador linear, agindo sobre a

funcao de onda ¢ com o momento p, obtendo um autovalor, ou seja,

—1hVy = pv, (5)
onde 5 5 5
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Substituindo a equacao em , obtemos:

. ihvei(k.r—wt) _ pei(k.r—wt)7 (7)
isto implica que
O, 0. 0\ ; :
—ghl =i+ =7+ =k i(keztyyy+zzz—w.it) _ z(k.r—wt). 8
i (axz—l—ay +8z)6 pe (8)
E, portanto,
_ lh(lk)x% + Zk'yj + ikzlg:)ei(k‘z-r“!‘yyy“!‘z’zz—w.t) _ pei(kor—w.t). (9)
Logo, obtemos
p = h(kai + kyJ + k.k) = Bk, (10)
h

o qual seu médulo pode ser escrito na forma |p| = hk = ( )(27”), produzindo a equacao

prs

. Pela mecanica cléssica, a energia cinética de uma particula de massa m é dada por:

1 5 (mw) p ' (11)

De modo andalogo, pode-se esperar da mecanica quantica que tal equacao possa ser repre-

sentada por uma equagao de autovalor com um operador:

1,
o (ZihV)*) = Ev, (12)

ou ainda,
L Vi =E 13

onde E é o autovalor da energia cinética e
Vie — F —— + —. (14)

Sabendo disto, vamos considerar agora a equagao com a adi¢ao de um

potencial, no modelo do elétron quase livre, onde temos agora:
R _,
——V°+U =F 15

o que torna o modelo do elétron livre um caso especial da equagao ([15]), com o potencial
¢ nulo. O potencial periddico possui uma simetria de translacao conforme a equagao (1
o que implica numa simetria também na Hamiltoniana. Os elétrons, agora chamados

elétrons de Bloch, devido ao potencial periddico, passa a ter estados estaciondrios cuja
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propriedade ¢é descrita pelo Teorema de Bloch
Do () = €Ty, (16)
onde u,k(r + R) = upi(kr), o que nos leva a seguinte equagao
Ui (r + R) = ™R (). (17)
Assim, o Teorema de Bloch pode ser reescrito como
Y(r+R) = e Fy(r), (18)

ou ainda, conforme o enunciado: As solucoes nao degeneradas da equacao de Schrodin-
ger (15)), ¥nk(r), e as combinagdes lineares adequadas das solugoes degeneradas sao si-

A

multaneamente autofungoes do operador R (que representa as translagoes da rede) com

autovalores R,

1.1.2 Condicoes de Born - Von Karman

Condigoes de contorno sao necessarias para serem aplicadas ao Teorema de
Bloch. Optaremos portanto em adotar condi¢des de contorno peridédicas, onde a fungao
de onda vélida dentro de uma regiao, ou célula, se repete fora dela, o que nos leva a uma
quantizacao da energia do sistema. Além disso, as propriedades do material nao dependem
das condigoes de contorno, nos permitindo adotar aquela que mais nos convem.

Portanto, tomamos uma rede de Bravais com vetor posicao R dado por:
R = N1a1 +N2a2+N3a3, (19)

onde NN; sao nimeros inteiros positivos, com N = N; N, N3 sendo o nimero total de células
primitivas no cristal, e a; os vetores de uma célula primitiva. Cada ponto R ¢é associado
a uma operagao de simetria de translacao, definindo a periodicidade da rede de Bravais
com N; células na direcdo a;. Pelo Teorema de Bloch temos a funcio de onda plana e*®

onde o vetor de onda k pode ser escrito como
k = kiby + kybs + k3bs, (20)

sendo b; os vetores da célula unitaria no espago reciproco, onde o conjunto de todos os

ik.R

vetores de onda k e suas correspondentes ondas planas e possuem a mesma periodici-

dade da rede de Bravais. Portanto os vetores by, by e b3 construidos a partir dos vetores
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primitivos a;, as e ag da rede de Bravais sao:

As X ag

b =2r——— by =271 ,bsy =21 21
! aj - (a2 X ag) 2 aj (32 X 83) a (ag X a3) ( )

Note que a partir das equacoes definidas em , obtemos
bj s = 27T5ija (22)

para ¢ = 1,2,3 onde d;; é o delta de Kronecker.
Portanto, aplicando as condicoes de contorno periddicas, ou de, Born-Von
Karman, temos ¢ (r+R) = ¢(r) e para R = N;a;, sendo i = 1,2, 3, obtemos:

U(r + N;a;) = ¢(r), (23)

e nos estados de Bloch, temos
Vi (r 4+ Njay) = eNikaiy, (). (24)
Isto nos conduz a concluir que eVi%@ = 1 para i = 1,2,3. Agora, considerando as

equagoes e , temos k.a; = 2wk; para todo i = 1,2,3. Assim, obtemos

2milN; k; -1

€ ) (25)

para i = 1,23, ou seja, pela Relagao de Euler, cos(2nN;k;) + isin(27rNV;k;) = 1, o que
implica cos(2r N;k;) = 1 e sin(2r N;k;) = 0 e, portanto, N;k; = m;, onde m; é um nimero
inteiro. Assim, podemos escrever

(26)

para ¢ = 1,2,3. Logo, as equagoes e nos levam a forma geral para os vetores de
onda do momento cristalino permitidos nos estados de Bloch, ou seja, k = by + by +

ms :
Ebg ou ainda,

b;. (27)

Onde podemos notar que o vetor de onda do momento magnético k possui valores reais

e discretos e o seu numero coincide com o nuimero de células do cristal.

1.2 Modelo quantico do gas de elétrons

Quando temos uma heterojuncao de dois materiais semicondutores, ou seja,
dois semicondutores cujas energias de gap sao diferentes, os elétrons ficam confinados na

interface entre os materiais. Formam-se, devido a diferenca nos valores das bandas de
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energia, uma barreira de potencial, semelhante a um poco quantico. Assim, o movimento
dos elétrons se dd no xy. Algo semelhante pode ser observado em materiais bidimensio-
nais, onde também podemos observar um gas de elétrons na superficie do material cuja
espessura nao passa de um atomo.

Sommerfield formulou uma teoria quantica do gas de elétrons na qual nao
considera o gés ideal classico como Drude. De forma andloga ao modelo de Drude temos
as aproximagoes dos elétrons livres e independentes, ou seja, desprezando as interagoes
entre os elétrons e potencial da rede e entre elétron-elétron. Todavia diferente da visao
classica, onde nao ha qualquer interacao entre os férmions, quanticamente as fungoes de
onda dos elétrons podem se superpor. Isto é interessante pois a temperatura zero absoluto
as particulas nao estao completamente paradas, mas ainda possuem uma certa fragao de
energia. Temos assim um modelo quantico para o gas de elétrons,conforme é descrito em
().

Para tanto, iremos considerar particulas livres em uma caixa de volume V/,
onde nao hé fons ou colisoes. Resolvendo a equacao de Schrodinger para uma particula
livre em trés dimensoes, temos que:

h* [ 0 0? o?

~m <a_ ToE T a_) b(w,y,2) = By, 2). (28)

cujas autofuncoes sao dadas por

ikyx zkyyezkzz _ ezk.r (29)

@Z)(x,y,z) = We € - \/v )

onde \/LV é o fator de normalizacao, obtido a partir da condi¢ao [¢*pdr =1ek = 2’;:2E ,
1%
com autoenergias
h? x k?
E(k) = . 30
() = 5= (30)
Agora, tomando as condigoes de contorno de Born-Von Karman
v(z+ Ly, z) =¢(x,y,2), (31a)
Uz, y+ L,z) =v(z,y,2), (31b)
U@,y 2+ L) = ¢(x,y, 2), (31c)

aplicadas ao gds de elétrons dentro de uma caixa cibica de volume V = L3 na equacao

(29), temos para o vetor de onda as seguintes condigdes de contorno:

eikmL — eik‘yL — 6ikzL -1 (32)
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O que implica em valores quantizados para k,, k, e k.:

_ 2mny, . 2mn,

L L’ (33)

onde n,, n, e n, sao nimeros inteiros. Podemos entao representar o volume elementar no
espaco tridimensional dos momentos k& como sendo

3 3
AV = (2—”> -t (34)
L V
onde cada ponto no espaco reciproco representa um estado eletronico possivel. No estado
fundamental, os elétrons sao distribuidos de acordo com o principio de exclusao de Pauli
onde cada estado pode acomodar até dois elétrons de spins opostos. Estes sao distribuidos,
do menor ao maior estado de enegia k, sendo este tltimo o vetor de onda de Fermi (kp),
o qual define o raio da esfera de Fermi no espago dos momentos. Uma vez que temos um
numero muito grande de elétrons, o volume da esfera no espaco k é dado por Vi = %Wk%
e sua divisao pelo volume elementar (equagao do espago k vezes 2, devido aos spins

dos elétrons) resulta no nimero total de elétrons N, ou seja,

Vi sk kS
14

Desta forma podemos escrever kr como

N\ 3
kp = (3797) , (36)

ou seja, o vetor de Fermi depende apenas da densidade n do gés de elétrons. Dai podemos

obter a energia, a velocidade e a temperatura de Fermi

h2k2
Ep=-—F

F 2m

’ W2k

Vp =

m

) EF
) ——

F kp

, respectivamente. A energia do estado fundamental sera a soma das energias dos estados

de 0 a kp, de acordo com a soma abaixo

R2k2
UzQZ o

k<kp

(37)
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Agora, usando o conceito de integral de Riemann, a equacao pode ser aproximada a

h2k2 \% kr
— = k. (38)
3
ol 2m 873 Jo
Assim, podemos escrever U = % OkF d3k, ou seja,
U 1 [hr h2k? 1 p?k% 3
Yo = Ark? dk = ——F _ Zp . 39
v T 4 0 ™ om 210m 5 (39)

1.3 Gas de elétrons em um potencial fraco

Vamos considerar agora elétrons na aproximacao dos elétrons independentes,
que nao interagem entre si, mas interagem com um potencial fraco da rede, o que cha-
mamos de modelo do elétron quase livre. Diferente do modelo do elétron livre, em que
ha um valor de k para cada valor de energia, no modelo do elétron quase livre passamos
a ter regioes de valores de energia proibidos, onde nao ha equivalente para k. Ou seja,
passamos a ter lacunas, ou gaps, e bandas de energia permitidas. No modelo de particula
livre, o momento linear k se conserva enquanto que quando temos uma particula na rede
de Bravais K, chamado agora de momento cristalino, se conserva apenas a menos de um
vetor da rede reciproca. Na rede periddica, pelo Teorema de Bloch, todas as solugoes
podem ser escritas como somatério que envolvem apenas certos k, um conjunto de mo-
mentos possiveis, possuindo varias solucoes diferente para o mesmo k, ou seja, ha uma
superposicao com diferentes valores de k.

fi‘i elétron

\y | livre

Yo Vo
—2 =1 T 0

a a a

Figura 2: Superposicao dos valores de k.

Os valores de energia Ej se repetem a cada intervalo de k£ multiplo de %’T

que podem ser bem representados na primeira zona de Brillouin, veja Figura . Os

T

k; possiveis sao multiplos inteiros de —% e hd degenerescéncia na bordas das zonas de
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| (1) | (h)

Figura 3: Primeira zona de Brillouin.

Brillouin, onde encontramos os gaps de energia

s
k=——n, onde ne€eZ
a

Assim, iremos expandir o potencial U(r) em uma série do tipo
U(r) = Z Uge™r, (40)
K

onde Uk sao os coeficientes de Fourier do potencial.
Neste caso, devido ao potencial periddico equacao , a funcao de onda

dos elétrons quase livres sera expandida em uma série de ondas planas, tal como:

P(r) =D Cre™r (41)

Substituindo na equacao as equacoes e , e sabendo que 729(r) = —k%*(r),
temos que
Rk iK.r i(k+K).r iK.r
g —2m C’ke + ; CkUKe =F ; Cke s (42)

ou ainda,

21.2
k K

k
Fazendo a substituicao k = k — K no lado direito da equacao , obtemos:

21.2
3 (’; L E) e =~ 3 (z UK> Ch g™ (44)
k k K
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Comparando os coeficientes da equagao , tem-se

2m

h2k?
( - E) Cr+ Y UxCrx = 0. (45)
K

Vamos supor agora que U(r) possui apenas um coeficiente de Fourier associado
ao valor minimo de K, que demominaremos de G. Tomando Ug = U_g = U, a equacao
, que terd apenas dois termos (Ug e U_g) e valerd para todos os valores de k dentro
da primeira zona de Brillouin, ficara da forma

h2k?
UCi_q+ (— — E> Cp+UCkic=0. (46)

2m
Como os efeitos do potencial sobre o elétron sao mais visiveis nas regides proximas aos
limites da zona de Brillouin, tomaremos k = j:%, onde % = 2. E daequagao ‘D obtemos

as equacoes

UC_gp2+ (Agj2 — E) Cap =0 (47)
e
(A_g2 — E) C_gj2+ UCgqr =0, (48)
h2k?

onde A_g/2 = Agj2 = A\ = 5 Obtemos as energias do elétron, igualando a zero o

determinante formado pelas equagcoes e , ou seja,

U Aojp — E
Agp—E U

=0.

Como A_g/2 = Ag/2, temos U? — (Ag/g — E)2 = 0 e, portanto,

hQGQ
E=XgpxU= + U. (49)
m
ela equacao , temos Cg/9 = ———=.C_g/2 = 0 e usando a equagao obtemos
Pel ao (47 Cepr = 55,—5-C-cp =0 d ao (49) ob
Cg/g - :tcfg/g. (50)

Logo, para obtermos as fungoes de onda tomamos a equagao (50) e substituimos na

equacao (41) chegando nos seguintes resultados:

bo0) =l (€ +7) = 0005 (25) o

T

W_(x) = Cgyp (€912 — e7/Cei2) = 2iC jpsin <7> ; (52)
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onde g = 7. Tais fungoes de onda sao estaciondrias e representam distribuigoes espaciais
de cargas opostas. A razao fisica para o surgimento da energia de gap, equivalente a
2U nas bordas da zona de Brillouin, se dé devido a diferenca no valor médio da energia

potencial.

1.4 Semicondutores

A formacao de bandas de energia separadas por regioes proibidas, chamadas
gaps de energia, é responsavel por uma importante forma de caracterizagao dos materiais
a partir de suas propriedades eletronicas. A banda de valéncia é a tltima banda de energia
completamente preenchida pelos elétrons do material, enquanto que a banda seguinte, que
pode ou nao estar parcialmente preenchida é a banda de conducao. Quando o material
possui elétrons que preenchem parcialmente a ultima banda, ele conduz eletricidade. E
a distribuicao dos elétrons obedece ao principio da exclusao de Pauli, preenchendo cada
nivel, da menor energia para a maior.

Aqueles materiais aos quais caracterizamos como metais condutores possuem
naturalmente sua tltima banda de energia apenas parcialmente preenchida, como é o
caso dos metais alcalinos terrosos e metais nobres (Mg'?, Sr38, Ba®, Cu?, Au™). Para
acessarem os niveis de energia acima da energia de Fermi necessitam de pouco esforco.
Assim, sao bons condutores ainda que no estado fundamental onde T = 0K.

Porém, materiais cuja ultima banda é completamente preenchida no estado
fundamental, possuem maior dificuldade na transicao de seus elétrons para a proxima
banda, acima da energia de Fermi, quando submetidos a uma temperatura acima de 0K.
Estes materiais cuja separacao entre o nivel mais alto da banda de valéncia é significati-
vamente distante do nivel mais baixo da banda de conducao, sao chamados de isolantes,
como o 6xido de silicio Si0s cuja energia de gaps é de 8eV. Outros materiais como o
GaAs ou o Silicio (S7), também possuem uma separagdo, ainda que bem menor, entre o
nivel mais alto da banda de valéncia e o nivel mais baixo da banda de conducao, porém,
sua energia de gaps é da ordem de 1eV. O que significa que estes materiais também sao
isolantes no estado fundamental, mas podem conduzir facilmente ao sair dele, bastando
apenas que recebam energia suficiente para superar o gaps, por tal caracteristica sao cha-
mados de semicondutores. Quanto menor for a energia de gap e maior for a temperatura,
melhor serd a condutividade. Quando este processo de promocao do elétron da camada
de valéncia para a camada de condugao ocorre, o elétron deixa uma lacuna na camada de

valéncia que se comporta como um portador de carga positiva.
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1.5 Massa efetiva

Se faz necessario compreender o comportamento dos portadores de carga
nos semicondutores uma vez que submetidos a um campo elétrico externo. Para tanto

usaremos o conceito de pacote de onda, cuja velocidade do grupo de ondas é dada por

_aw

== (53)

Vg
Sabendo que a energia do elétron é dada por F = hw, entao pela Regra da Cadeia podemos
obter, usando a equagao (53)):

OE OE 0w

Logo, OF = hvy0k. Ao aplicarmos um campo elétrico externo o elétron serd submetido
a uma forca F e sua energia ird variar dF durante um percurso dr. Assim, o trabalho

realizado serda dE = Fdx ou ainda,
Fdx = hvydrk, (55)

pela definicao da velocidade dx = v,dt, logo

Fu,dt = hvgdk (56)
dr
F=h—
i (57)

onde hx é o momento do portador de carga. Apesar dos portadores de carga se encontra-
rem dentro da rede cistalina, submetidos portanto ao potencial peridédico, este potencial
nao influencia de forma significativa no movimento do elétron. Como vemos na equacao
(57), onde temos uma representacao do Principio Fundamental da Dinamica F = dp/dt,
sendo o momento do elétron p = hk. Logo, o momento nao é afetado pelo potencial da

rede, mas a dependéncia da energia do momento, tendo como consequéncia uma variacao

na massa do elétron. Para tanto observe que da equacao 1) temos v, = %%—f, e como a

dug

i temos entao

aceleracao ¢ dada por a =

1 OE* 10*Edk

“ T howot  h ort (58)
Substituindo a equagao em dr/dt teremos:
F 0’°E
a (59)

TR OR?
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Da Segunda Lei de Newton ' = m*a, assim

h2
*
m' = ——. (60)
0%E | OK?
O que nos leva a uma nova expressao para a nova massa do elétron em rede cristalina sob
acao de um campo externo, onde os portadores de carga se comportam como um elétron

livre, porém com uma massa distinta, a massa efetiva dada pela equacao .

1.6 Confinamento quantico

O confinamento quantico restringe os portadores de carga em uma pequena
regiao do espaco, reduzindo os graus de liberdade do sistema, e influencia diretamente
nos niveis de energia permitidos, tornando-os discretos. Para um sistema dito 0D, os
portadores de carga estao confinados nas trés direcoes como acontece em pontos quanticos
e temos niveis de energia discretos nas trés direcoes. Em 1D os portadores de carga
ficam confinados em duas dire¢oes, como exemplo temos os fios quanticos, e em 2D estao
confinados apenas em uma direcao e livres no plano como em um po¢o quantico, onde
temos sub-bandas nas dire¢oes do confinamento nestes dois tltimos casos. Vale ressaltar
que observa-se efeitos de quantizacao da energia no caso dos portadores de carga estarem
confinados em uma regiao de dimensoes da ordem do comprimento de onda de de Broglie

do portador, dado por:
h h

N T B RT oy
onde m* é a massa efetiva do portador e T" a temperatura.

A dimensionalidade depende do ntiimero de graus de liberdade D; e do niimero
de direcoes de confinamento D, que obedecem a equacao D; + D. = 3 esses sistemas sao
chamados de sistemas de baixa dimensionalidade.

Assim, no ponto quantico ha confinamento nas trés dimensoes, ou seja, grau
de liberdade zero e um sistema zero dimensional, enquanto que no fio quantico ha confi-
namento em duas direg¢oes e no poco quantico o portador estd confinado apenas em uma
dimensao e livre nas outras duas.

Sendo a energia do portador, quando livre nas trés dimensoes, dada por

e R (k2 + K, + kf)’ (62)

2m*

onde k,, . sao os vetores de onda nas trés dimensoes, em sistemas bidimensionais, cujo
portador é livre no plano, como é o caso de pogos quanticos, a energia passa a ser dada

por
2(1.2 2
h*(kz + k)

E=F, E? =

+ E7

z)

(63)
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comn = 1,2, 3, ..., onde o espectro de energia é quantizado somente para o movimento na
direcao z e continuo nas outras dire¢oes. Entao, devido a um potencial unidimensional
o movimento do portador de carga no pogo quantico se restringe ao plano xy. Analo-

gamente, a energia do fio quantico, onde os portadores sao livres apenas na direcao =,

serd 12(k2)
E=—2 4+ F™ 4 E" 64
comm =1,2,3,.... E por fim, no ponto quantico, temos para a energia a equagao
o l m n
E=E +E'+E, (65)

com [ =1,2,3, ..., obtendo o espectro de energia completamente discreto.

Neste trabalho iremos investigar um sistema analogo a um poc¢o de potencial
duplo, isto é, o nosso sistema de bicamada, no qual os portadores de carga estao livres
em cada um dos planos, pode ser visto como um sistema de dois graus de liberdade, z
e y, e confinado em z. Tal formacao pode ser obtida, como mencionado anteriormente,
ou por heterojuncao entre trés materiais semicondutores tal que cada interface entre dois
semicondutores serd responsavel pelo surgimento de um gas de elétrons com mobilidade
no plano, ou ainda pode ser visto como um sistema de bicamadas formado por dois
materiais semicondutores bidimensionais, como por exemplo duas folhas acopladas de

dicalcogenetos de metais de transicao ou duas folhas de fosforeno.

E

Figura 4: Heteroestrutura.

1.7 Escorpo do trabalho

Baseado nos conhecimentos brevemente discutidos nas segoes anteriores do
presente capitulo, em especial os conceitos como a aproximagao da massa efetiva, bandas
de energia e semicondutores, desenvolveremos no Capitulo 2 de forma gradativa, de menor
a maior nivel de complexidade, o problema de dois niveis formado por dois gases de

elétrons acoplados submetidos a campos externos. Analisaremos o comportamento das
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duas bandas de energia eletronicas sob a acao de um campo elétrico fora do plano e um
campo magnético no plano e também discutiremos o papel do termo de acoplamento entre
os dois planos do gas de elétrons.

No Capitulo 3 apresentaremos as consideracoes finais e conclusoes do trabalho,

assim como levantaremos algumas das perspectivas.



28

2 ESPECTRO DE ENERGIA DE UMA BICAMADA BIDIMENSIONAL DO
GAS DE ELETRONS

Neste capitulo iremos analisar analiticamente o espectro de energia em dois ga-
ses de elétrons bidimensionais acoplados formado por jungoes de semicondutores isotrépicos,
isto é, cujas massas efetivas sao iguais. Estes interagem entre si a partir de AA. Devido as
duas camadas bidimensionais interagirem entre si, os elétrons possuem a probabilidade
de encontrarem-se nas duas camadas. Construiremos o problema aumentando gradati-
vamente o nivel de dificuldade. Inicialmente consideraremos o caso do campo magnético
nulo, submetendo as duas camadas bidimensionais a um potencial diferente de zero, con-
siderando ou nao uma interagao entre as camadas, como serd visto na Secao 2.1. Pos-
teriormente, na Secao 2.2, aplicar um campo magnético no plano dos gases de elétrons,
considerando ou nao a interagao entre as duas camadas. E finalmente tomaremos o pro-
blema com a presenca simultanea do potencial e do campo magnético aplicados ao sistema.
Os gréficos da energia em funcao do espago dos momentos k& podem ser observados em
cada caso.

Vale destacar que o sistema aqui proposto pode ser obtido tanto a partir da
juncao de dois semicondutores idénticos intercalados por um outro semicondutor, como
esquematizado na Fig. , ou por exemplo, ao se consider duas camadas de um material
semicondutor bidimensional isotrépico, como por exemplo uma bicamada de grafeno. Em
ambos o0s casos, nota-se uma semelhanca com os sistemas largamente estudados no passado

formado por dois pogos quanticos relativamente préximos para que possam interagir.

Figura 5: Poco de potencial de uma heteroestrutura.

Neste capitulo, salvo mencao explicita em contrario, fica convecionado que
todos os vetores serao indicados por letras que identificam a grandeza vetorial e com uma

seta sobre ela, enfatizando assim que se trata de fato, de uma grandeza vetorial.

2.1 Na auséncia do campo magnético

Vamos considerar o sistema esquematizado na Fig. (@, isto é, um gas de

elétrons bidimensional confinado em uma bicamada formada pelos dois planos paralelos
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- i
v, /
A { T,

Figura 6: Representacao esquemaética dos dois planos m; e 7o de gas de elétrons
bidimensional acoplados por um termo de energia A e submetido a potenciais elétricos
U, e U,, respectivamente.

T e Ty que interegem entre sim com energia de acoplamento A\, submetidos a um campo
elétrico perpendicular aos planos tal que o plano superior e o plano inferior possuem
energias U; e Us.

Sejam H; e H, os Hamiltonianos para cada planos isolados. Dessa forma, o
sistema como um todo pode ser descrito pelo produto direto dos dois subespacos Hy e Hs,
mais precisamente através do seguinte Hamiltoniano H = H;® H,, onde H; = —%VQ—FU 1
e Hy = —% V2 +U, estao no plano superior e inferior respectivamente. Dentro do
modelo de elétron tnico e massa efetiva em cada plano do gas de elétron bidimensional

sao isotrépicas e idénticas. Assim, obtemos a seguinte matriz.

—% VQ +U; A

H= ,
A _% V2 +Us

(66)
com autovetor dado por ¢ = [i1, wQ]T , sendo v; a probabilidade de encontrar o elétron
na camada i. Como o sistema que estamos resolvendo se trata de um sistema de dois
niveis, entao a fungao de onda associada é um pseudospin de duas componentes com
cada componente associada a funcao de onda em cada camada. Resolveremos nas segoes
seguintes a equacao de Schrodinger Hiy) = Ev a fim de obter as autoenergias E's, com H

dado pela equagao , do seguinte sistema de equacgoes acopladas

h2

= 5= VU Ui+ Dy = B, (67a)
h2

= 5 VPt + Untha + Dy = By, (67b)

Como o elétron estd livre na diregao do plano, entao podemos assumir que ¢; — wje“;?
para j = 1 e 2, sendo o vetor de onda k = (k,, k,) nas duas direcoes (= e y) bons nimeros
quanticos. Como %), = —kaJQ-, entao podemos escrever a equacao da seguinte

forma:

h2

%(k’Q%) + Uiy + Avpy = Evfy (68)
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ou ainda,

2
<2h—mk:2 + U1> Y1+ Dipy = By (69)

2
(Zh—mk‘z + U2) Yo + Ay = Ery (70)

2.1.1 Na auséncia do campo eldttrico

Primeiramente vamos analisar o caso em que as camadas nao estao polariza-
das, isto é: B =0 e U; = Uy = 0. Pelas equacoes e (70) temos que

(h—2k2—E)¢1=—Al/}2 (71)
2m
e thQ Elty=—A

(% - ) N (72)

Desacoplando as equacoes, substituindo a equacao em , obtemos:

1 /K2 h?
- % (%k? - E) (%k? - E) Yo = — DN by (73)

pois —x (%kQ — E) 1y = 1y ou seja,

h2 ?
<—k2 _ E) dy = A%y (74)

2m

e extraindo a raiz obtemos: (%H — E) Py = + /A s, ou ainda,

h2
<—k2 — E) Py £ Ahg =0 (75)
2m
Mais precisamente,
h2
— kK +A-F =0 76
(2m ) ¥ (76)
Assim, para a solucao nao trivial, ou seja, para ¥y # 0, obtemos:
i p—o (77)
2m N

e portanto, obtemos a seguite equagao para a energia

h2
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Veja Fig. a representagao grafica da equacao (|78)).

£ |

Figura 7: Representacao grafica da energia em funcao do momento com campo
magnético e potenciais elétricos iguais a zero.

Note que para o caso de A = 0, obteremos um banda de energia F = %kz
duplamente degenerada que é parabdlica com relacao ao momento, pois E o< k2. A Fig.
mostra a representacao grafica da equacgao . Pode-se perceber que a introducao
do termo de acoplamenteo A entre as camadas quebra a degenerescéncia de energia,
deslocando uma banda de energia para baixo no valor de —A e a outra banda de energia
¢ deslocada para cima com valor de /A, mas preservando o comportamento parabdlico das

bandas. Consequentemente o gap entre as duas bandas é 2A.

2.1.2 Na presenca de campo elétrico

Vamos agora supor o efeito de um campo elétrico perpendicular ao plano xy
ou mesmo através de algum processo de depagem, tal que o potencial nas camadas 1 e 2
sao dados por U; # Us # 0. No intuito No intuito de escrever o Hamiltoniano em uma

forma simétrica, vamos introduzir as seguintes constantes

e R i Sl

U() 5 (§ 9 (79)

Entao Uy + 6U = 8d2 4 D2l — [ e Uy — 6U = 842 — (B212) = [, ou seja,

U1:U0+5U e U2:U0—5U (80)
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Como H; = —%V2+U1 e Hy= —%VQ—FUQ, entao o Hamiltoniano dado pela equacao

(66) pode ser reescrito como

— & 2 +Uy + 6U A

H= ,
A £ 72 +U, - 6U

(81)
Repetiremos o mesmo procedimento feito na Sec. 2.1.1 para encontrar as autoenergias do
sistema no presente caso. Para tal, vamos resolver a equacao de Schrodinger Hy = E1),
com o Hamiltoniano dado pela Equacao , o que resulta no seguinte sistema de equacoes

acopladas:
2

h
o 72 4+ Ugthy + Uy + Aipy = Evfy (82)

h2
2
o V Yo + Ugths — 0U Y2 + Athy = Evpy (83)
No presente caso, assim como o caso anterior visto na Sec. 2.1.1, nao existe nenhum termo
de potencial externo que quebre a simetria de translacao no plano xy, isto é, o elétron
esta livre nas direcoes = e y em cada camada. Dessa forma, também podemos assumir
aqui solugda do tipo 1; — t;e’*. Assim, aplicando tal consideragdes nas equagoes 1}

e (83) obtemos que:
h2

2
(;—mk2+Uo—5U—E)w2:—A¢1 (85)

Substituindo a equacao (84) na equacao , obtemos:

1 (K2 ?
_Z<%k2+UO—5U—E) <%k2+UO+5U—E)¢1=—A¢1 (86)

pois —i (%kQ + Uy + 0U — E) Y1 = 1y ou seja,

12 h?
K—k:2 + Uy — E> — 5U] . K%k? + Uy — E) + 6U} P = APy (87)

2m

Como a equagao é produto da soma pela diferenca, entao

h2 2
[(—lﬂ + Uy — E) — U2 | Yy = A%y (88)

2m

Assim,

2m

B2 2
[(—/# + Uy — E) —§U? — N] P =0 (89)
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Portanto, para a solu¢ao nao trivial, ou seja 11 # 0, encontramos para o caso em que

B =0e U, # Uy # 0 a seguinte equagao para a energia

h2
E=_—Fk 4+ U+ +/6U%+ A2, (90)
2m

E)

U, +J8U” + A’

U,

U, —8U” +A’

=k

Figura 8: Esbogo da energia em func¢ao do momento para um sistema formado por uma
bicamada de gas de elétrons bidimensional com termo de acoplamento /A na auséncia de
campo magnético e na presenca de campo elétrico perpendicular ao plano do gés de
elétrons bidimensional.

Na Fig. esbocamos o grafico da equagao . Comparando as expressoes
das energias e seus respectivos graficos para o caso do potencial nulo, U; = U; = 0
lequagao (78) - Fig. (7)], e o presente caso na presenca de um campo elétrico externo,
Uy # Us # 0 [equagao (90))- Fig.], pode-se notar que: (i) a relagao de dispersao continua
sendo parabdlica com relacao ao momento; (ii) a presenga do potencial externo aplicado
nas camadas apenas induz um deslocamento como um todo do espectro de energia para
0 caso sem campo elétrico externo. Fisicamente, esse deslocamento dos niveis de energia
leva a uma mudanga do valor da energia de Fermi do sistema; e (iii) o gap entre as duas

bandas é dado por: 24/0U2 + A2,

Em particular, vale observar que fazendo A = 0 na equacao , obtém-se

que
h2
E=_—k+Uy+ U (91)
2m
com os niveis de energia separados por um gap no valor de 20U. Como U; = Uy +

0U e Us; =Uy—0dU, entao também podemos escrever a expressao das duas bandas
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CO1mo:

h? h?
Ei=—k+U e Ey=—k+U, (92)
2m 2m

evidenciando o deslocamente energético das bandas de energia de U; e de U, devido aos
potenciais externos aplicados nas camadas 1 e 2, respectivamente, e apresentando um gap
de Uy — Uy = 26U entre as duas bandas. Nesse caso do acoplamento nulo, A = 0, e
U2 # 0 é o campo elétrico o responsavel pela quebra de degenerescéncia dos niveis de

energia devido a uma quebra de simetria de inversao do sistema.

2.2 Na presenca do campo magnético no plano

Nesta secao vamos investigar os efeitos no espectro de energia devido a
aplicagdo de um campo magnético paralelo aos dois planos da bicamada (zy) no qual
o gas de elétrons estd confinado. Sem perda de generalidade, vamos considerar que o
campo magnético esteja alinhado com o eixo y, isto é § = (0, B,0). Um candidato para

_>
o potencial vetor Z tal que 7 % Z = B é o vetor X = (Bz,0,0), como podemos verificar

abaixo:
9 9 9 A )
- == = = - 0 90 9 |- _Z h— — : — B3
ﬁ_(ax,ay,az)xwz,o,o)_ B = 52(B2)i— 5 (B2)2 = B2 (99)
z

Para incluir o campo magnético vamos considerar a seguinte transformacao ? — F—ez,
— = = = . .
onde ¥ = hk, Kk =—iv e k = k& + k9 tal que

7= (pz — eB2)& + pyy (94)

Aplicando essa transformacao, precisamos verificar como fica o termo quadrético no mo-

mento que aparece no Hamiltoniano. Dai temos que
:ﬁ-ﬁé(?—eZ) p—eZ TP =27 - 2—1—622 A (95)
como - P = (h?) : (h?) = n2k2 e - A—enk A= ehk,Bz e

A A = (B2,0,0) - (Bz,0,0) = B2 (96)

1
portanto, p?> — h?k? — 2ehk,Bz + ¢?B?%?, e multiplicando a 1ltima expressao por 5
m

obtemos:
p? . h2k*  ehk,Bz N e?B%2? (97)
2m 2m m 2m
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Agora, podemos escrever o Hamiltoniano da equacao (81)) como

Hy|, _a A
H = 2 (98)
JAN Hy|,_ ¢
sendo os termos da diagonal principal dados pela equacao , aplicado nos pontos z; = g
€ 29 = —%l
2 h2k? k.Bd 2B2d?
Hl _o=2 yUy+ou="" BP0 ¢ + Uy + 60U (99)
2 2m 2m 2m 8m
e
2 h2k? hk,Bd 2B%d>
Hol_ o=2 yuyyou="11400 T LUy —6U. (100)
=72 2m 2m 2m 8m

d é a distancia entre as duas camadas do gas de elétrons bidimensional. Assim, substi-

tuindo os Hamiltonianos nos pontos z; e 2, obtemos:

h2k2 eliky Bd e2B24?
JAN %—Feﬁn +€8m —|—U[)—(5U

Resolvendo a equacao de Schrodinger Hiy = E, com a funcao de onda dada pelo pseu-

dospin ¥ = [, 1/12]T, obtemos o seguinte sistema de equagoes acopladas:

nk2  ehk,Bd  e2Bd
S + < Uy 46U ) 1 + Dby = By (102)
2m 2m 8m
¢ B2k2 ehk.Bd 2B
( y SaPd, © YU — 6U) by + Ay = Eiby (103)
2m 2m 8m

Colocando ¥, em evidéncia na equacao ({102]), obtemos:

(h2k2 _ ehk,Bd N e? B2 d>

Analogamente, da ultima equacao tem-se

(h2k2 ehk,Bd = ¢*Bd?
+ +

Substituindo a equac@o ((104) em ({105]), obtemos:

AB=— A, (106)

onde

A

2m 2m 8m

1 (WK ehk,Bd B d
A_——< + 2 + 2 +U0—5U—E>



(h2k2 ehk,Bd ~ *Bd
B= - -

oU - F
2m 2m 8m +lo+oU )¢1’

pois —i(% — ehgjan + e2§;d2 + Uy + 6U — E)py = 1hy. Assim,

C.D = A%y,
onde Wk e?B2d? ehk,Bd
C = + +Uy—FE |+ T _5U
2m 8m 2m
¢ 27.2 202 72
B B
D:th + 2 d+Uo—E)—(ehkx d—(sU)Ml.
2m 8m 2m

Como a equacao ([107)) é produto da soma pela diferenga, entao

27.2 2 32 g2 2 B 2
[(hk+e d+UO_E) _<ehkx d_5U> by — A%,

2m 8m 2m

e, portanto, obtemos:

R2k2 e2B2d2 2 hk,Bd 2
[( + 2 +U0—E) —<62 —(5U> A2 =0

2m 8m m

Logo, para a solugao nao trivial, ou seja 1; # 0, obtemos:

R2k2 e2B2d? 2 hk,Bd 2
(2m +€8m +U0—E) - (e e —5U) + N2

e, extraindo a raiz quadrada, obtemos:

21.2 2P2 72 2
AR +U0—E=i\/(ehkx3d—5U) + A2

2m 8m 2m

Assim, encontramos a equacao da energia

B2k e2B2d2 hk, Bd 2
E= 4+ +Ugi\/<62”“ —5U> N

2m 8m m
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(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

Nas proximas subsecoes analisaremos alguns casos particulares: (Sec. 2.2.1) quando o

momento é nao-nulo apenas ao longo da diregao § e (Sec. 2.2.2) quando o momento é

nao-nulo apenas ao longo da direcao .
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2.2.1 Para k = (0,k,,0)

Observe que tomamos k = (0, ky,0) na equacao 1} como k, = 0 entao o

termo dentro da raiz quadrada sera proporcional a k, sera nulo, isto é %ffd — 0. Logo,
a equagao (112 torna-se
Pk;  e*B%d?
Elj,—0= —2 + + Uy £ \/0U2 + A2 (113)

2m &m

Note que o resultado encontrado na equacao (113)) é semelhante a equagao com
e2B2d?

apenas um acréscimo de Up = <% no espectro de energia, ou seja,
h2k?2
E’kz:0:(2 y‘|‘U0:i: 6U2+A2)+UB (114)
m

onde a contribuicao do termo Upg levara a um shift positivo no espectro de energia, uma

vez que Ug > 0.

2.2.2 Para k = (k,,0,0)

—

Considerando agora que o momento estd paralelo ao eixo z, isto é, k =

(kz,0,0), temos que a equagao (112)) resulta em:

h2k2  e2B2d? hk, Bd 2
Bl = o2 4 £ +U0i\/(e > —5U) + A2 (115)

2m 8m m

Analisando alguns casos particulares: (i) Para B # 0, Uy = Uy = 0 e A = 0 podemos

concluir que

U1 + U2 Ul - U2
2 ¢ 2
e portanto a Eq. (115) fica da seguinte forma:

Uy -0 (116)

Rk 2B ehk,Bd\>
Bl —tr—su=A—0 = z + a 117
|ky=Uo=6U=2—0 om + 8 ( o ) (117)
Sabendo que Va2 = |z|, entdo podemos escrever
n’k? e2B%d* | eh|k,||B|d
Bl —tr—su=A—0 = z + z 118
|ky=Uo=6U=A=0 o + ™ om (118)
Colocando % em evidéncia, obtemos
h? e?B%d*>  elk,||Bld
Bl —vyg—sv-n—0 = — | k2 + —= 119
|y =Up=6U=2=0 el Ly N (119)
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23242 Bld . elk.||Bld Bld s
Como /k2 = |k, \/ 555 = €|2h| e d ;|i| | :2\kx|%, entao isto mostra que

e? B2d? L k.| |B|d

k2 120
ETE h (120)
¢ um trinomio quadrado perfeito, e portanto, podemos escrever
e2B%d*  ehlk, ||Bld e|B|d
k2 + k.| £ 121
2 22 1B _ (2 2lBLE) (121
Logo, obtemos a seguinte equagao
712 e|B|d
Ely,=vy=sU=n=0 = {Vf |+ ’%‘ } (122)

e|B|d
2h

coordendada k, das energias parabdlicas, como apresentado na Fig. 777, quebrando assim

Observe que o termo representa uma translacao no sentido positivo e negativo na
a degenerescéncias das bandas de energia, exceto no ponto k, = 0. Isso mostra que tal
deslocamento ainda preserva a simetria de espelho dos niveis de energia com respeito ao

eixo k, = 0. A energia correspondente ao ponto de degenerescéncia é Ez, = E(k, =0) =

2pR2 g2 Z. . . ~ . , .

%. E importante notar que as isoenergias sao dois circulos separados para baixas
. , Bld Bld

energias, isto ¢, para F < Fg.4, centrados em k, = e|2h| eem k, = % Enquanto que

para altas energias com E > Ej.,4, as isoenergias tém a aparéncia de um “amendoim”.

(ii) Para B # 0, U; #0, Uy # 0 e A = 0 obtemos a partir da equagao (115)),

Elo oo = 7:‘22 :j + 62§;d2 + U+ \/ (eh];;f d_ (5U)2 (123)
observando % — 60U > 0, entao obtemos:
zﬂ@:AZOZ:§z§4_é§i?2+-Ubi:(g%%?é-—dU) (124)
Colocando % em evidéncia, obtemos
o QH; [kQ e2 gzda . ehk;;Bd] U 6U (125)
Como k2 + Zf;dz + ehkgBd [l{:x + %}2, entao obtemos a seguinte equacao
Elg,—n=0 = ;2 [k + %Z} + Uy F0U (126)

Vale notar que nesse caso, o ponto de cruzamento das duas bandas na coordenada k, nao



¢ mais no k, = 0 e sim
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20Um
T = —
eBhd
U,>0 ¢ 8U>0 E
Ut TN
U. -8U \- T " :}é‘U
k
_ s3d 0 %
A

Figura 9: Representagao gréafica da energia em funcao do momento para uma bicamada
de gés de elétrons bidimensional submetida a um campo elétrico perpendicular ao plano
e um campo magnético paralelo ao plano para Uy e 0U maiores que zero.

Uy=0 ¢ §U>0

,,,,,,,,,,,,,,,,,,, SU

—8U

Figura 10: Representacao grafica da energia em fungao do momento para uma bicamada
de gés de elétrons bidimensional submetida a um campo elétrico perpendicular ao plano
e um campo magnético paralelo ao plano para U, igual a zero e U maior que zero.

E)
Uy=0¢ 6U<0

sU

-6U

eBd

Figura 11: Representacao grafica da energia em funcao do momento para uma bicamada
de gas de elétrons bidimensional submetida a um campo elétrico perpendicular ao plano
e um campo magnético paralelo ao plano para Uy igual a zero e 6U menor que zero.
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3 CONCLUSAO

Através da investigacao analitica desenvolvidas nesta dissertacao sobre as
propriedades eletronicas de uma bicamada de gés de elétrons bidimensional submetida a
um campo elétrico perpendicular ao plano e um campo magnético paralelo ao plano, foi
possivel mostrar que: (i) o termo de energia de acoplamento entre as camadas quebra a
degenerescéncia dos estados; (ii) a presenca de um campo magnético no plano causa uma
mudanga transversal linear no momento. Ou seja, os niveis de energia correspondentes
a diferentes camadas do gas bidimensional sao deslocados em direcoes opostas no espago
dos momentos, o que leva ao cruzamento e ao anticruzamento das curvas de dispersao de
energia quando o termo de acoplamento é ou nao levado em consideragao; (iii) na presenga
de campos elétricos e magnéticos, pode-se observar uma distor¢cao dos dois ramos de
energia com a formacao de uma estrutura de dois vales com diferentes superficies de Fermi,
como ja era previsto. Tendo em vista o grande interesse da comunidade cientifica em
materiais semicondutores anisotrépicos como por exemplo, o fésforo negro, e em sistemas
formado por camadas nao alinhadas temos também como exemplo a bicamada de grafeno
rotacionada, trabalhos futuros podem, além do caso isotrépico abordado neste trabalho,
comparar as estruturas de bandas entre o caso isotrépico e o anisotropico. Ou ainda pode
ser investigado o efeito no espectro de energia devido a rotagao de uma camada do gas de

elétrons em relacao a outra, para os casos isotrépico e anisotropico.
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