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RESUMO

Neste trabalho € discutido o operador de translagdo dependente da posicao na formulagdo de
Schrédinger e Heisenberg da mecanica quantica. Nas duas representagdes, discutimos a im-
portancia de condicdes suficientes para que o operador momento seja hermitiano no espaco de
métrica ao qual ele € definido. Apds isso, vemos que na formulagdo ondulatéria de Schrodinger
encontramos uma equacao tipo equagdo de Schrodinger que governa a evolucdo temporal das
fungdes de onda. De igual modo, na formulagdo matricial de Heisenberg encontramos uma
equacao tipo equacdo de Heisenberg que governa a evolugao temporal dos operadores. Por fim,
como aplicacdo do formalismo de Heisenberg calculamos a evolugao temporal da incerteza no
tempo e o alargamento de pacotes de onda de uma particula em um espago unidimensional sob
potencial nulo para uma métrica euclidiana e também para uma métrica com termo de primeira
ordem em sua série de poténcia. Por outro lado, resolvermos a particula livre em um espago uni-
dimensional para métricas com primeiro e segundo termo de sua expansao em série de poténcia
na formulagdo de Schrodinger.

Palavras-chave: Mecanica Quantica. Operador translacdo modificado. Formulagao de
Schrodinger. Formulagdo de Heisenberg.



ABSTRACT

This work discusses the position-dependent translation operator in the Schrodinger and Heisen-
berg formulation of quantum mechanics. In both representations, we discuss the importance of
sufficient conditions for the moment operator to be hermitian in the metric space to which it
is defined. After that, we see that in the Schrédinger’s wave formulation we find a Schrodin-
ger equation that governs the temporal evolution of wave functions. Likewise, in Heisenberg’s
matrix formulation we find a Heisenberg equation that governs the temporal evolution of the
operators. Finally, as an application of the Heisenberg formalism we calculate the temporal
evolution of the uncertainty in time and the broadening of wave packets of a particle in a one-
dimensional space under null potential for a Euclidean metric and also for a metric with a first
order term in its power series . On the other hand, we solve the one-dimensional space free par-
ticle for metrics with first and second term of its expansion in series of power in Schrodinger’s
formulation.

Keywords: Quantum Mechanics. Modified translation operator. Schrodinger formulation. Hei-
senberg formulation
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1 INTRODUCAO

A mecanica pode ser esbogada em quatro grandes campos: classica; relativistica es-
pecial; quantica e teoria quantica de campos [1]. Dentro dos dois primeiros grandes campos ha
grandes nomes, tais como Newton (mecanica newtoniana), Maxwell (eletrodindmica), Einstein
(relatividade restrita). Assim, pode-se dizer que essas teorias foram criadas, ou pelo menos,
estruturadas em principios fundamentais por um individuo que leva até hoje o seu nome. Sobre
os dois ultimos grandes campos ndo se pode dizer a mesma coisa. A mecanica quantica, por
exemplo, ndo foi criada - nem mesmo determinada definitivamente - por um individuo [2]. De
fato, nas trés primeiras décadas do século XX, houve uma caixa de pandora de observacoes
experimentais dos quais, com base na teoria cldssica firmemente estabelecida, eram totalmente
inexplicéveis [3|].

Com efeito, corpos e fendmenos em uma escala muito pequena comportam-se de
forma diferente daquilo que podemos ter uma experiéncia direta. Fendmenos como efeito fo-
toelétrico (1905), dispersao de elétrons (1922), ondas de matéria (1925), propriedade de ondas
de elétrons (1927), ndo possuem um comportamento tipo onda, ou como particulas, nem como
nuvens, nem como bolas de bilhar, nem mesmo como pesos em molas, ou como qualquer outra
coisa que j4 se tenha visto [3|]. Efetivamente, apenas a mecanica quantica descreve em seus
detalhes o comportamento da matéria em uma escala atdomica [4]], [5]. Além disso, para uma
escala atdmica sob altas energias necessita-se da abordagem da teoria quantica de campos [6]].

Possivelmente, ainda nos dias de hoje a Mecanica Quantica carrega cicatrizes de sua
origem [2]]. Questionamentos sobre o que realmente significa fazer uma medi¢do sdo dilemas
que a Fisica ainda estd buscando resolver [/]. Por fatores como esse e entre outros nao é
facil chegar a um consenso sobre o que é Mecanica Quantica, embora ja se esteja consolidado
o que ela faz. E conceitualmente rica e matematicamente sofisticada. Possui pelo menos nove
formulacdes e novas vao surgindo [8]], as quais diferem dramaticamente em termos matematicos
e conceituais, mas cada uma faz previsoes idénticas para todos os resultados experimentais.

Dentre estas formulagdes encontramos a sempre popular formulagdo de fungdo de
onda que é padrdo para resolver problemas, mas deixa a impressdo conceitual incorreta de
que essa funcdo de onda é uma entidade fisica e ndo uma ferramenta matematica [9], embora
carregue toda informacao ttil do sistema. A densidade de probabilidade pode ser totalmente
determinada por meio da funcao de onda e por fim, sua interpretacdo € dada pela interpretacdo
probabilistica, um postulado da teoria [10]. Finalmente a forma como a funcdo de onda evolui
no tempo € governada pela equagao de Schrodinger.

Em 2004, Quesne e Tkachuk, mostraram que ha algumas conexdes entre trés tipos
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de equagdes de Schroginger que descrevem trés problemas de natureza aparentemente distintas;
massa dependente da posi¢do, dlgebras deformadas e espagos curvos, sempre que a fungdo de
deformacg@o f(x), a massa dependente da posicio (sem dimensao) M(x), e a métrica (diagonal)
g(x), forem conectadas através das relacdes f2(x) = 1/M(x) = 1/g(x), [11].

Costa Filho[12], em 2011, introduziu o conceito de deslocamento espacial depen-
dente da posi¢do, o que nao apenas implicou em uma mudanga nas relagdes de comutagao entre
posi¢do e momento, mas também em uma equacao tipo equagao de Schréedinger que pode ser
interpretada em termos de uma particula com massa dependente da posicao.

Estudos posteriores buscaram tornar o operador momento definido por [12]], hermi-
tiano, no entanto, com uma abordagem ad-hoc [13] . Ja em 2013, [[14], ndo s6 mostrou que
o potencial de Morse emerge naturalmente da acdo do operador deslocamento espacial depen-
dente da posi¢do, mas como define um novo espaco munido de um produto escalar a respeito
do qual o momento € hermitiano.

Por fim, em 2016, um operador de transla¢do atuando em um espaco com métrica
diagonal € introduzido para descrever o movimento de uma particula em um sistema quantico.
E mostrado que o operador momento e, como consequéncia, a relacdo de incerteza dependem
da posi¢ao. Também é mostrado que, esse formalismo naturalmente leva a um principio de
incerteza estendida com uma dispersdo de momento minima [15]. Muitos trabalhos forma
publicados dentro desse campo de estudo, como por exemplo um novo tipo de principio de
incerteza estendida [16], ou uma Mecanica Quantica Fraciondria [17], ou ainda descricdo de
sistemas quanticos em campos elétricos estaticos [18]].

Dentro desse contexto, esse trabalho se propde, no segundo capitulo, discutir o for-
malismo tridimensional do operador de translacdo dependente da posicdo em um espaco de
métrica diagonal na formulacdo da fun¢@o de onda, mostrando a necessidade e restri¢des sufi-
cientes para que o operador momento seja hermitiano no espago ao qual ele € definido. Ainda
nesse capitulo, fazemos duas aplicagdes unidimensionais ao resolver a particula sob potencial
nulo com uso do termo linear e do termo quadrético na expansdao em série de poténcia do

termo g~ /2

. No capitulo trés, fazemos uma discussao semelhante ao capitulo dois, mas agora
na formulacdo matricial de Heisenberg. Como aplicacdes realizamos os cédlculos da evolugao
temporal da incerteza e do alargamento dos pacotes de onda da particula sob potencial nulo
unidimensional em um espagco em que o operador translacdo é dependente da posi¢cdo. Por
fim, fazemos uma conclusao no capitulo quatro dos resultado discutidos e mostramos algumas

perspectivas futuras para esse trabalho.
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2 FORMALISMO DE SCHRODINGER

) . . N ko
Caracteriza-se um espago cartesiano de N-dimensdes nas coordenadas x'*, ditas
cartesianas se o quadrado da distincia entre dois pontos infinitesimalmente préximos P(x’) e

P(x' +dx') for dado pela férmula Pitagérica [[19],
ds* = dx/kdx’k (2.1)

Que ¢ uma extensao do teorema de pitdgoras para mais de trés dimensdes. Uma generalizagdo
para coordenadas genéricas x', as quais conectam-se as coordenadas x’%, é obtida por meio da
seguinte transformag¢ao homogénia linear [20],

a 1k )
ko2 g (2.2)

/
dx’" = pp¥ .

de modo que a equagdo pode ser escrita como

5 _ p) x/k 0 x/k
oxi dxJ

ds dx'dx! = g;;(x)dx'dx/, (2.3)

com
ax/k ax/k
8ij(x) = X ox)’ 2.4)
sendo um tensor covariante simétrico de posto 2, chamado na literatura de tensor métrico ou
tensor fundamental. Portanto, ds® é um tensor, um invariante, no caso, como era de se espe-
rar, pois a distancia entre dois pontos ndo deve depender das coordenadas utilizadas no seu
cdlculo. Na derivagdo do Tensor métrico, equagdo (2.4), exigiu-se que seja necessdrio existir

uma transformacao do tipo,
tk gk, g .
x=x"(x") (k,i=1,2,...,N). (2.5)

1 . k Lo
Tal que, em um espaco euclidiano descrito pelas coordenadas x'*, a métrica se reduz, em todos

os pontos do espago, a matriz identidade, g;;(x) = 6}, de modo que
ds® = dx'*ax’". 2.6)

que é o teorema de pitdgoras como conhecemos. Por outro lado, se tal transformagdo nado
existir, o Tensor métrico, tal como foi definido na equagﬁo@) nao faz sentido. No entanto,
como mostrado em [21], podemos adotar o ponto de vista de que as quantidades g;;, € dado e

ndo necessita ser calculado fazendo referéncia a um sistema cartesiano por meio da equagao

! Considereamos aqui a notagdo de Einsten ao qual assume uma soma sobre os indices repetidos.



14

(2.4).

Uma vez definido o tensor métrica, podemos caracterizar um espaco riemanniano ou
métrico como sendo aquele que pode ser descrito, de modo continuo, pelo sistema de valores de
suas coordenadas (x'), cujo o invariante tensorial ds”> que exprime a distancia entre dois pontos
infinitesimalmente préximos P(x') e P(x' +dx') é dado pela forma quadrética dos diferenciais
das coordenadas relativas dx’

ds*> = g,-j(x)dxidxj, 2.7

onde x é um ponto do espaco em questdo. Espacos que s@o caracterizados por uma métrica que
nao depende do espago-tempo chama-se espacos planos. Por outro lado, presenca de campos
gravitacionais faz com que a métrica dependa dos pontos do espago-tempo (espacos curvos)
[22].

2.1 O espaco das funcoes de onda.
Uma métrica Riemanniana permite definir uma nog¢ao de volume [23], como segue
dV = /g dx'dx* - dx", (2.8)

onde {x"},(n =1,2,---,N) sdo coordenadas genéricas e g = det(g;;). A expressdo (2.8) é

invariente sobre mudanca de coordenadas[23]], o que nos garante escrever,
dv' = /g dx''dx?,- - dx'N, (2.9)

com {x"},(n=1,2,--- ,N) sendo coordenadas cartesianas; e g = det (gi j). Desse modo, igual-
mente a Braga[24]], postula-se que o espaco das fun¢des de onda definidas em um volume V, é

o espago de Hilbert com um peso, tal que

/ W (x,y,2)|*/gdxdydz < oo, (2.10)
1%
com a seguinte métrica
gxx(x,y, Z) 0 0
glx,y,2) = 0 2 (%,,2) 0 . (2.11)
0 0 8z (%,9,2)

Consequentemente

dS2 = gxx(x7y7 Z)dxz + gyy(xO’a Z)dyz + gZZ<x7y7Z)dZ2' (2 12)
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A partir da definigdo (2.10), definimos produto escalar

0ly)= | 0" @w(F)VE drdydz 2.13)
com 7 = (x,y,z). Como se pode ver no Apéndice a expressdo (2.13), obedece as proprie-

dades de produto escalar. Uma vez definido o produto escalar, os conceitos de ortogonalidade e

norma podem ser definido como segue.

(oly) =0. (2.14)

Por outro lado, a norma de uma fun¢io y(7) é definida por

Iw* = (yly), (2.15)

que deve ser positiva definida.

2.2 Descricao de um sistema quantico

Em Mecanica Quantica um observéavel fisico € representado por um operador linear
hermitian que ao ser medido tem como resultado um autovalor real [25]]. Seja, uma particula
bem localizada em torno de um ponto localizado pelo vetor 7, no espago euclidiano em trés
dimensoes,

F=xt+y)+22, (2.16)

que € descrita por um ket
7) =[x,y,2), 2.17)

ao qual € autoket simultaneo dos operadores X,y e ZEI

x[r) = x[r), (2.18a)
ylr) = yln, (2.18b)
z|f) = z|7), (2.18¢)
o que leva imediatamente a,
x,y] =[x,2] = [y,z] =0. (2.19)

Resta-nos saber se {|F)} forma uma base para o espago vetorial definido pelo produto escalar

da equacdo (2.13)). Verifica-se isso como segue. Ora, de acordo com o produto escalar [2.13]

23 hermiticidade ndo é uma condicao necessdria, mas suficiente.
3nesse texto operadores serdo representados por letras em negrito, sejam maitisculas ou mindsculas.
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tms que
ly) = [ o" @) Ve dxdydz
= [ (9I7) (Flv) V& dxdydz
= 01| [0 1 ve dsave] ),
portanto,

/ 7 (7] /g dxdydz = 1. (2.20)
Onde 1, é a matriz identidade. Ou seja, {|F) } € completo. Por outro lado
07) = (710)=(7|| [ 17 V& dnave] o)
o(F7) = /<r (F)\/g dxdydz. (2.21)
Mas, segue da propriedade da fun¢do delta de Dirac[21],
0(7) = / 0(7)8 (7 — )dxdydz. (2.22)
Portanto, comparando as equagdes (2.21) com (2.22)), vemos que
(Flry=8(F—7)g " (2.23)

mostrando que {|7)}, sdo kets ortogonais entre si, mas nao normalizados. Vemos aqui que os
pontos no espago ndo sao equivalentes devido ao tensor métrica de modo que a normalizag¢do
depende também de cada ponto do espago. Portanto, um estado fisico arbitrdrio pode ser ex-

pandido em termos de {|7)},

v) = [ (1w)I7) V& dxdydz (224

Assim como fez Costa Filho[12] para uma dimensao, postularemos que o operador
translacdo espacial infinitesimal em trés dimensoes T, (dr), atua em um estado |7) da seguinte
forma [24]

Te(dr)|P) = |x+ gl_ll/zdx, y+ gz_zl/zdy, z+ g3_31/2dz> , (2.25)

com g11,822 € g33 dependem das coordenadas (x,y, z) Segue da equacdo acima que

T,(ds) |[7) = |x +dx,y+dy,z+dz) . (2.26)

4Sempre serd considerado que g11,g2 e g33 dependendo das coordenadas (x,»,2) , a menos que se diga ao
contrdrio no texto.
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Ou seja, T, (dr), é definido de forma que um deslocamento ds, e nio dr, é necessério para levar

a particula de |F) para ?+Jr>. Em outras palavras, o operador translagio espacial € definido
levando em consideracdo a métrica do espacgo ao qual ele atua.

Duas propriedades fundamentais das translagdes € a adi¢do e comutacdo. Sobre a
primeira nos € dito que dado duas translacdoes na mesma dire¢do pode-se substitui-las por uma

cujo o valor é soma das duas. Matematicamente,
T, (8x8)Tg(8x'%) =T, ((6x+ 6x') £). (2.27)

Sobre a segunda nos € dito que translacOes sucessivas em diferentes dire¢des, comutam(10].
Matematicamente,

T (8x8) T (8y5) = Ty(8y5) Ty (5. (2.28)

No entanto, uma vez definido o operador de translagdo de acordo com a equagido (2.25)), essas
duas propiedades sdo quebradas. Para a primeira consulte o apéndice (A.2). No caso da se-
gunda, € importante entendermos de um ponto de vista geométrico. Para isso considere a figura

(I) ao qual representa translagdes no espago bidimensional

o O

vy

o o

A oxx C

Figura 1: Translagdes sucessivas em diferentes direcoes. Fonte: o autor.

Para um deslocamento de A para B, poderia se pensar em dois trajetos: o primeiro
deslocando-se de A para C e depois de C para B. O segundo deslocando-se de A para D e
depois de D para B. No entanto, isso ndo pode acontecer, pois da forma como o operador
translacdo € definido em (2.25)), o ponto C e D deveriam necessariamente ser iguais, pois ao
aplicar o operador translacdo em uma dada direcdo as outras coordenadas do ponto de onde se
faz deslocamento sdo consideradas, pois a métrica depende de todas as coordenadas do ponto.
O espago definido pelo tensor métrico de acordo com a equacdo (2.73) € ndo homogéneo, ou
seja, as propriedades do sistema fisico sdo afetadas por um deslocamento arbitrario da origem

do sistema de referencia. De fato, deslocar-se sobre uma tnica direcao nao € independente das
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outras, pois os elementos do tensor métrico dependem das trés coordenadas. Segue, portanto,
que a ordem a qual fazemos as translacdes sdo importantes. Por outro lado é possivel que
as translacOes sejam comutativas, mesmo que a métrica ndo seja euclidiana, basta que cada
elemento do tensor métrico seja dependente apenas de uma tnica coordenada x,y ou z, de
modo que cada elemento da diagonal de g(x,y,z) seja funcio exclusiva apenas de uma das
trés coordenadas espaciais.

A forma como essas translacdes se comportam permite que se faga uma relagdo com
uma conhecida familia de funcdes que possibilita generalizar a termodinamica de Tsallis e suas

varias aplicacdes relacionadas a sistemas termodinamicos nao extensivos [26-29].

2.2.1 Momento Linear como gerador de translacoes

Seguindo a ideia de que o momento linear € o gerador das translagdes no espaco,

podemos escrever

Ty(dr)=1— (}%) p,-dr (2.29)

com
P = Pk + pyd + Pl (2.30)
Com essa defini¢do podemos acrescentar mais alguns caracteristicas de T (Jr) Por exemplo,

/2

para o caso em que tomamos g;xl = 1+ yx, o inverso de T deve ser definido de tal modo que

T, ' (dx) ') = |x), (2.31)

em que X' = x + dx + Yxdx. Segue portanto, que

'—d
_|x X> . (2.32)
1+ 7yx
Dessa maneira pode-se escrever que
x—dx
T, ' (dx) |x) = : 2.33
g (dx) |x) 1T YX> ( )

De fato,

T;l (dx)Tg(dx)|x) = T;l (dx) |x+ dx + yxdx)
X+dx+yxdx—x
1+ 7vx

= |

T, ' (dx)Ty(dx) = 1 (2.34)
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E possivel verificar com a ordem dos operadores invertida, ou seja,

T @) = Tlan ;)

_ x—dx dy [ y(x—dx)}>
I+ 7yx I+ yx
B x — dx + dx + ydx* + yxdx — ydx?
I+ 7yx >

x4 ) >
1+vx
TT; (@0l = |9

Ty (dx)T, ' (dx) = 1. (2.35)

A esse ponto, € facil notar que
T, ' (dx) # Ty(—dx). (2.36)
1/2

Uma caracteristica que para esse caso considerando gy, '~ = 1+ yx, € diferente do caso eucli-
diano. O que podemos ver € que ao fazer um deslocamento em uma direcao oposta ndo € a
mesma coisa que fazer a mesma translagdo de modo inverso. O que ocorre para o caso de uma
translagc@o no espaco euclidiano.

A extensdo para traslagcdes finitas é dado por sucessivas translagdes infinitesimais
de comprimento Ar/N, com Ar = (Ax, Ay, Az), e N indo para o infinito,

p, - Ar1Y p, - Ar
Ty(Ar) = lim [l_ng } :exp(—lpgﬁ > (2.37)

Seguimos explorando a quebra da propriedade expressa na equagao (2.28), que nos

leva a escrever

[T, (dx%), Tg(dy)] # 0 (2.38)
(1= (i) pydx), (1= (i/h)pyydy)] # O (2.39)

dx)(dy)
{( - } [PyyPe] # O (2.40)
[Py Pu] # 0. (2.41)

Fazendo para as outras dire¢des, encontramos ao todo

PPy # 0, (2.42)
[Posp] # 0, (2.43)
[pyy:P] # O (2.44)

A ndo comutatividade dos momentos € consequéncia direta da quebra da comutatividade das
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translacdes. Outra consequéncia da defini¢do de (2.25)) é que a relacdo de comutagdo entre os
operadores posi¢ao e momento variam em cada ponto do espaco de acordo com a definicao do

tensor métrico. De fato,
—-1/2 -1/2 -1/2 —-1/2
X T [x,02) = gu! dx‘x‘f’gxx/ dx,y+ gy’ d)’7z+gzz/dz>-

Fazendo um aproximacao com erro em segunda ordem em dx,dy e dzﬂ obtemos

X, Ty] = gur/ dx, (2.45)
fazendo o mesmo para os operadores y e z
-1/2
¥, Te) = g ay, (2.46)
-1/2
2, T,] = g="/*dz. (2.47)

Pondo a defini¢do (2.29)), nas equagoes (2.45)), (2.46) e (2.47), obtemos

( . —1/2
([vaxx] - lﬁgxx / > dx+ [X7pyy]dy“r‘ [X’pzz]dz = 0

. —1/2
([yypyy] - lhgyy / ) dy+ [Y7pxx]dx+ [yapzz]dz =0

g —1/2
| (12,9~ ifg'?) dzt [2.podx + [2.pyJdy = 0.

Se considerarmos os comutadores como varidveis desse sistema (€ o que desejamos) a solu¢@o

trivial nos garante,

XPy] = g’ (2.48)
v.p,] = igy'’’, (2.49)
zp,) = ihgz". (2.50)
e também,
[X’pyy} = [X7pZZ] = [y7pxx] = [y’pzz] = [Zapxx] - [Z,pyy} - 0 (251)

Como faz [24], podemos determinar o operador p, no espago das posi¢des. Pode-
mos fazer para uma componente Z do momento, entdo estender para as outras de modo analogo.

Segue da equacdo (2.29) que

] o
Ty(85) [y) = [v) = =5 |v) | (2.52)

3¢ uma aproximago do tipo g5, x [x+g~1/2dx) ~ gglx|x), em x,y e z.
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em que aqui consideramos 6s = ,/g,; 6z muito pequeno. Utilizando a completeza, reescreve-

mos

!/ / / ] zz5
[asT(89)[2) ) = w) === 1y 253

aqui reescrevemos 85’ = |/g..07'. Adiante expressamos por meio da equagdo || do seguinte

modo

[as 245 E ) = 1) - =)
p,.0
/ds’|z><z’—6z\t//> = |w>—lpz%lw>~

Onde fizemos uma mudanga de varivel e retornamos novamente a varidvel primeira 7'. Fazendo

uma aproximacao em primeira ordem do tipo

=3y~ (@) =5 (51 ) (olelv)

de modo que escrevemos a equagao (2.54) como

Jas'|2) <<z’!w> - 5% <z’|w>> =) - % V) (2.54)

Resta-nos entdo, pondo pela esquerda (z| nos dois membros

a B .

[as 3y (39) 8= ge 2 = Eelpely) 8
sendo ds' = /g.. d7, temos

82z
8 / / / i
[ 5@y 8= dd = 5 (elpelv)
0 i

$<ZW/> = ﬁ<z‘pzz|w>

o _4pn0
(dlpalv) = —ifig™' 2o (2lw). (2.55)

Onde no dltimo passo mudamos da varidvel s, para a varidvel z. Fazendo o mesmo para as

demais coordenadas encontramos
(xpuly) = —ihgn" 2% (x|w), (2.56)
<y‘pyy| ‘V> = _iﬁgyy_l/Z% Oly), (2.57)
de modo resumido temos

T T B
pg:_lﬁ (gxx 1/2$7 8yy 1/28_);7 8zz 1/28_Z)- (2.58)
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No entanto, devemos ser cuidadosos aqui, um dos pilares que permite uma descricao fisica
de um sistema quantico € a possibilidade de representar um observavel fisico por meio de um
operador hermitiano([2], e dai segue as propriedades de autovetores ortogonais correspondente a
diferentes autovalores reais. Outro aspecto importante da necessidade que o operador momento
seja hermitiano é nossa garantia da unitariedade do operador translacdo como se pode
ver no apéndice (A.3)). Pois, se assim ndo for a norma dos kets de posi¢ao ndo serd preservada e
consequentemente a densidade de probabilidade. Portanto, devemos cuidadosamente verificar

se o operador (2.58), é hermitianoﬁ Portanto, queremos mostrar se (2.58) satisfaz,

(9]pelw) = (wlpglo)", (2.59)

que € a condi¢do para um dado operador ser hermitiano. Desenvolvendo o lado esquerdo da

equagao acima por meio da completeza do espago das posi¢des
(Blpglw) = it [ (0]VE dxdydz 7) (7lpglv)
d d d
_ = -1/29 4 -129 & -1/29 4
lh/<¢’r> (gxx axx+gyy ayy""gzz azz)
(Fly) - /g dxdydz
g [ —129 0\ 2
<¢|pg‘l//> = —lﬁx/(]) (gxx l/za) (Fly) v/gdxdydz +
d
—ihy / o* <gyy1/2a—y) (Fly) /g dxdydz +
d
—iﬁ2/¢* (gzzl/za—z) (Fly) \/g dxdydz. (2.60)

Se cada componente do operador momento for hermitiana, entdo todo ele também sera, de modo

que podemos tratar separadamente cada componente. Seja a componente Z,

J\ .
<¢}pzzwl> = —iﬁf/(l)* (gzz_l/za_z) <r|llf> \/§dxdydz (2.61)
d
— / ¢*a—‘g\/m dxdydz. (2.62)

Usando uma integragao por partes, do tipo

« 20" , 0
u = ¢ ,/gyygxxdxdy.‘.duz (a;t\/gyygxx‘k(p a_Z\/gyygxx) dXdde (2.63)

dv = a—wdz.'.v:l// (2.64)
0z

®E verdade que possa haver operadores nio hermitianos que possuem autovalores reais, no entanto, isso é uma
condi¢do que deve ser analisada e ndo garantida, o que torna a teoria mais delicada do ponto de vista matematico.
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reescrevemos, entﬁo,
. P . 0
<(Z>’pzz]l//> = ih /V wa—Z\fgyygxx dxdydz + /V Vo a_Z\/gyygxdedde +

it [ 0" /gmdrdy| (2.65)

[}

O termo de superficie vai a zero nos limites dados, pois as fungdes de onda nesses limites

também vao, restando-nos

. 29" , 0
(0|pg|w) =i { /V llfgiz\/gyygxxdxdydw /V Yo" 5 v/Bn8udrdydz| . (2.66)

A primeiro termo claramente obedece a condi¢@o de hermiticidade expressa pela equacdo (2.59).
A dltima integral ndo permite que p,,, seja hermitiano. No entanto, se garantirmos que a se-

gunda integral se anule, ou seja,
d
a_zwlgyygxx — 0, (2.67)

o que de modo mais geral significa que g1 € g22, ndo depende da varidvel z. A anélise para as

demais componentes de p, sdo analogas, 0 que também mostra a necessidade de se ter

d
oV 8yy8zz =0, (2.68)
d
a_y\/ 8228 = 0. (2.69)
Das equagdes (2.67}[2.68)) e (2.69), podemos resumir
8x = gxx(x), (2.70)
&y = &), (2.71)
8z = 8z(2). (2.72)

E evidente que podemos montar combinagdes com as gyy,&yy € &z, de modo que as equagdes

(2.67,2.68) e (2.69)), sejam satisfeita. No entanto, a solugdo mais simples € a que aqui foi posta.

Garantido isso, o momento p, serd hermitiano no espago com métrica

g 0 O
gxyz)=|0 g, 0], (2.73)
0 0 gz

de modo que,

. 120 _1nd _1nd
P = —ih (gxx1/2$7 gyyl/za_y7 gzz]/za_z) . (2.74)
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O que podemos perceber € que se optarmos por garantia necessaria e suficiente para
autovalores reais bem como preservacdo da norma dos kets, havera uma impossibilidade de
descrever sistemas fisicos em dados espagos, pois nesse espaco 0 momento nao € hermitiano,
consequentemente o hamiltoniano e, portanto, a energia perde o significado fisico como conhe-
cemosﬂ Outro ponto € que com a métrica , as equacdes [2.42| [2.43| e [2.44 ndo sio mais

vdlidas, valendo agora as igualdades

[pxmpyy} = [px)mpzz] = [pyyvpzz} = 07 (275)

voltando as relacdes de comutacdo semelhante ao espago cartesiano, ou seja, para essa métrica
(2.73)), ndo ha quebra de comutatividade nas translagcdes. Dito tudo isso, buscaremos agora,

encontrar uma equacao que governe a evolucao das fun¢des de onda no tempo.
2.3 Dinamica Quantica

E evidente que se tivermos um sistema em £ representado por um ket | y), em geral
em tempos posteriores ndo se espera que ele permanec¢a no mesmo estado |y). Desse modo,
buscaremos descrever aqui a evolugdo temporal dos kets de estado via operador de evolugdo
temporal. A forma como o operador de evolugdo temporal atua nos kets fazendo-os evoluir
no tempo determina vérias quantidades fisicas importantes. De fato, veremos que a unitarie-
dade do operador evolugdo temporal implica diretamente na conservagao da probabilidade de
se localizar a particula.

Desse modo, nessa se¢do deduziremos um operador de translacdo temporal que
conserva a norma dos kets, e por conseguinte, a densidade de probabilidade semelhantemente
como faz [24]]. Veremos que tal operador obedece a uma equacao tipo de Schrodinger, o que
imediatamente leva a uma equagao tipo de Schrodinger para os kets de estado no espago das
posicoes.

Seja, um operador ao qual é capaz de evoluir um ket de estado de um tempo #y para

t. Matematicamente
(F|Ug(t,10) [w(x,00)) = (Fly(x,1)) (2.76)

Ou seja, Uy (2, 10), provoca uma evolugdo nos estados de fo — ¢. Para um caso infinitesimal com
primeira ordem em dt, postulamos semelhantemente como faz [[10] para a Mecanica Quantica

no espago euclidiano que o hamiltoniano associado a0 momento (2.58)) definido no espago de

7Embora, seja possivel que um sistema apresente observéaveis nio hermitianos e possua energias com valores
reais. Mas, o ponto € que ndo poderiamos garantir sempre isso.
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métrica (2.73)), é o gerador de evolucdo temporal
Ug(to+dt 1) =1— iH?gdt. (2.77)
Uma propriedade desejada de Uy, € a propriedade de composicao
Ug(t2,10) = Ug(ta,11)Uy(21,20) (82 > 11), (2.78)

E explorando essa propriedade da composi¢cdo que podemos escrever

'H
U, (t +dt, 1) = Ug(t+dt,t)Ug(t,t0):l—l?gUg(to,t)dt

H
Uy (t+dt,tg) — Ug(t,10) = —l?gUg(r,to)dt
d
ih=U,(t,10) = HgU,(t,10). (2.79)

ot

Essa equacdo € uma tipo equacdo de Schrodinger para o operador evolugdo temporal. Assu-
mindo que Hg, ndo depende explicitamente do tempo temos a seguinte solu¢do

U, (1,10 = 0) = U, (1) = exp <—lHTgt> . (2.80)

O fato de H, ser hermitiano garante que U,(f) seja unitdrio, de modo que, se o
estado inicialmente € normalizado pela unidade, ele permanecerd normalizado pela unidade

para qualquer tempo seguinte

1 = (y(xt0)ly(xt))
U=y (Ue)Uln)) [, 10)
1= (yn)|yn)). (281

Para operadores do tipo O = exp(—iA), ao qual € o tipo dos operadores transla¢do e evolugdo
temporal a relacdo de unitariedade de O, com a hermiticidade de A, é demonstrada no apéndice
(A.3). A condicdo de, se somente se, é de extrema importancia, pois evidencia a necessidade de
que o momento seja hermitiano no espaco ao qual ele € definido. Essa é uma garantia de que os

operadores translagcdo e evolugdo temporal sejam unitérios.

2.3.1 Uma equacao tipo de Schrodinger
Usando o seguinte hamiltoniano

2
P
H, = ﬁﬂ/(r,z), (2.82)
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junto com a equacdo (2.76]), considerando #y = 0, podemos escrever (2.79), para os kets de

estado no espaco das posi¢oes como

iﬁ%‘l’(r,t) —H,¥(r,1). (2.83)

Uma vez escrevendo

p; = —1i’'Dy Dy = —1D; (2.84)

em que

1 4 1 d 1 4

D= [ f—F+)—+i—=5|. (2.85)
¢ \V 8xx ox v/ 8yy ay vV 8zz Jz
com essas definicdes a equacao tipo de Schrodinger € escrita como
72 ¥(r,1) Ui D2¥(r,t) +V (r)¥(r 1) (2.86)
1nN— = - . .
ot 2m &7 ’

Podemos considerar um potencial independente do tempo e pressupor uma solugio para (2.86),
do tipo
Y(r,t)=wy(r)x(r) . (2.87)
a qual leva-nos a
ih dy(t)  n* 1
x(t) dt— 2my(r)
Para que esta equacdo (2.88) seja verdadeira, é necessario que os dois lados da mesma sejam

D y(r)+V(r) . (2.88)

constantes, ou seja,

dx(t) E _ _IET
=k = 2 —exp< = ) (2.89)
como também 2
—%Dﬁw(rHV(r)W(r):EW(r) : (2.90)

A solucdo geral da equacdo tipo de Schrédinger dependente do tempo € entdo,

¥ = Lo (-5, @91

com as constantes c,, determinadas pela condicao inicial ¥(r,0). Se o potencial admitir estados
continuos a soma sobre os estados torna-se uma integral.

Esta é a equagdo de Schrodinger independente do tempo para a Mecanica Quantica
que busca descrever sistemas cujo a massa depende da posi¢do. Observe que para a métrica
euclidiana g;; = 5}, o operador D recai no laplaciano cartesiano e a equagao , torna-se

a equacdo de Schrodinger independente do tempo da Mecanica Quantica.

8Na verdade, é possivel associar Df, com o operador Laplace-Beltrami.
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Para a solugdo de problemas envolvendo métricas distintas da euclidiana devemos
usar uma mudanga de coordenada ao qual nesse espaco de nova coordenada o operador mo-
mento possui a mesma forma funcional em um espago euclidiano, dai o problema pode ser
resolvido usando a equacao de Schrodinger como ji € conhecido. De fato, podemos escolher
uma mudanga de coordenadas do tipo & = £(x), ao qual as distancias infinitesimais seja cal-
culadas semelhantemente ao caso cartesiano. De fato, € possivel encontrar tal transformacao,

basta-nos ter a seguinte consideracao

ds:déz\/gdxﬁé(x):/\/gdx (2.92)

em que g = |g|, é o determinante métrico. No entanto, para qualquer fungio F, diferencidvel

vale a regra de leibniz

oF _ora
ox  9& ox

(2)r-(53)

de modo que, na coordenada &, a equagdo (2.90), no seu formato unidimensional torna-se

2 32
e v - Eve) (295)

(2.93)

usando a (2.92), escrevemos

em que [14] chama v(&), de um potencial efetivoﬂ Portanto, na coordenada £ o problema
permanece sendo descrito pela equacdo de Schrodinger no espaco euclidiano. Ou seja, com
a mudanga de coordenada o problema torna-se do ponto de vista matematico semelhante aos
problemas que ja se tem tratado na mecanica quantica convencional. No entanto, devemos ainda
sermos cuidadosos com a transformagdo (2.92)), pois matematicamente exige uma constante
para que fique unicamente definida. Nao € dificil notar que essa constante é especifica para
cada problema que se queira solucionar, pois as condi¢des de contorno do problema e a prépria
escolha da métrica serdo fatores caracteristicos que levardo a uma constante especifica para o
problema. Por exemplo, em [[14] faz-se para g(x) = 1/(1 +x¥)?, a escolha de & (0) = 0. Nesse
caso, temos a constante sendo igual a zero, de modo que é uma escolha razoédvel para tratar de
um pogo de potencial infinito com barreiras em [0, L].

Como aplicacdo desse método, veremos em se¢des futuras a particula sob potencial

nulo e suas caracteristicas.

%[15]) mapeia varios desses potenciais em um potencial tipo oscilador harménico.
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2.3.2 Corrente de probabilidade

A interpretacdo probabilistica da mecanica quantica é possibilitada pelo fato da
probabilidade do sistema se encontrar em um de todos os estados possiveis ser igual a 1. Sem
1sso ndo seria possivel descrever as grandezas importante dos sistemas quanticos. Porém a
normalizacdo dos estados ndo € suficiente, € necessario que além de ser normalizada, essa
normalizagdo precisa se preservar no tempo. Nao faria sentido se tivéssemos que normalizar
em cada intervalo de tempo os estados quanticos.

Desse modo, mostraremos aqui, que uma quantidade ao qual reconheceremos como
densidade de probabilidade, se conserva tanto globalmente quanto localmente. O que queremos
dizer com globalmente é que tomando todas as probabilidades de estados possiveis ao qual
o sistema pode se encontrar é garantido que a soma dessas probabilidades seja 1. Por outro
lado, localmente significa tomar uma por¢ao de estados possiveis ao qual o sistema pode estar
e somar as probabilidades do sistema colapsar em um deles e garantir que seja sempre 1, caso
ndo, entdo o que ocorreu € que essa probabilidade “flui”’como uma corrente de probabilidade
semelhantemente ao que ocorre com um fluido em escoamento. Matematicamente, queremos

mostrar que

%/ p(r,t)\/gdxdydz =0 (2.96)
14

em que p(r,t) = [¥(r,)|>. Ou seja, dado um volume V no espaco riemanniano, a quantidade

p(r,t), dentro desse volume mantem-se constante. Ora, pela equacdo temos que,

R Y ih i
—-— = —D;¥-_VY¥ 2.97
ot 2m ¢ ﬁV 297)

de modo que,
d h
WP = - (DY - DY) (2.99)

2m
como D, € um operador linear podemos escrever

SR = L (DD + DY - DYDY - WD)
ih * *
— 3D, (¥D¥ —¥DY)

ih

m

- D, (P"D,¥ —¥D,¥")| .
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Definindo
ih
J(r,1) = 2’— (¥D,¥* — WD, W) (2.100)
m
como a corrente de probabilidade ao qual possui unidade de s~!. Agora podemos avaliar a
integral (2.96)) diretamente,
/|‘P(r,t)\2\/§dxdydz = /Dg -J(r,1)\/gdxdydz (2.101)
14 14
R dJy
= x/w/gyygZZ 5 dxdydz+

) oJ
+ Y/\/gxxgzz a_yy dxdydz +

R aJ.
+ 2z / VBuz - dxdydz

Z

Faz-se, entdo uma integracdo por partes nas trés componentes onde transfere-se a derivada
parcial de J para a fun¢do associada a cada componente em troca de um termo de contorno.
Pondo a fronteira no infinito os termos de contorno vao a zero, pois W(r,7) vai a zero conforme
(r) vai (£) infinito, ou de outra forma a fun¢do de onda ndo seria normalizada. As integrais

restante sao

. d
/V|‘P(r,t)|2\/§dxdydz = _X/Jaw/gyygzz dxdydz —
R d
- y/Ja_y\/gxxgzz dxdydz —
. d
— z/]a—z,/gyygxx dxdydz.

Para que essas integrais se anulem € necessario que seus integrando sejam nulos, isso sO serd
possivel se as condicoes ja estabelecidas (2.67) (2.68)) e (2.69) forem verdadeiras. Como sdo,

entao

d [+
- / ¥(r,1)|*\/gdxdydz = 0. (2.102)

Isso mostra que se a fungdo de onda € normalizada em ¢ = 0, estard normalizada para qualquer
tempo no futuro. Com isso, podemos escrever a equagao da continuidade de acordo com (2.10T])

como

dp(r,t)
ot

Essa equac@o governa a taxa com que J(r, ) “flui”através de uma dada regido volumétrica. Ou

+D,-J=0 (2.103)

seja, dado um volume a equagao da continuidade diz a taxa com que a corrente de probabilidade
flui através da superficie desse volume. Além disso, pudemos verificar aqui novamente as
condi¢coes (2.67) ([2.68) e (2.69) voltarem a ser consideradas, como se era de esperar, uma

vez que a unitariedade do operador evolucdo temporal e, por conseguinte, a conservagao da
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probabilidade, depender em primeira instancia do fato de o operador momento ser hermitiano

(ver[A.3).
2.4 Particula sob potencial nulo

Discutiremos, a partir da teoria estabelecida, o problema da Particula sob poten-
cial nulo, v(&) = 0. No espago euclidiano, temos que o potencial é nulo, de modo que, pela

transformacdo de coordenada, o potencial serd também nulo no espaco riemanniano. Assim, a

equacio (2.90), torna-se

n d?
gV =EV(E) 2104
cuja a solugdo € dada por
v(E) = Aexp(FikE). (2.105)
também escrita como
y(x) = Fsin(k§) + Geos(k&) (2.106)

As quais sdo ondas planas com nimero de onda dado por

p
k=== . 2.107
" ( )

Como dito anteriormente a solugdo no espaco de varidvel {&} apresenta a mesma forma que
no espago euclidiano. Sdo ondas planas ndo normalizaveis que se deslocam com velocidade de

fase constante (energia bem definida dada) por

h k| E
V= —— =4/ —.
2m 2m
Ora, uma particula livre ndo pode existir em um estado estaciondrio, pois nao hd particula livre
com energia bem definida. Portanto, as solugdes separdveis ndo representam estados fisica-
mente realizaveis. Porém, as sobreposi¢oes dessas ondas planas (ondas com diferentes valores
de k) levam a interferéncia e consequentemente localizagdo e normaliza¢do. De fato, usando
a completeza das solugdes e tomando a variacdo discreta de Ak, para o continuo dkm,
verificamos que as fungdes (k|@) obedecem a relagdo de completeza. De modo que podemos

escrever P(&, 1), por meio de uma série de Fourier dada por

_ hk*

Ee(En) = wEn =0 [ oS 2.108)

10Esse processo é denominado de “normalizacio de caixa”o qual faz-se a largura da caixa L, ir para o infi-
nito.[30]]



31

Ou seja, os coeficientes da expansdo de (&, 1), sdo definidos pela fungdo ¢ (k), de modo que
tomando ¢ (k) de modo apropriado W(&, ) pode ser normalizada. Essas sobreposi¢des de ondas
que carregam uma superposicdo de ondas com nimero de ondas em um dado intervalo k, e
portanto, de energias e velocidades recebem o nome de pacotes de ondas. O estampido de um
trovao € um exemplo comum de sobreposi¢do de ondas que conduzem a um efeito localizado
no tempo[31]]. A solucdo exige a determinac@o de ¢ (k), para isso usamos a transformada

inversa de Fourier para a funcdo de onda em W(§,t = 0),

o (k) = \/% / iw‘l’(é,O)e_ikédx (2.109)

Tudo € idéntico ao resolver os problemas comuns de mecénica quantica. No entanto, uma vez
que a métrica deixa de ser euclidiana temos que lidar com a transformac¢ao [2.92)e explorar suas

novas propriedades.
2.5 Expansao da métrica: primeira ordem

Consideremos, entdo a expansdo em série de Taylor de g 12 (x), até primeira or-

dem, de modo que a métrica torna-se

1

ds® = gudx® . g = ——. (2.110)
XX XX (1 + /)/x)z
entdo, temos que a transformada de coordenada torna-se
1
&(x)z;/ln(l—}—yx). (2.111)
Logo a solucdo [2.105] toma a forma
ik
y(x) =Aexp {:I:?ln(l—i—yx)} ) (2.112)
em que de acordo com[2.107]
2,2
E = ﬁ (2.113)
2m

A solucao[2.112]assim como na Mecanica Quantica tradicional ndo € normalizavel, no entanto,
nao sdo ondas planas. Além disso, vemos entdo, que a energia da particula ndao depende de 7.
A modifica¢do da métrica nao altera o fato de a particula ser livre o que também nao modifica a

dependéncia quadratica da energia em k.
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2.6 Expansao da métrica: segunda ordem

Consideraremos, entdo a expansdao em série de Taylor de gV 2(x), até segunda
ordem. Dito isso, temos de acordo com a equagao (2.7) que

ds® = g(x)dx* ; g(x) = (1 —|—}/x—|—[32x2) (2.114)

de modo que de acordo com as equagdo (2.92) escrevemos a transformagio de coordenadas

como
E(x) = / (1+ 70+ B%2) " dx. 2.115)

Para a métrica (2.114), temos que garantir que a integral acima que define a transformacdo
de coordenadas convirja para todos o dominio de & (x), ou seja, a condi¢do |y| < 2|B| deve ser
assegurada. Para um espago em que isso ndo ocorre existird pontos (dois pontos) de divergéncia,
ao qual acarreta problemas na convergéncia de (2.115). Desse modo podemos definir a forma
funcional de & (x), calculando a integral , cujo o valor é dado por

2
E(x) = —>tan"! Lﬁx] , 2.116)

para quaisquer valores reais de 7, e 3, que satisfaga |y| < 2|B|. Podemos visualizar essas curvas

para alguns valores de ye 3, conforme a figura[2] As quais ficam limitadas no intervalo definidos

3n/21 -
—— B=y=10.3
L ——B=v=106 i
----B:'Y:io'g ________
”—— - .
w2k //:.‘____............. |
o
2‘2\ 1.
< 0F /A -
up o
(’/‘.
-75/2—____”_______..--/'/J ]
-t -
-31/2 . ! ! ! i
-10 -5 0 5 10
X

Figura 2: Comportamento de & (x), para valores simétricos de y= 3 =+0.3,y=0=40.6¢
y=pB=+0.9.
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no limite em que x — —oo e x — oo, Para analisarmos a particula no espaco da varidvel &,

devemos tomar o limite na fronteira do intervalo [—eo, o, ou seja,

. dx
Sr—re) = L“L/W
2
= lim —2 tan ! —Y+2[3 a
X—>o0 /4ﬁ2—Y2 /4ﬁ2—)/2
R 2.117)

como também, 0 caso x — —oo,

lim / dx
1 _—
x—r—eo | 14 yx+ B2x2

— llm #tanil Lﬁ}zx
X—>—00 /4ﬁ2_/y2 /4ﬁ2_»}/2
T

= —— (2.118)
Por outro lado, a funcgéo y(&), equacdo (2.106)), deve ir a zero, para x — +oo , de modo que
Fcos(k&)+Gsin(kE) = 0 (2.119)

A condi¢@o de contorno é x — Feo. Usando os resultados de (2.117)) e (2.118) obtemos

km km
Y|l -——==ons |=y|——|=0 2.120
< 4ﬁ2—y2> <\/4ﬁ2—y2> ( )

as duas condi¢des de contorno levam ,

.
k . k _
F cos (\/4!;—_}/2) +Gsin ( 4[37;_}/2) =0
(2.121)
km . . km —
\ F cos (\/m) Gsin ( 4ﬁ2—y2) 0
Somando e subtraindo essas relagdes, chegamos em
(
km _
F cos < \/m) =0
(2.122)
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Como as constantes F e G ndo podem ser simultaneamente nulas, ja que isto levaria y(x) =0

para todo valor de x, as solugdes possiveis para a equacdo (2.122) sio:

k
G=0, cos (—”) — 0 (2.123)

Vo

F=0, sin (\/%) — 0 (2.124)

para o primeiro caso, as solugdes serdo dadas em cosseno, com a condi¢do de que k deve

satisfazer os valores possiveis que anulem a fun¢@o cosseno, ou seja,

NG

n 5 , n=1,35.. (2.125)

Portanto, as solucdo associadas a cada valor de k;;:

2
wn(x)zccos{man—l (%)} n=1,375.. (2.126)

para o segundo caso, as solugdes serdo dadas em senos, com a condi¢do de que k deve satisfazer

os valores possiveis que anulem a funcdo seno, ou seja,
432 — 2
k,,:"—vgy n=2.46,.. (2.127)

Portanto, as solu¢do associadas a cada valor de k,, para esse segundo caso sdo:

2
Y, (x) = Fsin {ntan_l (%) } . (2.128)

Para encontrar a constante de normalizacio F, fazemos p = /482 — ¥2, escolhendo o espaco
da varidvel 5 e integramos no intervalo [—7/p,w/p]. Se y,(x) é normalizavel, entdo:

T

GZ/__"sm?(kng)dzg -1

G’ (n/p) = 1
G = (p/@)" = {(4p2-7) =}

""No espago da varidvel {x}, deverfamos incluir o determinante métrico no calculo.

Sl
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O processo pode ser repetido para a constante F', resultando em F = G. Portanto, as fungdes de

onda normalizadas do problema pode ser dadas por

Wa(x) = [(4B% =) /7]

1/4

.
sin [n tan—! (

2
cos {n tan ! (Lﬁx

y+2B%x

)] , n=2,4.6,...
)] , n=1,3,5,...

(2.129)

Podemos visualizar as quatros primeiras fun¢des de onda conforme apresentada na figura[3] en-

quanto que suas densidades de probabilidade sdo mostradas no Apéndice (A.4), na figura9] As

fungdes descritas pela Equagdo (2.129)) satisfazem y,(—x) = —y,(x) para n par e sdo, portanto,

fun¢des impares de x, enquanto as descritas por n impar satisfazem y,,(—x) = y,(x) e sdo, por-

tanto, fungdes pares de x. Pode ser mostrado que a divisao do conjunto das autofuncgdes W, (x)

em autofuncodes de paridade definida par para um primeiro grupo e impar para um segundo,

€ uma consequéncia direta do fato de o potencial ser simétrico em torno de x = 0, ou seja,

V(—x) = V(x). Para nosso caso temos que V (x) = 0, ou seja, par, de modo que a propriedade é

valida.

0.5F —

05F —

L

l
0
X

20

40

-40

-20

Figura 3: Fun¢do de onda y(x) paran=1,n=2,n=3en=4,com 3 =y=0.3

Observando os dois tipos de solugdes, vemos que os valores de k = v/2mE /h sdo
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quantizados, ja que eles sdo rotulados pelo nimero quantico n, k, = n\/m /2, n=
1,2,3,..., . Outro ponto sdo os comprimentos de onda de de Broglie correspondentes aos quais
tém os valores A, = 27 /k, = 47 /n\/4B2—7?), n=1,2,3... , ou seja, as funcdes de onda
possiveis sdo apenas aquelas para as quais temos um ndmero inteiro ou semi-inteiro de compri-
mentos de onda de de Broglie dentro do intervalo [—co, oo].

O ponto importante € justamente o intervalo ao qual a particula estd contida. Em
problemas como o poc¢o de potencial infinito a quantizacdo da energia emerge claramente do
fato da particula estar restrita a um determinado espaco. No entanto, ndo € o caso aqui. A
quantizacdo da energia emerge dos efeitos métricos do problema. Embora a particula esteja
livre para se mover sobre todo o0 espago esse mesmo espaco ndo € mais infinito como podemos

ver nas equacoes (2.117) e (2.118]). Diferente do caso da particula livre no espaco euclidiano ao

qual possui espectro de energia continua, as energias de acordo com (2.125)) sdo quantizadas da

seguinte forma:

E, = e (48% 7). (2.130)
8m

A energia da particula definida na equagdo (2.130) pode assumir valores positivos ou negativos
dependendo dos valores de y e B, embora devéssemos esperar valores apenas positivos pois
V(x) = 0. Mas, como vimos devemos garantir |y| < 2|, o que permite energias positivas
apenas. Vemos também que o espectro de energia consiste em um ndmero infinito de niveis
discretos de energia espacados quadraticamente uns dos outros. Observa-se também que o
estado de menor energia nio é zero, mas E| = h?(43% —¥?)/8m. Como podemos ver, a condi¢io
|7 < 2|B| que leva a uma métrica continua também assegura energias apenas positivas.

Na Figura[d] temos a expressdo de E(y) e E(f3) ao qual apresenta valores positivos
(linha continua) ou negativos (linha tracejada). Mantendo-se 8 constante (Figura E]))) vemos
que por meio do |y|, podemos reduzir a energia dos estados, inclusive a do estado fundamental
pode ficar bastante proximo de zero o tanto quanto desejarmos, desde que a condigdo |y| < 2|B|
ndo seja violada. Por outro lado, para f mantido constante vemos que a energia possui seu
valor maximo para Y = 0. Mantendo 7 fixo (Figura[dh)) temos que os valores de 3 pertencente
ao intervalo [—y/2, 7v/2] s@o proibidos, pois levam a valores negativos para a energia. Dife-
rente do caso de B constante os valores do || nunca diminuem o valor da energia do sistema.
Fazendo y = 0 a energia definido na equacao (2.130) pode ser comparada a energia de um pogo
de potencial infinito no espaco cartesiano ao qual 8 equivaleria ao inverso do comprimento do
poco de potencial,
=—. (2.131)

O parametro 3 definiria nessa comparacéo a largura do pogo de potencial infinito definido pela

métrica (2.7) ao qual a particula estaria confinada. De fato, podemos estender ainda mais a
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EB) b) E(Y)

0 ,l" 0 \‘\\ Y
e 7 /4
Y \\ 0 // Y B Vi “
2 \\ e 2 II \
1) \
/! \
I/ \
' \

Figura 4: Energia E,,, em fung¢do dos pardmetros Y e . Linha tracejada sdo valores proibidos
de energia, enquanto que a continua sdo valores permitidos.

comparac¢ao tomando o limite de y — 0 em (2.129) obtendo

5 sin [ntan*1 (ﬁx)} , n=2,4.6,...
lim v (x) = 1/ 2P (2.132)
7—0 T
cos [ntan~! (Bx)], n=1,3,5,...

De igual modo podemos tomar o limite de ¥ — 0 em [2.115] de modo que a relagdo de
transformacdo de coordenada se torna
. |
lim & (x) = —tan™ " (Bx). (2.133)
7—0 ﬁ
Com essa transformacdo de coordenada e com a relagdo (2.131)), as fun¢gdes de onda podem ser
escritas como
sin (%)  n=2,4.6,..
2
Va(S) =1/~ (2.134)
cos (%) , n=1,3,5,...

que sdo as fung¢des de ondas de um pogo de potencial infinito centrado na origem & = 0, com
paredes de potencial em [—L/2,L/2]. Ou seja, considerando ¥y =0 e f = /L na métrica
dado pela equacgado que define um espaco riemanniano, uma particula sob acao de um
potencial nulo V(x) = 0, se comporta como uma particula sujeita a um potencial do tipo poco
de potencial infinito no espaco cartesiano.

Uma questdo geométrica a se considerar no espaco riemanniano € a regiao onde
a métrica possui seus valores mais elevados, ou seja, pontos infinitesimalmente proximos no
espago cartesiano sdo extremamente distante no espago riemanniano, conforme (2.92)). Nessa

regido de pontos, em nosso caso x = () a particula apresenta um comportamento semelhante ao
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aprisionamento por paredes de potencial infinito conforme a Figura (3).

a)

-L
2

Figura 5: Os trés primeiros estados e suas respectivas densidades de probabilidade das funcao
de onda de uma particula sob potencial nulo em um espago riemanniano (linha tracejada) em
comparacdo a uma particula confinada a paredes de potenciais infinito em x = —L/2 e x = L/2
em um espaco cartesiano (linha continua). Para pontos préximos a x = 0, os dois problemas
mostram-se idénticos.

A medida que a particula se afasta de x = 0 seu comportamento perde a semelhanca
a uma particula aprisionada. Possivelmente podemos entender esse comportamento observando
que nessa regido a posicdo da particula (x) dificilmente sofre varia¢des consideraveis, uma vez
que as distincias entre pontos, mesmo infinitesimais sdo extremamente grande. Logo, € de se
esperar que particulas nessa regido permanecam préximas a essa regido como se estivessem
confinadas.

E possivel ainda, fazer uma conexdo desse problema em especifico com o EUP (Ex-
tended Uncertainty Principle ) derivado justamente de um operador translacdo em um espacgo
com a métrica igual a que estamos lidando nessa sec¢io [15]. De acordo com e
temos o espaco aqui em questdo € limitado, ou seja, hd um limite maximo para Ax, de modo
que, de acordo com o principio de incerteza devemos ter um Ap minimo. Ou seja, o Ap surge
do fato de o universo nesse problema ser limitado.

O caso da particula livre para as expansdes de g(x)’l/ 2 em primeira e segunda
ordem sdo exemplos de como um sistema desse tipo se comporta no espago sob a acdo do
operador translagdo dependente da posi¢do (2.25). A solugdo da equagdo tipo de Schrodinger

se torna mais fécil de ser encontrada se usarmos uma transformada de coordenada adequada.
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No capitulo seguinte analisaremos usando o formalismo de Heisenberg ao qual possibilita o

célculo de outras quantidades de interesses.
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3 FORMALISMO DE HEISENBERG

Entre outras coisas, o objetivo da mecanica classica € encontrar as equagdes de mo-
vimento para um dado sistema e avaliar certas grandezas fisicas, tais como posi¢do, aceleracao
e momento. Nessa perspectiva, as proprias grandezas fisicas evoluem no tempo. No entanto,
essa ndo foi a ideia por trds da maneira como definimos o operador translacdo no capitulo an-
terior. O objetivo foi encontrar um operador que modifique os kets de estado preservando sua
norma e que o proprio operador permanega constante no tempo. Foi desse modo que definimos
o operador translacdo e evolucao temporal. No entanto, desenvolveremos aqui para o opera-
dor de translacdo modificado o formalismo de Heisenberg ao qual os operadores evoluem no
tempo. Uma vantagem dessa abordagem € que leva-nos a equacdes semelhantes ao formalismo
da mecanica classica [5]].

Sobre uma transformacao unitaria que modifica os kets de estado, o produto escalar

definido pela equagdo (2.13)) permanece inalterado, de modo que,

(0ly) = (9| UTU|y) = (¢]v), 3.1)

Em que U é um operador unitario. Segue portanto, que podemos escrever

(0101y) = ((9/U")-0-(Uly)) = (9] - (U'OU) - |y), (3:2)

De acordo com Sakurai[ 10], essa identidade matematica sugere duas abordagens para transformagdes

unitarias:

|ly) — UJy), com operadores inalterados
(3.3)

0 —vu'ou, com estados inalterados.

O capitulo anterior foi todo construido com a primeira abordagem, onde os kets (funcdes de
onda no espaco das posicdes) mudam ao longo do tempo, desenvolvida por Schrodinger, cha-
mada de mecanica quantica ondulatéria. Por outro lado, Heisenberg calculou a evolug¢ao de
representacOes matriciais de varios operadores (dai o0 nome mecanica quantica matricial) que €

desenvolvida por meio da segunda abordagem.
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3.1 Equacao de movimento de Heisenberg

Assim como hd uma equacdo que governa a evolucdo no tempo na formulagdo de
Schrédinger, ha também uma equacdo de movimento para os operadores na formulacido de
Heisenber a qual derivaremos aqui. Motivado pela equacdo (3.3)), escreveremos o operador

0" na formulacao de Heisenberg como
oM =ut(r) 0¥ U(r), (3.4)

onde consideramos o operador de evolugao temporal dado pela equacgao (2.80). Em ¢ = 0, temos

o) = 0% (3.5a)
w(0)y = lyv(0)s, (3.5b)

Ou seja, em ¢ = 0, as duas formulagdes coincidem, mas a medida que o tempo avanca os opera-
dores variam em Heisenberg, enquanto que os kets de estados é quem variam em Schrodinger.

De acordo com a equagdo (3.4), temos que,

d out oU
4 oH _ (S) To8) 2=
<o Z-0¥u+ufo
- v'o®uut HgU% - %U"'HgUU*O(S)U
l l
1 N
_ FL[O(H),UTHgU}, (3.6)

onde consideramos que 0, ndo depende explicitamente do tempo, o que nao necessita definir
H*) de acordo com a equacao 1} , pois

H, = U'H,U. (3.7)
Portanto, finalmente podemos escrever
d 1
S0l — — [O(H),Hg} . (3.8)

Essa é a equacdo de Heisenberg para um espaco com métrica definida pela equagio (2.73)). Ob-
serve que os efeitos da métrica nessa formulacdo de Heisenberg € mais sutil. Toda informacao
a respeito da métrica fica contida na constru¢do do Hamiltoniano levando em consideragao as
formas que os operadores posicao e momento sdo definidos. Nas proximas se¢oes serd explo-
rado essa equacdo tipo de Heisenberg no calculo da incerteza da evolug¢do temporal da particula

livre unidimensional.
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3.2 Analogo Classico

No objetivo de entender melhor a equagio (3.8)) desenvolveremos rapidamente aqui
as andlogas equagdes cldssicas que remetem ao movimento cldssico de uma particula em um
espaco de métrica g(x), igualmente como faz [24].

Em mecanica Analitica a lagrangiana de um sistema € definido como

1
LET—VZEmv2—V(x) (3.9)

em que v € a velocidade da particula. Uma vez que se define uma nova métrica, a forma como

a particula se desloca também muda. De fato, para uma métrica do tipo

d 2
ds* = —— (3.10)
(1+7x)
a velocidade da particula sera
X
=5= 3.11
vES= (3.11)
de modo que a Lagrangiana vem a ser
1 mi?
Lx,%) = z7—=5 —V(x). 3.12
) =5 1 g~V 0 (3.12)

Conforme é demonstrado em [32]] as equagdes de Lagrange mantém sua forma funcional em

dL d (dL
—_Z (=) =o0. 3.13
dx dt(dx) .13)

Uma vez que se pode derivar as equacoes de Hamilton via formalismo de Lagrange as equagdes

um espago deformado, ou seja,

de Hamilton também se mantém invariante. Por uma transformada de Legendre obtemos o

Hamiltoniano )
H(x,p) = pi— L(x,%) = (1+yx)2§—m—|—V(x). (3.14)
sua diferencial, por conseguinte é
JdL aL
dH = pdx+xdp— ——dx— —=—dx
dx ax
dH = Xxdp— pdx. (3.15)

Onde usamos a equag@o de Legendre (3.13)). De outra maneira também obtemos que

dH = a—de—f—a—Hdp (3.16)
dx ap
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Comparando (3.15) com (3.16) obtemos as equagdes de Hamilton

oH

£ =5 (3.17)
. OH
po= 5 (3.18)

Ao desenvolver essas equacgdes € possivel comparar as solu¢des com (3.8) [24]]. A equagdo de

movimento para uma particula na presenca de um potencial nulo ou constante €

.0 Y
— —— | =0. 3.19
o {1 - yx] G
Cuja a solugdo é
1 1
x(r) = 10 exp( Mo > - (3.20)
Y l+yxo/) v
com xp = x(0) e vo = x(0). Outro ponto é que o momento da particula p é definido como
dL X
=—=m|—-7=. 3.21
== ] G20

E possivel também desenvolver o formalismo com a seguinte mudanca de coordenada
1
&= )—/ln(l + 7x). (3.22)

De fato, a métrica com essa transformacao fica

dx?

_ 2 _ 2
(ERr =d&* =ds (3.23)

Entdo, na coordenada & a Lagrangiana € escrita como

. 1 .
L(§,8) = 5mE> —V(&). (3.24)
Portanto, a equagdes de Lagrange ¢
dL d (dL
———|—= =0 3.25
dé dt <d§> ’ (3:23)

para esse caso o momento da particula é definido como

dL

=— —mé. (3.26)
Py dé 3
Trabalhando com as equagdes (3.21) e (3.22) podemos escrever py como
dé d& dx
2 g = (1 ) 3.27
Pr=mar =M ax i m{l-l—}/x] (1+m)p (3:27)
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Com a transformada de coordenadas (3.22) as equagdes retornam a sua forma comum. As-
sim como no caso da mecanica ondulatéria a mudanga de coordenadas serd util na solu¢ao de

problemas.

3.3 Incerteza da particula livre unidimensional no tempo

Para um particula livre de massa m, em um espago de métrica ds*> = g(x)dx?, com
g V/2(x) = 1 + yx, temos o seguinte Hamiltonian

Py’ 2
Hy=7 - =(1+m)

2

é’—m. (3.28)
A equagao de Heisenberg possui seu andlogo cldssico com as equagdes de Hamilton quando
se usa os parénteses de Poisson. Podemos escrever a equacdo de Heisenberg para operadores
canonicamente conjugados. De fato, nos operadores &, py as equagdes cldssicas de Hamilton

mantém sua forma candnica, pois as transformagdes de coordenadas

&= %,ln(l + 7x)

(3.29)
py=(1+yx)p
sdo canOnicas, visto que
0 0 0 0
, =—¢—p,———EE—p,=1. 3.30

Portanto, podemos trabalhar nos operadores & e py e ao final fazermos a mudanga
de coordenada para encontrar as quantidades de interesse. Para o operador p,, temos que a

equacgdo de Heisenberg torna-se
dpy 1

P [py,Hy} , (3.31)
Como py comuta com Hy temos que
dp
Por outro lado, temos que
d& 1
= [é,Hﬂ . (3.33)
Se invocarmos a relacdo (A.16), rapidamente chegamos a

Inessa secio esté claro que o problema é unidimensional e que, portanto, nio h4 necessidade de especificar os

operadores com letras em negrito.
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cujo a solucdo é
4
EB)=8(0)+5 (3.35)

Essa equagdo fornece a evolugio temporal do operador posi¢do &, ou seja, no espago cartesiano.
Uma vez que os operadores & e x, estdo conectados pela métrica do espago, € possivel descrever
o problema no espago de varidvel £ e fazer posteriormente a mudanga de coordenada para a

variavel x.

3.3.1 Meétrica Euclidiana

Para o caso euclidiano temos g(x)_l/ 2 =1, de modo que Pg = P, a0 passo que a
solucdo da equagdo (3.35)), torna-se

x(t) = xo+ (B)t, (3.36a)
m
p(t) = po. (3.36b)
Dessas duas equagdes podemos analisar via formalismo de Heisenberg trés aspectos
de um pacote de onda de qualquer formato que poderia ser representado por grupo de particula

com velocidade de dispersdo constante no dominio cldssico [33[]. O primeiro é que o valor

esperado da posicao do pacote de onda se desloca obedecendo as equagdes classicas, pois

), = <x0>—|—<i—0>t. (3.37)

o segundo ponto € saber a evolucdo do alargamento dos pacotes no tempo. Ora, quanto ao

momento € ébvio que a dispersdo permanece constante, pois

(P*): = (P}), (3.38)
de maneira que
(Ap), = \/(P*): = (P)7 = (Ap)y. (3.39)

No espaco das posi¢oes {x}, o desvio-padrdo Ap (o quio p, se dispersa em relagdo a pp) ndo
muda com o tempo, ou seja, a0 tomarmos uma precisdo do valor de pg, essa informacdo nao

ficard incerta a medida que o tempo passar. Quanto a posi¢cao

2
oy = <<X0+%t> > (3.40)
P(z) 2

t
= <x(2)+—2f + — (xopo +pOXO)> (3.41)
m m

2
= () + 15 (ph) + — {(ropo+ pov0)). (.42
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Enquanto que,

(p0)) ((x0) + = (po)) (3.43)

m m

2
= (00 2 o) (po) + (o), (.44)
segue, entao,
(A7 = (), — )7 (3.45)
2 ) P 2 2

= (x5) — (x0)" + - <<P0> —(po) ) (3.46)

+ % ({xopo + poxo) — 2 {xo0) (po))

2

(Ax)] = (Ax)g+ # (Ap)g+ % [(xopo + poxo) — 2 {xo) {Po)] - (3.47)

Essa expressdo contempla trés contribui¢des para o alargamento do pacote. O primeiro termo €
a largura inicial ao qual pode ser tomada tao precisa quanto o principio de Heisenberg permita,
o segundo € a contribuicdo devido a incerteza do momento e um terceiro termo de origem
puramente quintica, pois em geral (xopo—+ poxo) — 2 (xo) (po), ndo é nulo, justamente devido
a ndo comutatividade dos operadores momento e posi¢cdo. Em particular, para tempos muito
grandes o termo quadratico em #, € responsavel por quase toda contribuicdo do alargamento. De

modo que podemos escrever
t
(Ax), ~ - (Ap)y > tAvy, (3.48)

que condiz com o resultado comumente encontrado para pacotes de onda gaussianos|[5]. A ter-
ceira caracteristica que podemos observar das equagdes |(3.36/€ o quanto a incerteza da particula

varia no tempo. Para esta ocasido, avaliamos primeiro o seguinte comutador

p —iht
), 0:[—z, o}: . 3.49
[x(0),x(0)) = [L1.20)] = = (349)
Entao, pela relacio de incerteza,
1
oiop > 7 [(4,B])I, (3.50)

> (3.51)

Entre outras coisas, essa relacdo implica que mesmo que a particula seja bem localizada em
t =0, a posicdo torna-se mais e mais incerta (dispersa de sua posicao inicial) com o tempo,

resultado que também pode ser obtido por meio do estudo da evolucdo de um pacote de onda
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na mecanica ondulatéria. Mas, diferente desta ultima esse resultado independe do formato do
pacote de onda. Outro ponto, é o fato de que uma incerteza infinita é permitida, ou seja, para

t —> oo, a particula terd incerteza infinita em sua posic¢ao.

3.3.2 Expansao da métrica: primeira ordem

Acrescentaremos o termo linear a g(x)_l/ 2, de modo que lidaremos agora com uma

métrica do tipo

ds? = g(x)dx® = e (3.52)
R |
Para esse caso a transformada de coordenada da varidvel & para a varidvel x, na equacéo (3.353),
leva-nos
1
W) = x(Ew) = e (v 22 ) - (.53
1 In(1
_ ! {exp (" n(l o) | pm) — 1} (3.54)
Y Y m
1 t 1
_ 1o exp<m ) _Z (3.55)
Y m Y

Se usarmos a equagio (3.27), ou seja, tomando o andlogo classico do momento linear, a solugao
quantica condiz com seu andlogo classico derivado das equagdes de Euler-Lagrange (3.20).
Nesse caso, a evolugdo do operador x, ndo € mais linear no tempo, mas cresce
exponencialmente, o que obviamente seu valor esperado também. Podemos buscar descrever a
largura do pacote de onda nessa ocasido, no entanto a tarefa se encontra mais complicada. A
partir de agora com o objetivo de reduzir o trabalho mecanico, usaremos uma aproximacao para
x(t), considerando ¥ pequeno o suficiente para que a série de Taylor seja truncada a partir do

termos de segunda ordem em 7. Ou seja,

x(t) ~xo+ (1+ )/xo)%/t. (3.56)
com essa aproximacio, temos
2
W2, ~ < (v+ 2ot Yx—pyz) > (3.57)
m m

Q

t ty t
() + P (xpy)o + . (Fpy)o+ . (Pr)g
t2

n’ ¥ -
W <p%/>0 + W <p7xp}’>0 + E <)prx>o + W <Xp72,>0
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enquanto que,

Q

(x)7 (<x>0 + % (Py)o+ % <XP7>0> <<x>o + % (Py)o+ 7 <xP7>o) (3.58)

m

(395 + = (0o (pr)o + 7 (21D (W +7 ()0 (1) + = (¥ (pr)o)

Q

* ;722 <<P7>(2) +7(Pr)o (xPr)o +7(Pr)g <xPy>0) :

Portanto,
2
(A =~ (A0 (AP + - [(Lxpr} g =200 (o) (.59
+ % ({2,227} g =2 ()0 (xPy) ]
2
+ % [({Proxpy})o = 2(Pr)o (xpy)o]

Recaimos no mesmo resultado para a métrica euclidiana quando fazemos y — 0. Por outro lado,
os dois termos de contribui¢do em 7, sdo primeiramente efeitos quanticos, pois necessitam das
relacdes de comutacdo entre os operadores para existirem (no caso cldssico esses termos seriam

zero). Além disso, para tempos grandes hd agora dois termos que

(Av), =~ %\/ (Apy) s+ ya. (3.60)

em que a = [<{ py,xpy}>0 -2 <py>0 <xpy>0] ¢ uma constante. Mesmo com o incremento do
termo linear em Y na métrica a largura do pacote de onda (Ax),, continua alargar-se linearmente
com ¢, mas ha agora um termo que dependendo de 7, contribui ou retarda o alargamento de
(Ax),. O fato de haver uma dispersdao no momento significa que a velocidade da particula ¢é
apenas conhecida dentro dos limites Avy, = Apy,/m. Uma forma de pensar sobre isso é fazer
uma analogia cldssica, onde se imagina um grupo de particulas cldssicas come¢ando em ¢ = 0,
a parir de x = 0, com velocidade de dispersdo dado por Av,. Para um tempo ¢ depois a dispersao
de suas posicoes serd 8x.,; = Avyt. podemos dizer que para ¢ grande existe uma interpretacdo
quasi-cldssica da largura Ax [5]. Como podemos ver no esboco da Figura () a regido com ¢
pequeno vemos que mais e mais Ax, difere de dx,;, claramente devido a necessidade da particula
quantica obedece a incerteza de Heisemberg G)?GI%Y > 12 (1+ y(x))? /4, pois desde que se fixa
Apy,, voc€ impde um valor minimo para Ax, o que ndo existe para o caso classico. Além disso,
de acordo com a equagdo (3.60), para fins de andlise podemos considerarmos a constante a
positiva e, entdo perceber que para Yy = 0, temos a dispersao no espago cartesiano. Para y > 0
temos que o pacote de onda se dispersa mais rapido que no caso cartesiano, enquanto para y < 0

0 pacote se dispersa mais lentamente.

Como no caso euclidiano, consideraremos agora a evolu¢do da incerteza dos pacotes
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AX

0 t

Figura 6: Variacdo no tempo da largura do pacote de onda em comparacdo com sua dispersao
classica. Para ¢, grande Ax se aproxima da dispersao classica dx.;. Para ¥y > 0 a dispersao é
mais rdpida que no caso euclidiano. Para ¥ < 0 o pacote de onda se dispersa mais lentamente
que no caso euclidiano.

de onda. Para isso consideraremos o seguinte comutador.

(0] = Lol + - [y o] + 2 [ropyo)

ih.

= —%(1 + ¥x0) — % {x0 [py,x0] + [x,0,%0] Py} (3.61)
” "

= —%(1—1—}060)—%[)60(1—#3@0)] (3.62)

= D[+ P (3.63)

L (3.64)
m

Portanto, a evolugdo da incerteza da posi¢do da particula pode ser dada por

1 iht 2
zetofo > ) <_Z<1+XOY)2>
5262 > T )y 3.65
xVxg = m Y{Xo ) . (3.65)

Os resultado de métrica euclidiana sdo recuperados quando fazemos Y — 0 e de modo andlogo,
esse resultado permite uma incerteza infinita no limite em que t — oo. No entanto, esse re-
sultado ¢ diferente do caso euclidiano em dois pontos: o primeiro ponto € que a incerteza aqui

depende da posi¢do inicial da particula. O segundo é que, dependendo da posicdo inicial da
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particula, a incerteza cresce rapidamente no tempo ou o contrario. Sobre o primeiro ponto ve-
mos que a dependéncia da incerteza na posi¢ao € em decorréncia da quebra de homogeneidade
do espago ao qual é caracterizado pela nova defini¢ao do operador translagdo (2.25)). A incerteza
na posicao depende do ponto do espago onde a particula estd em ¢ = 0, pois cada ponto sendo
distinto um do outro no espaco produzird uma evolug¢do temporal de modo distinto também.
De modo a complementar o primeiro, o segundo ponto traz uma nog¢ao quantitativa de como a
incerteza dependendo da posi¢do inicial da particula pode crescer rapidamente ou lentamente
com o tempo. Para (xo) — —1/y a incerteza na posi¢do da particula é expressivamente pe-
quena comparada a outras posi¢des. Na figura estdo plotados a incerteza na posicao para

trés valores de y considerando (xp) = 1

25 ! | ' | ! | ! | !
210°F —Y=-09 1
20 e [ ] R
Nbg i T *
B () 3 i
110 7
N RQ 15_ .t ]
b B o 1 1 1 ’ T
(@\] R“ 0 2 4 ¢ 6 8 10
b 10_ .t /r
Phe
B 'Y= 0.0 /// 1
——Y=-0.2 -
51 —Y=-09 ”// -
0 _.-_r-‘-'-—':—'—'_—
L I L l L I L I L
0 2 4 6 8 10

Figura 7: Evolugdo temporal da incerteza da particula livre sob potencial nulo. Linha continua
Y= —0.9. Linha tracejada ¥ = —0.2. Linha pontilhada y = 0.0

Perceba que para y = —0.9, ou seja, (xg) muito préximo de —1/7 a variagdo da in-
certeza no tempo é quase desprezivel quando comparada a y = 0. Podemos dizer que decorrido
um intervalo de tempo Ar apés uma medida na posicao da particula em x = xg a probabilidade
de realizar uma nova medida e encontrar (x) = (xo) ¢ maior para regides em que (x) — —1/7.
Essa interpretagio corrobora com o principio da incerteza 62 - G[%y > 2 (14 y(x))? /4, definido
em |12. Pois, fixado uma incerteza no momento a incerteza na posi¢ao torna-se menor para
regides onde (x) — —1/7.

E possivel ainda baseado na geometria definido pela métrica entendermos o

ZAs grandezas h = m, = ag estdo em unidades atdmicas, bem como suas unidades derivadas.
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porque de a incerteza em pontos proximos a —1 /7y variar tdo lentamente no tempo. Considere

por exemplo o caso da métrica g(x) para y = 0.5 expressa na figura (8)) Para regides préximas de

100 . .
| v= -1 1r y=-12 {1

2 3 3 4

Figura 8: Curvas definidas por (3.52)) para y = —1,—1/2,—1/3. Vemos que para esses valores
de 7y, pontos infinitesimalmente préximos no espaco cartesiano sao extremamente distante no
espaco riemanniano.

—1/7, pontos que seriam infinitesimalmente préximos no espaco cartesiano sao absolutamente
distantes nesse espaco riemanniano. Desse modo, ((Ax)?) = 62 = (x?) — (x)? leva muito mais

tempo para sofrer uma variacdo consideravel comparado ao espago cartesiano.
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4 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Esse trabalho foi dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo, fizemos uma
contextualiza¢cdo do assunto principal de todo esse texto e como ele se conecta dentro do campo
mais abrangente da Mecanica Quantica. Tragcamos um breve historico de alguns trabalhos que
foram importantes no desenvolvimento da teoria [[11}/12,/14}/15].

No capitulo dois, fizemos todo o desenvolvimento do formalismo matemético e
suas implicacOes fisicas. Definimos o espagco riemanniano e o operador traslacdo modificado
que atua nos kets de posi¢ao nesse espagco. Apds calcularmos a relagdo de comuta¢do modifi-
cada, encontramos a expressdo para o operador momento no espago de posi¢do. Nesse ponto,
verificamos que 0 momento s se mostrava hermitiano se o tensor métrica obedecesse algumas
restricoes em seus elementos diagonais. A teoria € encerrada com a defini¢do de uma equagao
tipo de Schrodinger que governa os kets de posi¢cao no tempo.

Ainda no capitulo dois, fizemos uma aplicagcdo resolvendo o problema da particula
sob potencial nulo. Tratamos esse problema no contexto de uma métrica com termo linear e

termo quadratico de g(x)~!/2

. Para o caso linear verificamos que as solu¢des continuam nao
normalizdveis, mas nio sdo mais ondas planas como sdo em um espago cartesiano, embora
as energias do sistema permanecam iguais. Foi visto também que as solugdes no espaco dos
momentos se conectam com as solu¢des no espaco de posi¢do, no entanto, ndo mais por meio
de uma transformacao de Fourier. Para o caso com termo quadratico mostramos que a solucao €
normalizdvel e apresenta energias quantizadas. Além disso, é possivel estabelecer uma relagao
entre uma particula sob potencial nulo em um espago riemanniano com uma particula confinada
em um poco de potencial infinito no espago cartesiano.

No capitulo trés, desenvolvemos o formalismo da teoria na representacdo de Hei-
senberg. Nela encontramos uma equacao tipo de Heisenberg que governam os operadores no
tempo. Mostramos também que no caso cldssico as equagdes de Hamilton em um espago de-
formado sdao semelhantes a equacao tipo de Heisenberg na Mecanica Quantica.

Como aplicacdo da representacdo de Heisenberg, calculamos a evolugdo da incer-
teza no tempo e o alargamento de pacotes de onda para o caso em que Y € pequeno. Verificamos
que os pacotes de ondas dependendo do valor de Y se alargam mais rapido ou mais lentamente
do que no caso cartesiano. Além disso, o calculo da incerteza no tempo mostra que dependendo
da posicao inicial da particula a incerteza pode crescer rapidamente ou extremamente lenta a
medida que o tempo avanga, um resultado semelhante ao encontrado em [34] para uma particula
em espago-tempo estatico.

Como perspectiva futura em novos trabalhos, pretendemos estabelecer uma relacao



53

mais completa da teoria com as g-exponenciais, aplicando por exemplo os conhecimentos das
g-transformagdes de Fourier na solug¢do da particula sob potencial nulo. Além disso, buscare-
mos estabelecer o formalismo para uma métrica que define o espago de Minkowski, que seria
uma tentativa de trazer aspectos relativisticos a teoria. O grupo de Lorentz é o grupo de to-
das as transformacdes de Lorentz do espaco-tempo de Minkowski o qual € o cendrio clédssico e
quantico para todos os fendmenos fisicos (ndo gravitacionais). Desse modo, estabelecer o for-
malismo aqui apresentado nesse espaco pode trazer aspectos relativisticos. Embora, pareca que
a métrica cujo usamos nesse trabalho ndo remeta a um espago plano (o espaco de Minkowski
¢ desse tipo) podemos trabalhar em um contexto envolvendo regides pequenas o suficiente do
espaco-tempo onde as variagdes gravitacionais sao despreziveis, nesse cendrio as leis fisicas sao
invariantes de Lorentz da mesma maneira que o sao na fisica da relatividade especial. Sendo
assim, pode haver uma possibilidade por este caminho. Além disso, buscaremos uma segunda
tentativa de relativizar a teoria reescrevendo o Hamiltoniano a partir da nossa defini¢do de mo-

mento e buscar chegar em uma equacao tipo de Dirac.
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APENDICE A - DEMONSTRACOES MATEMATICAS

Segue algumas demonstragdes matematicas que sao necessarias ao longo do texto,

mas que se adequam melhor fora dele.

A.1 Prova de que 2.13]satisfaz um produto escalar

Provamos aqui que [2.13]satisfaz um produto escalar.

Para que a equagdo (2.13)) seja um produto escalar temos que garantir as seguintes

propriedades:
(Oly) = (wl¢)” (A.D)
(Olhyi +hy2) = Li(dlyi) + 2 (d|y) (A.2)
(M1 +L02|y) = A{(¢1|w) +2; (92]y) (A.3)
Prova da equagao

Olv) = [ (v @00)VE) ddvis
(wle)”

Prova da equagao (A.2)

b
OlMyi+Ayn) = /¢*(7){11V/1+)»21I/2}\/§dmyd2

b b
(Pl +Ayn) = M/a ¢*(7)W1(7)\/§dxdyd2+7tz/a ¢*(F)y2(7)\/g dxdydz
(Pl +v2) = Ai(d|yr) + 12 (|ya)

Prova da equacio
b
(Mo +Ladp|y) = / {1+ 122} w(F)\/g dxdydz

it datelw) = A [ 01PIWIVE vz + 45 [ 037w E dndvie
(M1 +Lply) = A ¢’1W>+12<¢2W>
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A.2 Aditividade de T,(d7)

Prova de que o operador Ty, ndo € aditivo. Consideraremos uma translagao apenas
em um dire¢do de modo que fica simples a ndo aditividade. Ora,sabemos que de acordo com a

defini¢do de T, podemos escrever

Ty (d)Ty(dr") [x,3,2) = Ty(dx)

x+g(x) 1 2dx, y,z>

—-1/2
x+g(x)—1/2dx//+g (x_i_g(x)*l/zdx,//) dx/,y,z>
Por outro lado,

Te(dx' +dx") |x,y,z) = ’x—{— (dx' +dx") g(x)712, y, z>

= |xret0 " ar +g(0 7 2ax", v, 2)
Comparando essas duas expressoes vemos que, deveriamos garantir que

g(0) =g (x+gln) " ax")

seja sempre verdade. Como no geral ndo o €, entdo T,, € ndo aditivo.
A.3 Condicao de Unitariedade
Queremos demonstrar a seguinte proposi¢ao:
A=A"=0"=0" (A4)

sendo

O =exp(—iA). (A.5)

Prova: provemos primeiro a ida. Ou seja, se A = A', entdo O = O~!. Seja O~!, o inverso do

operador O, e O' seu conjugado hermitiano. Ora,

00 =1 (A.6)

0" = (07)" =exp (iA") (A7)
de modo que pela hipétese A = A,

070 = exp (iAT) exp(—iA) = 1 (A.8)
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Comparando as equagdes (A.6)com (A.8)) concluimos
o'=0"' (A.9)

Provemos agora a volta: a hipétese € que

o'=0"' (A.10)
segue, portanto,
o' = o'
0’0 = 0'0=1
0’0 =1
exp(iAT>exp(—iA) =1
—iAT+iA = 0
A = A" (A.11)
Assim sendo concluimos que
A=A"<=0"=0" (A.12)

A.4 Densidade de Probabilidade

As densidade de probabilidade é dado por p(x) = |y, (x)|?. Portanto, de acordo
com[2.10] temos

sin? {ntan_1 (\Z%)} , n=1(2,4,6,...)

p(x) = [(4B* =) /3" (A.13)
\ cos? {ntan1 (%)} , n=(1,3,5,...)
Segue na figura[9| o plots dos quatro primeiros estados
A.5 Valorde [&,F(py)]
Queremos demonstrar a seguinte relacao
(&, F(p,)] =ih (A.14)

Supondo que F (&) possua uma série de Taylor, ou seja, se

F(E) = 20 RE"
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Figura 9: Densidade de probabilidade |, (x)|?, paran=1,n=2,n=3en=4.

Por conseguinte, a correspondente fungdo de um operador A, F(A), é definida como
F(A)=Y FA" .
n=0

Desse modo,

§.F(P)] = léaiFnPg"
57F<Pg)] =

n=0
[ IRAHE (A.15)
n=0
ainda pode-se mostrar que
[A,B"] = ABB" ' —BB" A

— ABB" ' —BAB" '+ BAB" ! —BB" A
[A,B"] = [A,B|B"'+B[A,B"]
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Usando essa relagdo podemos desenvolver (A.T5) como segue

&.ps"] = (& pelpe" ™ +pe &5 ]
= ihpg" g {[&. el pe" g [E1g" ]}
= —2ihpy" 4 pe* {[E, Pl Pe" P + g [E. 8" ] }
= =3ilpy" "+ g {[E,pel Pe" +pg [E, 8" ]}

E,pe"] = —nihp," .

Usando na equagio (A.13), temos

o)

E.F(py)] = Y Fi[itnpy""]
n=0
- iﬁf"anpg"*1
n=0

0
[E,F(pg)] = iﬁa—ng(pg), (A.16)



