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RESUMO

Comportamentos reoldgicos sdo observados em todos os materiais, do mais fragil ao mais re-
sistente, do mais flexivel ao mais rigido, em sistemas vivos e inertes, e estdo relacionados a
outros comportamentos fisicos e quimicos da matéria. A relacdo entre propriedades fisicas e
atividades quimicas em células, por exemplo, t€m ganhado interesse na literatura por fornecer
uma nova abordagem no estudo de doengas. A forma como células respondem a estimulos
mecanicos externos influencia uma série de fung¢des bioldgicas, como motilidade e divisdo ce-
lular, podendo ser usada para distinguir entre as células sauddveis e aquelas que apresentam al-
gum tipo de desordem. A medicdo experimental e o entendimento tedrico dessas propriedades
mecanicas, entretanto, ndo sao triviais nesses sistemas microscopicos devido a complexidade
das componentes que o formam. Uma das técnicas experimentais mais utilizadas nesses estu-
dos € o Particle-tracking Microrheology, onde pequenas beads fluorescentes sdo inseridas no
material para realizar um movimento browniano. A forma como essas beads se espalham pelo
meio nos permite obter as propriedades mecanicas de seu interior, o que contrasta com outras
técnicas onde as medidas mecénicas sdo feitas na superficie do material, como por exemplo
a Microscopia de Forca Atomica. Uma vez que grande parte dos materiais bioldgicos (assim
como outros materiais moles) apresentam viscoelasticidade, nosso trabalho tem como objetivo
descrever a difusdo de particulas brownianas imersas em meios viscoeldsticos em sistemas em
equilibrio termodindmico em que a contribuicdo da inércia sobre o movimento da particula
torna-se relevante, de modo que os resultados obtidos possam ser utilizados em estudos expe-
rimentais. NOs, entdo, utilizamos o formalismo da Equagdo de Langevin Generalizada, que
modela 0 movimento browniano em meios com memoria de fric¢do, juntamente com modelos
reoldgicos conhecidos no estudo de materiais viscoeldsticos, como por exemplo, Kelvin-Voigt
e Maxwell. Propriedades do sistema, como a funcao de correlacdo da velocidade, a constante
de difusdo dependente do tempo e o deslocamento quadratico médio, sao, entdo, obtidas ana-
liticamente para esses tipos de meio viscoelastico, onde estudamos os seus diferentes regimes
de amortecimento, nomeadamente, superamortecimento (quando as forcas viscosas dominam o
movimento), subamortecimento (quando as forcas eldsticas dominam), e o regime criticamente
amortecido (quando as forcas elésticas e viscosas sdo da mesma intensidade), e discutimos os
comportamentos limites em cada caso.

Palavras-chave: Movimento Browniano. Materiais Viscoelasticos. Modelos
Reoldgicos. Equacao de Langevin Generalizada.



ABSTRACT

Rheological behaviors are found in all materials, from brittle to ductile ones, from flexible to
rigid ones, in living and inert systems, and are related to other physical and chemical behaviors
of matter. The relationship between physical properties and chemical activities in cells, for ins-
tance, has gained interest in the literature for providing a new approach in the study of diseases.
The way cells respond to external mechanical stimuli influences a number of biological functi-
ons, such as motility and division, and can be used to distinguish between healthy and abnormal
cells. Experimental measurement and theoretical understanding of such mechanical properties,
however, are not trivial in these microscopic systems due to the complexity of the components
they are made of. One of the most used experimental techniques in these studies is the so-called
Particle-tracking Microrheology, where small fluorescent beads are inserted into the material to
perform Brownian motion. The way these beads spread out through the medium allow us to
obtain those mechanical properties in the interior, in contrast with other techniques where me-
chanical measurements are performed on the surface of the material, such as the Atomic Force
Microscopy. Since most biological materials (and other soft materials) hold viscoelasticity, our
work aims to describe the diffusion of Brownian particles immersed in viscoelastic media when
the system is in thermodynamic equilibrium and when the inertial contribution to the movement
becomes relevant, so that the results obtained can be used in experimental studies. We then use
the Generalized Langevin Equation, which describes Brownian motion in friction memory me-
dia, along with known rheological models, such as Kelvin-Voigt and Maxwell. The velocity
correlation function, the time-dependent diffusion coefficient and the mean squared displace-
ment are then obtained analytically for these types of viscoelastic medium, where we studied
different damping regimes, namely, overdamping (when viscous forces dominate the motion),
underdamping (when elastic forces dominate), and the critical damped regime (when the elastic
and viscous forces are of the same intensity), and we discuss the limit behaviors in each case.

Keywords: Brownian Motion. Viscoelastic Materials. Rheological Models. Generalized Lan-
gevin Equation.
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1 INTRODUCAO

Em estudos na fronteira entre fisica e biologia, fendmenos difusivos desempenham
papel fundamental na descri¢do de processos bioldgicos. Devido ao fato do comportamento
mecanico de materias biologicos ser predominantemente viscoeléstico, o fendmeno da difusdo
em meios viscoeldsticos encontra vdrias aplicacdes relevantes na literatura cientifica atual como,
por exemplo, na administracio de farmacos e transporte de substancias em sistemas bioldgicos,
como na regidao humor vitreo do olho humano [2] e em meios celulares [3]. Mesoscopicamente,
a difusdo pode ser descrita através do movimento browniano. Portanto, relacionar as proprieda-
des desse movimento as caracteristicas mecanicas do meio no qual as particulas brownianas se
encontram imersas € de grande importancia nao apenas do ponto de vista teérico mas também
em abordagens experimentais.

Um dos principais exemplos do arranjos experimentais que utilizam o movimento
browniano em meios viscoeldsticos é encontrado em estudos de microrreologia. Dentre as
diversas técnicas com as quais podemos obter o comportamento microrreolégico de materiais
podemos citar a aspiracao por micropipeta [4], citometria de torsdo magnética [S], experimentos
de identacdo com a Microscopia de Forca Atomica (AFM) [6], pincas Oticas [7] e o Particle-
tracking Microrheology [8, 9]. Esta ltima técnica consiste em inserir microesferas fluorescen-
tes, com diametro menor que 1 um, em um determinado material e rastrear a sua posi¢ao ao
longo do tempo. Por apresentarem tamanho na ordem de micrometros, o0 movimento das mi-
croesferas ocorre devido a agitagcdo térmica das moléculas que constituem o meio, fazendo com
que as mesmas executem um movimento browniano.

Visto que uma grande parte dos materiais bioldgicos apresenta comportamento vis-
coelastico, um dos ramos da reologia que tem ganhado destaque na literatura cientifica atual
¢ a microrreologia de materias biolégicos [10, 11, 12]. Um exemplo desse tipo de estudo é
a obtencdo das propriedades mecanicas de células [13, 14], que apresentam comportamento
viscoeldstico. Porém, esses estudos ganham destaque nao apenas por obter informagdes da
mecanica celular mas por oferecer uma abordagem fisica para estudar processos bioldgicos,
como os relacionados a doengas. Por exemplo, podemos citar estudos que mostram mudancgas
no comportamento mecanico de células cancerigenas quando comparadas com células saudéveis,
sendo possivel diferenciar os dois grupos de células de acordo com as caracteristicas mecanicas
[15, 16].

Estudos recentes recentes na drea de microrreologia mostram que o formalismo de
equacao de Langevin generalizada € capaz de descrever o movimento de particulas brownianas

em meios viscoelasticos, sendo possivel através deste método obter uma forma geral para o
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deslocamento quadritico médio das particulas [17, 18]. Entretanto, nesses trabalhos o termo
inercial da equacdo de Langevin generalizada é, em geral, desprezado, fazendo com que o
deslocamento quadratico médio das particulas seja proporcional a fungdo de fluéncia, J(t), do
material no qual as particulas estdo imersas ((z%(¢)) o J(t)) [9].

Neste trabalho, investigamos como o movimento browniano € influenciado pela ca-
racteristica mecanica do meio no qual as particulas sdao imersas em sistemas em que a forca
inercial sobre a particula ndo pode ser desprezada. Mais especificamente, investigamos como
o deslocamento quadratico médio dessas particulas se altera com as propriedades eldsticas e
viscosas do meio. Para isso, utilizamos o formalismo matematico da equacdo de Langevin ge-
neralizada juntamente com modelos reoldgicos simples para descrever 0 movimento browniano

em materiais de Maxwell e de Kelvin-Voigt.
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2 MATERIAIS VISCOELASTICOS

A reologia € a ciéncia que estuda o comportamento mecanico dos materiais. De
forma resumida, podemos dizer que a reologia investiga processos de deformacgdo e escoamento
da matéria [19, 20]. Sob um ponto de vista reoldgico, a classificagdo de materiais € feita através
da relacao entre a tensdo e a deformacao, isto €, através de como o material responde a aplicagcdo
de tensdes. A maioria dos sé6lidos eldsticos, por exemplo, reage de modo que a sua deformacao
€ proporcional a tensao aplicada quando a deformacao € pequena o suficiente, o que é chamado
de regime hookeano. Assim, quando essa tensdo é removida o corpo eldstico recupera instanta-
neamente sua forma original. Por outro lado, boa parte dos fluidos viscosos, reage a aplicagao
de uma tensdo de modo que sua taxa de deformagao seja proporcional a tensdo aplicada, sendo
assim chamados de fluidos newtonianos. Portanto, o fluido viscoso ndo recupera sua forma
original quando a tensdo € removida. Porém, existem materiais cujo comportamento mecanico
apresenta uma forma dual, com propriedades tanto de s6lidos quanto de liquidos, sendo assim
chamados de viscoelasticos [21, 22, 23].

Dessa forma, a relac@o entre a tensdo aplicada em um material, cuja unidade no
Sistema Internacional de unidades é o pascal (Pa), e sua consequente deformacdo, que € uma
grandeza adimensional, é de bastante interesse nos estudos de reologia, sendo a forma ma-
tematica que expressa esta relacdo conhecida como equagdo constitutiva. Para um material

puramente elastico, a equacao constitutiva € dada pela lei de Hooke, tal que
o = Gge, (2.1)

onde o e € sdo tensores de segunda ordem que descrevem a tensdo e a deformacao, respecti-
vamente, e o tensor de quarta ordem (¢ representa a elasticidade do material, cuja unidade é
também dada em pascal (Pa). A equagdo constitutiva de um fluido newtoniano € dada pela lei
de Newton para fluidos na forma

o =né, 2.2)

onde m € um tensor de quarta ordem que representa a viscosidade do fluido, cuja unidade é Pa.s.
2.1 Fluéncia e Relaxacao

Estudos experimentais com o objetivo de obter as caracteristicas mecanicas de um
material geralmente envolvem a realizacdo de dois testes: o teste de fluéncia e o teste de
relaxacdo. Com o intuito de simplificarmos a descricdo matematica, abordaremos a partir daqui

o caso de tensdes e deformagdes que ocorrem em apenas uma dimensao.
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No teste de fluéncia assumimos que uma tensdo constante, oy, € aplicada ao material

resultando em uma deformacao dada por
e(t) = J(t)oo, (2.3)

onde a fun¢do J(t) é chamada de fung¢do de fluéncia.
Podemos analisar a resposta de um material eldstico (s6lido) em um teste de fluéncia,
através da forma unidimensional da equagdo (2.1), obtendo

e(t) = g—(z), para to <t <ty

onde t, e t; representam, respectivamente, o tempo no qual se inicia e se encerra a aplicacdo
da forca. Fora deste intervalo de tempo, €(t) = 0. Desta relac@o resulta uma fungdo de fluéncia

dada por
1

Em um meio viscoso, analisando a forma unidimensional da equacdo (2.2), o teste

J(t)

de fluéncia resulta em
o
e(t) = —t,
n

sendo a funcdo de fluéncia para um material viscoso (liquido) dada por,

Assim, uma tensao constante aplicada a um sélido eldstico leva imediatamente a
uma configuracdo de deformagdo correspondente. Se, por outro lado, uma tensao constante €
aplicada a um fluido viscoso a deformacao desse material cresce linearmente com o tempo. Em
materiais viscoeldsticos, por outro lado, a aplicagdo de uma tensdo constante resulta em uma
deformacdo que cresce com o tempo mas tende a estabilizar em um valor constante. Apds a
retirada da tensdo, a forma original do material € parcial ou totalmente recuperada.

O comportamento de materias elasticos, viscosos e viscoelasticos quando submeti-

dos a testes de fluéncia é apresentado de forma grafica na Figura 1.



18

<
Q
@)

<
S

to £ t

oo + ; ] N\
5 5 7
to bt to ot
p{. e(t)
Se

o)
/.
/(?&[l.
Co

S

I T
to t t

Figura 1: Resposta de materiais elasticos, viscosos e viscoeldsticos quando submetidos a testes
de fluéncia, ou seja, submetidos a uma tensao constante.

Em testes de relaxacdo, onde assumimos uma deformacao constante ¢, a tensao no
material € dada por
o(t) = G(t)eo, (2.4)

onde a fungdo G/(t) é conhecida como fungéo de relaxagio.
Se analisarmos novamente as formas unidimensionais das equacdes constitutivas

(2.1) e (2.2), obtemos para s6lidos eldasticos
G(t) = Go, (2.5)

e para fluidos viscosos,
G(t) = né(t), (2.6)

onde a delta de Dirac mostrada na funcdo de relaxacdo do fluido viscoso € justificada pela
necessidade de uma tensdo infinita para fazer com que o fluido apresente uma deformacdo

constante.
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Figura 2: Resposta de materiais eldsticos, viscosos e viscoeldsticos quando submetidos a testes
de relaxacao, ou seja, submetidos a uma deformacgao constante.

Em um material viscoeldstico, quando aplicamos uma deformacdo constante acon-
tece uma diminuicao (relaxacao) da tensdo. Dessa forma, a tensdo em materiais eldsticos, vis-

cosos e viscoeldstico submetidos a testes de relaxag@o tem a forma mostrada na Figura 2.

2.2 Viscoelasticidade Linear e Principio de Superposicao de Boltzmann

Embora sejam de grande utilidade para a caracterizacdo dos materiais, os testes
de fluéncia e relaxagdo, descritos na secdo anterior, exigem que um dos parametros (tensdao
ou deformacgdo) seja mantido constante. Entretanto, em situagdes onde esses parametros nao
podem ser regulados de forma a serem mantidos constantes durante um intervalo de tempo
suficientemente longo para analisarmos o comportamento mecanico do material, sdo necessarias
equagoes constitutivas semelhantes as equagdes (2.3) e (2.4) que envolvam tensao e deformacado

dependentes do tempo.
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Figura 3: Série de pequenas deformacao em um material.

Vamos assumir que um material sofre uma série de deformagdes constantes como
mostrado na Figura 3.

Entdo, usando a equacgdo (2.4), a tensdo apds a primeira deformacao de; é dada por
O'(t) = G(t - tl)éel, tl <t < t2.

Na sequéncia, o material sofre uma nova deformacgdo de;. O Principio de Superposicdo de
Boltzmann [24] afirma que, para pequenas deformacdes, a tensdo no material € aditiva. Isso

significa que a tensao no material apos as duas deformacoes € dada por
o(t) = G(t — t1)der + G(t — ta)de, ty <t <ts.

Assim, para uma combinacdo de /N pequenas deformagdes, temos

N

o(t) =Y Gt —t;)de;,

=0

e para deformacdes infinitesimais, temos portanto

e(t)
o(t) = /0 Gt — ) de(t),

ou ainda, .
J(t):/ G(t —t')e(t)dt'. (2.7)
0

Podemos entdo extender o limite de integracio para obtermos a contribui¢ao de todo o histérico

de deformacdo do material, resultando em

o(t) = / t G(t — t)e(t)dt. 2.8)

—00

Assim, quando podemos assumir que as deformagdes no meio sdo pequenas, €
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valida a equacdo constitutiva (2.8) que relaciona a tensdo no meio com o histérico da taxa
de deformacao.
Uma abordagem semelhante € feita para uma sequéncia de tensdes aplicada em um

material, resultando em

(t) = / - e 2.9)

—00
As equag0es constitutivas (2.8) e (2.9) podem ser escritas, usando a transformada

de Laplace, como

6(s) = G(s)L{e(t)} = sG(s)é(s),
é(s) = J(s)L{o(t)} = sJ(s)5(s),

onde usamos as condi¢des de contorno €(0) = 0 e o(0) = 0. Através das equagdes (2.10),

(2.10)

podemos relacionar as funcdes de relaxacao e fluéncia de um meio como [25]

. 1
J(s) = 2EG) (2.11)

Analisando a equagdo (2.8), podemos ver que a tensdo no material em um instante
de tempo t depende de todo o historico de deformacao desse material, fazendo com que a fun¢do

de relaxacao funcione como um efeito de memoria do sistema.

2.3 Modelos Reologicos

E facil ver que ao usarmos as fungdes de fluéncia e relaxagdo obtidas para materiais
elasticos e viscosos nas equagoes constitutivas (2.8) e (2.9), obtidas na secao anterior, recupera-
mos as leis de Hooke e Newton. Porém, para analisarmos o comportamento mecanico de meios
viscoeldsticos, precisamos obter equagdes constitutivas para esses meios.

Como em grande parte das areas de estudo da fisica, a reologia também permite
lidar com materiais elasticos ou viscosos através de modelos mais simplificados, dos quais
pode-se obter um comportamento fisico semelhante aos obtidos por tratamentos mais sofisti-
cados. Quando estudamos materiais eldsticos, por exemplo, ¢ comum fazermos uma analogia
desse material com uma mola ideal de médulo eléstico GGy, enquanto, de forma semelhante, um
material viscoso pode ser representado por um amortecedor de viscosidade 7. Ao modelarmos
um soélido elastico por uma mola, estamos considerando que a mola captura toda a complexi-
dade de suas interacdes atdmicas. A mesma abordagem € usada quando um tnico amortecedor
representa um fluido viscoso. A representacdao esquemadtica dos dois modelos é mostrada na
Figura 4.

Esses dois modelos, apesar de bastante simples, sdo a base para o desenvolvimento

inicial da teoria da viscoelasticidade. Assim como podemos modelar um material eldstico
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através de um mola e um material viscoso como um amortecedor, podemos representar materi-
ais viscoeldsticos através de modelos mais simplificados. Para isso, podemos usar a associacao
de molas e amortecedores para simular um comportamento intermedidrio entre o eldstico e o
viscoso, resultando assim em modelos reolégicos para viscoelasticidade, como veremos a se-

guir.

G n

ol 111 e W

(a) (b)

Figura 4: Representacao esquematica da mola ideal (a) e do amortecedor (b).

2.3.1 Kelvin-Voigt

O modelo de Kelvin-Voigt consiste na associacdo em paralelo de uma mola de
mddulo elastico Gy e de um amortecedor com viscosidade 7, como mostrado na Figura 5.

Nesse caso, a deformacao sofrida pela mola e pelo amortecedor € a mesma. Porém,
a tensdao em cada um dos elementos € diferente fazendo com que a tensdo total no material
de Kelvin-Voigt seja igual a soma das tensdes individuais da mola e do amortecedor. Logo,

podemos escrever

€ = € = €q,
(2.12)
O =0y + 0g,
onde o indice “m’refere-se as grandezas relacionadas a mola enquanto o indice “a’refere-se
as grandezas relacionadas ao amortecedor. Quando as grandezas aparecem sem indice elas se
referem ao sistema total.
As equagdes constitutivas dos elementos analisados individualmente sao dadas pe-

las formas unidimensionais das equagdes (2.1) e (2.2), tal que

Om = GOEma

Oq = Néq.

Combinando as equagdes (2.12) com as equagdes constitutivas acima, temos

o = Goe + né, (2.13)



23

(@) G()

(b) (©)

L 4

tl t 0 tl t
Figura 5: (a) Representacdo esquematica do modelo de Kelvin-Voigt. (b) Resposta de um
material de Kelvin-Voigt sujeito a um teste de fluéncia. Perceba a semelhanca com aquele
comportamento esperado da Figura 1 (neste caso com £y = 0). A queda na deformacdo, ap6s a
tensao ser retirada, também pode ser obtido mudando as condi¢des iniciais do problema. (c¢)
Resposta de um material de Kelvin-Voigt sujeito a um teste de relaxacgdo.

que € a equacdo diferencial para o modelo de Kelvin-Voigt.

Fazendo a transformada de Laplace da equagao (2.13), temos
. X R Go7 .
d(s) = Goé(s) + nsé(s) = [77 + ?] S€(s).

Dessa forma, comparando a equacdo acima com as equagdes (2.10), podemos identificar as

funcgdes de fluéncia e relaxagdo de um material de Kelvin-Voigt como

7 o 1 o i ot/
JKv<8) = —S[GO +T]S] — JKv(t) = GO (1 e ),

A G
Grv(s) =0+ =2 = Grv(t) =no(t) + Go, (2.14)

onde A\ = 1/G representa o tempo de retardacdo do material de Kelvin-Voigt.

A Figura 5 mostra o comportamento de um material de Kelvin-Voigt quando sub-
metido a testes de fluéncia e relaxacgdo.

Embora descreva bem um material viscoeldstico sujeito a um teste de fluéncia, o
modelo de Kelvin-Voigt ndo prediz de maneira correta a relaxagcao da tensio pois, assim como

em um solido elastico, seria necessdria uma tensdo infinamente grande para que o material de



24

Kelvin-Voigt sofresse uma deformacdo constante.

2.3.2 Maxwell

O modelo proposto pelo fisico James Clerk Maxwell ¢ também uma associacao
de uma mola, de mddulo eldstico GGy, com um amortecedor, de viscosidade 7. Porém, nesse
modelo os dois elementos sdo postos em série, como mostrado na Figura 6.

Dessa forma, a mola e o amortecedor estdo sujeitos 2 mesma tensdo, deformando-
se de modo que a deformacao total do sistema seja a soma da deformacao individual de cada

componente. Assim,

€= €n + €,
2.15)

0 =0 = 0g,
0 que, se analisarmos juntamente com as equacdes constitutivas de cada um dos elementos,
resulta em .

Gio + % = ¢ (2.16)
que € a equacdo diferencial para o modelo de Maxwell.

A aplicacdo da transformada de Laplace na equacao diferencial acima, leva a

e, portanto,

A s+ Go/n 1t
)= — 4 —
uls) = =55 Tull) = G-+ 5
A Go
_ s 1) = —ltl/tr 2.17
GM(S) S+G0/77 GM( ) G06 s ( )

onde o pardmetro ¢, = 1/Gg é chamado de tempo de relaxacéo.

O comportamento de um material de Maxwell sujeito aos testes de fluéncia e relaxacao
¢ mostrado na Figura 6.

Embora consiga descrever bem o comportamento de um material viscoeléstico su-
jeito a um teste de relaxacdo, o modelo de Maxwell ndo reproduz de maneira satisfatdria os
resultados de um teste de fluéncia pois ndo apresenta uma taxa de deformacao decrescente no

tempo como caracteristico nos materiais viscoeldsticos (ver Figura 1).
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Figura 6: (a) Representacdo esquemaética do modelo de Maxwell. (b) Resposta na deformacao
em um teste de fluéncia. Podemos ver que a componente eldstica reage instantaneamente a
aplicacdo e retirada da tensdo enquanto a componente viscosa € responsavel pelo crescimento
linear da deformacao no periodo em que a tensdo € aplicada. (c) Relaxagdo da tensdao no
material apds a aplicagdo de uma deformacao ¢,. Perceba a semelhanca com aquele
comportamento da Figura 2 (neste caso com ¢y, = 0).

2.3.3 Solido Linear Padrao

Como vimos, os modelos de Kelvin-Voigt e Maxwell apresentam problemas na mo-
delagem de materiais viscoeldsticos sujeitos ao teste de relaxacdo e fluéncia, respectivamente.
Assim, para corrigir essas falhas, um outro modelo foi proposto, sendo chamado de Sélido
Linear Padrao. Esse modelo consiste na associa¢do de trés componentes, como mostrado na
Figura 7.

Nesse modelo, um material de Maxwell, formado pela associagao em série de um
amortecedor de viscosidade 7 e uma mola de médulo elastico GG, € colocado em paralelo com
uma mola de mdédulo elastico G;. Dessa forma, temos

€ = Eml = €M,
(2.18)

0= 0m, +0um,

onde os indices m; e M referem-se a mola de mddulo elastico G; e ao material de Maxwell,

4
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respectivamente.
Analisando as equagdes acima, juntamente com as equacoes constitutivas do sélido

elastico (2.1) e do modelo de Maxwell (2.16), temos

no._ Gy .
0+@0—G16—|— <1—|— Gg)ne. (2.19)

sendo esta a equacao diferencial para o S6lido Linear Padrio.

Aplicando a transformada de Laplace, temos que

o(s)(1+ Z—Z) - (% + 1+ g—ﬂ ) sé(s).

e, portanto, comparando a equagdo acima com as equacoes (2.10), podemos facilmente ver que

G, Go

Gls) ==+ o (2.20)
(a)
G
- 0000
n G2

tll t T

N2
~

Figura 7: (a) Representacdo esquematica do modelo Sdélido Linear Padrdo. (b) Resposta na
deformacdo em um teste de fluéncia. O resultado obtido € semelhante aquele do modelo de
Kelvin-Voigt, porém no modelo de Sélido Linear Padrao existe uma resposta instantanea do
material a aplicacdo da tensdo, caracterizada pela constante J.. (c) Resposta na tensao quando
o material estd sujeito a um teste de relaxacdo. O resultado obtido é semelhante ao obtido no
modelo de Maxwell, porém a tensao tende a um valor diferente de zero ap6és um longo
intervalo de tempo.
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que resulta em uma funcao de relaxacao dada por
G(t) = Gy + Gae V™, (2.21)

onde 7, = 1/G5 é o tempo de relaxacdo do material.
Como mostrado no Apéndice A, a funcdo de fluéncia do Solido Linear Padrao é
dada por
J(t) = Jp+ (Jo — Jp)e ™,

onde as constantes J., .J, e 7. sdo dadas por

1 1 = (G1+G2>.

o= do= e =2
Gi+ Gy G N"G.6,

O comportamento das fun¢des de fluéncia e relaxa¢do do So6lido Linear Padrado é
mostrado na Figura 7.
Assim, podemos ver que o modelo de Solido Linear Padrio € capaz de descrever os

resultados esperados para os testes de fluéncia e relaxagdo para uma material viscoeldstico.

2.3.4 Fracionario

Outra abordagem feita na descricdo de um material viscoeldstico é o modelo fra-
ciondrio, que busca descrever a reologia desses materiais através do uso das ferramentas do
calculo fracionario [26, 27]. Observando as equacdes constitutivas de materiais eldsticos e vis-

C0SO0s, temos que

dc
o = GO@ == GoE,
c,
d'e )
0O = 1N—— = TNeE.
ndtl n

Dessa forma, considerando os fundamentos de cédlculo fraciondrio, a equacao cons-
titutiva de um material viscoeldstico pode ser escrita como
d%e

= Ga_a
7 die

(2.22)

onde d*/dt* representa a derivada temporal de ordem « da fung@o €(t), onde o pardmetro «
possui um valor fraciondrio entre 0 e 1. Logo, o modelo fracionario simula diretamente um
caso intermedidrio entre o sdlido elastico, « = 0, e o fluido viscoso, &« = 1. A constante G,
tem unidade Pa.s“ e por conta disso o seu significado fisico ainda ndo é bem compreendido
sendo geralmente interpretado como a “firmeza”’do material [28].

A transformada de Laplace da derivada fraciondria de uma fun¢do f(¢) é dada por

[27],



28

n m—1
E{fw{} :s”f(s)—;s"_k_lf(k)(O) m—1<n<m.

Assim, fazendo a transformada de Laplace da equag@o (2.22) e assumindo ¢(0) = 0, temos
d(s) = Gus“é(s),

o que resulta em uma func¢do de relaxacdo dada por,
G(s) = Gos® 1, (2.23)
e, portanto,

G(t) = GuI'(a)t™ (2.24)

onde I'(«) representa a fungdo gama.

Assim, diferentemente dos modelos reoldgicos que tem como base a associagao de
molas e amortecedores, o modelo reoldgico fraciondrio gera uma funcdo de relaxacdo do tipo
lei de poténcia, como mostrado na Figura 8. Esse comportamento € bastante comum em estudos
reologicos de materiais biolégicos, como células [28, 16].

o(t)

A

Gao,

t
(a) (b)
Figura 8: (a) Representacao esquematica do modelo fraciondrio. (b) Comportamento da
fungdo de relaxa¢do de um modelo fracionério.
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3 ABORDAGEM DE LANGEVIN PARA O MOVIMENTO BROWNIANO

O movimento browniano foi primeiramente observado pelo botanico inglés Robert
Brown em 1827 [29, 30] e por décadas desafiou um grande nimero de cientistas que busca-
vam explicar sua origem. Em seu trabalho, Brown analisava com um microscépio particulas
de pélen imersas em dgua quando observou que essas particulas executavam um movimento
aparentemente aleatério. Apesar de ndo conseguir explicar o fendmeno que havia observado,
Brown concluiu que esse movimento ocorria tanto para matéria organica, com o qual ele traba-
lhou inicialmente, quanto com particulas de matéria inorganica chegando a conclusio de que a
origem do movimento era puramente fisica.

Posteriormente, o fisico francés Louis Georges Gouy, embora nao tenha conseguido
descrever um modelo matemadtico para o fendmeno, listou as principais caracteristicas do mo-

vimento browniano [29]:

e O movimento € bastante irregular, composto de translacdes e rotacdes, € a trajetoria pa-

rece nao ter tangentes;

e Duas particulas aparentam se mover independentemente, mesmo que se aproximem a

uma distancia menor que seu didmetro;
e Quanto menor as particulas, mais ativo € o0 movimento;
e A composicdo e a densidade das particulas nao afetam o movimento;

e Quanto menos viscoso o fluido no qual as particulas sdo imersas, mais ativo é o movi-

mento;
e Quanto maior a temperatura, mais ativo € o0 movimento;

e O movimento browniano nunca cessa.
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Figura 9: Trajetorias de particulas brownianas obtidas por Jean Baptiste Perrin em seu trabalho
“Mouvement brownien et réalité moléculaire” (Movimento Browniano e Realidade Molecular)
de 1909 [1].

O primeiro a descrever matematicamente o movimento browniano foi Albert Eins-
tein, em 1905 [31]. Para isso, Einstein assumiu que o efeito conjunto das colisdes com as
moléculas do meio causava a aleatoriedade da posic¢ao da particula. Assim, analisando o limite
em que 0s passos que constituem a trajetoria sdo pequenos, Einstein encontrou uma equagdo
diferencial, conhecida como equacdo de difusdo, para a densidade de particulas, na forma

[29, 31, 32]
Oplat) _ , Pola.t
ot or?

onde p(z,t) representa a densidade de particulas na posi¢do x no tempo ¢ e D é a constante de

difusdo.
Resolvendo a equacao de difusdo para o caso em que todas as particulas se encon-

tram na origem em ¢ = 0, a densidade pode ser escrita por uma gaussiana [29, 31, 32]

T

N 2
p($,t):\/ﬁexp —4—m .

Dessa forma, o deslocamento quadratico médio das particulas brownianas pode ser
calculado como [29, 31, 32],

(z?) = / 2?p(x,t)dx = 2Dt,

o0

cujo comportamento pode ser observado experimentalmente.
Einstein, usando a equagao de Stokes para a mobilidade de uma particula esférica

em um fluido, ainda foi capaz de escrever a constante de difusdo, que determina o quao ativo € o
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movimento, em termos da viscosidade, do raio da particula e da temperatura como [31, 29, 32],

kT kT

D =
¢ 6mna’

onde ( € o coeficiente de friccdo do meio (inverso da mobilidade), kg € a constante de Boltz-
mann, 7' € a temperatura, 7) € a viscosidade e a € o raio da particula.

A equacio de Einstein para o deslocamento quadratico médio das particulas brow-
nianas concorda com as observagdes experimentais listadas no trabalho de Gouy, mostradas
acima, e foi confirmada experimentalmente pelo fisico francé€s Jean Baptiste Perrin em 1908
[1], que, por seu trabalho com a estrutura descontinua da matéria, recebeu o prémio Nobel em
1926.

Embora o tratamento empregado por Einstein tenha sido de grande importancia,
solucionando um problema que despertou curiosidade em diversos fisicos desde sua descoberta
e tornando-se uma forte evidéncia da natureza molecular da matéria, o formalismo empregado
parece muito distante da dindmica newtoniana. Essa diferenca entre os formalismos levou a uma
tentativa de se obter os resultados encontrados por Einstein a partir do principio fundamental da

dinamica de Newton.

3.1 Particula em um Fluido Viscoso

Para descrever, utilizando a dindimica Newtoniana, 0 movimento browniano de uma

particula de massa m imersa em um fluido com coeficiente de arrasto ( podemos utilizar a
segunda lei de Newton na forma,

mi = —(t, (3.1)

onde o termo da direita corresponde a uma forca dissipativa devido a viscosidade do meio,
sendo esta proporcional a velocidade da particula.

Se reescrevemos a equacao (3.1) para a velocidade temos,
mv = —(v, (3.2)

cuja solugdo € dada por

v(t) = voe_%t = voe_ﬁ, onde 7=2 (3.3)

¢

Essa solu¢gdo nos mostra que a medida em que o tempo evolui a velocidade da
particula decai até se tornar nula para tempos muito longos. Porém, conforme observado expe-
rimentalmente, o movimento browniano nunca cessa. Assim, a lei que descreve o movimento

browniano de uma particula em um fluido deve ser obtida através de uma alteracdo da equagao
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(3.1) onde seja levada em consideragdo também o choque entre a particula e as moléculas que

constituem o fluido.
3.2 Equacao de Langevin

Em 1908, o fisico francés Paul Langevin descreve um modelo dindmico capaz de
obter matematicamente os mesmo resultados apresentados no trabalho de Einstein [33]. Os
trabalhos de Langevin sobre o movimento browniano sao de grande importancia para a fisica e
para a matematica, ndo apenas conciliando o trabalho de Einstein com a dindmica de Newton
como fundando uma nova area de estudos na matematica, as equacoes diferenciais estocasticas.

A equacdo utilizada por Langevin é semelhante a equagdo (3.1), porém, devido a
observacgao da aleatoriedade da trajetoria da particula, é adicionado um termo de forca aleatdria,
&(t), que representa a for¢a na particula browniana devido as colisdes com as moléculas do

fluido [34, 35]. Assim, podemos escrever a equagdo de Langevin como,

mi = —Cv + £(t), (3.4)

cuja solugdo, usando 7 como definido em (3.3), é dada por

¢ 1 /[t t—t
o(t) = voe T + — / e~ TE()dt. (3.5)
m Jo

A forca sobre a particula browniana devido as colisdes com as particulas do fluido
varia muito rapidamente no intervalo de tempo no qual € feita a observacdo, o que nos per-
mite assumir que a média da forca aleatdria seja nula. Assumiremos também que a correlagdo
dessa forca € dada por uma funcao Delta de Dirac (ruido branco), o que indica que nio existe
correlag@o entre os impactos que ocorrem em tempos distintos. Dessa forma, os efeitos da forca

aleatdria sdo caracterizados pelos seus dois primeiros momentos,

§t)=0 @) =Tt —1), (3.0)

onde A representa a média de A sobre o conjunto de realiza¢des da varidvel estocdstica £.

Assim, usando a solucao mostrada na equagao (3.5),

t 2 -t t—t/ t—t t—t"
G2(t) = 2e 2 4 20T [0y dt+—// S S (e

m 0
e, realizando a média sobre a varidvel &, temos

=< t F t
2() = v2e 2 + 2_7;2(1 _ e, (3.7)

Como esperamos, apés um longo intervalo de tempo o sistema tende a atingir o
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equilibrio termodindmico. Assim,

— I'r
2 — Vi 02(4) —
V(1) = tlggov (t) = 5z (3.8)
Usando o teorema da equiparti¢do, obtemos
]{/’BT I'r
2(1) =22 — 3.
(g == =5 (3.9)
E entao,
' =2CkpT. (3.10)

A equagdo acima € bastante importante pois relaciona a flutuacdo no sistema, repre-
sentada pelo fator I', com a dissipagdo no mesmo, representada pelo coeficiente de arrasto (.
Essa relacdo € uma forma do teorema da flutuagcdo-dissipacao [36, 37, 38].

Podemos também obter a funcdo de correlacdo entre as velocidades em diferentes

instantes, para isso usamos a equacgao (3.5) para obter

— 9 _(t+s) I' _¢+e bogs W+sh / ! gyl
v(t)o(s) =vge” 7 + —e T e = o(t'—s)ds'dt',
m o Jo

Usando o teorema de flutuag@o-dissipacao, temos

—_— t+s k T 2s
v(t)v(s) = e 02+ (7 1)
m

Por fim, realizando a média sobre todas as possiveis velocidades iniciais e assumindo um estado

inicial de equilibrio termodinamico !, temos

kT

m

_(t=s)
e T

(v(t)o(s)) =

onde (...) representa a média total, realizada tanto sobre as realizagdes da variavel aleatéria &(t)

: (3.11)

quanto sobre as possiveis velocidades iniciais do sistema.

'Supondo que o sistema encontra-se inicialmente em equilibrio vemos que a velocidade média das particulas
deve seguir a distribui¢do de Maxwell-Boltzmann, p(vg), e assim,

kT
2\ _ 2 _ B
(vg) = /UOP(UO)dUO =
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Figura 10: Funcao de correlacdo da velocidade das particulas como funcdo do tempo em
unidades arbitrarias. Grafico gerado utilizando a equacgdo (3.11) com os parametros kg1 = 1,
m=1e(=0.1.

A funcdo de correlagdao da velocidade das particulas é mostrada como fungdo do
tempo na Figura 10.

A equagdo (3.11) indica que, embora a varidvel estocastica que gera o movimento
tenha uma correlagdao dada por uma fun¢do delta de Dirac, a correlacio da velocidade em tem-
pos diferentes decai exponencialmente. Se consideramos um estado inicial de equilibrio ter-
modinamico, o sistema permanecera em equilibrio em todos os instantes de tempo posteriores,
fazendo com que a velocidade quadritica média da particula browniana permaneca constante.
Esse fato € evidenciado quando realizamos uma média sobre as velocidades iniciais assumindo
um estado inicial de equilibrio na equacdo (3.7), o que resulta em uma velocidade quadratica
média constante no tempo.

Podemos agora encontrar o deslocamento quadritico médio da particula, visto que

Az(t) = /Otv(s)ds. (3.12)

(Az)? / / t")dt'dt",

e, calculando a média total, obtemos [39]

/ / el 2 / / Ddedr. (13)

Logo,
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Substituindo o valor da fun¢do de correlacdo da velocidade, mostrado na equacgdo (3.11), na

equacao (3.13), temos

2k T / //
((Az)?) B / / — =T g !

QkT /

_ BT (1—e_t/7)dt/
m 0

2kgT'T

= t—7(1—e V).
2 — (1 — 7t/

Definindo uma constante de difusdo Dy = kgT'/(, temos, por fim,
((Ax)?) = 2Dg[t — (1 — e7/7)] (3.14)

Ao analisarmos a solu¢do acima para ¢t < 7, podemos usar a expansao até a segunda
. 2 .
ordem da exponencial (¢* ~ 1 + z + %) no resultado acima, obtendo

ksT
((Az)?) = —t (3.15)

o que indica um comportamento balistico nos instantes iniciais. Esse comportamento se torna
mais evidente a medida em que a massa da particula aumenta, sendo assim um efeito inercial
no sistema.
Para intervalos de tempo onde ¢ > 7, o termo linear se torna dominante, resultando
em
((Ax)?) = 2Dqt. (3.16)

O resultado acima € o mesmo obtido pelo tratamento proposto por Einstein, obtendo inclusive

o mesmo coeficiente de difusio

Dy = kBTT. (3.17)

O comportamento do deslocamento quadratico médio de uma particula browniana

segundo o modelo de Langevin é mostrado na Figura 11.
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Figura 11: Deslocamento quadratico médio segundo o modelo de Langevin. Podemos notar
claramente o comportamento linear para longos intervalos de tempo e o comportamento
balistico para pequenos intervalos de tempo. O grafico foi gerado utilizando a equacdo (3.14)
comm =1, = 1e kgT = 1 em unidades arbitrarias.

Como vimos, apenas quando os efeitos inerciais sdo desprezados, ou seja, quando
a massa da particula ¢ muito pequena, o deslocamento quadritico médio apresenta um com-
portamento completamente linear com constante de difusdao Dy. Em sistemas onde os efeitos

inerciais sdo relevantes a constante de difusao dependente do tempo pode ser calculada como

_ 1d((Az)?)
D(t) = 5 o (3.18)
0 que resulta em
D(t) = Do(1 —e7¥/7). (3.19)

A constante de difusdo dependente do tempo é mostrada como fun¢do do tempo na

Figura 12.
3.3 Equacao de Langevin Generalizada

O tratamento descrito na secdo anterior € vdlido para o caso especifico do movi-
mento browniano de uma particula imersa em um fluido puramente viscoso, isto é, a particula
estd sujeita a uma forca de friccdo dada por —(v(t). Isso significa que as moléculas do fluido
reagem instantaneamente a mudanga de coordenadas da particula browniana. Essa exigéncia de

uma resposta instantanea leva a algumas inconsisténcias do modelo quando analisado o limite
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Figura 12: Constante de difusdao dependente do tempo em unidades arbitrarias. Grafico gerado
utilizando a equacgao (3.19) com os parametros kg1 =1, m =1e ( =0.1.

em que a escala de tempo na qual a particula browniana se move é da mesma ordem ou menor
que a escala de tempo em que as particulas do fluido reagem ao movimento da mesma, como
apontado em [40].

Embora uma resposta instantinea seja fisicamente impossivel, o modelo de Lange-
vin € uma boa aproximag¢dao em diversos casos onde o material no qual ocorre 0 movimento
browniano se comporta de maneira semelhante a um fluido puramente viscoso. Entretanto, em
meios onde essa reacdo se dd de forma mais lenta, como meios viscoelasticos, o tempo de reagdo
das moléculas do material passa a ser da mesma ordem de grandeza que a escala de tempo do
movimento da particula, fazendo com que nesse caso o modelo de Langevin, como apresentado
anteriormente, deva ser alterado.

Assim, podemos generalizar esse tratamento para 0 movimento browniano de uma
particula em um meio no qual a fric¢do dependa do histérico do movimento, mais especifica-
mente do histérico da velocidade, resultando na Equacdo de Langevin Generalizada [40, 41]

dada por

mo = — /tw(t — (" )dt' + £(1), (3.20)
0

onde o coeficiente de fric¢do é substituido por uma fung@o (kernel) de memdria ~y(¢) que funci-
ona como um peso para as velocidades na integragao.

A solugdo da equagdo acima pode ser obtida através do uso da transformada de
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Laplace, fazendo com que a equacgao (3.20) possa ser escrita como
ml[si(s) — vo] = —4(s)o(s) + &(s),
onde f(s) representa a transformada de Laplace da fungdo f(¢). Portanto,

o(s)ms +(s)] = mvo +&(s),

€ assim,
0(s) = wl(s) + —€(s) R(s),
onde definimos
R(s) = @ (3.21)
Logo, aplicando a transformada inversa de Laplace, temos que
v(t) = voR(t) m/ E(t —t)dt'. (3.22)

Da mesma forma, podemos obter a solucdo para x(t), visto que & = v(t). Assim,

sz(s) — xo = 0(s)

e portanto,
is) = 20 4 28 _To A+ Lés)E
i(s) = 2+ T2 = D Qs) + —E(9)Q(s),
onde definimos R ,
A R(s) s~
Q(s) = PO (3.23)

Aplicando novamente a transformada inversa de Laplace, temos

l’(t) =9+ UoQ / Q t - t (324)

De posse das equacdes (3.21) e (3.23), basta conhecer a funcdo de memoria da
friccdo do meio, (), para obtermos as fun¢des R(t) e Q(t) e por fim a velocidade e posi¢do
da particula browniana como fung¢des do tempo.

Podemos notar através da solug@o para a velocidade que a fungdo R(t) representa,
a menos de uma constante, a correlacdo da velocidade no tempo inicial com a velocidade no
tempo t, o que pode ser visto multiplicando (3.22) por vy e realizando uma média sobre a

varidvel aleatdria £(¢) resultando em

v(0)v(t) = vaR(t), (3.25)



39
ou ainda, assumindo uma condig¢do inicial de equilibrio termodinamico,
(v(0)u(t)) = (vg) R(t) = ——R(t). (3.26)
3.4 Deslocamento Quadratico Médio em Meios com Memoria de Friccao

Como mostrado no inicio deste capitulo, um dos principais resultados que po-
dem ser obtidos em experimentos relacionados a0 movimento browniano € o deslocamento
quadrético médio. Dessa forma, assim como fizemos na Sec¢do 3.2, precisamos encontrar uma
equacao que nos permita calcular essa propriedade através da Equacdo de Langevin Generali-
zada.

O deslocamento quadritico médio, conforme mostrado na equacdo (3.13), pode ser

(Ax)?) =2 / / ))dt"dt'.

Como, no equlibrio termodinamico, a funcdo de correlagdo das velocidades depende exclusiva-

escrito como [39],

mente da diferenca entre os tempos observados [40], usando a equacao (3.26), vemos

kT

(W(t')o(t")) = (O)o(t' = ")) = —=R(t' —1"),

e, portanto, o deslocamento quadratico médio pode ser calculado como

(Aay) = 2hET // e

Analisando a equagao (3.23), temos que

Q) = /0 tR(t —#)dt.

Reconhecendo a equacdo acima, podemos escrever o deslocamento quadratico médio da se-

guinte forma,
2kgT

m 0

(Ax)?) =

Comparando as equacdes (3.18) e (3.27), podemos escrever a constante de difusdo dependente

Mﬂﬁ- (3.27)

do tempo como
k kT

R(t’)dt’. (3.28)
m-Jo
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4 MOVIMENTO BROWNIANO EM MEIOS VISCOELASTICOS

Os capitulos anteriores tinham como objetivo discutir as principais caracteristicas
e propriedades de materiais, sejam eldstico, viscosos ou viscoeldsticos, introduzindo modelos
simplificados capazes de obter formas aproximadas para as funcdes de fluéncia e relaxacao.
Além disso, foram discutidos as principais caracteristicas do movimento browniano através do
formalismo da Equacdo de Langevin e posteriormente da Equagao de Langevin Generalizada.
Agora, podemos enfim discutir sobre o sistema sobre o qual este trabalho se propde a estudar,
o movimento browniano de particulas imersas em meios viscoelasticos.

Ao analisarmos a Equa¢do de Langevin Generalizada (3.20),

mo = —/O vt —to(t)dt' + £(1),

podemos observar que o termo de dissipacdo pode ser entendido como uma for¢a de reacio ao
movimento da particula browniana exercida pelo material no qual a particula estd imersa, cuja

equacao constitutiva € dada por (2.8),

o(t) = /O Gl — )

Dessa forma, a influéncia das propriedades mecanicas do meio no movimento browniano da
particula se da através da funcdo de relaxacdo, que nesse sistema € proporcional 2 memoria
de fricgdo [42]. As fungdes de relaxacdo, G(t), e de memoria de fric¢do, (), tem diferentes
unidades de medida. Enquanto a primeira tem unidade de Pascal (N/m?) a segunda tem unidade
de N/m. Isso faz com que a constante de proporcionalidade entre as duas tenha dimensdo de
comprimento.

Portanto, para obtermos as propriedades do movimento de uma particula browniana
imersa em um determinado material basta conhecer a sua funcio de relaxacio e, consequente-
mente, sua funcdo de memoria de fric¢do. De posse dessa funcao, podemos calcular a fungao
R(t), como mostrado na equagao (3.21),

Rt = £ )

S—l-M

e, a partir dela, calcular a funcdo de correlagao da velocidade da particula (3.26), a constante

de difusao dependente do tempo (3.28) e o deslocamento quadratico médio (3.27). E facil notar
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que essas propriedades se relacionam da seguinte forma,

wO)(t) = "L R(t), @

D(t) = /0 lt<v(0)v(t/)>dt’, 4.2)
(Ax)?) =2 /0 tD(t’)dt’. 4.3)

Por fim, podemos agora utilizar o formalismo da Equagdo de Langevin Genera-
lizada para descrever o movimento browniano de particulas imersas em meios viscoeldsticos,
assumindo que o sistema encontra-se em um estado de equilibrio termodinamico. Antes, porém,
serdo discutidos rapidamente os casos eléstico e viscoso de modo que estes dois casos limites

possam ser utilizados como referéncia dos casos viscoelasticos.

4.1 Meio Viscoso

Vimos que em um fluido puramente viscoso as particulas que o constituem res-
pondem imediatamente a0 movimento da particula browniana. Isso significa que apenas a
contribui¢do instantanea da friccdo deve ser considerada na Equagdo de Langevin Generali-
zada. Assim, a descri¢cdo do comportamento da fungao de memoria € consistente com a fungdo

de relaxacdo de um meio viscoso, mostrada na equacao (2.6), dada por

G(t) = nd(1).

Portanto, utilizando a Lei de Stokes, podemos escrever a fun¢do de memoria de fric¢do do meio

em termos do coeficiente de fric¢do, ( = 6man, obtendo
v(t) = 6maG(t) = 6mand(t) = Co(t),

De modo que a fun¢do de meméria de fric¢do tenha dimensdo de N/m.
Dessa forma, ao substituirmos essa fun¢do de memoria da friccdo diretamente na

Equacido de Langevin Generalizada, obtemos

t
mo = —g/ St —tho(t")dt' + £(t) = —Cv + (1)
0
recuperando a Equagdo de Langevin para o movimento browniano em um fluido puramente

viscoso, discutida no capitulo anterior.

Visto que J(s) = ¢, podemos calcular a fungdo de correlagio da velocidade das
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particulas, mostrada na equacgdo (4.1), obtendo

(0(O)e(t) = “ZLR() = e L} = E

m m s+ 1/7 m
em concordancia com o resultado mostrado na equacdo (3.11).
Podemos também calcular a constante de difusdao dependente do tempo através da
equagdo (4.2), obtendo

t
I e e L
m J m

D(t) (1 — e_t/T) = Do(1 — e_t/T),

resultado que concorda com o mostrado na equacao (3.19).
Por fim, podemos entdo testar a solu¢do encontrada para o deslocamento quadratico

médio, através da equacdo (4.3), obtendo

((Ar)?) = 2Dy /Ot(l — e U/MYdt = 2Dyt — (1 — Y7,

Assim, comparando os resultados obtidos nessa secdo com os mostrados para a
equacao de Langevin na se¢do (3.2), vemos que o modelo generalizado é consistente para o caso
especial onde o meio no qual ocorre 0 movimento browniano € um fluido viscoso, recuperando

assim a mesma expressao para o deslocamento quadritico médio obtida no capitulo anterior.
4.2 Meio Elastico

Em um meio eldstico, sempre que a particula browniana se move em uma determi-
nada direcdao as moléculas do meio exercem uma forca na particula de modo que sua posi¢ao
inicial seja recuperada. Assim, espera-se que o movimento da particula browniana apresente
oscilagdes em torno de uma posicao de equilibrio.

Nesse caso, como mostrado em (2.5), a funcdo de relaxacdo do meio puramente

elastico € dada por

Portanto, podemos escrever a funcdo de memoria de fric¢do em termos da constante eldstica do

material, £ = 37aGg [43], como
v = 3maG(t) = 3maGy = k,
o que resulta na equacao diferencial
t
mi — —k/ ()t = —k(x — z0) + (1),
0

que é a equacdo do oscilador harménico forcado pela forca aleatéria £(t).
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Figura 13: Funcao de correlagcdo da velocidade das particulas e constante de difusdo como
funcdes do tempo para 0 movimento browniano em um meio elastico. Gréfico gerado
utilizando as equacdes (4.4) e (4.5), respectivamente, com os pardmetros k = 0.1, m = 1e
kgT = 1 em unidades arbitrarias

Visto que 4(s) = k/s, podemos usar a equagdo (4.1) para obtermos a fungio de

correlagcdo da velocidade das particulas, dada por

(w(0)v(t)) = kB_TR(t) = kB_Tﬁl{ i } _ kT cos(wt), (4.4)

m m 52 + w? m

onde definimos w? = k/m.
A constante de difusdo dependente do tempo também pode ser calculada, através

da equacao (4.2), como

T [! T
_ kel cos(wt)dt" = k5 sin(wt). 4.5)
mJo mw

D(t)
O comportamento da funcao de correlacdo da velocidade das particulas e da cons-

tante de difusdo como fun¢des do tempo € mostrado na Figura 13.
Por fim, podemos usar a equacdo (4.3) para determinar o deslocamento quadratico

médio das particulas, obtendo

(Az)?) = 2BT /0 sin(wt')dt’

mw

2ksT
mw?

2kgT

[1 — cos(wt)] = [1 — cos(wt)]. (4.6)

Dessa forma, o deslocamento quadratico médio da particula browniana em um meio
elastico oscila em torno do valor de equilibrio 2k57"/k. Assim, quando o meio apresenta valores
altos da constante eldstica as oscilacdes no deslocamento quadratico médio tem baixa amplitude
e altas frequéncias fazendo com que o grafico se assemelhe ao grafico de uma funcao constante
no tempo, isto &, para altos valores de k a particula fica presa no potencial eldstico aparentando
estar parada. O comportamento do deslocamento quadritico médio de uma particula browniana

imersa em um meio puramente eldstico € mostrado na Figura 14.
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Figura 14: Deslocamento quadritico médio de uma particula browniana imersa em um meio
puramente eldstico para diferentes valores da constante eldstica k£ em unidades arbitrarias.
Como esperado, a particula tende a ficar parada em um meio com alto valor de %k . O grafico
foi gerado utilizando a equacgdo (4.6) com os valores kT = 1em = 1.

Assim, visto o comportamento do deslocamento quadritico médio nesses dois ca-
sos limites, podemos por fim analisar como particulas brownianas se difundem em materiais

viscoeldsticos.
4.3 Maeio Viscoelastico de Kelvin-Voigt

Como vimos no primeiro capitulo, o modelo de Kelvin-Voigt ¢ um modelo reolégico
utilizado para simular um material viscoesldstico que apresenta uma fun¢do de relaxacdo na
forma da equacdo (2.14),

G(t) = 2no(t) + Go.

Dessa forma, podemos escrever a fun¢do de memoria de fric¢do do meio como
v(t) = 3maG(t) = 6mand(t) + 3maGy = (o (t) + k.

Assim, podemos escrever a Equacao de Langevin Generalizada para uma particula

que se move em um material descrito pelo modelo de Kelvin-Voigt como

mi = — /0 (CO(t — ) + Ma(t)dt' + £(t) = —Ci — kar + £(8),

equacgdo que € semelhante a um oscilador harmonico amortecido e forcado pela forca aleatdria
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§(t).
Aplicando a transformada de Laplace na fun¢do de memdria da fricgdo (t) obte-
mos
. k
’7(8) = C + )
s
e assim, podemos calcular a fun¢éo R(t) como
- 1 S S
R(s) = = = . 4.7
O = Ty E = Frevu  Gou)ow) @0

onde u, e u_ sdo raizes da equagdo s> + s/7 + w? = 0, dadas por
1
Uy, U_ = 2—(—1:|:\/1—d), (4.8)
T

onde o parimetro adimensional d é definido como d = 4w?7? = 4km /(>
No modelo de Kelvin-Voigt, além dos tempos caracteristicos 7 = m/( e w™ ! =
\/m_/k;, temos o tempo de retardagdo do material, definido como A = 1/Gy = (/2k. Esses
tempos estdo relacionados entre si através da equagao
: 1
W=
Dessa forma, as propriedades do sistema podem ser escritas em termos de quaisquer duas dessas
varidveis. Assim, a partir desse ponto usaremos os tempos caracteristicos 7 e A, definindo o

pardmetro adimensional d como d = 27 /.

Aplicando a transformada inversa de Laplace na equagdo (4.7), temos

Ry = e mue) 4.9)

Uy — U

ou ainda, usando as defini¢cdes de u e u_ mostradas em (4.8),
V1—d 1 ) V1—d
t) — sinh ( t)] .
2T Vv1—d 2T
Assim, a fun¢do de correlacao da velocidade da particula € dada, através da equacdo (4.1), por

0]

2T

R(t) = e /% [cosh (

{v(0)o(?))

= kB—Te_t/zT [cosh <mt> . (4.10)

m 2T V1—d

Partindo da equacao (4.9), a constante de difusdo dependente do tempo, como defi-

sinh <

nida na equacdo (4.2), € dada por

kT 1
a m Uy —u_

t / ’ kgT utt _ gu-t
/(u+e“+t Cyentyqy = T e ) (4.11)
0

m Uy — U

D(t)

ou, usando as defini¢des de u, e u_ mostradas em (4.8),
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2D
D(t) = —=—¢""?" sinh <
1—-d

Por fim, partindo da equagdo (4.11), o deslocamento quadratico médio, como defi-

)

T

(4.12)

nido na equacao (4.3), é dado por

2 nT 1 t o ugt! _ ju_t VT 1 uyt u_t 1 1
(Ap)?) = kp / (e e )t’ _ 2kp [e e }’
0

m o Up — U_ d m up —u_ Luy u- Uy U_
(4.13)
ou, usando as defini¢des de u, e u_,
vV1—d 1 v1—d
(Az)?) = 2D0/\{1 et [cosh ( t) + sinh (—tﬂ } (4.14)
2T V1 —d 2T

Visto que diferentes valores podem ser obtidos para o pardmetro adimensional, d, a
medida que o meio € mais viscoso ou mais eldstico e a medida em que as forgas inerciais, rela-
cionadas a massa da particula browniana, tornam-se mais ou menos significativas, o comporta-
mento das solugdes mostradas nas equagdes (4.10), (4.12) e (4.14) depende significativamente
desse parametro adimensional.

Primeiro discutiremos a influéncia das contribui¢des eldsticas e viscosas no compor-
tamento das propriedades calculadas acima, mantendo a massa das particulas como um valor
constante, finito e ndo-nulo. Nesse sentido, o tempo de retardagao do material, A\, tem grande
relevancia visto que esta grandeza informa qual das contribuicdes (elastica ou viscosa) € domi-
nante. Assim, analisando o fator /1 — d, podemos analisar o comportamento da soluc¢do obtida

nos trés seguintes regimes.

4.3.1 Superamortecido (d < 1)

Nesse regime, onde a contribui¢do viscosa € dominante, o fator v/1 — d assume um
valor real fazendo com que os termos de seno e cosseno hiperbdlico crescam com o tempo.
Porém, visto que /1 — d < 1, o decaimento exponencial torna-se dominante sobre os termos
com fung¢des hiperbdlicas com o passar do tempo . Assim, tanto a funcido de correlacdo da
velocidade, mostrada na equacdo (4.10), como a constante de difusdo dependente do tempo,
mostrada na equagio (4.12), tendem a zero para longos intervalos de tempo. Ja o deslocamento
quadratico médio das particulas brownianas imersas em um material de Kelvin-Voigt, mostrado
na equacao (4.14), apresenta nesse regime um crescimento com o tempo até atingir um valor
constante, dado por 2Dp\.

E fécil ver através da fungdo de relaxacio do modelo de Kelvin-Voigt que o caso
onde o material se comporta como um fluido viscoso é recuperado quando desprezamos o termo

elastico (k — 0), o que resulta em um tempo de retardacdo infinito (A — o0) e, consequen-
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temente, em d < 1. Dessa forma, a solucdo para a func¢do de correlacdo da velocidade, a
constante de difusdo dependente do tempo e o deslocamento quadratico médio da particula
deve ser semelhante aquela encontrada para o caso do fluido puramente viscoso. De fato, ao

analisarmos o limite das equacdes (4.10), (4.12) e (4.14) para A\ — oo, encontramos

lim (v(0)wv(t)) :kB—Te_t/T,

A—00 m
lim D(t) =Dy(1 — e /"),
A—00
lim ((Az)%) =2D[t — 7(1 — e7/7)].
A—00

As equagdes acima sdo idénticas as motradas para o fluido viscoso (equagdes (3.11),

(3.19) e (3.14)).

4.3.2 Subamortecido (d > 1)

Nesse regime, onde a contribui¢do eldstica domina, o fator /1 — d assume um
valor imaginério, fazendo com que as propriedades do movimento browniano apresentem as
oscilacdes caracteristicas do movimento em um material eldstico. Essas oscilagdes surgem na
solucdo mostrada nas solucdes obtidas através da relacdo entre as funcdes hiperbdlicas e as
fungdes trigonométricas, cosh(iz) = cos(x) e sinh(iz) = isin(z). Porém, a componente vis-
cosa do material, caracterizada pelo decaimento exponencial, faz com que as oscilagdes sejam
atenuadas até atingir um valor nulo, para a fun¢do de correlacdo da velocidade e para a cons-
tante de difusdo dependente do tempo, e um valor constante igual a 2D\ para o deslocamento
quadratico médio.

De forma semelhante ao que fizemos no regime anterior, podemos analisar as soluc¢oes
obtidas em um dos casos limites, o caso puramente elastico. Analisando a fun¢do de relaxagdo
do material, € facil ver que esse caso € recuparado quando desprezamos a contribui¢c@o viscosa
(¢ — 0), o que resulta em um tempo de retardacdo nulo (A — 0) e, consequentemente, em
d> 1.

Nesse caso, vale lembrar que as constantes [, e 7, como definidas anteriormente,
também dependem do coeficiente de arrasto do meio e ambos divergem no limite em que o
termo viscoso é desprezado. Porém, os produtos Do\ = kgT'/2k e AT = m/2k = w™2/2 sdo

independentes de (. Assim, analisando o limite eldstico temos
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li (0(0)0 (1)) =2 cos(et),
%i_r)r(l) D(t) :]isf sin(wt),
| o 2kpT
%1_I>I(1)<(AI) ) = - [1 — cos(wt)].

Como esperado, quando d >> 1, o comportamento dessas fungdes se torna idéntico
ao caso do movimento browniano em um meio perfeitamente eldstico, discutido na secdo 4.2,

como mostrado nas equacdes (4.4), (4.5) e (4.6).

4.3.3 Criticamente Amortecido (d = 1)

Por fim, quando as componentes eldstica e viscosa sao equilibradas, o fator /1 — d

€ nulo. Assim, € facil ver que, ao analisarmos as solugdes para o sistema nesse limite, temos

. ksT .t
lim (v(0)o(t)) ==——e"" [1—5}, (4.15)
lim D(t) :&te’t/%, (4.16)
— T
t
. 2\ _—t/2T v
lim((A)?) _2D0)\[1 e (1 + 2T>] 4.17)

O comportamento da funcao de correlagdo da velocidade, da constante de difusao
dependente do tempo e do deslocamento quadratico médio em diferentes regimes para um meio

de Kelvin-Voigt é mostrado nas Figuras 15,16 e 17, respectivamente.
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Figura 15: Func¢do de correlacdo da velocidade de particulas brownianas imersas em meios
viscoeldsticos de Kelvin-Voigt em diferentes regimes, utilizando a equagado (4.10) com
unidades arbitrérias. O caso superamortecido € mostrado em vermelho para d < 1 (linha
s6lida),com Dy = 1,7 =1e A =5(d =4-1071), e para d < 1 (linha pontilhada), com
Dy=1,7=1eX=5-103(d = 4-10~%). O comportamento subamortecido ¢ mostrado em
azul para d > 1 (linha sélida), com Dy = 10, 7 = 10 e A = 0.05 (d = 400), e parad > 1
(linha pontilhada), com Dy = 5-10%,7 = 5-103 e A = 107* (d = 10®). O caso criticamente
amortecido, obtido utilizando a equacdo (4.15),onde Dy =5, 7=1eA=2(d =1),¢
mostrado em preto.
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Figura 16: Constante de difusdao dependente do tempo de particulas brownianas imersas em
meios viscoelasticos de Kelvin-Voigt em diferentes regimes, utilizando a equagdo (4.12) com
unidades arbitrérias. O caso superamortecido € mostrado em vermelho para d < 1 (linha
s6lida),com Dy = 1,7 =1e X =5(d =4-10"1), e para d < 1 (linha pontilhada), com
Dy=1,7=1eX=5-10%3(d = 4-10~%). O comportamento subamortecido ¢ mostrado em
azul para d > 1 (linha sélida), com Dy = 10, 7 = 10 e A = 0.05 (d = 400), e parad > 1
(linha pontilhada), com Dy = 5-10%,7 = 5-103 e A = 107* (d = 10®). O caso criticamente
amortecido, obtido utilizando a equacdo (4.16),onde Dy =5, 7=1eA=2(d =1),¢
mostrado em preto.
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Figura 17: Deslocamento quadritico médio de particulas brownianas imersas em meios
viscoeldsticos de Kelvin-Voigt em diferentes regimes, utilizando a equagado (4.14) com
unidades arbitrérias. O caso superamortecido € mostrado em vermelho para d < 1 (linha
s6lida), com Dy =2, 7=0,1e A =5(d =4-1072), e para d < 1 (linha pontilhada), com
Dy=0,2,7=10"2eX=5-103(d = 4-107%). O comportamento subamortecido é mostrado
em azul para d > 1 (linha sélida), com Dy = 100, 7 =5e A = 0.1 (d = 100), e parad > 1
(linha pontilhada), com Dy = 104, 7 = 5-10%2 e A = 1073 (d = 10). O caso criticamente
amortecido, obtido utilizando a equacdo (4.17),onde Dy = 10,7 =0,5e A =1(d =1),¢é
mostrado em preto.

4.4 Meio Viscoelastico de Maxwell

Um outro modelo reolégico abordado no primeiro capitulo que pode ser utilizado
para simular um material viscoeslastico € o modelo de Maxwell, que apresenta uma fungao de

relaxacao na forma da equagdo (2.16),
G(t) = Goe 1/

onde t,, = /Gy é chamado de tempo de relaxagdo do material. Assim, a fungdo de memdria de

friccdo do meio pode ser escrita como
v(t) = 3maG(t) = 3maGoe 1/t = ke 1/t

onde o tempo de relaxacdo pode ser reescrito em termos do coeficiente de fric¢do, ¢, e da

constante eldstica da mola, k, como ¢, = (/2k.
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Aplicando a transformada de Laplace na fungdo de memoria da fricgdo ~(t) obte-

mos
. k
7(8) - S+ ]_/tr,
e assim, a fungdo R(t) pode ser calculada como
1 1
. s+ i B s+

R(s) = (4.18)

§%+ & 4 w? C(s—uy)(s—u.)’

onde u, e u_ sdo raizes da equagio s> + s/t, + w? = 0, dadas por

Up, U = i(—1:|:\/1—d*), (4.19)

2,

onde o parAmetro adimensional d* é definido como d* = 4w?t? = (?/km.

No modelo de Maxwell, além dos tempos caracteristicos 7 = m/C ew™! = /m/k,
temos o tempo de relaxagido do material, definido como ¢, = (/2k. Esses tempos estdo relacio-

nados entre si através da equagao
1
2

- 2t T

Dessa forma, as propriedades do sistema podem ser escritas em termos de quaisquer duas dessas

W

varidveis. Assim, a partir desse ponto usaremos os tempos caracteristicos 7 e t,, definindo o
pardmetro adimensional d* como d* = 2t,. /7.

Aplicando a transformada inversa de Laplace na equagdo (4.18), temos

1 2
R(t) = |: utt _ u—t utt  Ju—t :|’
(1) — uye u_e +tr<€ et

ou, utilizando as defini¢des de u e u_ mostradas na equagdo (4.19),

1_d*t)+ ! SiHh( 1_d*t>}
2t, V1—d* 2t, '

R(t) = e7/2r [cosh (

Desse modo, a fungdo de correlagao da velocidade da particula em um meio de Maxwell é dada

por

ksT 1T— & 1
(w(0)v(t)) = ——¢ [cosh <Tt> + i

A constante de difusdo dependente do tempo pode ser obtida através da equacao

(4.2), como

sinh (%t)] (4.20)

1_d*t>+1_d*/2 - h<_V1‘d*t>H, (4.21)

_ B —t/2tr{ (
D(t) = 2Dy [1 e cosh msm T8

2t,
Por fim, o deslocamento quadratico médio das particulas que se difundem em um

material de Maxwell pode ser calculado, a partir da equacao (4.3), como
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—\Mt> o [1 et osh (_Vl_d*tﬂ }7 (4.22)

Ax)?) = 4Do{t+ a2 sinh (
((Az)%) oy t+ase sin o o7

onde as constantes a; € as sao dadas por

*
a4y = 2\/%65*@ . 3d*), g = 27<1 _ Z)'
Novamente, a solu¢cdo pode ser escrita em termos de um parametro adimensional,
d* = 2t,/T = (*/km, que delimita regimes diferentes para o movimento das particulas. Apesar
desse parametro sofrer influéncia da massa da particula, discutiremos inicialmente a influéncia
do comportamento mecanico do meio, considerando assim a massa da particula constante.
Antes de discutirmos os diferentes regimes apresentados pelo modelo, vale a pena
discutir algumas diferencas importantes entre os modelos de Kelvin-Voigt, discutido anterior-
mente, e Maxwell. Uma vez que o modelo de Kelvin-Voigt representa um meio viscoeldstico
através de uma associa¢ao em paralelo de uma mola, de constante eldstica k£, com um amortece-
dor, de coeficiente de fric¢cdo (, os limites eldsticos e viscosos sdo recuperados quando anulamos
as componentes opostas. Isso significa que quanto menor € a constante eldstica da mola mais
viscoso 0 meio se torna, sendo valido também o caso contrario. Esse fato € evidenciado quando
analisamos a funcao de memoria de friccao do meio de Kelvin-Voigt, onde

lim ~(t) = k, lim () = 2¢0(t).

¢—0 k—0

Ja em um material de Maxwell o meio viscoelastico € modelado através de uma
associacdo em série de uma mola, de constante eldstica k, com um amortecedor, de coefici-
ente de friccdo (. A forma diferente de associar cada componente faz com que os limites
eldsticos e viscosos também sofram alteragdo. Nesse caso, quanto mais rigida for a mola, ou
seja, quanto maior for a constante eldstica k, menos relevante se torna a componente eldstica
do meio, fazendo com que o material apresente mais semelhanga com um fluido viscoso. De
forma andloga, o material torna-se mais semelhante ao sélido eldstico quando o amortecedor
tem alto coefiente de friccdo. Além do argumento mecanico, esses limites sdo evidenciados ao
analisarmos a funcdo de memoria de friccdo do modelo de Maxwell, que apresenta os seguintes
limites

lim ~(t) = k, lim (t) = ¢o(?).

(—o0 k—o00

Assim, apesar de compartilharem a mesma definicdo em termos das constantes k e
¢, o tempo de retardacdo, A\, do modelo de Kelvin-Voigt e o tempo de relaxacio, ¢,., do modelo
de Maxwell representam tempos caracteristicos diferentes. Dito isso, podemos agora analisar

cada um dos regimes obtidos para o modelo de Maxwell.
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4.4.1 Superamortecido (d* < 1)

Nesse regime, onde o termo viscoso é dominante, o fator V1 — d* tem valores reais
o que faz com que as propriedades calculadas para o sistema fiquem mais parecidas com as
obtidas para o caso puramente viscoso. Assim, como V1 —=d* < 1, o termo de decaimento
exponencial que multiplica as fun¢des hiperbdlicas torna-se mais dominante, fazendo com que
a funcdo de correlagdo da velocidade decaia rapidamente para zero, a constante de difusio se
aproxime de um valor constante 2D, e o deslocamento quadratico médio apresente um cresci-
mento linear para grandes intervalos de tempo.

Nesse regime também encontra-se o caso limite quando k& — oo (¢, — 0) que,
conforme discutido, representa o limite para o caso viscoso, onde d* < 1. De fato, usando
a aproximagdo /1 — d* =~ 1 — d*/2 ao analisarmos este limite nas equacdes (4.20), (4.21) e
(4.22), obtemos precisamente,

lim (v(0)wv(t)) :@e_t/%,

t,—0 m

. — 7
tl:LnOD(t) 2Dy(1 — e "°T),

lim ((Az)?) =4Dy[t — 27(1 — e7/?7)],

tr—0

que apresentam um comportamento semelhante aos obtidos para o caso de um meio viscoso,

mostrado nas equagoes (3.11), (3.19) e (3.14).

4.4.2 Subamortecido (d* > 1)

Nesse regime o termo eldstico se torna dominante, fazendo com que as oscilagdes
caracteristicas do movimento browniano em meios eldsticos comecem a se tornar evidentes.
Essas oscilagdes ocorrem pois nesse caso o fator /1 — d* € imaginario, fazendo com que o
argumento das fungdes seno e cosseno hiperbodlico seja um valor complexo, isto €, fazendo com
que as propriedades do sistema passem a ter o seu comportamento determinado pelas funcdes
trigonométricas seno e cosseno. Entretanto, existe nas solugdes (4.20),(4.21) e (4.22) um termo
de atenuacao dessas oscilagdes, fazendo com que a correlagc@o da velocidade da particula tenda
a um valor nulo, com que a constante de difusdo tenda a um valor constante 20, e, por fim,
fazendo com que, ainda que apresente oscilagdes, o deslocamento quadritico médio tenha um
crescimento linear com o tempo.

Nesse regime podemos também discutir o caso limite quando ( — oo que, con-
forme discutido anteriormente, corresponde ao limite eldstico, onde d* > 1. Nesse limite o

tempo de relaxagdo do material tende ao infinito (£, — ©0) enquanto a constante de difusdo,
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Dy, e o tempo caracteristico, 7, tendem a zero. Ao analisarmos esse caso limite, obtemos

: kgT
1 _tBl
i (v(0)u(t)) =="= cos(wt),
: _kpT .
Clggo D(t) = o sin(wt),
lim ((Az)?) _2ksT [1 — cos(wt)],
(—o0 k

que € precisamente o valor esperado para o movimento browniano em meios eldsticos, mostrado

nas equagoes (4.4),(4.5) e (4.5).

4.4.3 Criticamente Amortecido (d* = 1)

Quando as componentes viscosa e eldstica sdo balanceadas, ou seja, quando d* = 1,
o fator /1 — d* € nulo e obtemos o regime criticamente amortecido. Analisando as equagdes

(4.20), (4.21) e (4.22) no limite em que ¢, — 7, temos

. kBT 4, ¢
Tim (0(0)u(t)) ="2—e [1 + y} , (4.23)
'
. _ /2,
lim D(t) 2D0{1 ¢ [1 + —%} } (4.24)
lim ((Az)2) :4D0{t VLot gy [1 _ e—t/%] } (4.25)
d*—1 2

O comportamento da fun¢do de correlacdo da velocidade, da constante de difusao
dependente do tempo e do deslocamento quadratico médio em diferentes regimes para um meio

de Maxwell é mostrado nas Figura 18, 19 e 20, respectivamente.
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Figura 18: Funcdo de correlacdo da velocidade de particulas brownianas imersas em meios
viscoelasticos de Maxwell em diferentes regimes, utilizando a equacdo (4.20) com unidades
arbitrarias. O caso superamortecido é mostrado em vermelho para d* < 1 (linha sélida), com
Dy=2,7=0,2et,=0,05(d" =0,5), e para d* < 1 (linha pontilhada), com D = 2,
7=0,2et,=2,5-1073(d* = 2,5-1072). O comportamento subamortecido é mostrado em
azul para d* > 1 (linha sélida), com Dy = 2,7 = 0,2 e t, = 10 (d* = 100), e para d* > 1
(linha pontilhada), com Dy = 1072, 7 = 103 e t,, = 103 (d = 2 - 10°). O caso criticamente
amortecido, obtido utilizando a equacdo (4.23),onde Dy = 2,7 =0,2¢et, =0,1(d* =1),¢é
mostrado em preto.

Como os regimes superamortecido (em vermelho) e criticamente amortecido (em
preto) apresentam termos exponenciais que decaem rapidamente, o comportamento do desloca-
mento quadritico médio nesses regimes € basicamente linear. Como o coeficiente angular das
trés curvas € o mesmo, dado por 4D, elas coincidem quando tracadas com o mesmo valor de
Dy, como mostrado na Figura 20. O mesmo comportamente € observado nas Figuras 18 e 19,

onde as linhas preta, vermelha e vermelha pontilhada rapidamente se sobrepde.
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Figura 19: Constante de difusdao dependente do tempo para o0 movimento de particulas
brownianas imersas em meios viscoeldsticos de Maxwell em diferentes regimes, utilizando a
equacao (4.21) com unidades arbitrérias. O caso superamortecido € mostrado em vermelho
para d* < 1 (linha sélida), com Dy = 2,7 =2et, = 0,05 (d* = 0,05), e para d* < 1 (linha
pontilhada), com Dy = 2,7 =2et, = 2,5-1073 (d* = 2,5 - 107?). O comportamento
subamortecido é mostrado em azul para d* > 1 (linha sélida), com Dy =2, 7 =2et, = 10
(d* = 10), e para d* > 1 (linha pontilhada), com Dy = 1072, 7 = 1072 e t, = 103

(d = 2 -10%). O caso criticamente amortecido, obtido utilizando a equacéo (4.24), onde
Dy=2,7=2et.=1(d* = 1), € mostrado em preto.

4.5 Influéncia da Massa das Particulas no Deslocamento Quadratico Médio

Usando a defini¢do da fungdo Q)(t), mostrada na equag@o (3.23) e as propriedades

da transformada de Laplace, a equacao (3.27) pode ser reescrita como,

(Ar)?) = QkBTcl{ i } = 2/<:BT£1{L}. (4.26)

m s+ ) ms + (s)

m

Assim, podemos analisar o deslocamento quadratico médio emcasos limites para
a massa da particula. O primeiro corresponde a um sistema macroscépico, onde a massa da
particula browniana é muito grande quando comparada com as particulas do que constituem o

meio. Nesse limite temos,

2
lim ((Az)?) = 25T lim 5‘1{8—(5)} - @20

m—o00 m—00 ms + ﬁ/
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Figura 20: Deslocamento quadritico médio de particulas brownianas imersas em meios
viscoelasticos de Maxwell em diferentes regimes, utilizando a equacdo (4.22) com unidades
arbitrarias. O caso superamortecido é mostrado em vermelho para d* < 1 (linha sélida), com
Dy=2,7=0,2et,=0,05(d" =0,5), e para d* < 1 (linha pontilhada), com D = 2,
7=0,2et,=2,5-1073(d* = 2,5-1072). O comportamento subamortecido é mostrado em
azul para d* > 1 (linha sélida), com Dy = 2,7 = 0,2 e t, = 10 (d* = 100), e para d* > 1
(linha pontilhada), com Dy = 1072, 7 = 103 e t,, = 103 (d = 2 - 10°). O caso criticamente
amortecido, obtido utilizando a equacdo (4.25),onde Dy = 2,7 =0,2¢et, =0,1(d* =1),¢é
mostrado em preto.

o que concorda com o resultado esperado, particula muito massivas ndo sentem a influéncia das
colisdes com as particulas do meio.

Um outro caso limite € o limite onde a massa das particulas é tdo pequena que o
termo de inércia na equagdo de Langevin Generalizada pode ser desprezado. Nesse limite, o

deslocamento quadratico médio apresenta o seguinte comportamento,

-2 -2
- 2\ _ - -1 S _ -1) 5
Tlnu_nm((Ax) ) = QkBTgllgloﬁ {ms A0 } 2kpTL {%S) } (4.28)

Escrevendo a funcdo de memoria de friccdo em termos da fun¢do de relaxacdo temos,

m—0

lim ((Az)?) = 2kpTL™" { 38—_? }

e, usando a equacdo (2.11),
2kpT
lim ((Az)?) = == J(1), (4.29)

m—0 3ra
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onde J(t) é a funcdo de fluéncia do material.

4.5.1 Modelo de Kelvin-Voigt

Podemos analisar a influéncia da massa das particulas no comportamento do deslo-
camento quadratico médio quando o movimento ¢é realizado em um meio descrito pelo modelo
de Kelvin-Voigt. Para isso, mantemos o sistema em um dos regimes mostrados acima, o regime
superamortecido, enquanto variamos a massa das particulas. O resultado é mostrado na Figura
21.

20.0 A

17.5 1

15.0 1

12.5 A

2.5 4

0.0 1

0 200 400 600 800 1000

m

Figura 21: Deslocamento quadritico médio de particulas brownianas imersas em meios
viscoelasticos de Kelvin-Voigt como fun¢@o da massa da particula para diferentes valores de
tempo com unidades arbitrarias. Gréfico gerado utilizando a equagao (4.14) com parametros
k =1e kgT = 10. Para garantir que o sistema permanecesse no regime superamortecido
aumentamos, juntamente com a massa, o coeficiente de atrito, de modo que > = 5m, ou seja,
fixando d = 0, 8.

Como esperado, quanto maior € a massa das particulas mais limitado € o seu deslo-
camento quadratico médio.

Podemos tracar também o gréfico do deslocamento quadratico médio das particula
em um regime nao-inercial, ou seja, quando a massa da particula € muito pequena. O resultado

¢ mostrado na Figura 22.
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Figura 22: Deslocamento quadritico médio de particulas brownianas imersas em meios
viscoelasticos de Kelvin-Voigt como fun¢do do tempo no limite ndo inercial em unidades
arbitrarias. Grafico gerado utilizando a equacgao (4.14) com parametros k = 1, { = 1,

m = 0,001 e kgT = 10.

Assim, podemos ver que o comportamento deslocamento quadratico médio se as-

semelha a fun¢do de fluéncia do meio, mostrada na Figura 5(b), como esperado.

4.5.2 Modelo de Maxwell

Por fim, podemos analisar novamente a influéncia da massa das particulas no com-
portamento do deslocamento quadratico médio, agora quando o movimento € realizado em um
meio descrito pelo modelo de Maxwell. Para isso, mantemos o sistema em um dos regimes
mostrados acima, o regime superamortecido, enquanto variamos a massa das particulas. O
resultado é mostrado na Figura 23.

Como esperado, quanto maior € a massa das particulas mais limitado € o seu deslo-
camento quadratico médio.

Podemos tracar também o grafico do deslocamento quadratico médio das particula
em um regime nao-inercial, ou seja, quando a massa da particula é muito pequena. O resultado
€ mostrado na Figura 24.

Assim, podemos ver que o comportamento deslocamento quadratico médio se as-

semelha a fun¢do de fluéncia do meio, mostrada na Figura 6(b), como esperado.
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Figura 23: Deslocamento quadritico médio de particulas brownianas imersas em meios
viscoelasticos de Kelvin-Voigt como fun¢do da massa da particula para diferentes valores de
tempo em unidades arbitrarias. Grafico gerado utilizando a equagdo (4.22) com parametros

k =1ekgT = 0, 1. Para garantir que o sistema permanecesse no regime superamortecido
aumentamos, juntamente com a massa, o coeficiente de atrito, de modo que (? = m /5, ou seja,
fixando d* = 0, 8.
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Figura 24: Deslocamento quadritico médio de particulas brownianas imersas em meios
viscoelasticos de Kelvin-Voigt como fun¢@o do tempo no limite ndo inercial em unidades
arbitrarias. Grafico gerado utilizando a equagao (4.14) com parametros k = 1, { = 1,

m = 0,001 e kg1 = 10.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho revisitamos os conhecidos modelos reoldgicos de Kelvin-Voigt e
de Maxwell para encontrar diferentes funcdes de relaxacdo de materiais viscoeldsticos. Es-
sas funcdes de relaxagdo sdo usadas quando analisamos o movimento browniano de particulas
imersas em meios viscoeldsticos, as quais servem como fun¢des de memoria da fric¢do do meio
sobre a particula. Por fim, aplicamos o formalismo da Equacdo de Langevin Generalizada para
estudar as formas analiticas de propriedades do sistema, como a funcio de correlaciao da ve-
locidade, a constante de difusdo dependente do tempo e o deslocamento quadritico médio de
particulas brownianas imersas em meios viscoelasticos.

Acreditamos que nossos resultados podem ser utilizados em trabalhos experimen-
tais, especialmente aqueles que utilizam o método de Particle-tracking Microrheology, a fim
de se obter informac¢des mecéanicas do material no qual as beads se encontram imersas. Além
disso, nossos resultados podem ser aplicados no estudo de mecanismos de aplicacdo de medi-
camentos.

Como perspectivas para este trabalho, podemos descrever a densidade p(z,t), ou
seja, a forma como as particulas encontram-se distribuidas no espaco em func¢ado do tempo, nos
meios viscoeldsticos estudados. Dada a grande quantidade de modelos reolégicos apresentados
na literatura na descricdo de materiais viscoeldsticos, podemos ainda usar o mesmo formalismo
aqui abordado para outros modelos, como o Sélido Linear Padrao e o Modelo Reolégico Fra-
ciondrio que aqui foram também apresentados, de modo que diferentes comportamentos possam
ser obtidos. Esperamos também desenvolver um modelo computacional capaz de simular o mo-
vimento browniano em meios viscoeldsticos. Esse tipo de modelo nos permitird estudar meios
nao-homogéneos, como geralmente sao os meios bioldgicos, e assim tornard os resultados aqui

obtidos mais completos.
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APENDICE A - FUNCAO DE FLUENCIA DO SOLIDO LINEAR PADRAO

A equacao constitutiva do So6lido Linear Padrao €, de acordo com a equagdo (2.18),
dada por

no._ Gy .
0+520—G16+ <1+ )ne, (A1)

cuja transformada de Laplace é dada por,

a(s) (1 + Z—Z) = (& + [1 + g—ﬂ 77) S€(s). (A.2)

S

Dessa forma, podemos isolar a fun¢éo €(s) na equagéo acima para obtermos

(o8) o Cea)

é(s) = a(s) = s6(s), (A.3)
G1+n8(1+g—;) G1+n8<1+g—;>
e assim, de acordo com a equagao (2.10), temos
1 1
J(s) = (E - G%) _ <G_1s geres ' (Ad)

G1+Us(l+%) 1‘“75(%1"‘%)

Definindo as constantes,

1 1 Gi1 + Go
o= = me=n(Caet),
Gl -+ G2 Gl GlGQ

a fun¢do de fluéncia pode ser reescrita como
J J

N (?U + JSTC) (7_—1; + J€> J J

J(s) = _ A\ _ e e (A.5)
1+ 7.5 s+1/7, s2+s/t. s+ 1/7

Assim, calculando a tranformada inversa de Laplace, obtemos

J(t) = Je /™ 4+ Jy(1— e /™) = Jy + (J. — J,)e /. (A.6)



