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Área de Concentração: F́ısica da Matéria
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Filho (UNESP)

Prof. Dr. Manoel Messias Ferreira Junior
Universidade Federal do Maranhão (UFMA)

Prof. Dr. Marcony Silva Cunha
Universidade Estadual do Ceará (UECE)
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RESUMO

Nesta tese, estudamos a consistência da localização dos campos escalar, espinorial e ve-
torial abeliano em modelos de brana. No contexto de dimensões extras, os chamados
mundos-brana desempenham um importante papel. Esses modelos têm como premissa
a possibilidade de descrição do nosso universo (4D) como uma hipersuperf́ıcie (brana)
em um espaço-tempo de dimensão superior (bulk). Além disso, exigi-se que os campos
gravitacional e de matéria sejam confinados na brana, de modo a reproduzir os resultados
conhecidos. De uma maneira geral, o confinamento consiste em fatorar a ação dos campos
no bulk em uma ação efetiva na brana e uma integral nas dimensões extras K. A partir
disso, dizemos que a teoria efetiva na brana é bem definida (localizada) na brana se a
integral nas dimensões extras é finita. Esse procedimento, quando aplicado aos campos de
matéria, não considera os posśıveis efeitos desses campos na métrica. Esse é exatamente
o ponto que abordamos nesta tese. Partindo do pressuposto de que a equação de Einstein
deve ser satisfeita, obtivemos duas condições que o tensor energia-momento dos campos
de matéria deve obedecer para que o confinamento destes seja consistente. Com essas
condições, testamos a consistência para o campo escalar (livre), o espinorial (livre e com
interação) e o vetorial abeliano (livre e com interação) em vários mundos-brana encontra-
dos na literatura. Para o campo vetorial livre obtivemos um resultado bem interessante.
A localização do modo-zero, mesmo tendo a integral K finita em alguns modelos 6D, não é
consistente com as equações de Einstein. Isso indica, portanto, que os efeitos desse campo
sobre a métrica não podem ser ignorados. Além disso, indica que o argumento de integral
finita não é suficiente para garantir uma localização consistente. Para concluir, discutimos
a possibilidade de confinar campos por argumentos de simetria. Explorando a simetria
de dualidade Hodge para p-formas livres mostramos ser posśıvel inferir a localização de
outros campos.

Palavras-chave: Localização de Campos. Equações de Einstein. Campo espino-
rial. Campo Vetorial Abeliano. Formas Diferenciais.



ABSTRACT

In this thesis, we study the consistency of the localization of the scalar, spinor and abelian
vector fields in brane models. In the context of extra dimensions, the so-called braneworlds
play an important role. These models are premised on the possibility of describing our
universe (4D) as a hypersurface (brane) in a higher dimensional spacetime (bulk). In
addition, it is required that the gravitational and matter fields are confined on the brane,
in order to reproduce the known results. In general, confinement consists of factoring
the action of the fields on the bulk into an effective action on the brane and an integral
on the extra dimensions K. From this, we say that the effective theory on the brane is
well-defined (localized) on the brane when the integral in the extra dimensions is finite.
This procedure, when applied to fields of matter, does not consider the possible effects of
these fields on the metric. This is exactly the point that we address in this thesis. Based
on the assumption that Einstein’s equation must be satisfied, we obtained two conditions
that the energy-momentum tensor of the fields of matter must obey in order for their
confinement to be consistent. With these conditions, we tested the consistency for the
scalar (free), spinorial (free and interacting) and abelian vector (free and interacting) fields
in several braneworlds found in the literature. For the free vector field we obtained a very
interesting result. The zero-mode localization, even with the K integral finite in some
6D models, is not consistent with Einstein’s equations. This indicates, therefore, that the
effects of this field on the metric cannot be ignored. Furthermore, it indicates that the
finite integral argument is not sufficient to ensure a consistent localization. To conclude,
we discussed the possibility of confining fields by arguments of symmetry. Exploring the
Hodge duality symmetry for free p-form fields, we show that it is possible to infer the
localization of other fields.

Keywords: Fields Localization. Einstein’s Equations. Spinor field. Abelian Vector Fi-
eld. Differential Forms.



NOTAÇÃO E CONVENÇÕES

Os ı́ndices M,N etc. (a, b etc.) geralmente assumem valores sob todas as D-dimensões

do espaço-tempo curvo (plano). Os ı́ndices gregos µ, ν etc. assumem valores nas d-

dimensões da brana. Já os ı́ndices latinos minúsculos j, k etc. assumem valores sob as

(D − d)-dimensões extras.

Usamos a convenção de soma de Einstein, portanto, ı́ndices repetidos são somados, a

menos que se indique o contrário. As coordenadas xµ mapeiam a brana. Já as coordenadas

yj, que podem aparecer como r e/ou θ, mapeiam as dimensões extras.

Definimos a assinatura da métrica com a componente temporal negativa e todas as demais

positivas. As quantidades gMN(x, y), ĝµν(x) e ḡjk(y) são as métricas do bulk, da brana e

do subespaço compreendido pelas dimensões extras, respectivamente.

Objetos com “chapéu”, como por exemplo ĝ, R̂, R̂µν , Ĝµν etc., são calculados com as com-

ponentes ĝµν(x) e dependem apenas das coordenadas da brana xµ. Objetos com “barra”,

ḡ, R̄, Ḡjk etc., são calculados com as componentes ḡjk(y) e dependem apenas das coorde-

nadas das dimensões extras yj. Uma exceção é o caso do campo espinorial Ψ̄(x, y), que

denota o spinor adjunto de Dirac.

As matrizes gamma no espaço-tempo curvo ΓN satisfazem a relação

ΓMΓN + ΓNΓM = {ΓM ,ΓN} = −2gMN .

Elas são relacionadas aquelas no espaço-tempo plano γa por ΓN(x, y) = EN
a (x, y)γa, onde

os objetos EN
a (x, y) são os vierbein e satisfazem a relação EN

a E
aM = gMN .

A delta de Kronecker generalizada é definida como

δ
M1..Mp

N1..Np
=


+1 se N1..Np são inteiros distintos e permutações pares de M1..Mp

−1 se N1..Np são inteiros distintos e permutações ı́mpares de M1..Mp

0 todos os demais casos.

Dada a p-forma A[p], definimos a derivada exterior como F[p+1] =dA[p]. Em componentes,

essa definição fica FN1..Np+1 = (p + 1)∂[N1AN2..Np+1], onde a anti-simetrização é definida

como

T[N1..Np] =
1

p!
δ
M1..Mp

N1..Np
TM1..Mp .
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1 INTRODUÇÃO

No ińıcio do século XX, em uma tentativa de unificar gravitação e eletromag-

netismo, surgiram as primeiras formulações de universos com mais de 4-dimensões, os

chamados modelos de Kaluza-Klein [1–4]. Nesses artigos, propunha-se um espaço-tempo

em 5-dimensões (xµ, φ) e, ao considerar a dimensão extra φ compactada, seria posśıvel re-

cuperar uma métrica 4D e um 4-vetor como componentes da métrica 5D. Vale destacar a

mudança de status da simetria de gauge do campo vetorial, que deixa de ser uma simetria

interna associada ao grupo U(1) para ser uma do próprio espaço-tempo proveniente da

invariância por transformação geral de coordenadas. Uma discussão muito interessante

sobre esses modelos pode ser encontrada em [5].

Na formulação acima, a dimensão extra φ deve ser compactada devido à inca-

pacidade experimental de detectá-la na escala de energia dispońıvel. Na lei da gravitação

de Newton, por exemplo, a força é FN ∝ r−2, onde r é a distância, e o expoente aqui

é diretamente relacionado à existência de apenas 3 dimensões espaciais infinitas. Até o

momento, não há nenhuma evidência experimental de desvio dessa lei para distâncias

menores que uma unidade astronômica [distância Terra-Sol]. Vale mencionar que surgem

muitas dificuldades práticas para aferir a força gravitacional em distância menores que

10µm [6], onde as demais forças fundamentais se tornam dominantes. Assim, não pode-

mos descartar com certeza a existência de outras dimensões além das que conhecemos.

Em razão disso, teorias/modelos em cenários com dimensões extras constituem objeto de

interesse entre muitos f́ısicos, seja para explicar fenômenos que as teorias/modelos atuais

não comportam [7–9], seja em cenários de unificação [10, 11].

Alternativas aos modelos de Kaluza-Klein foram propostas no final dos anos 90

e, a partir delas, iniciou-se a discussão sobre a f́ısica dos mundos-brana. Um ponto bem

interessante que esses modelos introduziram foi a possibilidade de as dimensões extras

serem infinitas. Os primeiros a especular sobre isso foram V. Rubakov e M. Shaposhnikov

[12]. Eles arguem que outras dimensões espaciais infinitas poderiam existir desde que

o campo gravitacional, bem como os campos do Modelo Padrão da F́ısica de Part́ıculas

(MP), fossem confinados em uma hipersuperf́ıcie espacial 3-dimensional (3-brana). Isso

nos permitiria obter uma teoria gravitacional efetiva em acordo com a observada em 4D e

essas dimensões extras não teriam sido detectadas ainda por conta da escalar de energia.

Nesse contexto, os dois modelos de L. Randall e R. Sundrum merecem um certo destaque.

Até o momento, acreditamos que as forças fundamentais da natureza podem

ser divididas em interação forte (∼ 10−21TeV · m), eletromagnética (∼ 10−22TeV · m),
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fraca (∼ 10−25TeV · m) e gravitacional (∼ 10−58TeV · m) [13]. Como podemos notar,

a interação gravitacional é muito mais fraca que as demais forças e essa disparidade é

conhecida como problema da hierarquia. Foi com o objetivo de solucionar esse problema

que L. Randall e R. Sundrum propuseram o modelo de brana RS-I [14]. Nesse modelo, os

autores consideram um universo com 5D (xµ, φ), em que φ é compactada com uma simetria

orbifold S1/Z2. Essa simetria gera dois pontos fixos, (φ = 0, π), e em cada um deles é

“colocada” uma 3-brana tipo delta. Nessa configuração, os campos do Modelo Padrão

são confinados, a priori, na brana posicionada em φ = π e esta corresponderá ao nosso

universo viśıvel. Com isso, o problema da hierarquia seria atribúıdo ao “espalhamento” da

gravidade através da dimensão extra o que não aconteceria com os demais campos. Uma

revisão bem acesśıvel sobre o modelo RS-I pode ser encontrada nas referências [15,16].

Assim como no modelo de Kaluza-Klein, a lei da gravitação de Newton pode

ser recuperada no modelo RS-I. Isso poderia ser atribúıdo ao fato da dimensão extra

ser compacta, mas, como mostrado no modelo RS-II [17], que possui uma dimensão extra

infinita, essa é uma consequência da formulação (métrica não-fatorizável) a qual permite o

confinamento da gravidade. Esses dois modelos de Randall-Sundrum abriram a discussão

sobre mundos-brana com gravidade localizada. Em 5D, por exemplo, foram propostos

alguns modelos tipo RS-II com brana espessa (thick branes) [18, 19]; outros, com brana

espessa e com estrutura interna [20–24]; e até mesmo, modelos cosmológicos, onde a

3-brana possui uma métrica tipo Robertson-Walker [25, 26]. Já em 6 dimensões, foram

propostos modelos onde a 3-brana é gerada por defeitos topológicos como cordas cósmicas

ou vórtices [27–33]; ou pela intersecção de duas branas tipo RS-II [34]. Há também

modelos em cenários dimensionais superiores, como aquele apresentado em [35], entre

outros [36–40].

Os modelos RS consideram os campos do Modelo Padrão da f́ısica de part́ıculas

previamente confinados na brana. No entanto, estudos subsequentes sobre a dinâmica

desses campos no modelo RS-II mostraram que essa suposição não se confirma para todos

eles [41–44]. Na verdade, muitos daqueles modelos mencionados no parágrafo anterior,

e que possuem dimensões extras infinitas, padecem desse problema. Isso iniciou outra

discussão importante nesse contexto relacionada a localização dos campos de matéria

[45–51]. Aqui, os campos de gauge abeliano e espinorial merecem um certo destaque.

Nos modelos de brana 5D que citamos acima, os campos de gauge e espinorial livres não

podem ser confinados. Já em modelos 6D ou superior, o confinamento do campo vetorial

livre pode ser alcançado para alguns deles [52–58]. Enquanto o campo espinorial livre

ainda apresenta alguns problemas [59,60]. Em vista disso, o confinamento desses campos

deve ser alcançado adicionando-se termos de interação a teoria livre, denominamos isso
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de mecanismo de localização [61–71].

Até então, o procedimento usado para discutir a localização dos campos baseia-

se no argumento de integral finita, isto é, a integral nas dimensões extras, presente na ação,

deve ser finita para que a teoria efetiva na brana seja bem definida. Esse requerimento

é necessário, no entanto, ele não é suficiente para garantir um confinamento consistente.

Por exemplo, explorando a equação de Einstein, a referência [72] mostra que a loca-

lização do campo vetorial livre em codimensão 1 não é consistente. Em uma publicação

nossa, mostramos que a localização do campo espinorial livre também não é consistente

em codimensão 1. Além disso, mostramos que o confinamento do campo vetorial livre

não é consistente para nenhum modelo de brana, independente da codimensão [73]. Es-

ses resultados indicam, portanto, que o confinamento desses campos deve ser realizado

usando algum mecanismo de localização ou devemos modificar a métrica para considerar

a presença desses campos no bulk.

Nesta tese, discutimos os resultados publicados em dois artigos de autoria

própria publicados no The European Physical Journal C (EPJC) com os t́ıtulos “Con-

sistency conditions for fields localization on braneworlds” [73] e “Consistency conditions

for p-form field localization on codimension two braneworlds” [74]. No primeiro artigo,

discutimos a consistência do procedimento de localização dos campos com a equação de

Einstein. Com isso, obtivemos duas condições que o tensor energia-momento dos campos

confinados deve satisfazer para que a localização seja consistente. Para concluir, aplicamos

essas condições aos casos dos campos escalar, espinorial e vetorial abeliano. Nesse estudo,

testamos tanto os campos livres como alguns casos com mecanismos de localização. No

segundo artigo, discutimos se as simetrias podem ser usadas para confinar campos. Para

isso, usamos a simetria de dualidade Hodge para mostrar que se uma dada p-forma é

confinada, o campo dual também deve ser. Nos próximos caṕıtulos, realizaremos uma

discussão mais didática e melhor fundamentada dos pontos mencionados acima.

Organizamos este trabalho da seguinte forma. No caṕıtulo (2), fazemos uma

revisão sobre modelos de brana com gravidade localizada e apresentamos alguns mode-

los em 5 e 6 dimensões. O caṕıtulo (3) é dedicado ao confinamento dos campos, onde

estudamos os casos dos campos escalar, espinorial e vetorial abeliano. No caṕıtulo (4),

discutimos a consistência da localização apresentada no caṕıtulo (3). No caṕıtulo (5),

mostramos como a simetria de dualidade Hodge pode ser usada para inferir a localização

de campos. Finalmente, as conclusões são deixadas para o caṕıtulo (6).
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2 MUNDOS-BRANA E GRAVIDADE LOCALIZADA

Como mencionamos na introdução, até hoje não há nenhuma evidência ex-

perimental que confirme ou próıba a existência de outras dimensões além das quatro,

uma tipo-tempo e três tipo-espaço, que conhecemos. Desta forma, mesmo sem uma base

emṕırica que guie a formulação de uma teoria, seguimos a filosofia de P. A. M. Dirac

[75], onde a matemática se torna o próprio método de investigação da natureza. Nessa

perspectiva, a descrição de fenômenos em cenários com dimensões extras tem se mostrado

um método de investigação teórica perfeitamente viável e bastante atrativo [7–9]. Dentre

os vários cenários, os chamados modelos de brana merecem um certo destaque. Em tais

modelos, nosso universo viśıvel 4-dimensional é descrito como uma hipersuperf́ıcie (brana)

em um espaço-tempo de dimensão superior, o bulk. Neste caṕıtulo, faremos um apanhado

geral sobre esses modelos.

2.1 Mundos-Brana

Vimos na introdução que há uma variedade de modelos de brana com carac-

teŕısticas e em configurações dimensionais diversas. Nesta secção, vamos discutir o pro-

cedimento geral usado para obter esses modelos. Portanto, a descrição abaixo se aplica a

maior parte dos modelos que citamos na introdução.

O ponto de partida de grande parte daqueles modelos é uma ação na forma

S(g) =

∫ [
1

2κ2
(R− 2Λ) + Lb

]√
−gddxdD−dy, (2.1)

em que R é o escalar de Ricci, Λ é a constante cosmológica, κ2 = 8πG(D) é a constante

gravitacional em D-dimensões e Lb é a lagrangiana que gera a brana. A partir dessa ação,

podemos calcular as equações de movimento e obter uma solução para a métrica. Fazendo

a variação da ação com relação à métrica obteremos a equação de Einstein no bulk,

GMN + gMNΛ = κ2T bMN , (2.2)

onde T bMN é o tensor energia-momento obtido da lagrangiana Lb. Além da equação (2.2),

há ainda as equações de movimento para os campos presentes na lagrangiana Lb. No

entanto, visto que essa lagrangiana ainda não foi especificada, não iremos escrever essas

equações aqui. Além disso, elas não serão necessárias nessa discussão inicial.
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Para o que se segue, iremos usar um ansatz para a métrica na forma

ds2 = gMNdx
MdxN = e2A(y)ĝµν(x)dxµdxν + ḡkj(y)dykdyj, (2.3)

em que o fator de deformação A(y) e as componentes ḡkj(y) dependem apenas das coor-

denadas das dimensões extras yj. As componentes ĝµν(x) definem a métrica na brana.

Com a métrica na forma acima, as componentes do tensor de Ricci podem ser escritas

como

Rµν(x, y) = R̂µν(x)− 1

d
ĝµν(x)e−(d−2)A(y)∇̄l∇̄ledA(y), (2.4)

Rjk(x, y) = R̄jk(y)− de−A(y)∇̄j∇̄ke
A(y). (2.5)

As componentes Rµj são todas nulas. A derivada covariante ∇̄j é definida no subespaço

das dimensões extras. Calculando o traço do tensor de Ricci obteremos o escalar de Ricci

R(x, y) = R̂(x)e−2A(y) + R̄(y)− de−A(y)∇̄l∇̄leA(y) − e−dA(y)∇̄l∇̄ledA(y). (2.6)

Nas três expressões acima, as quantidades com “chapéu” são funções apenas das coordena-

das da brana xµ e são calculadas usando a métrica ĝµν(x). Por outro lado, as quantidades

com “barra” são funções apenas das dimensões extras yj e são definidas no subespaço

descrito pelas componentes ḡkj(y). Essa notação é obedecida por toda a tese1.

Com as equações (2.4), (2.5) e (2.6) definidas, podemos escrever as componen-

tes da equação de Einstein (2.2) na forma

Ĝµν + gµν

[
(d− 1)∇̄k∇̄kA+

d(d− 1)

2
∇̄kA∇̄kA− 1

2
R̄ + Λ

]
= κ2T bµν , (2.7)

Ḡjk + ḡjk

[
d∇̄l∇̄lA+

d(d+ 1)

2
∇̄lA∇̄lA− 1

2
R̂e−2A + Λ

]
− de−A∇̄j∇̄ke

A = κ2T bjk, (2.8)

Gjµ = 0 = κ2T bjµ. (2.9)

Em todos os modelos discutidos aqui, os campos na lagrangiana Lb, e ela própria, de-

pendem apenas das coordenadas yj. Essa caracteŕıstica da lagrangiana faz com que as

componentes T bµν do tensor energia-momento assumam uma forma bastante conveniente

para nossa discussão, a saber,

T bµν(x, y) = gµν(x, y)L(b)(y). (2.10)

1Outros detalhes sobre a notação são apresentados nas seções pré-textuais desta tese.
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Isso nos permite escrever a equação (2.7) como

Ĝµν + gµν

[
(d− 1)∇̄k∇̄kA+

d(d− 1)

2
∇̄kA∇̄kA− 1

2
R̄ + Λ− κ2L(b)

]
= 0. (2.11)

Aqui, visto que Ĝµν = Ĝµν(x), gµν(x, y) = ĝµν(x)e2A(y) e a expressão entre colchetes

depende apenas das coordenadas yj, podemos realizar uma separação de variáveis e obter

as equações

Ĝµν(x) + ĝµν(x)α = 0, (2.12)

(d− 1)∇̄k∇̄kA+
d(d− 1)

2
∇̄kA∇̄kA− 1

2
R̄ + Λ− κ2L(b) = αe−2A(y). (2.13)

O parâmetro α vem da separação de variáveis e pode ser interpretado como uma constante

cosmológica efetiva na brana. A expressão (2.13) terá um papel fundamental em nossa dis-

cussão sobre a consistência do procedimento de localização. Quanto as demais equações,

observe que a equação (2.8) possui um termo dependente apenas de xµ, que é o escalar de

Ricci R̂ na brana. Esse termo é obtido realizando-se a contração R̂ = ĝµν(x)R̂µν(x). Desta

forma, usando a relação (2.12), podemos mostrar que esse escalar deve ser constante e

proporcional ao parâmetro α. Logo, as relações (2.8) e (2.13) dependem efetivamente ape-

nas de yj e devem definir o fator de deformação A(y) e as componentes ḡjk(y). Portanto,

a métrica será definida a partir das equações

Ĝµν(x)− ĝµν(x)α = 0, (2.14)

(d− 1)∇̄k∇̄kA+
d(d− 1)

2
∇̄kA∇̄kA− 1

2
R̄ + Λ− κ2L(b) = −αe−2A(y), (2.15)

Ḡjk + ḡjk

[
d∇̄l∇̄lA+

d(d+ 1)

2
∇̄lA∇̄lA+

dα

d−2
e−2A + Λ

]
− de−A∇̄j∇̄ke

A = κ2T bjk,(2.16)

Rjµ = κ2T bjµ = 0. (2.17)

Evidentemente, a definição completa da métrica irá depender do tensor energia-momento

T bMN . Mais a frente, iremos defini-lo e assim obter alguns modelos encontrados na li-

teratura. Antes disso e ainda nessa descrição geral, podemos discutir a localização da

gravidade.

2.2 Flutuações Gravitacionais

Um ponto importante nesses modelos de brana é verificar se a lei da gravitação

de Newton pode ser recuperada. Para discutir isso, iremos retornar a métrica e propor a

modificação

gµν(x, y) = e2A(y)ĝµν(x)→ g̃µν(x, y) = e2A(y) [ηµν + hµν(x, y)] . (2.18)
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Aqui, hµν são pequenas flutuações do campo gravitacional geradas por uma perturbação

na distribuição de energia na brana δtµν . Por simplicidade, vamos realizar essa discussão

considerando a solução mais simples para a métrica na brana, ou seja, iremos assumir

ĝµν(x) = ηµν . Não consideraremos flutuações escalares nas componentes ḡjk ou vetoriais

na forma gµj.

Para a métrica modificada (2.18), podemos calcular os novos tensor e escalar de

Ricci mantendo apenas termos de primeira ordem em hµν . Com isso, as novas componentes

do tensor de Einstein ficam

G̃µν(x, y) =
1

2

[
2∂(µ∂

ρh̃ν)ρ −�h̃µν +
ηµν�h̃
(d− 1)

− ∂µ∂ν h̃

(d− 1)

]
− 1

2
e−(d−2)A∇̄l

[
edA∇̄lh̃µν

]
−1

2
g̃µνe

−2A∂λ∂ρh̃λρ + g̃µν

[
(d− 1)∇̄l∇̄lA+

d(d− 1)

2
∇̄lA∇̄lA− 1

2
R̄

]
, (2.19)

G̃jk(x, y) = Ḡjk − de−A∇̄k

[
eA∇̄jA

]
+ḡjk

[
d∇̄l∇̄lA+

d(d+ 1)

2
∇̄lA∇̄lA

]
−1

2
ḡjke

−2A∂λ∂ρh̃λρ +
e−2A

2(d− 1)
∇̄(k

[
e2A∇̄j)h̃

]
− e−(d+1)A

2(d− 1)
ḡjk∇̄l

[
e(d+1)A∇̄lh̃

]
, (2.20)

G̃jµ(x, y) =
1

2
∇̄k∂ρh̃

ρ
µ, (2.21)

em que definimos h̃µν = hµν − ηµνh. Incluindo a pertubação δtµν , as componentes da

equação de Einstein podem ser escritas agora como

G̃µν(x, y) + g̃µν(x, y)Λ = κ2T bµν + κ2δtµν , (2.22)

G̃jk(x, y) + g̃jk(x, y)Λ = κ2T bjk, (2.23)

G̃jµ(x, y) = κ2T bjµ. (2.24)

Quando comparamos as equações acima com aquela obtida sem a pertubação, a saber, a

Eq. (2.2), encontramos as seguintes equações para as flutuações,

−1

2
�h̃µν +

ηµν�h̃
2(d− 1)

− ∂µ∂ν h̃

2(d− 1)
− 1

2
∇̄l∇̄lh̃µνe

2A − d

2
∇̄lA∇̄lh̃µνe

2A = κ2δtµν , (2.25)

1

2
∇̄k∇̄jh̃+ ∇̄(kA∇̄j)h̃− ḡjk

[
1

2
∇̄l∇̄lh̃+

(d+ 1)

2
∇̄lA∇̄lh̃

]
= 0, (2.26)

1

2
∇̄k∂ρh̃

ρ
µ = 0, (2.27)

onde já usamos a relação ∂ρh̃
ρ
µ = 0, obtida da equação (2.27), nas equações (2.25) e (2.26).

Normalmente, esta relação é imposta com uma condição de gauge na gravitação 4D devido
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à invariância pelas transformações

δhµν = ∂µξν + ∂νξµ.

No entanto, quando lidamos com modelos em dimensões mais altas e desejamos reali-

zar uma redução dimensional, tais condições surgem naturalmente em decorrência das

próprias equações de movimento. Isso também acontece, por exemplo, para o campo de

gauge abeliano. A condição ∂ρh̃
ρ
µ = 0, no entanto, é consistente apenas se ∂µδt

µν = 0, o

que pode ser alcançado por requerer que a energia seja conservada (localmente). A seguir,

vamos estudar as soluções das equações (2.25) e (2.26).

Como pode ser observado facilmente, na equação (2.26) aparece apenas o traço

das flutuações tensoriais h̃µν , isto é, h̃. A prinćıpio, podeŕıamos então assumir a solução

trivial para essa quantidade, ou seja, h̃ = 0. No entanto, como podemos ver fazendo

a contração da equação (2.25) com a métrica gµν = ηµνe−2A, essa solução, h̃ = 0, só é

consistente se o traço do tensor energia-momento é nulo, isto é, δt = e−2Aηµνδtµν = 0.

Essa condição, entretanto, é muito restritiva. Por exemplo, o tensor energia-momento de

uma massa pontual localizada na brana não obedece tal condição. Portanto, para evitar

esse tipo de restrição, não iremos usar a solução h̃ = 0.

Tentemos obter uma solução para h̃µν . Para isso, vamos iniciar escrevendo a

equação (2.25) em uma forma mais conveniente, a saber,[
−δρ(µδ

λ
ν)

(
� + e2A∇̄l∇̄l + de2A∇̄lA∇̄l

)
+
ηµνη

ρλ�
(d− 1)

− ηρλ∂µ∂ν
(d− 1)

]
h̃ρλ = 2κ2δtµν . (2.28)

Nessa forma, podemos usar o método das funções de Green e escrever a solução geral

h̃µν(x, y) = s̃µν(x, y) + 2κ2
∫
ddx′dD−dy′Gρλ

µν(x, y;x′, y′)δtρλ(x
′, y′). (2.29)

Nessa solução, s̃µν(x, y) satisfaz a equação homogênea e Gρλ
µν(x, y;x′, y′) é uma função de

Green que satisfaz

Kρλ
µν (x, y)Gµ′ν′

ρλ (x, y;x′, y′) = δρ(µδ
λ
ν)δ

d(x− x′)δD−d(y − y′), (2.30)

com

Kρλ
µν (x, y) ≡ −δρ(µδ

λ
ν)

(
� + e2A∇l∇l + de2A∇lA∇l

)
+
ηµνη

ρλ�
(d− 1)

− ηρλ∂µ∂ν
(d− 1)

.

Visto que s̃µν(x, y) é solução da equação homogênea, é totalmente consistente fazermos

o traço dessa quantidade nulo. Desta forma, as componentes s̃µν(x, y) obedecem efetiva-
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mente à equação

�s̃µν(x, y) + e2A∇l∇ls̃µν(x, y) + de2A∇lA∇ls̃µν(x, y) = 0. (2.31)

Os dois últimos termos no operador Kρλ
µν (x, y) atuarão exatamente no traço de s̃µν(x, y)

que é nulo, desta forma, eles não contribuem na equação (2.31). Para evitar complicações,

vamos nos restringir à discussão da solução homogênea s̃µν . Com isso, iremos obter alguns

resultados importantes sobre a dinâmica do campo gravitacional nesse contexto de branas.

Seguindo o procedimento já bastante conhecido para resolver equações dife-

renciais parciais (EDP), podemos propor a separação de variáveis

s̃µν(x, y) = e−
d
2
A(y)

∑
n

ŝ(n)µν (x)ξn(y),

onde ŝ
(n)
µν (x) são os chamados modos gravitacionais. Com essa proposta obteremos

�ŝ(n)µν (x) = m2
nŝ

(n)
µν (x), (2.32)

−∇̄l∇̄lξn(y) +
d

2

[
∇̄l∇̄lA+

d

2
∇̄lA∇̄lA

]
ξn(y) = m2

nξn(y)e−2A. (2.33)

A constante m2
n vem da separação de variáveis e pode ser interpretada como a massa dos

modos ŝ
(n)
µν (x). Observe que podemos escrever a equação (2.33) na forma

Q† ·Qξn(y) = m2
nξn(y), (2.34)

em que os operadores Q e Q† são definidos como

Q = eA
(
−∇̄l +

d

2
∇̄lA

)
e Q† = eA

(
∇̄l +

d

2
∇̄lA

)
.

Lembremos que o fator de deformação A(y) deve ser uma função real. Fazendo uma

analogia com a mecânica quântica não-relativ́ıstica, podemos interpretar a equação (2.33)

como uma equação tipo-Schrödinger e, observando a expressão equivalente (2.34), con-

clúımos que a ‘Hamiltoniana’ H ≡ Q† ·Q é um operador Hermitiano. Desta forma, seus

autovalores m2
n são positivos definidos (m2

n ≥ 0) e, portanto, o sistema não apresenta

modos taquiônicos. Além disso, as soluções ξn devem ser ortonormais, ou seja, devem

satisfazer a condição ∫
dD−dyξn(y)ξn′(y) = δnn′ .

Caso elas formem um conjunto completo, também devem satisfazer a relação∑
n

ξn(y)ξn(y′) = δD−d(y − y′).
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De um modo geral, para se obter as soluções ξn(y) precisamos definir o modelo

de brana, em outras palavras, devemos definir a métrica. No entanto, mesmo nesse cenário

genérico, podemos discutir o caso especial do modo-zero (m2
0 = 0). Para esse caso, as

equações (2.32) e (2.33) ficam

�ŝ(0)µν (x) = 0, (2.35)

−∇̄l∇̄lξ0(y) +
d

2

[
∇̄l∇̄lA+

d

2
∇̄lA∇̄lA

]
ξ0(y) = 0. (2.36)

E uma das soluções da equação (2.36) pode ser obtida de forma genérica em função do

fator de deformação A(y). Tal solução é dada por

ξ0(1)(y) = c1e
d
2
A(y). (2.37)

Há ainda outra solução ξ(0)2(y), visto que a equação (2.36) é uma EDP de segunda ordem.

No entanto, essa segunda solução depende da forma da função A(y), curiosamente, para

os modelos de brana conhecidos, ela não é normalizável. Assim, a única solução que nos

interessa é a obtida acima.

O confinamento pode ser discutido calculando o escalar de Ricci e mantendo

os termos de segunda ordem em hµν . Como estamos discutindo somente as solução da

equação homogênea s̃µν , podemos assumir que δtµν = 0 e assim hµν = s̃µν . Desta forma,

podemos mostrar que a ação para o modo-zero ŝ
(0)
µν (x) pode ser escrita como

S0 =
1

4κ2

∫
ddx

∫
dD−dy

√
ḡe(d−2)A∂ρs̃

(0)
µν (x, y)∂ρs̃µν(0)(x, y)

=
1

4κ2

∫
ddx∂ρŝ

(0)
µν (x)∂ρŝµν(0)(x)

∫
dD−dy

√
ḡ(y)e−2A(y)ξ2(0)(y), (2.38)

em que as contrações são realizadas com a métrica de Minkowski. Assim, a teoria será

bem definida na brana (localizada) se as integrais em yj forem finitas. A convergência

dessa integral para o modo-zero gravitacional depende do fator de deformação A(y) e

das componentes da métrica ḡjk(y). Caso o campo seja confinado, podemos definir uma

constante gravitacional efetiva na forma

1

κ2ef
≡ 1

κ2

∫
dD−dy

√
ḡ(y)e−2A(y)ξ2(0)(y). (2.39)

Nesse sentido, dizemos que o campo gravitacional é confinado e a lei da gravitação de

Newton pode ser recuperada. Note que uma das soluções posśıveis para o campo ŝ
(0)
µν (x),

obtida da equação (2.35) para o caso estático, é

ŝ(0)µν (x) = εµνφ(x) = εµν
C

r
,
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onde εµν é a polarização, C é uma constante relacionada a κ2ef e r = |~x−~x′| é a distância.

Esse não é nada mais que o potencial Newtoniano. Com isso, conclúımos essa discussão

e, para encerrar o caṕıtulo, iremos apresentar alguns exemplos de métricas.

2.3 Exemplos

Toda a discussão realizada acima tem um caráter bastante geral no contexto

definido pela ação (2.1) e pela métrica (2.3). Nesse sentido, todos os resultados apresenta-

dos até agora devem ser válidos para uma grande variedade de mundos-brana presentes na

literatura. Abaixo, descrevemos alguns desses modelos e suas principais caracteŕısticas.

2.3.1 Modelos em codimensão 1

Os primeiros modelos de brana apresentados na literatura consideraram apenas

uma dimensão extra. Assim, para descrever esses modelos, iremos usar uma métrica 5

dimensional na forma

ds2 = e2A(y)ηµνdx
µdxν + dy2. (2.40)

Vale lembrar que estamos nos restringindo a discussão apenas dos casos em que a dimensão

extra é infinita, portanto, aqui y ∈ (−∞,+∞).

a) Modelo de Randall-Sundrum: brana delta

Vamos iniciar essa discussão apresentando os modelos com brana tipo-delta propos-

tos por L. Randall e R. Sundrum (RS) [14,17]. Iremos nos limitar ao modelo RS do

tipo II (RS-II). Nesse modelo, há apenas uma brana e a dimensão extra é infinita.

A lagrangiana Lb que gera a 3-brana nesse modelo é na forma

Lb(y) = −λδ(y), (2.41)

em que λ é uma constante que descreve a tensão da brana. Com essa lagrangiana,

podemos obter o tensor energia-momento

T bMN(y) = −λgµνδµMδ
ν
Nδ(y). (2.42)

Na expressão acima, gµν = e2A(y)ηµν . Usando a métrica (2.40) e o tensor (2.42), as

equações (2.15) e (2.16) ficam

3A′′ = −κ2λδ (y) , (2.43)

6A′2 = −Λ, (2.44)
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Aqui, ‘linha’ representa derivada com relação a y. As demais equações, (2.14) e

(2.17), serão identicamente nulas. A solução para o sistema acima é

A(y) = ±
√
−Λ

6
|y| = ±k|y|, (2.45)

em que as constantes Λ e λ devem ser relacionadas por κ2λ = 2
√
−Λ/6. Essa relação

entre as constantes é conhecida na literatura como ajuste fino ou fine-tuning. Além

disso, k deve ser real, portanto, Λ < 0. Se calcularmos o escalar de Ricci para esse

modelo, podemos mostrar que R(y → ∞) → −k2 ∝ Λ < 0. Portanto, a geometria

do bulk é assimptoticamente AdS5.

A motivação inicial de Randall-Sundrum era prover uma explicação para o problema

da hierarquia na f́ısica de part́ıculas. Com essa perspectiva, entre as soluções obtidas

acima para o fator de deformação A(y), aquela com o sinal negativo fornece a

solução mais adequada para esse problema. Desse modo, a força gravitacional seria

exponencialmente decrescente na dimensão extra, enquanto, as demais forças do

MP não sentiriam tal atenuação devido à dimensão extra. Para os modelos de

branas apresentados posteriormente, o requerimento passou a ser aquele onde a

gravidade pode ser confinada na brana. Nessa outra perspectiva, usamos a discussão

apresentada na subseção anterior. Portanto, quem determina o sinal é a relação

(2.39), mais precisamente a integral∫
dD−dy

√
ḡ(y)e(d−2)A(y)c20 →

∫ +∞

−∞
dye2A(y)c20 → finito,

em que usamos D = 5, d = 4 e ḡ(y) = 1. Também por essa perspectiva, o sinal que

permite o confinamento é o negativo, portanto, a métrica fica

ds2 = e−2k|y|ηµνdx
µdxν + dy2. (2.46)

Essa é a solução obtida para o modelo de brana tipo II apresentado por L. Randall e

R. Sundrum [17]. Além deste modelo com branas delta (infinitamente finas), foram

apresentados outros modelos em que a brana possui uma certa espessura. Vejamos

alguns.

b) Modelos com brana espessa

Ainda em 5D e com a métrica na forma (2.40), podemos mencionar também os

modelos com brana espessa. Nesses casos, a brana é gerada dinamicamente devido

à evolução de um campo escalar Φ(y) submetido a um potencial V (Φ).
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Vamos iniciar escrevendo a lagrangiana para o campo escalar na forma

Lb = −1

2
∂MΦ∂MΦ− V (Φ). (2.47)

Nessa lagrangiana, o campo escalar depende apenas da dimensão extra y. Da

equação (2.47), podemos obter o tensor energia-momento

T bMN = − 2√
−g

δ (
√
−gLb)

δgMN
= ∂MΦ∂NΦ + gMNLb. (2.48)

Uma vez que o campo escalar depende apenas de y, as componentes T bµy são nulas

e a relação (2.17) já é satisfeita. Quanto as outras duas equações, a saber (2.15) e

(2.16), para uma brana com d = 4 (3-brana), ficam

3A′′ + 6A′2 + Λ = κ2Lb, (2.49)

6A′2 + Λ = κ2
[
Φ′2 + Lb

]
. (2.50)

Assim como no caso anterior, ‘linha’ representa derivada com relação a y. Substi-

tuindo a equação (2.49) em (2.50), chegamos a relação

−3A′′ = κ2Φ′2. (2.51)

Além dessas equações, devemos usar ainda a equação de movimento para o campo

Φ obtida da lagrangiana Lb, que é dada por

Φ′′ + 4A′Φ′ =
∂V

∂Φ
. (2.52)

Portanto, a definição do modelo de brana depende do potencial V (Φ). Abaixo,

explicitamos alguns desses modelos.

(i) Um caso bem conhecido em 5D é o modelo apresentado em [18]. Neste modelo,

o potencial é do tipo Sine-Gordon

V (Φ) =
3(4b+ 1)ba2

2κ2
cos2

[√
κ2

3b
Φ

]
. (2.53)

Com esse potencial, podemos mostrar que a solução para o campo escalar é do

tipo degrau,

Φ(y) =

√
3b

κ2
arctan[sinh(ay)] , (2.54)
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e a solução para o fator de deformação A(y) fica na forma

A(y) = b ln[sech(ay)] . (2.55)

As constantes a e b (reais e positivas) são relacionadas a constante cosmológica

Λ por ab =
√
−Λ/6. A métrica final, portanto, pode ser escrita na forma

ds2 = sech2b(ay) ηµνdx
µdxν + dy2. (2.56)

Assim como no modelo de RS-II, a geometria do bulk também é assimptotica-

mente AdS5.

(ii) Outro modelo bastante conhecido em 5D é aquele apresentado na ref. [19].

Nesse outro caso, o potencial é na forma

V (Φ) =
λ

4

[
Φ2 − v2

]2 − λκ2
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[
Φ3 − 3v2Φ

]2
. (2.57)

Com esse outro potencial, podemos mostrar que a solução para o campo escalar

também é do tipo degrau,

Φ(y) = v tanh(ay) , (2.58)

e a solução para o fator de deformação é dada por

A(y) = b ln
[
sech2(ay)

]
− b

2
tanh2(ay) . (2.59)

As constantes a e b são relacionadas aos demais parâmetros por a2 = λv2

2
e

b = v2κ2

9
. Finalmente, a métrica desse modelo é definida por

ds2 = sech4b(ay) e−b tanh
2(ay)ηµνdx

µdxν + dy2. (2.60)

Mais uma vez, a geometria do bulk é assimptoticamente AdS5.

Ambos os modelos discutidos acima apresentam um perfil similar aquele apresentado

no modelo RS-II. De fato, no limite quando a espessura da brana tende a zero

(a → ∞), o modelo RS-II pode ser recuperado para os dois casos acima. Isso

permite inferir que, também para esses casos, a gravidade pode ser confinada na

brana. Evidentemente, há ainda muitos outros modelos de brana na literatura

[20–24], entretanto, não iremos explicitar todos aqui.
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2.3.2 Modelos em codimensão 2

Antes de concluirmos esse caṕıtulo, é instrutivo apresentarmos também alguns

modelos em 6 dimensões. Iremos discutir a localização de alguns campos do Modelo

Padrão nessa configuração dimensional e esses modelos apresentam resultados bem inte-

ressantes. Os modelos em 6D podem ser obtidos, basicamente, em dois cenários gravitaci-

onais distintos: (a) aqueles modelos de brana gerados por defeito topológico tipo vórtices

[54], corda cósmica [27–29] ou defeitos cônicos [33, 76]; (b) e aqueles gerados por inter-

secção de branas tipo-delta [34,35]. Como queremos apresentar apenas alguns exemplos,

vamos nos limitar aqueles do primeiro tipo.

Para modelos do tipo (a), podemos escrever a métrica na forma

ds2 = e2A(r)ηµνdx
µdxν + dr2 + e2B(r)dθ2, (2.61)

em que, mais uma vez, estamos assumindo que a métrica na brana é plana (Minkowski).

Quanto as dimensões extras (r, θ), teremos r infinita e θ compacta, isto é, r ∈ [0,∞) e

θ ∈ [0, 2π). Além disso, assumimos que os fatores de deformação A(r) e B(r) dependem

apenas da coordenada infinita r.

Diferente dos modelos em 5D, iremos assumir que o tensor energia-momento é

aquele de um fluido perfeito dado por

T bµν = gµνf0(r), T brr = ḡrrfr(r), T bθθ = ḡθθfθ(r). (2.62)

As funções fi(r) serão definidas posteriormente para fornecer um modelo de brana viável.

Com uma distribuição de energia nessa forma, as componentes da equação de

Einstein podem ser escritas como

B′′ +B′2 + 3A′′ + 6A′2 + 3B′A′ + Λ = κ2f0, (2.63)

4A′′ + 10A′2 + Λ = κ2fθ, (2.64)

6A′2 + 4B′A′ + Λ = κ2fr. (2.65)

Além destas equações, devemos adicionar ainda ao sistema aquelas que vêm da equação

de conservação ∇NT
MN = 0, a saber,

f ′r = 4 [f0 − fr]A′ + [fθ − fr]B′ (2.66)

Nas equações (2.63)-(2.66), a ‘linha’ representa derivada com relação à coordenada r. De

posse dessas equações, a maioria dos trabalhos encontrados na literatura assumem uma

forma para o fator de deformação A(r) e, a partir disso, discute as consequências de tal
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escolha para a função B(r) e para a distribuição de energia, funções f0, fr e fθ. Abaixo,

explicitamos alguns casos.

(i) Um caso bem conhecido em 6D é o modelo apresentado nas referências [27–29].

Esse modelo descreve um mundo-brana gerado por um defeito topológico tipo corda

cósmica de espessura infinitamente fina. Para esse caso, propõe-se

A(r) = −ar, (2.67)

com a uma constante real e positiva. Com isso, as equações (2.63)-(2.66) ficam

B′′ +B′2 + 6a2 − 3B′a+ Λ = κ2f0, (2.68)

10a2 + Λ = κ2fθ, (2.69)

6a2 − 4B′a+ Λ = κ2fr, (2.70)

f ′r = −4a [f0 − fr] + [fθ − fr]B′. (2.71)

Usando as equações (2.69) e (2.70), podemos obter a seguinte solução para o fator

de deformação B(r),

B(r) = −
[
a− κ2fθ

4a

]
r − κ2

4a

∫
r

fr(z)dz, (2.72)

onde já usamos que fθ é uma constante como pode ser observado na equação (2.69).

Com isso, a métrica para esse modelo fica na forma,

ds2 = e−2arηµνdx
µdxν + dr2 + e2B(r)dθ2, (2.73)

com B(r) definido pela relação (2.72). Outros detalhes, como a forma da distribuição

de energia f0 e fr, ainda podem ser discutidos, mas não iremos fazer isso aqui. Para

mais detalhes sobre esse modelo recomendamos as referências originais [27–29].

(ii) Outro caso bastante interessante é o apresentado na referência [33]. Nesse modelo,

os autores propõem um espaço-tempo em 6 dimensões, em que o subespaço bi-

dimensional C2, definido pelas dimensões extras (r, θ), é uma solução da equação de

fluxo de Ricci, mais precisamente, um sóliton tipo-charuto de Hamilton2.

Nesse cenário, os fatores de deformação A(r) e B(r) são definidos como

2A(r) = −ar + tanh (ar) , B(r) = A(r) + ln

[
1

a
tanh(ar)

]
, (2.74)

2Estou usando uma tradução livre da expressão em inglês Hamilton’s cigar soliton.
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em que a é uma constante real e positiva. Portanto, a métrica fica na forma

ds2 = e2A(r)ηµνdx
µdxν + dr2 + e2A(r)

tanh2(ar)

a2
dθ2. (2.75)

Diferente do caso anterior, o sóliton tipo-charuto, que é similar a uma corda cósmica,

possui uma espessura e a métrica é completamente definida dentro e fora da corda.

Além disso, o escalar de curvatura assume um valor constante negativo no limite

r → ∞, o que evidencia o caráter assimptoticamente AdS6 desse modelo. Outros

detalhes sobre esse modelo podem ser obtidos nas referências [33,76].

Com isso, vamos encerrar essa discussão sobre mundos-brana. Acredito que

tenhamos resumido de forma didática como os modelos são obtidos e em que sentido dize-

mos que a gravidade é confinada nesses modelos. Passemos agora ao estudo da localização

dos campos de matéria nesses cenários.
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3 CONFINAMENTO DOS CAMPOS DE MATÉRIA

Nesse caṕıtulo iremos discutir a dinâmica dos campos de matéria em cenários

de mundos-brana. Visto que não há nenhuma evidência experimental de ‘fuga’ dos cam-

pos do Modelo Padrão da f́ısica de part́ıculas para posśıveis dimensões extras, devemos

concluir então que, assim como a gravidade (modo-zero), esses campos também devem ser

confinados. Um ponto importante que deve ficar claro é que a métrica é considerada ape-

nas um background nessa discussão. Assim, vamos considerar que a presença dos campos

de matéria não provocará modificações na métrica. No caṕıtulo (4), iremos determinar

sob quais condições essa hipótese é consistente.

3.1 Localização de campos - procedimento geral

Como sabemos, a dinâmica de qualquer campo pode ser estudada partindo-se

de uma ação definida como

S(m) =

∫
ddxdD−dy

√
−gL(m)(x, y) . (3.1)

Nessa ação, L(m) é a lagrangiana do campo de matéria definida no bulk. A partir dessa

expressão, podemos obter as equações de movimento, discutir as simetrias do modelo,

entres outros pontos importantes.

Nos cenários de brana, o procedimento usado no estudo da localização dos

campos consiste, de modo geral, em fatorar a ação (3.1) em um produto de dois setores:

um efetivo na brana, que depende apenas das coordenadas xµ, e outro que depende apenas

das coordenadas das dimensões extras yj. Ou seja, devemos ter algo do tipo

S(m) =

∫
ddx
√
−ĝ(x)L̂(m)(x)

∫
dD−dy

√
ḡ(y)F (y) . (3.2)

Assim, a primeira integral provê a ação efetiva na brana e o modelo será bem definido

se a integral nas coordenadas yj for finita. Em outras palavras, dizemos que o campo é

confinado (localizado) se

K ≡
∫
dD−dy

√
ḡ(y)F (y)→ finito. (3.3)

Todas as publicações na literatura sobre confinamento de campos seguem e se limitam a

essa premissa. Abaixo, vamos apresentar alguns casos espećıficos.
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3.2 Campo escalar real

Por ser um exemplo relativamente simples, vamos iniciar discutindo o confina-

mento do campo escalar real sem massa. Esse tipo de campo desempenha um importante

papel em f́ısica de part́ıculas. Por exemplo, podemos citar o campo de Higgs (campo

escalar complexo), responsável por gerar as massas das part́ıculas no modelo padrão. A

descrição de part́ıculas escalares como os ṕıons (π0, π±) também pode ser realizada com

esse tipo de campo.

A ação mais simples para um campo escalar real não massivo φ(x, y) pode ser

escrita como

S(m) = −1

2

∫
ddxdD−dy

√
−g∂Mφ(x, y)∂Mφ(x, y). (3.4)

A quantidade g = g(x, y) é o determinante da métrica gMN apresentada no caṕıtulo (2).

A partir dessa ação, podemos realizar a variação com relação ao campo escalar e obter a

equação de movimento

1√
−g

∂M
[√
−g∂Mφ

]
= 0. (3.5)

Para fatorar a ação (3.4) na forma (3.2), vamos usar a métrica (2.3) e também o seguinte

ansatz para o campo escalar,

φ(x, y) = e−
d
2
A(y)

∑
n

ϕ(n)(x)ξn(y).

Com isso, a equação de movimento (3.5) pode ser separada em

1√
−ĝ

∂µ

[√
−ĝĝµν∂νϕ(n)(x)

]
= m2

nϕ
(n)(x), (3.6)

−∇̄j∇̄jξn(y) +
[
e−

d
2
A∇̄j∇̄je

d
2
A −m2

ne
−2A
]
ξn(y) = 0. (3.7)

Nesta última expressão, estamos definindo o operador

∇̄j∇̄j( ) =
1√
ḡ
∂j
[√
ḡḡjk∂k( )

]
,

ou seja, o operador laplaciano no subespaço das dimensões extras. Aqui, estamos inte-

ressados em discutir as soluções e o confinamento do modo-zero ϕ(0)(x). Portanto, vamos

considerar m2
0 = 0 nas equações (3.6) e (3.7). Fazendo isso, podemos obter uma solução

para ξ0(y) válida para qualquer modelo de brana, independente do número de dimensões

extras, dada por

ξ0,(1)(y) = c1e
d
2
A(y). (3.8)
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A outra solução para a equação (3.7) com m2
0 = 0 depende da forma espećıfica do fator de

deformação A(y) e das componentes ḡjk(y), portanto, depende de cada modelo de brana.

Essa segunda solução, no entanto, não pode ser normalizada para nenhum dos modelos

que discutimos no caṕıtulo anterior. Assim, a única que realmente nos interessa é a que

foi apresentada acima.

Retornando a ação (3.4) e usando o ansatz proposto anteriormente para o

campo escalar φ(x, y) podemos escrever

S(m) = −1

2

∑
n

∫
ddxdD−dy

√
−gξ2ne−(d+2)A

[
ĝµν∂µϕ(n)∂νϕ(n) +m2ϕ2

(n)

]
. (3.9)

Desta forma, uma vez que
√
−g =

√
−ĝ(x)

√
ḡ(y)edA(y), podemos fatorar a ação acima

na forma

S(m) = −1

2

∑
n

∫
ddx
√
−ĝ
[
ĝµν∂µϕ(n)∂νϕ(n) +m2ϕ2

(n)

] ∫
dD−dy

√
ḡe−2Aξ2n. (3.10)

Portanto, a teoria efetiva para cada modo será bem definida se sua respectiva integral,

K(escalar)
n =

∫
dD−dy

√
ḡ(y)e−2A(y)ξ2n(y), (3.11)

for finita. Mais uma vez, considerando apenas o modo-zero, podemos usar a solução (3.8)

e mostrar que a integral K
(escalar)
0 é igual aquela obtida para o campo gravitacional (2.39).

Portanto, sempre que a gravidade (modo-zero) é confinada, o campo escalar (modo-zero)

também o será [25, 41, 42, 52, 53, 77–81]. Quanto ao confinamento dos modos massivos

(m2
n 6= 0), não realizaremos essa discussão aqui. No caṕıtulo (4), faremos um breve

comentário sobre esses modos para um mundo-brana especifico.

3.3 Campo espinorial de Dirac

Em f́ısica de part́ıculas, a descrição de todos os férmions é realizada usando-

se campos espinoriais. Isso inclui desde part́ıculas fundamentais, como o elétron, os

neutrinos e os quarks, bem como part́ıculas compostas, a exemplo do próton e do nêutron.

Vamos nos limitar a discussão dos férmions com spin meio e, como sabemos, a descrição

desses campos é realizada com a equação de Dirac. Tendo em vista o caráter matricial

dessa equação e a sua dependência com a dimensão do espaço-tempo, vamos discutir o

confinamento apenas para modelos de brana em 5 dimensões. Portanto, nessa seção,

iremos considerar uma métrica genérica na forma

ds2 = e2A(y)ĝµν(x)dxµdxν + e2B(y)dy2. (3.12)
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Mesmo com essa restrição dimensional, a métrica acima inclui toda uma variedade de

modelos de brana 5D, entre eles, os que apresentamos na subseção (2.3.1) do caṕıtulo

anterior.

Para podermos discutir tanto o caso livre como alguns modelos que usam um

acoplamento tipo Yukawa, vamos iniciar esse estudo escrevendo a ação

S(m) = −
∫
d4xdy

√
−gΨ̄

[
iΓMDM + λf(y)

]
Ψ, (3.13)

em que a derivada covariante é definida como DM = ∂M − ωM , com ωM = 1
4
ωabMΓaΓb

sendo as conexões de spin. Além disso, como indicado, introduzimos uma interação tipo

Yukawa em que λ é a constante de acoplamento e f(y) uma função que iremos definir

posteriormente.

Seguindo os passos já bastante conhecidos, podemos fazer a variação da ação

(3.13) com relação a Ψ̄ e obter a equação de movimento[
iΓMDM + λf(y)

]
Ψ = [iΓµDµ + iΓyDy + λf(y)] Ψ = 0. (3.14)

As matrizes gamma no espaço-tempo curvo ΓM são relacionadas aquelas no espaço-tempo

de Minkowski por ΓM(x, y) = EM
a (x, y)γa, onde EM

a (x, y) são os vierbein1. Vamos definir

essas quantidades da seguinte forma2,

Eµ
a (x, y) = e−A(y)êµa(x)

Ey
a(x, y) = 0

}
para a = 1, 2, 3, 4,

Eµ
5 (x, y) = 0

Ey
5 (x, y) = e−B(y)

}
para a = 5.

Assim, as conexões de spin podem ser calculadas e são dadas por

ωµ(x, y) = ω̂µ(x) +
1

2
ΓµΓyA′, ωy(x, y) = 0. (3.15)

Mais uma vez, a ‘linha’ representa derivada com relação à dimensão extra y. Com tudo

isso, a equação (3.14) fica na forma

iΓ̂µ(x)D̂µΨ + 2ieA−BA′γ5Ψ + ieA−Bγ5Ψ′ + λeAf(y)Ψ = 0, (3.16)

onde D̂µ = ∂µ − ω̂µ(x) e Γ̂µ(x) = êµa(x)γa. Para facilitar a separação de variáveis, iremos

1Ver as notações e convenções nas seções pré-textuais desta tese.
2As componentes êµa(x) devem satisfazer êµa(x)êνa(x) = ĝµν(x).
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propor o ansatz

Ψ(x, y) =
∑
n

Ψn(x, y) =
∑
n

[
ψ+
(n)(x)ξ+n (y) + ψ−(n)(x)ξ−n (y)

]
,

em que as quantidades ψ±(n) satisfazem −iγ5ψ±(n) = ±ψ±(n). Além disso, vamos assumir que

a equação de Dirac seja recuperada em 4 dimensões, ou seja,

iΓ̂µD̂µΨn +mnΨn = 0.

Com isso, podemos fazer a separação de variáveis na equação (3.16) e obter

iΓ̂µD̂µψ
±
(n) +mnψ

∓
(n) = 0, (3.17)

eA−B
dξ±n (y)

dy
+ 2eA−BA′ξ±n (y)∓ λeAf(y)ξ±n (y) = ∓mnξ

∓
n (y). (3.18)

Antes de partir para o estudo confinamento, façamos um breve comentário sobre a Eq.

(3.17). Como dissemos acima, os espinores ψ±(n)(x) satisfazem −iγ5ψ±(n)(x) = ±ψ±(n)(x).

Um exerćıcio deveras simples é mostrar que ψ±(n)(x) pode ser escrito como

ψ±(n) =
1

2
(1∓ iγ5)ψn,

onde o spinor ψn(x) satisfaz a equação de Dirac iΓ̂µD̂µψn(x) + mnψn(x) = 0. Com isso,

é fácil mostrar que

iΓ̂µD̂µψ
±
(n) =

i

2
Γ̂µD̂µ(1∓ iγ5)ψn =

i

2
(1± iγ5)Γ̂µD̂µψn = −mn

1

2
(1± iγ5)ψn = −mnψ

∓
(n),

Na segunda igualdade, usamos a relação de anticomutação entre as matrizes gamma.

Desta forma, podemos justificar a equação (3.17). Vamos discutir agora o confinamento

do modo-zero.

Tal qual fizemos para o caso do campo escalar, estamos interessados no estudo

do confinamento do modo-zero Ψ0. Note que, assim como ocorre em 4 dimensões, a massa

mn acopla as duas quiralidades ψ±(n) de cada modo. No entanto, também como esperado,

isso não ocorre para o caso sem massa (modo-zero). Nesse último caso, as soluções para a

equação (3.18) com m0 = 0, serão obtidas realizando-se uma integração simples. Fazendo

isso, obtemos

ξ+0 (y) = c1 exp

[
−2A(y) + λ

∫
y

dzeB(z)f(z)

]
, (3.19)

ξ−0 (y) = c2 exp

[
−2A(y)− λ

∫
y

dzeB(z)f(z)

]
. (3.20)

Desta forma, ao especificar a função f(y) e os fatores de deformação A(y) e B(y), a
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discussão sobre a localização pode ser realizada. Voltemos a ação (3.13) e vejamos se é

posśıvel fatorá-la. Considerando apenas o modo-zero, podemos escrever

S
(m)
0 = −i

∫
d4xdy

√
−ĝe3A+B

[
ψ̄+
0 Γ̂µD̂µψ

+
0

(
ξ+0
)2

+ ψ̄−0 Γ̂µD̂µψ
−
0

(
ξ−0
)2]

. (3.21)

Dáı, obtemos a integral na dimensão extra y dada por

K
(spinor)±
0 =

∫
dye3A+B

(
ξ±0
)2
. (3.22)

Finalmente, podemos substituir as soluções (3.19) e (3.20), e discutir o confinamento. Para

o caso livre (λ = 0), podemos usar os modelos de brana apresentados na seção (2.3.1) e

verificar que o campo livre não pode ser localizado. Por outro lado, se a interação com o

termo tipo Yukawa está presente, podemos escolher adequadamente a função f(y) e obter

o confinamento. No entanto, não é posśıvel localizar as duas quiralidades simultaneamente

[19, 70, 82–84]. Outros estudos sobre localização de férmions em codimensão superior já

foram realizados, por exemplo, em modelos com 6 dimensões [59, 60]. Nesses artigos, as

conclusões sobre o confinamento são similares as que obtivemos acima.

3.4 Campo vetorial

Vamos discutir agora o confinamento do campo vetorial. Como sabemos, esse

tipo de campo desempenha um importante papel no Modelo Padrão sendo responsável

pela descrição dos bósons de interação, a saber, fótons, glúons, W±
µ e Z0

µ. Para evitar

complicações desnecessárias, uma vez que dois tipos de vetores, abelianos e não-abelianos,

são usados para descrever essas part́ıculas, vamos nos limitar ao caso do confinamento de

campos vetoriais abelianos. Além disso, vamos realizar um estudo mais detalhado deste

campo para incluir tanto a discussão do caso livre, como alguns casos com interação, entre

eles, um que foi apresentado por nós [71].

3.4.1 Campo vetorial livre

Consideremos inicialmente o confinamento do campo vetorial abeliano livre.

Diferente do estudo realizado para o campo espinorial, não há necessidade de nos limi-

tarmos a mundos-brana em 5 dimensões. Desta forma, os resultados que serão discutidos

a seguir, de forma genérica, incluem uma variedade de modelos de brana em diferentes

configurações dimensionais.

A ação para o campo vetorial abeliano livre é dada por

S(m) = −1

4

∫
dxdxdD−dy

√
−gFMNFMN , (3.23)
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com FMN = ∂MAN − ∂NAM . Para esse campo espećıfico, usaremos uma abordagem um

pouco diferente da usada nos dois casos anteriores. Vou propor a seguinte decomposição

AM =
(
Atµ + ∂µθ,Bj

)
, em que as componentes Atµ satisfazem ∇µAµt = 0. Note que essa

decomposição não configura uma definição de gauge, uma vez que não eliminamos graus de

liberdade. Apenas estamos definindo um referencial, tal que o vetor Aµ pode ser separado

na sua parte transversa Atµ e longitudinal ALµ = ∂µθ. Quanto as componentes Bj, elas são

relacionadas às dimensões extras e são escalares por transformações de Lorentz na brana.

Vou usar essa decomposição diretamente na ação (3.23) para separar os campos.

Abrindo as somas nos ı́ndices M,N daquela ação, podemos escrever a lagran-

giana como

FMNFMN = FµνFµν + FjkF jk + 2FµjFµj.

Usando a decomposição apresentada acima, podemos mostrar que o primeiro termo no

lado direito depende apenas dos campos Atµ, o segundo termo depende apenas dos campos

escalares Bj e o último termo possui acoplamentos entre esses campos. Estamos interes-

sados em discutir o confinamento das componentes que descreverão o eletromagnetismo,

ou seja, os campos Atµ. Portanto, vamos trabalhar um pouco o último termo na expressão

acima. Veja que

FµjFµj = gµνgjk(∂µCj∂νCk − 2∂µCj∂kAtν + ∂jAtµ∂kAtν),

em que definimos Cj = Bj − ∂jθ. Retornando a ação (3.23), podemos escrever,

S(m) = −1

4

∫
dxdxdD−dy

√
−g
[
F tµνF

µν
t + 2∂jAtµ∂jA

µ
t − 2∂µCj∂jAµt + L[Cj]

]
. (3.24)

Veja que, no termo com os campos Cj e Aµt acoplados, podemos fazer uma integração por

partes, de modo que obtemos

S(m) = −1

4

∫
dxdxdD−dy

√
−g
[
F tµνF

µν
t + 2∂jAtµ∂jA

µ
t

]
+

1

2

∫
dxd∂µ

[∫
dD−dy

√
−gCj∂jAµt

]
+ S[Cj], (3.25)

onde já usamos a condição de transversalidade ∇µAµt = 0. Agora, assumiremos que o

primeiro termo na linha de baixo é um termo de superf́ıcie na brana e, como tal, podemos

descarta-lo se considerarmos que os campos Atµ vão a zero na fronteira (da brana). Assim,

a ação para as componentes transversas fica

S(m)[Atµ] = −
∫
dxdxdD−dy

√
−g
[

1

4
F tµνF

µν
t +

1

2
∂jAtµ∂jA

µ
t

]
. (3.26)

Agora, podemos seguir para o estudo do confinamento dessas componentes.
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Calculando-se as equações de movimento para o campo Atµ da ação (3.26),

obteremos

∂ρ
[√
−gFρµt

]
+ ∂j

[√
−g∂jAµt

]
= 0. (3.27)

A separação de variáveis pode ser realizada facilmente propondo-se o ansatz Aµt (x, y) =∑
n Â

µ
t(n)(x)ξn(y). Desta forma,

1√
−ĝ

∂ρ

[√
−ĝF̂ ρµ

t(n)(x)
]

= m2
nÂ

µ
t(n)(x), (3.28)

−e
−(d−4)A(y)
√
ḡ

∂k
[√
ḡḡkje(d−2)A(y)∂jξn(y)

]
= m2

nξn(y). (3.29)

As equações acima são válidas para qualquer configuração dimensional. Como fizemos

para os casos anteriores, estamos interessados em discutir o confinamento do modo-zero.

Portanto, fazendo m2
0 = 0 as equações acima ficam

∂ρ

[√
−ĝF̂ ρµ

t(0)(x)
]

= 0, (3.30)

∂k
[√
ḡḡkje(d−2)A(y)∂jξ0(y)

]
= 0, (3.31)

onde a equação (3.30) descreve a dinâmica de um campo vetorial abeliano transverso sem

massa na brana. Usando essa configuração de campo, podemos mostrar que a ação para

o modo-zero pode ser fatorada na forma

S
(m)
0 = −1

4

∫
ddx
√
−ĝĝµλĝνρF̂ t(0)

µν F̂
t(0)
λρ

∫
dD−dye(d−4)A

√
ḡξ20 . (3.32)

Assim como fizemos para os campos anteriores, o confinamento requer que a integral

nas dimensões extras seja finita e isso depende do modelo de brana. Vamos considerar

somente 3-branas, isto é, façamos d = 4 na integral acima. Logo,

K
(vetorial)
[livre],0 =

∫
dD−4y

√
ḡ(y)ξ20(y). (3.33)

Agora, observe que uma das soluções posśıveis para a equação (3.31) é uma constante,

ξ0,(1)(y) = c0, e essa solução existe para qualquer modelo. Quanto a outra solução ξ0,(2)(y),

ela é modelo-depende. No entanto, assim como acontece para o campo escalar, a solução

que dependem do modelo, ξ0,(2)(y), não pode ser confinada. Portanto, a única solução

importante para nós é a constante.

Usando a solução constante ξ0,(1)(y) = c0 na integral (3.33) chegamos as seguin-

tes conclusões. Para o modelo 5D de Randall-Sundrum tipo II, em que ḡ55 = 1, a integral

K
(vetorial)
[livre],0 diverge e, portanto, o modo-zero vetorial não pode ser confinado [42, 44]. O

mesmo resultado é obtido para os dois casos com brana espessa apresentados no caṕıtulo
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(2) [19, 67]. Já para modelos em 6 dimensões com métrica na forma da equação (2.61),

o confinamento do campo vetorial livre pode ser alcançado [46, 54, 55, 58, 85, 86]. Ainda

em 6D, se as duas dimensões extras são infinitas como nos modelos [34, 35], o confina-

mento já não é mais posśıvel [73]. Esses resultados para o campo vetorial são bastante

interessantes e irão exemplificar de forma clara nossa discussão sobre a consistência desse

procedimento.

3.4.2 Localização do campo vetorial com interação

Nesta subseção, vamos rever alguns mecanismos usados na literatura para

confinar o campo vetorial abeliano. Como argumentamos na subseção anterior, não é

posśıvel confinar o campo vetorial livre para modelos3 em 5D, mas o é para vários modelos

em 6 dimensões. Desta forma, a maioria dos mecanismos de localização encontrados na

literatura são para mundos-brana 5-dimensionais. Sendo assim, os resultados apresentados

a seguir consideram um background com a métrica genérica na forma

ds2 = e2A(y)ηµνdx
µdxν + e2B(y)dy2. (3.34)

Essa métrica inclui todos aqueles modelos apresentados na seção (2.3), além de outros que

não explicitamos [20–24]. Entre os principais mecanismos, temos aqueles que são invari-

antes por transformações de gauge, como os apresentados em [19, 66, 67, 87, 88]; e temos

também modelos que não são invariantes de gauge em 5 dimensões, como os apresentados

em [68] ou o chamado acoplamento geométrico [69,71,89]. Mesmo não possuindo simetria

de gauge no bulk, é posśıvel recuperá-la na teoria efetiva após o confinamento do campo

na brana. Vamos aos mecanismos.

a) Acoplamento com campo escalar

O primeiro mecanismo de localização que iremos apresentar é aquele discutido nas

referências [19, 87]. Esse mecanismo, usado comumente em modelos de brana es-

pessa, propõe o acoplamento do campo vetorial com uma função escalarH(y) através

do field strength. Mais precisamente, a ação do campo vetorial livre deve ser modi-

ficada na forma

S(m) = −1

4

∫
d4xdy

√
−gH(y)FMNFMN . (3.35)

A função H(y) será definida depois para alguns casos conhecidos. O procedimento

que se segue é muito similar aquele apresentado na subseção anterior e isso inclui o

3Esse não é exatamente o caso. Para alguns modelos 5D em que o dilaton está presente o confinamento
do campo vetorial livre pode ser alcançado, pois ḡ55(y) = ḡ(y) = e2B(y). Mostraremos isso ao discutir o
caso com interação.
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uso da decomposição AM =
(
Atµ + ∂µθ,Bj

)
. Assim, por economia, iremos omitir al-

gumas etapas. Podemos mostrar que a equação de movimento para as componentes

Atµ é fatorada como

∂ρF̂
ρµ
t(n) = m2

nÂ
µ
t(n), (3.36)

−e
−B

H
[
e2A−BHξ′n

]′
= m2

nξn. (3.37)

Aqui, já usamos a métrica (3.34) e o ansatz Atµ(x, y) =
∑

n Â
t(n)
µ (x)ξn(y). Mais uma

vez, a ‘linha’ representa derivada com relação à coordenada y. Além disso, o setor

da ação (3.35) com o campo Atµ pode ser escrito como

S(m) = −
∑
n

∫
d4x

[
1

4
F̂ t(n)
µν F̂ µν

t(n) +
1

2
m2Ât(n)µ Âµt(n)

]
K(vetorial)
n , (3.38)

onde a quantidade K
(vetorial)
n é definida como a integral na dimensão extra

K(vetorial)
n =

∫
dyeB(y)H(y)ξ2n(y). (3.39)

Desta forma, um campo de gauge efetivo na brana pode ser obtido fazendo-sem2
n = 0

(modo-zero). E, escolhendo adequadamente a função H(y), o confinamento deste

modo-zero pode ser alcançado. Abaixo, vamos discutir alguns casos espećıficos.

Veja que uma das soluções da equação (3.37) para o modo-zero (m2
0 = 0) é uma

constante, ou seja, ξ0,(1)(y) = c0. Todos os resultados apresentados abaixo conside-

ram essa solução na integral K
(vetorial)
0 . Assim, só iremos discutir as funções H(y).

Veja que o caso livre é recuperado quando fazemos H(y) = 1 e, nesse caso, o con-

finamento pode ser alcançado se B(y) 6= 0 e é do tipo gaussiano. Isso é posśıvel se

o dilaton está presente na teoria, o que leva a algo do tipo B(y) ∝ A(y). Portanto,

nessa configuração o campo vetorial livre (modo-zero) pode ser localizado.

Há na literatura algumas publicações com diferentes escolhas para a função H(y).

Na ref. [19], por exemplo, os autores consideram 4B(y) = A(y) e usam um aco-

plamento na forma H[Kehagias](y) = exp[λA(y)/2]. Como discutimos no caṕıtulo

(2), o fator de deformação A(y) possui um perfil gaussiano. Desta forma, pode-se

mostrar que a integral (3.39), para o modo-zero, é finita para qualquer valor de

λ que satisfaz a relação λ > −1/2. A referência [80] também considera uma 3-

brana, mas diferente do caso anterior, a relação entre os fatores de deformação é

B(y) = rA(y) com o parâmetro r positivo. A função escalar é escolhida na forma

H[Fu](y) = exp[λ
√
rA(y)]. Para esse caso, segundo os autores, a localização é obtida

para os seguintes valores dos parâmetros, λ > −
√
r, para 0 < r < 1; ou λ > −

√
1/r,
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para r > 1.

Há outro caso bem interessante, apresentado na ref. [87], onde a função H(y) é

definida como H[Chumbes](y) = H(φ) ∝
[
∂W (φ)
∂φ

]2s
. Nessa expressão, W (φ) é um

superpotencial relacionando ao campo escalar φ(y) que gera a brana. O intuito dos

autores com essa proposta é apresentar um mecanismo de localização de seja válido

para qualquer modelo de brana espessa. Após alguma discussão geral, os autores

aplicam esse método para dois modelos, o apresentado em [18], onde

W (φ) =
3bc

2
sin

(√
κ2

3b
φ(y)

)
, com φ(y) =

√
3b

κ2
arctan[tanh(ay)] .

Para esse exemplo, pode-se mostrar que HGremm
[Chumbes](y) = sech2s (ay) e a localização

pode ser alcançada para s > 0. Outro exemplo discutido é o modelo apresentado

por [19], onde

W (φ) = av

(
φ− φ3

3v2

)
, com φ(y) = v arctan (ay) .

Agora, a função escalar fica na forma HKehagias
[Chumbes](y) = sech4s (ay) e mais uma vez o

confinamento pode ser obtido para s > 0. Há ainda outros modelos [66, 67, 88], no

entanto, os exemplos mencionados acima são suficientes para ilustrar o mecanismo

de localização e eles serão importantes no próximo caṕıtulo.

b) Mecanismo de localização GN

Agora, vamos verificar o mecanismo de localização não covariante proposto por K.

Ghoroku e A. Nakamura (GN) na ref. [68]. Os autores discutem esse mecanismo

para o modelo RS-II [17]. Para esse caso, a métrica é dada por (3.34), com os fatores

de deformação definidos como A(y) = B(y) = − ln (1 + k|y|).

A lagrangiana para o campo vetorial com o mecanismo GN é escrita como

Lm = −1

4
FMNFMN − 1

2

[
M2 + λδ(y)

]
AMAM . (3.40)

Embora não seja invariante por transformações de gauge ou, mesmo, por difeomor-

fismo, a teoria efetiva possui todas essas caracteŕısticas com relação a transformações

na brana. Após algumas manipulações, como as que foram realizadas nos casos an-

teriores, podemos obter a equação de movimento para as componentes Atµ

1√
−g

∂ρ
[√
−gFρµt

]
+

1√
−g

∂y
[√
−ggyygµρ∂yAtρ

]
−
[
M2 + λδ(y)

]
gµρAtρ = 0 (3.41)

A partir dessa expressão, podemos realizar a separação de variáveis, tal qual fizemos
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anteriormente e, considerando apenas o modo-zero, obter a solução

ξ0(y) = c0 exp

[
− λ

2k
A(y)

]
, com λ = 2

(
k −
√
k2 +M2

)
. (3.42)

Assim como fizemos antes, temos que escrever a ação usando a Lagrangiana (3.40)

e, levando em conta apenas o modo-zero, podemos mostrar que a integral nas di-

mensões extras é

K
(vetorial)
0 =

∫
dyeA(y)ξ20(y).

Portanto, usando a solução (3.42), o confinamento é obtido para λ < 0, o que

implica em M2 > 0. Para concluir esse caṕıtulo, vejamos a versão covariante desse

mecanismo GN.

c) Acoplamento geométrico

Para concluir, vamos apresentar o mecanismo de localização discutido nas refs.

[69,71,89]. Esse mecanismo, foi proposto inicialmente para confinar o campo vetorial

no modelo com brana tipo-delta RS-II. No entanto, posteriormente, foi observado

que ele é valido para uma larga variedade de modelos de brana e para diferentes

configurações dimensionais. Esse mecanismo propõe um acoplamento não-mı́nimo

do campo vetorial AM com a gravidade através do escalar e/ou tensor de Ricci.

Esse tipo de interação surge naturalmente em teorias de Kaluza-Klein, quando con-

sideramos gµν = ĝµν(x), gµ5 = Aµ(x) e g55 = 1. Com isso, ao calcular o escalar de

Ricci no bulk e mantendo termos até segunda ordem em Aµ, pode-se mostrar que

um dos setores do escalar de Ricci é

R(v) ∼ −1

4
FµνF

µν +
α

2
R̂AµA

µ +
β

2
R̂µνA

µAν ,

em que R̂ e R̂µν são o escalar e o tensor de Ricci, respectivamente, calculados com

a métrica ĝµν .

Agora, vamos considerar a seguinte ação para um campo vetorial4 AM no bulk,

S(m) = −
∫
ddxdy

√
−g
[

1

4
FMNFMN − λ1

2
RAMAM −

λ2
2
RMNAMAN

]
, (3.43)

em que d é a dimensão da brana, R e RMN são o escalar e o tensor de Ricci,

respectivamente, calculados com a métrica (3.34). Seguindo os mesmos passos dos

4Aqui, o campo vetorial AM não é uma componente da métrica gMN . Apenas me referi ao caso de
Kaluza-Klein para motivar esse tipo de interação.
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casos anteriores, podemos mostrar que a equação de movimento para Atµ é dada por

1√
−g

∂ρ
[√
−gFρµt

]
+

1√
−g

∂y
[√
−ggyygρµ∂yAtρ

]
+ λ1RAµt + λ2R

µ
ρA

ρ
t = 0. (3.44)

Também aqui, não estamos nos preocupando com as equações de movimento para

as componentes escalares Bj. Além disso, para os próximos passos, consideraremos

B(y) = A(y) na métrica (3.34). Isso nos permite escrever R e Rµν como

Rµ
ρ(y) = −δµρ

[
A′′(y) + (D − 2)A′2(y)

]
e−2A(y),

R(y) = − (D − 1)
[
2A′′(y) + (D − 2)A′2(y)

]
e−2A(y).

Mais uma vez, podemos propor a separação de variáveisAtµ(x, y) =
∑

n Â
t(n)
µ (x)ξn(y)

e escrever uma equação para ξn, a saber,

−e−(d−2)A
[
e(d−3)Aξ′n

]′
+
[
(2dλ1 + λ2)A

′′ + (d− 1)(dλ1 + λ2)A
′2] ξn = m2

nξn.

Essa equação irá determinar as funções ξn e com essas soluções poderemos estudar

o confinamento. Considerando apenas o modo-zero (m2
n = 0) na equação acima,

podemos propor o ansatz

ξ0(y) = c0 exp [aA(y)] . (3.45)

Com isso, iremos obter a expressão

(a− 2dλ1 − λ2)A′′ + [a(d− 3) + a2 − (d− 1)(dλ1 + λ2)]A
′2 = 0

Assim, para que tenhamos uma solução geral para qualquer A(y), devemos requerer

que os coeficientes nas derivadas sejam nulos independentemente, ou seja,

a = 2dλ1 + λ2, (3.46)

a(d− 3 + a) = [dλ1 + λ2](d− 1). (3.47)

Quanto ao confinamento, podemos retornar a ação (3.43) e, usando a métrica do

modelo RS-II com A(y) = B(y) = − ln(1 + k|y|), mostrar que a localização do

modo-zero será obtida se 2a > −(d− 4).

Como mencionamos acima, esse modelo foi proposto inicialmente com objetivo de

confinar o campo vetorial no modelo RS-II [17]. No entanto, como pudemos observar

da solução para o modo-zero, esta é uma função do fator de deformação A(y). De

fato, ao usar a ansatz ξ0(y) = c0 exp[aA(y)] na equação de movimento para o modo-
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zero, obtivemos algo na forma

b1A
′′ + b2A

′2 = 0.

E a solução foi obtida exigindo-se que b1 e b2 fossem nulos, independente da forma

de A(y). Portanto, esse mecanismo possui uma validade bem geral, podendo ser

aplicado para uma larga variedade de modelos de brana em codimensão 1. Vale

enfatizar que a condição de localização 2a > −(d − 4), pode ser modificada para

outros modelos que não o RS-II [17].

d) Mecanismo geral para codimensão arbitrária

Geralmente, para a maioria dos modelos em codimensão 2 ou superior, não existe

necessidade de adicionarmos mecanismos para confinar o campo vetorial [53]. Ainda

assim, é posśıvel encontrar alguns na literatura. Na ref. [34], os autores discutem

o confinamento do campo vetorial em um modelo 6-dimensional, onde a 3-brana é

gerada pela interseção de duas 4-branas tipo-delta. No entanto, vamos apresentar

abaixo alguns resultados discutidos em uma publicação nossa [71]. Nesse artigo,

generalizamos o mecanismo do caso (c) para um modelo de brana genérico como

métrica na forma

ds2 = e2A(y)
[
ηµνdx

µdxν + ηjkdy
jdyk

]
, (3.48)

em que ηµν é a métrica de Minkowski e ηjk = δjk é a delta de Kronecker. Vejamos

abaixo os principais pontos dessa discussão.

Para esse estudo, consideramos uma ação para o campo vetorial na mesma forma

apresentada na equação (3.43), mas agora com um número qualquer de dimensões

extras, ou seja,

S(m) = −
∫
ddxdyD−d

√
−g
[

1

4
FMNFMN − λ1

2
RANAN −

λ2
2
RMNAMAN

]
,(3.49)

em que d é a dimensão da brana e (D − d) é o número de dimensões extras. Assim

como fizemos para o caso em 5 dimensões, podemos obter as equações de movimento,

propor a separação de variáveis Atµ(x, y) =
∑

n Â
t(n)
µ (x)ξn(y) e escrever uma equação

para ξn na forma

e−4Am2
nξn + e−dA∇̄l

[
e(d−2)A∇̄lξn

]
+ λ1R(y)e−2Aξn + λ2F (y)e−4Aξn = 0, (3.50)

onde já usamos que Rµ
ρ = δµρF (y). De fato, usando a métrica (3.48), podemos
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mostrar que

Rµ
ρ(y) = −δµρ

[
∂l∂

lA+ (D − 2) ∂lA∂
lA
]
e−2A, (3.51)

R(y) = − (D − 1)
[
2∂l∂

lA+ (D − 2) ∂lA∂
lA
]
e−2A(y). (3.52)

E a equação para o modo-zero ξ0 fica

e−(D−4)A∂l
[
e(D−4)A∂lξ0

]
− [2λ1 (D − 1) + λ2] ∂l∂

lAξ0

− (D − 2) [λ1 (D − 1) + λ2] ∂lA∂
lAξ0 = 0. (3.53)

Após algumas manipulações, podemos mostrar que a solução para o modo-zero é na

forma geral ξ0(y) = c0 exp[aA(y)], com as constantes a, λ1 e λ2 satisfazendo

a = 2λ1(D − 1) + λ2, (3.54)

a(D − 4 + a) = (D − 2)[λ1(D − 1) + λ2]. (3.55)

Quanto ao confinamento, podemos voltar a ação (3.49), calcular a ação efetiva para

o modo-zero Â
t(0)
µ (x) e mostrar que a integral nas dimensões extras com a solução

ξ0 é finita para

a > −d− 4

2
.

Com todos esses resultados, podemos discutir alguns casos particulares como, por

exemplo, interação somente com o escalar de Ricci (λ2 = 0), somente com o tensor

de Ricci (λ1 = 0), interação com o tensor de Einstein (λ2 = −2λ1) e o caso geral

λ1 6= λ2 6= 0. Não irei detalhar essa discussão aqui, mas ela pode ser encontrada em

[71]. Há uma similaridade muito grande da discussão acima com aquela realizada no

item (c) e isso não é coincidência. Na verdade, para definir os valores permitidos de

a na última expressão acima, usamos a métrica apresentada em N. Arkani-Hamed

et.al. [35], a saber,

A(y) = − ln

[
1 + k

∑
j

|yj|

]
.

Esse modelo generaliza a métrica de RS-II para um número arbitrário de dimensões

extras.

Desta forma, conclúımos esse caṕıtulo apenas lembrando que toda a discussão

apresentada acima considerou apenas o confinamento do modo-zero dos campos, isto é, os

modos que são “vistos” na brana como campo sem massa. Há ainda toda uma discussão

para os modos massivos que, diferente do modo-zero, depende mais fortemente de cada

modelo de brana. Como pode ser verificado na literatura, os modos massivos não cos-
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tumam ser confinados, mas, ainda assim, eles podem gerar alguns efeitos na brana. Por

exemplo, para branas espessas em 5 dimensões podem ocorrer ressonâncias, o que pode-

ria gerar um “acumulo” de modos massivos na região da brana e isso poderia permitir

uma detecção desses modos. Agora, vamos ao ponto principal desta tese que é discutir a

consistência e viabilidade do procedimento de localização que apresentamos em detalhes

nesse caṕıtulo. Quando falamos em procedimento aqui, estamos nos referindo ao argu-

mento de que as integrais nas dimensões extras devem ser finitas, não aos mecanismos de

localização que apresentamos. Isso deve ficar claro no próximo caṕıtulo.
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4 CONDIÇÕES DE CONSISTÊNCIA - EQUAÇÃO DE EINSTEIN

Como vimos, o confinamento dos campos de matéria (escalar, espinorial e

vetorial) foi estudado usando-se a métrica como um background. Portanto, a contribuição

do tensor energia-momento desses campos na definição da métrica é ignorada. Nesse

caṕıtulo, vamos discutir a consistência desse procedimento. Em outras palavras, queremos

determinar sob quais condições podemos adicionar campos de matéria em um modelo de

brana sem que a métrica mude sua forma, portanto, mantendo a gravidade confinada.

4.1 Discussão Geral

No caṕıtulo (2), mostramos como as métricas dos modelos de brana são de-

terminadas. Naquela discussão, partimos da ação S(g) e não consideramos outros campos

senão aqueles que, de alguma forma, geram a brana. Por exemplo, nos modelos de brana

espessa 5-dimensionais apresentados em [18, 19], a brana é gerada por campos escala-

res que dependem apenas das dimensões extras. Para modelos em 6D, como aqueles

tipo-vórtex [30], a brana é gerada por um campo escalar e, também, um campo vetorial

com ambos dependendo apenas das dimensões extras. Isso posto, passa-se ao estudo do

confinamento dos campos do Modelo Padrão e, nesse contexto, a métrica é considerada

apenas um background. Desta forma, as únicas equações de movimento levadas em conta

são aquelas obtidas da ação S(m). A partir disso, é realizada a separação das variáveis

(xµ, yj), fatora-se a ação S(m) na forma (3.2) e a teoria efetiva é dita ser bem definida

(localizada) se as integrais nas dimensões extras forem finitas. De modo geral, esse é o

procedimento corriqueiro nesse tipo de análise.

Agora, vamos considerar as equações de movimento obtidas da ação total

S = S(g)+S(m). Como isso, queremos testar a consistência do procedimento de localização

com as equações de Einstein. Para isso, iremos assumir que as soluções obtidas, separa-

damente, de S(g) e de S(m) ainda são válidas. Assim, obteremos condições (restrições) que

o sistema deve satisfazer para que as soluções, obtidas separadamente, sejam consistentes

(compat́ıveis). Quando essas condições não podem ser satisfeitas, significa que os efeitos

dos campos de matéria na métrica não podem ser ignorados e esta deve ser redefinida

para levar em conta essa nova contribuição de energia. Note que não pretendemos defi-

nir uma nova métrica, apenas queremos verificar sob quais condições o procedimento de

localização comumente usado literatura pode ser consistente.
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Vamos iniciar essa discussão escrevendo a ação completa

S = S(g) + S(m) =

∫ [
1

2κ2
(R− 2Λ) + Lb + Lm

]√
−gdDx. (4.1)

A diferença da expressão acima para aquela apresentada no caṕıtulo (2) é, evidentemente,

a presença da lagrangiana de matéria Lm. É claro que devemos esperar que a presença

desse novo termo modifique a métrica encontrada anteriormente. No entanto, visto que os

campos em Lm podem ser confinados, essa modificação pode ocorrer sem que a localização

da gravidade seja perdida.

Fazendo a variação da ação (4.1) com relação à métrica obteremos a equação

de Einstein

GMN + gMNΛ = κ2
[
T bMN + TmMN

]
, (4.2)

onde TmMN é o tensor energia-momento obtido da lagrangiana Lm. Além da equação (4.2),

há ainda aquelas obtidas para os campos presentes nas lagrangianas Lb e Lm. No entanto,

como elas não são necessárias para nossa discussão por enquanto não iremos escrevê-las.

Assim como fizemos no caṕıtulo (2), vamos usar o seguinte ansatz,

ds2 = gMNdx
MdxN = e2A(y)ĝµν(x)dxµdxν + ḡkj(y)dykdyj. (4.3)

Com a métrica nessa forma, as componentes do tensor de Einstein são iguais aquelas

obtidas anteriormente usando as Eqs. (2.4)-(2.6), portanto, a equação (4.2) fica

Ĝµν + gµν

[
(d− 1)∇̄k∇̄kA+

d(d− 1)

2
∇̄kA∇̄kA− 1

2
R̄ + Λ

]
= κ2

[
T bµν + Tmµν

]
, (4.4)

Ḡjk + ḡjk

[
d∇̄l∇̄lA+

d(d+ 1)

2
∇̄lA∇̄lA− 1

2
R̂e−2A + Λ

]
− de−A∇̄j∇̄ke

A

= κ2
[
T bjk + Tmjk

]
, (4.5)

Rjµ = 0 = κ2
[
T bjµ + Tmjµ

]
. (4.6)

A partir dessas equações, vamos então definir o que estou chamando de condições de con-

sistência. Para deixar claro o regime de validade dessas condições, precisamos esclarecer

alguns pontos importantes.

Como já mencionamos algumas vezes, ao estudar o confinamento dos campos

usamos a métrica de vácuo, ou seja, aquela obtida pelo procedimento do caṕıtulo (2).

Portanto, essas métricas não levam em conta a contribuição do tensor energia-momento

TmMN . Aqui, iremos propor o seguinte: vamos assumir que as métricas obtidas no caṕıtulo

(2) não mudam sua forma. Deste modo, as soluções para A(y) e ḡjk(y) não serão modi-



45

ficadas. No entanto, uma vez que os campos podem ser confinados, a métrica da brana

deve ser modificada. Isso posto, vejamos então sob quais condições essa proposta pode

ser consistente com as soluções obtidas para os campos de matéria no caṕıtulo (3).

Ao impor que as soluções para A(y) e ḡjk(y) não mudam, devemos assumir

que a equação (2.15), a saber,

2(d− 1)∇̄k∇̄kA+ d(d− 1)∇̄kA∇̄kA− R̄ + 2Λ− 2κ2L(b) = −2αe−2A(y), (4.7)

e a equação (2.16), que definem essas quantidades, são válidas. Usando a equação acima,

podemos obter uma simplificação da equação (4.4) na forma,

Ĝµν(x) + ĝµν(x)α = κ2Tmµν(x, y). (4.8)

Dessa expressão, tiramos a primeira, e principal, condição (restrição). Como o lado es-

querdo dessa equação não depende das coordenadas extras yj, por consistência, o lado

direito não deve depender. Portanto, obtemos uma restrição sobre as componentes (µ, ν)

do tensor energia-momento dos campos de matéria que é dada por

Tmµν(x, y) = T̂mµν(x). (4.9)

Agora veja que, no caṕıtulo (2), t́ınhamos obtido na equação (2.14) que

Ĝµν(x) + ĝµν(x)α = 0,

o que nos permitiu obter R̂(x) ∝ α. Agora, se contrairmos a equação (4.8) com ĝµν(x),

obtemos
d− 2

2
R̂(x)− dα = −κ2ĝµν(x)T̂mµν(x) = −κ2T̂m(x).

Usando esse resultado e a equação (2.16) na equação (4.5), obteremos uma condição sobre

as componentes (j, k) do tensor energia-momento dos campos de matéria que é dada por

Tmjk(x, y) =
1

d− 2
ḡjk(y)e−2A(y)T̂m(x). (4.10)

Assim, obtivemos duas condições que o tensor TmMN deve satisfazer para que o confina-

mento dos campos seja consistente com a hipótese de que a métrica não tem sua forma

modificada pela presença desses novos campos. Abaixo, iremos aplicar essas condições de

consistência aos modelos apresentados no caṕıtulo (3). É importante ter em mente que

esses resultados partem do pressuposto de que as soluções de vácuo para A(y) e ḡjk(y)

não mudam. Assim, sua validade está restrita a essa configuração. Faremos algumas

aplicações nas próximas seções.
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4.2 Aplicação - Campo escalar real

No caṕıtulo (3), nós apresentamos vários resultados encontrados na literatura

sobre o confinamento dos campos do Modelo Padrão. Como vimos naquele caṕıtulo,

o campo escalar livre pode ser confinado para todos os modelos em que a gravidade é

localizada. Agora vejamos se esse confinamento é consistente com as equações de Einstein.

A lagrangiana que usamos para um campo escalar livre sem massa (no bulk) é

dada por

Lm(x, y) = −1

2
∂Nφ(x, y)∂Nφ(x, y). (4.11)

A partir dessa lagrangiana, calculamos as equações de movimento, propusemos uma se-

paração de variáveis na forma

φ(x, y) = e−
d
2
A(y)

∑
n

ϕ(n)(x)ξn(y)

e mostramos que, para o modo-zero, a solução confinante é dada por

ξ0,(1)(y) = c1 exp [dA(y)/2] .

Para testar a consistência, devemos calcular o tensor energia-momento a partir da lagran-

giana (4.11) e verificar se as condições (4.9) e (4.10) podem ser satisfeitas.

Usando a definição do tensor energia-momento, a saber,

TMN = −2
δL
δgMN

+ gMNL, (4.12)

podemos obter para o campo escalar o tensor

TmMN(x, y) = ∂Mφ(x, y)∂Nφ(x, y) + gMNLm(x, y). (4.13)

Agora vamos separar as componentes desse tensor para o modo-zero, ou seja,

Tm,0µν (x, y) = ∂µφ0(x, y)∂νφ0(x, y) + gµνLm0 (x, y), (4.14)

Tm,0jk (x, y) = ∂jφ0(x, y)∂kφ0(x, y) + gjkLm0 (x, y). (4.15)

Observe que a solução para o modo-zero é dada por

φ0(x, y) = ϕ0(x)ξ0(y)e−dA(y)/2 = ϕ0(x)c1.

Portanto, já levando em conta a métrica na forma (4.3), as componentes (4.14) e (4.15)
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ficam

Tm,0µν (x, y) = c21

[
∂µφ0(x)∂νφ0(x) + ĝµν(x)L̂m0 (x)

]
, (4.16)

Tm,0jk (x, y) = c21ḡjke
−2A(y)L̂m0 (x), (4.17)

em que 2L̂m0 (x) = −ĝµν(x)∂µφ0(x)∂νφ0(x). Assim, conclúımos de imediato que a condição

de consistência (4.9) é satisfeita. Quanto a condição (4.10), temos que calcular o traço

das componentes Tm,0µν . Fazendo isso, obteremos

ĝµν(x)Tm,0µν (x) = Tm,0(x) = c21(d− 2)L̂m0 (x)→ c21L̂
m
0 (x) =

1

(d− 2)
T̂m,0(x). (4.18)

Logo, usando a relação (4.16) e comparando as equações (4.15) e (4.10), conclúımos que

o confinamento do campo escalar (modo-zero) é consistente com as equações de Einstein.

Essa consistência implica que podemos confinar um campo escalar nos modelos

de brana e o modo-zero deste campo não irá modificar a forma da métrica, isto é, não irá

alterar as soluções de A(y) e ḡjk(y). Note que não foi necessário definir ou especificar um

modelo de brana para que as condições fossem discutidas, portanto, os resultados obtidos

para o campo escalar (modo-zero) são válidos para qualquer mundo-brana e com qualquer

número de dimensões. Antes de concluir, façamos um breve comentário sobre os modos

massivos.

Vimos no caṕıtulo (3) o problema da localização dos campos em mundos-

brana, mais precisamente o confinamento dos modos não massivos (modos-zero). Como

mencionamos naquele caṕıtulo, nos restringimos a esses modos porque queŕıamos discutir,

de forma geral, a consistência do procedimento de localização. Além disso, as soluções

ξn(y) para os modos massivos são mais senśıveis às definições do fator de deformação

A(y) e das componentes ḡjk(y). No entanto, agora, acredito que seja instrutivo discutir

esses casos pelo menos para um modelo de brana especifico. Desta forma, poderemos

apresentar, mesmo que brevemente, alguns pontos interessantes desses modos.

Para isso, iremos usar o modelo de brana espessa 5-dimensional [18]. Nesse

modelo, a métrica é definida pela equação (2.56), a saber,

ds2 = sech2b(ay) ĝµν(x)dxµdxν + dy2.

Como vimos no caṕıtulo (3), após realizar a separação de variáveis na equação (3.5),

obtivemos a equação (3.7) para as funções ξn(y). Usando a métrica acima, aquela equação

fica

−ξ′′n(y) + 4a2b
[
b− (1 + b)sech2(ay)

]
ξn(y) = m2

n cosh2b(ay)ξn(y).
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Devido algumas dificuldades em obter uma solução para a equação acima que seja válida

para qualquer b, nos limitamos ao caso de b = 1. Nessas condições, uma das soluções

encontradas é a função confluente de Heun, a saber,

ξn(y) = cnsech2(ay)HeunC

[
0,−5

2
,−1

2
,
m2
n

4a2
,
7

8
, cosh2(ay)

]
.

Antes de mais nada, independente dessa função ser ou não confinada, note que ela não

pode satisfazer as condições de consistência. Usando a equação (4.13) podemos escrever

para cada modo massivo,

Tm,(n)µν (x, y) = e−2Aξ2n(y)
[
∂µϕ

(n)(x)∂νϕ
(n)(x) + ĝµνLm,(n)(x)

]
,

onde usamos o ansatz apresentado depois da Eq. (4.11) para o campo escalar com d = 4.

Desta forma, para satisfazer a condição (4.9), devemos ter

e−2Aξ2n(y) = constante

e única forma de conseguir isso é se m2
n = 0, porque, nesse caso, teremos

HeunC

[
0,−5

2
,−1

2
, 0,

7

8
, cosh2(ay)

]
= 1

e o resultado (3.8), com b = 1 e d = 4, é recuperado. Para qualquer outro valor de massa,

não é posśıvel satisfazer a equação (4.9) e, consequentemente, os modos massivos devem

modificar a métrica.

No contexto do confinamento, esses modos também apresentam problemas,

visto que as soluções apresentadas acima não são normalizáveis e, portanto, não podem

ser localizados. Na verdade, costuma-se analisar outras questões como, por exemplo,

posśıveis ressonâncias desses modos entre as paredes de branas espessas. Isso poderia

gerar picos de probabilidade na região da brana que, em tese, poderiam ser verificados

experimentalmente. No entanto, esses cálculos envolvem análises numéricas que estão

fora do escopo desta tese [90–92]. Acredito que os resultados acima ilustram bem os

problemas dos modos massivos. Conclusões similares são obtidas para outros mundos-

brana e, também, para outros campos. Em razão disso, não realizaremos essa discussão

nas próximas seções para os campos espinorial e vetorial.

4.3 Aplicação - Campo espinorial

Mencionamos antes que o caráter matricial da equação de Dirac e sua de-

pendência com o número de dimensões do espaço-tempo pode tornar complicada a dis-
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cussão da localização. Assim, nos limitamos ao estudo do confinamento do campo espi-

norial em 5 dimensões. Nessa configuração dimensional, a métrica foi escrita na forma

ds2 = e2A(y)ĝµν(x)dxµdxν + e2B(y)dy2. (4.19)

Vamos aplicar as condições de consistência (4.9) e (4.10) nesse cenário. Para 5D, podemos

escrevê-las como

Tmµν(x, y) = T̂mµν(x), e Tmjk(x, y) =
1

2
e2(B−A)T̂m(x). (4.20)

Discutimos no caṕıtulo (3) o confinamento do campo espinorial partindo de

uma lagrangiana na forma

Lm(x, y) = −iΨ̄ΓMDMΨ− λf(y)Ψ̄Ψ. (4.21)

Com f(y) uma função escalar a ser definida adequadamente (convenientemente) para

alcançar o confinamento. A partir dessa lagrangiana, podemos calcular o tensor energia-

momento

TmMN(x, y) = iΨ̄(x, y)Γ(MDN)Ψ(x, y) + gMNLm(x, y). (4.22)

No estudo realizado no caṕıtulo (3), usamos um ansatz para o modo-zero

espinorial dada pela equação

Ψ(x, y) =
∑
n

Ψn(x, y) =
∑
n

[
ψ+
(n)(x)ξ+n (y) + ψ−(n)(x)ξ−n (y)

]
. (4.23)

Como mostramos, as soluções do modo-zero para as funções ξ±0 (y) são dadas por

ξ±0 (y) = c± exp

[
±λ
∫
y

dzeB(z)f(z)− 2A(y)

]
. (4.24)

No caṕıtulo anterior, argumentamos que apenas uma dessas soluções pode ser confinada

com uma escolha adequada da função f(y). Agora, vejamos como ficam as condições de

consistência para esse modo-zero.

Separando a equação (4.22) em componentes e levando em conta apenas o

modo-zero, temos

Tm,0,±µν (x, y) = eA(y)(ξ±0 )2
[
iψ̄±0 (x)Γ̂(µD̂ν)ψ

±
0 (x) + ĝµνL̂

m,±
0 (x)

]
, (4.25)

Tm,0,±yy (x, y) = e2B(y)−A(y)(ξ±0 )2L̂m,±0 (x), (4.26)

onde já usamos as definições do caṕıtulo (3) para as matrizes gamma e as expressões

acima são válidas apenas para a quiralidade confinada (a não localizada é feita igual a
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zero). Além disso,

L̂m,±(x) = −iψ̄±0 (x)Γ̂ρD̂ρψ
±
0 (x). (4.27)

Da expressão (4.25), obtemos que a condição de consistência (4.9) é satisfeita se

eA(y)ξ±0 (y)2 = constante.

Após algumas manipulações, podemos mostrar que se a condição acima é satisfeita, a

segunda condição de consistência dada na equação (4.10) também é. Usando as soluções

(4.24), a condição acima é equivalente a seguinte relação,

±2λ

∫
y

dzeB(z)f(z)− 3A(y) = constante. (4.28)

Portanto, a consistência com a equação de Einstein impõe uma forma muito espećıfica à

função f(y). Se desejamos confinar a solução ξ+0 , a função escalar deve ser

f(y) = +
3

2λ
e−B(y)dA(y)

dy
.

Para confinar a solução ξ−0 , a função escalar é a mesma, mas com o sinal trocado (+→ −).

Aqui, já fica claro que, sem o acoplamento (λ = 0), as condições de consistência não

podem ser satisfeitas para qualquer y. Observe que a condição de consistência, assim

como a integral na dimensão extra, exclui uma das quiralidades.

Com isso, podemos analizar alguns mecanismos de localização apresentados

na literatura para o campo espinorial. A referência [42], por exemplo, propõe f(y) igual

a ‘função’ sinal, isto é,

f[Bajc](y) ∝ sgn(y),

para confinar o campo espinorial no modelo RS-II[17]. Como nesse mundo-brana, B(y) =

0 e A(y) = −k|y|, a derivada de A(y) dá exatamente a função sinal e, portanto, essa

proposta é consistente com a equação de Einstein. Já os mecanismos apresentados nas

refs. [19,48,50,70], para confinar o spinor em modelos de brana espessa, não obedecem aos

requisitos apresentados acima, desta forma, acreditamos que estes trabalhos devem ser

revistos. Vale comentar que para modelos de brana espessa em 5D, o superpotencialW(Φ)

é proporcional a derivada do fator de deformação A(y) [93]. Portanto, nesses modelos,

podemos escrever f(z) ∝ e−B(z)W(Φ), o que leva à L[int] ∝ e−B(z)W(Φ)Ψ̄Ψ. Há na

literatura toda uma discussão sobre o papel do superpotencial em teorias supersimétricas

[94], no entanto, não iremos aprofundar essa discussão aqui. Com isso, encerramos essa

seção e passamos agora ao estudo do campo vetorial.
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4.4 Aplicação - Campo vetorial abeliano

Vejamos agora a aplicação das condições de consistência ao caso do campo

vetorial abeliano. Essa discussão já foi realizada antes para o modelo de brana RS-II

[72]. Recentemente, em dois artigos que publicamos, generalizamos essa discussão para

um número arbitrário de dimensões extras e exploramos alguns caso com interação [73,

74]. Abaixo, apresentamos alguns dos principais resultados obtidos nesses artigos. Aqui,

novamente, não há necessidade de restrição do número de dimensões extras, portanto,

iremos usar a métrica geral (4.3).

4.4.1 Campo vetorial livre

Começaremos essa discussão com o caso do campo vetorial livre. No caṕıtulo

(3), estudamos o confinamento deste campo partindo de uma ação com a lagrangiana

Lm(x, y) = −1

4
FMNFMN . (4.29)

Com isso, mostramos que é posśıvel obter uma teoria efetiva na brana para um campo de

gauge Atµ. Para isso, propusemos a decomposição AM =
(
Atµ + ∂µθ,Bj

)
, separamos uma

lagrangiana para as componentes Atµ e calculamos as equações de movimento para este

campo. Depois, usando o ansatz

Atµ(x, y) =
∑
n

Ât(n)µ (x)ξn(y),

mostramos que existe uma solução para o modo-zero válida para qualquer modelo de

brana e dada por ξ0(1)(y) = c0. Então, comentamos sobre os modelos de brana em que o

confinamento pode ser alcançado. Agora, vamos usar essa mesma configuração de campo

para testar a consistência desse confinamento.

A exemplo dos casos anteriores, vamos calcular o tensor energia-momento para

a lagrangiana (4.29). Fazendo isso, obteremos

TmMN(x, y) = FMP (x, y)F P
N (x, y) + gMNLm(x, y). (4.30)

Usando a configuração de campo mencionada acima e considerando apenas a contribuição

do modo-zero, podemos escrever as componentes (µ, ν) como

Tmµν(x, y) = e−2A(y)ξ20(y)
[
F̂ t
µρ(x)F̂ t ρ

ν (x) + ĝµν(x)L̂m0 (x)
]
. (4.31)
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Com isso, vemos que a condição de consistência (4.9) será satisfeita apenas quando

e−2A(y)ξ20(y) = constante.

Visto que, para alguns modelos, a única solução que permite o confinamento é a constante

ξ0(1)(y) = c0, conclúımos que a condição de consistência requerida não pode ser satisfeita.

Além disso, esse resultado independe do número de dimensões extras ou do modelo de

brana considerado. Quanto a segunda condição de consistência, (4.10), não há necessidade

de testá-la, uma vez que a condição acima já não pode ser satisfeita.

Esse resultado põe em xeque uma variedade de modelos, especialmente em 6

dimensões, os quais afirmam que o campo vetorial é confinado usando apenas o acopla-

mento mı́nimo com gravidade [53,57,58,86]. Para esses modelos, a integral nas dimensões

extras é finita, mas, como acabamos de mostrar, a solução obtida para ξ0(1)(y) não é

compat́ıvel com a equação de Einstein. Esse resultado sugere, portanto, que os efeitos do

campo vetorial livre sobre a métrica não podem ser ignorados. Aqui, temos duas formas

de tratar esse problema, modificar a métrica ou propor algum mecanismo de localização

para o campo vetorial. Vamos optar pela segunda opção por dois motivos: primeiro,

porque é mais fácil; segundo, porque, como vimos no estudo da localização, o campo

vetorial livre não pode ser confinado para uma variedade de modelos e, para que isso seja

alcançado, recorre-se a mecanismos de localização.

4.4.2 Campo vetorial com interação

Como acabamos de verificar, o confinamento do campo vetorial livre, com a

solução ξ0(y) = c0, não pode ser consistente com a equação de Einstein. Assim, vejamos

agora alguns casos em que um mecanismo de localização é usado para confinar o campo

vetorial. Mais uma vez, é conveniente separarmos essa discussão para os casos com apenas

uma dimensão extra, em que a métrica é na forma

ds2 = e2A(y)ĝµνdx
µdxν + e2B(y)dy2, (4.32)

e o caso geral com número arbitrário de dimensões extras. Desta forma, conseguiremos

abordar uma variedade de modelos de brana e tornar a discussão mais didática.

a) Acoplamento com campo escalar

Como já discutimos, um mecanismo muito comum usado em modelos de brana

espessa com apenas uma dimensão extra é aquele em que o campo vetorial é acoplado

a uma função escalar por meio do field strengh [19,66,67,80,87,88]. Nesses modelos,
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a lagrangiana é na forma

Lm = −1

4
H(y)FMNFMN . (4.33)

Como mostramos antes, a função H(y) é escolhida convenientemente de modo que

o confinamento seja posśıvel. Visto que já discutimos a questão do confinamento,

vamos direto a análise da consistência. Para isso, usaremos a mesma configuração

de campo usada na subseção (3.4.2) quando estudamos o confinamento do campo

vetorial com esse mecanismo.

A partir da lagrangiana (4.33), podemos obter o tensor energia-momento

TmMN = H(y)

[
FMPF P

N − 1

4
gMNFPQFPQ

]
, (4.34)

onde consideramos que não há fatores de métrica na função H(y). Mais uma vez,

vamos nos limitar ao caso do modo-zero e, portanto, as componentes (µ, ν) do tensor

acima ficam

Tm,0µν (x, y) = e−2A(y)H(y)ξ20(y)

[
F̂ t(0)
µρ (x)F̂ t(0)ρ

ν (x)− 1

4
ĝµν(x)F̂

t(0)
ρλ (x)F̂ ρλ

t(0)(x)

]
. (4.35)

Dessa expressão, a condição de consistência (4.9) será satisfeita apenas se

e−2A(y)H(y)ξ20(y) = constante.

Como vimos no caṕıtulo (3), o confinamento do modo-zero neste modelo é realizado

usando também a solução constante ξ0(1)(y) = c0. Portanto, eliminamos qualquer

arbitrariedade na escolha da função H(y) e, pela relação acima, ela deve ser na

forma

H[Consist](y) ∝ e2A(y).

Essa forma da função escalar restringe consideravelmente os modelos que são con-

sistentes com esse tipo de acoplamento. Quanto a condição (4.10), após algumas

manipulações, podemos mostrar que ela também é satisfeita. Vejamos alguns exem-

plos abaixo.

Na referência [19], os autores definem H[Kehagias](y) = e
λ
2
A(y) e, pelo argumento de

integral finita, encontram uma faixa de valores de λ que permite o confinamento,

a saber, λ > −1/2. Comparando essa função com nosso resultado, H[Consist](y),

conclúımos que o parâmetro λ possui um valor bem definido e dado por λ = 4. Esse

valor está na faixa permitida pelo argumento de integral finita. Outro exemplo é

o modelo [80], onde se usa H[Fu](y) = eλ
√
rA(y), e a localização é alcançada para
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λ ≥ −
√
r, com 0 < r < 1. Comparando essa função com nosso resultado, obtemos

λ = 2√
r
, o que também está entre os valores permitidos. Portanto, os dois modelos

acima podem ser consistentes com a equação de Einstein se fixamos os parâmetros

nos valores indicados.

Outro exemplo bem interessante, é o apresentado na ref. [87], onde a função escalar

é definida como H[Chumbes](y) = H(φ) ∝ ∂W 2s(φ)
∂φ

. Como discutimos no caṕıtulo (3),

os autores mostram que este mecanismo funciona para o modelo discutido na ref.

[18], onde a função escalar assume a forma HGremm
[Chumbes](y) = sech2s (cy). E também

para o modelo apresentado na referência [19], onde HKehagias
[Chumbes](y) = sech4s (cy).

Se comparamos esses dois resultados com nossa condição de consistência, a saber,

H[Consist](y) ∝ e2A(y), conclúımos que apenas o primeiro caso, HGremm
[Chumbes](y), pode

ser consistente, pois o fator de deformação é e2A(y) = sech2b (cy). Para o modelo

[19], o fator de deformação é dado por e2A(y) = sech4b (cy) e−b tanh
2(cy), portanto,

HKehagias
[Chumbes](y) 6= e2A(y) e isso não é compat́ıvel com nossa condição de consistência.

Resultados similares a este último são obtidos para outros modelos de brana espessa,

como em [80]. Esta conclusão indica que a proposta H[Chumbes](y) = H(φ) ∝ ∂W 2s(φ)
∂φ

não tem uma validade geral, como afirmado pelos autores. Apesar de permitir o

confinamento para uma variedade de mundos-brana.

Note a importância do teste de consistência. Ele nos permitiu obter alguns resulta-

dos (condições) que o argumento de integral finita não evidência. Por exemplo, para

os modelos [19, 80] alguns parâmetros antes “livres” são fixados pelas condições de

consistência. Já para o caso [87], a aparente validade geral do mecanismo, preten-

dida pelos autores, não se confirma quando fazemos o teste de consistência.

b) Mecanismo de localização GN

Agora, vejamos o mecanismo não-covariante proposto por K. Ghoroku e A. Naka-

mura (GN) na ref. [68] e que discutimos no caṕıtulo anterior. A lagrangiana para o

campo vetorial com esse mecanismo GN é escrita na forma

Lm = −1

4
FMNFMN − 1

2

[
M2 + λδ(y)

]
AMAM . (4.36)

Como discutimos naquele caṕıtulo, é posśıvel obter um campo vetorial com simetria

de gauge abeliana Atµ. Ao propor a separação de variáveis Atµ =
∑

n Â
t(n)
µ (x)ξn(y),

mostramos que a solução de modo-zero é dada por

ξ0(y) = c0 exp

[
− λ

2k
A(y)

]
, (4.37)
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onde λ = 2
(
k −
√
k2 +M2

)
e a localização é obtida para λ < 0. Vejamos se este

mecanismo pode ser consistente.

A partir da lagrangiana (4.36), podemos obter o tensor energia-momento e as com-

ponentes (µ, ν) para o modo-zero ficam na forma

Tm,(0)µν (x, y) = e−2A(y)ξ20(y)

[
F̂ t(0)
µρ (x)F̂ t(0)ρ

ν (x)− 1

4
ĝµν(x)F̂

t(0)
ρλ (x)F̂ ρλ

t(0)(x)

]
. (4.38)

Mais uma vez, para que a condição de consistência (4.9) seja satisfeita, devemos ter

e−2A(y)ξ20(y) = constante.

Usando a solução (4.37), fixamos os dois parâmetros do modelo, λ = −2k e |M | =
√

3|k|, e estes passam a depender apenas de k que é relacionado com a constante

gravitacional no bulk. Também aqui, após algumas manipulações, podemos mostrar

que a condição (4.10) é satisfeita. Portanto, esse modelo também é consistente com

as equações de Einstein e, assim como nos casos anteriores, os parâmetros “livres”

são fixados pelas condições de consistência.

c) Acoplamento geométrico

Para concluir essa discussão sobre a consistência, vejamos agora o mecanismo de

localização proposto nas referências [69, 71, 89]. No caṕıtulo anterior discutimos o

confinamento partindo de uma lagrangiana na forma

Lm = −1

4
FMNFMN +

λ1
2
RAMAM +

λ2
2
RMNAMAN , (4.39)

em queR eRMN são o escalar e o tensor de Ricci, respectivamente. Como mostramos

no caṕıtulo (3), podemos obter um campo vetorial com simetria de gauge confinado

na brana, em que a solução para o modo-zero é na forma

ξ0(y) = c0 exp [aA(y)] . (4.40)

Além disso, para que essa solução exista, as equações (3.46) e (3.47) devem ser satis-

feitas. Antes de passarmos ao teste de consistência, façamos um breve comentário

sobre o tensor energia-momento desse modelo.

Dada a lagrangiana (4.39), o tensor energia-momento terá termos com acoplamentos

na forma RAMAM e RMNAMAN . Visto que os objetos R e RMN são da ordem de

(AN)2, pela equação de Einstein, os termos de interação são de quarta ordem em

AN . Em razão disso, iremos simplesmente descartar esses termos de ordem superior

à (AN)2.
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Nessa configuração de campo e considerando apenas o modo-zero, as componentes

(µ, ν) do tensor energia-momento para o campo At(0)µ ficam

Tm,0µν (x, y) ∼ e−2A(y)ξ20(y)

[
F̂ t(0)
µρ (x)F̂ t(0)ρ

ν (x)− 1

4
ĝµν(x)F̂

t(0)
ρλ (x)F̂ ρλ

t(0)(x)

]
. (4.41)

Portanto, usando a solução de modo-zero (4.40), a consistência requer que a = 1.

Também para este caso, essa condição implica na fixação de parâmetros. Veja que

se usamos a = 1 nas equações para os parâmetros λ1 e λ2, podemos mostrar que

λ2 =
D − 4

D − 2
e λ1 =

1

(D − 2)(D − 1)
. (4.42)

Assim, o mecanismo apresentado acima pode ser feito de forma consistente com

a equação de Einstein. No entanto, vale reforçar que isso só acontece se os dois

parâmetros são não nulos. Se consideramos, por exemplo, o caso em que somente

a interação com o escalar de Ricci está presente, isso quer dizer que λ2 = 0. Nesse

caso, podemos verificar facilmente, usando as relações entre os parâmetros em (3.45)

e (3.46), que a condição de consistência a = 1 não pode ser obtida. O mesmo vale

se mantivermos apenas a interação com o tensor de Ricci (λ1 = 0).

d) Mecanismo geral para codimensão arbitrária

Quando discutimos o confinamento do campo vetorial no caṕıtulo (3) usando o aco-

plamento geométrico, vimos que as soluções obtidas para o modo-zero, tanto no caso

de codimensão 1 como no caso de codimensão arbitrária, são muito similares. Na

verdade, a discussão que realizamos acima no item (c), não faz nenhuma menção

ao número de dimensões extras e, portanto, também se aplica a este caso de codi-

mensão arbitrária. Desta forma, não há necessidade de repetirmos essa discussão

aqui.

Como pudemos notar, as condições de consistência podem ser usadas não so-

mente como um teste de viabilidade do modelo, mas também como fonte de informação

sobre os parâmetros do sistema ou até determinar a forma das interações, o que outros

meios não fornecem. Com isso conclúımos esse caṕıtulo sobre a consistência. Passemos

agora a outra discussão interessante nesse contexto de localização de campo em mundos-

brana.
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5 CONFINAMENTO POR SIMETRIA

Os três caṕıtulos anteriores trataram da localização de alguns campos do Mo-

delo Padrão, a saber, os campos escalar, espinorial e vetorial abeliano, e sua consistência

com a equação de Einstein. Agora, iremos mudar um pouco a perspectiva e introduzir

uma discussão sobre o confinamento de campos através de simetrias. Na verdade, quere-

mos explorar um contexto espećıfico em que uma simetria pode ser usada para deduzir a

localização de campos. Para essa discussão, vamos considerar apenas campos bosônicos.

Como sabemos, em 4 dimensões e on-shell, o campo escalar é equivalente ao

campo de Kalb-Ramond e o campo vetorial abeliano livre é auto-dual [95,96]. Essa equi-

valência é uma consequência da simetria de dualidade Hodge (DH), que relaciona uma

p-forma a uma (D − p)-forma em um espaço D-dimensional. Isso posto, uma pergunta

natural a se fazer é, uma vez que uma p-forma é confinada em determinado mundo-brana,

podemos afirmar que seu dual também é localizado? Um estudo nesse sentido já foi reali-

zado na referência [72], para mundos-brana em codimensão 1 com métrica tipo RS-II [17].

Em um artigo que publicamos recentemente [74], fizemos uma generalização desse estudo

para modelos em codimensão 2 e obtivemos alguns resultados bastante interessantes que

apresentaremos a seguir.

5.1 Dualidade Hodge em Mundos-Brana

Vamos iniciar discutindo a dualidade Hodge em cenários de brana e suas con-

sequências para o confinamento dos campos. Para isso, escreveremos a lagrangiana de um

campo p-forma livre A[p] na seguinte forma,

L(p) = − 1

2(p+ 1)!
FM1...Mp+1FM1...Mp+1 , (5.1)

onde FM1...Mp+1 = (p + 1)∂[M1AM2...Mp+1] são as componentes do field strength F[p+1] =

dA[p]. A lagrangiana (5.1) é invariante pela transformação de gauge

A′[p] = A[p] + dθ[p−1], (5.2)

em que θ[p−1] é uma (p− 1)-forma. Devido à simetria acima, nem todas as componentes

da p-forma são independentes. Na verdade, podemos mostrar que para uma p-forma não

massiva e após a fixação completa dos gauges, o campo A[p] tem

D−2Cp ≡
(D − 2)!

p!(D − 2− p)!
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graus de liberdade. Por exemplo, em 4 dimensões, uma 0-forma (campo escalar) e uma

2-forma (campo de Kalb-Ramond) têm 2C0 = 2C2 = 1 grau de liberdade. É nesse sentido

que dizemos que esses campos são equivalentes, pois eles contém, on-shell, o mesmo

conteúdo f́ısico.

Como mencionamos acima, a dualidade Hodge (DH) relaciona uma q-forma e

uma (D − q)-forma. Para mostrar isso, escrevemos a transformação de dualidade Hodge

(?F)M1...MD−(p+1) = −(−1)(p+1)(D−p−1)

(p+ 1)!
√
−g

εM1...MD−p−1N1...Np+1FN1...Np+1 , (5.3)

onde (?F)M1...MD−(p+1)
são as componentes de (?F)[D−(p+1)] ≡ dB[D−p−2] e εN1...ND é o

śımbolo de Levi-CivitaD-dimensional. Observação, o campo B[D−p−2] não possui nenhuma

relação com as componentes Bj que usamos nos caṕıtulos anteriores. Aqui, ambos os

campos A[p] e B[D−p−2] são formas diferenciais definidas no espaço D dimensional. Quanto

a simetria, não é dif́ıcil mostrar, usando a transformação (5.3) e as propriedades do śımbolo

de Levi-Civita, que

1

2(p+ 1)!
FN1..Np+1FN1..Np+1 =

1

2(D − p− 1)!
(?F)N1..ND−(p+1)(?F)N1..ND−(p+1)

, (5.4)

o que demonstra a simetria. Agora veja, os graus de liberdade estão contidos nos campos

A[p] e B[D−p−2]. E como discutimos acima, uma q-forma tem, on-shell, D−2Cq graus de

liberdade. Aplicando isso aos campos acimas, obteremos que A[p] tem D−2Cp e B[D−p−2]
tem D−2CD−p−2 componentes independetes, isto é, após todos os gauges fixados. Usando

a definição de D−2Cq dada acima, é fácil mostrar a identidade D−2Cp = D−2CD−p−2.

Assim, ambos os campos possuem o mesmo número de graus de liberdade sendo, portanto,

campos equivalentes como a equação (5.4) indica [97]. Para firmar a denominação, mesmo

que a transformação de dualidade Hodge seja aplicada aos fields strength, são os campos

A[p] e B[D−p−2] que contêm os graus de liberdade e, portanto, chamaremos esses campos

de duais.

O desenvolvimento que apresentamos acima tem algumas consequências im-

portantes, e interessantes, para o estudo da localização de p-forma. Essas consequências

podem ser resumidas nas duas afirmações seguintes.

- Afirmação (i): O confinamento, se posśıvel, deve ocorrer para ambos os campos,

a p-forma e seu bulk dual (D − p− 2)-forma.

Esta é uma consequência imediata da equação (5.4). Como as lagrangianas para

A[p] e B[D−p−2] são iguais, as respectivas ações também devem ser. Assim, se a ação

para o campo A[p] tem a integral nas dimensões extras finita, por consistência, a

ação para o campo B[D−p−2] também deve ter.
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- Afirmação (ii): A dualidade Hodge deve ser válida mesmo após a redução dimen-

sional, isto é, para os campos efetivos na brana.

Esta é uma consequência de (5.3), que pode ser verificada quando decompomos os

campos do bulk em campos efetivos na brana.

Essas afirmações são simples, mas elas nos fornecem informações importantes

sobre o confinamento das p-forma. Façamos alguns comentários gerais sobre os cam-

pos efetivos na brana antes de particularizarmos as considerações acima para o caso de

codimensão 2.

Em cenários de brana, é sempre posśıvel escrever uma q-forma em termos de

componentes da seguinte maneira,

AN1..Nq =
(
Aµ1..µq ,Aµ1..µq−1j1 ,Aµ1..µq−2j1j2 , ...,Aµ1..µq−(D−d)j1,..,jD−d

)
.

Todas as componentes acima são q-formas no bulk, mas elas são vistas na brana como uma

q-forma Aµ1..µq , (q − 1)-formas Aµ1..µq−1j1 , (q − 2)-formas Aµ1..µq−2j1j2 e assim por diante.

Esse é o espectro de campos efetivos posśıveis na brana. Um procedimento comum na

literatura, ao estudar o confinamento desses campos, é considerar apenas as componentes

Aµ1..µq não nulas [98–100]. Assim, uma q-forma no bulk será localizada e vista na brana

como uma q-forma. A prinćıpio, e para alguns casos é permitido, se poderia argumentar

que esses campos são eliminados devido à simetria de gauge (5.2). No entanto, ao contar

os graus de liberdade, podemos verificar que essa simetria não permite, de modo geral,

eliminar todas as componentes

Aµ1..µq−1j1 ,Aµ1..µq−2j1j2 , ...,Aµ1..µq−(D−d)j1,..,jD−d .

Por exemplo, um campo vetorial em D dimensões pode ser escrito como AN = (Aµ,Aj),
onde Aµ será um campo vetorial d-dimensional na brana e Aj serão (D − d) campos

escalares (j = 1, .., D − d). Ao contar os graus de liberdade do campo no bulk, teremos

D−2C1 = (D − 2) graus de liberdade, portanto, podemos eliminar apenas duas das D

componentes que AN possui. Desta forma, para D > 6 não podemos eliminar todas as

componentes escalares Aj por simetria de gauge. Outra forma de verificar isso para um

caso qualquer, é recorrendo às afirmações (i) e (ii).

Observe que pela afirmação (i), podeŕıamos ter apenas as componentes Aµ1..µq
não nulas. Assim, teŕıamos os campos Aµ1..µp e Bµ1..µD−p−2

diferentes de zero, a equação

(5.4) ficaria

1

2(p+ 1)!
Fµ1..µp+1Fµ1..µp+1 =

1

2(D − p− 1)!
(?F)µ1..µD−(p+1)(?F)µ1..µD−(p+1)
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e isso ainda poderia funcionar de alguma forma. Entretanto, pela afirmação (ii), notamos

que isso não pode ser consistente. Pois, em uma brana d-dimensional, a dualidade Hodge

deve ser entre Âµ1..µp e B̂µ1..µd−p−2
. Para o campo Aµ1..µp não há problema, uma vez que

ele é visto na brana como uma p-forma Âµ1..µp . No entanto, partindo das componentes

Bµ1..µD−p−2
não é posśıvel obter o campo efetivo B̂µ1..µd−p−2

. Desta forma, a validade

(aplicabilidade) da afirmação (ii) requer que outras componentes, além da q-forma efetiva,

estejam presentes no modelo. Vejamos, por exemplo, o caso do campo escalar em 6

dimensões. O bulk dual desse campo é uma 4-forma. Uma 4-forma pode ser decomposta,

para uma brana 4-dimensional, como

BN1N2N3N4 = (Bµ1µ2µ3µ4 ,Bµ1µ2µ3j,Bµ1µ2j1j2) ,

que serão “vistos” na brana como uma 4-forma, 3-forma e 2-forma, respectivamente. Não

há outras componentes, pois só temos duas dimensões extras e os campos são totalmente

antissimétricos. Por outro lado, o dual de um campo escalar em 4 dimensões é uma 2-

forma. Portanto, entre os campos do espectro de BN1N2N3N4 , pelo menos a componente

Bµ1µ2j1j2 , que é uma 2-forma na brana, deve ser não nula para que a afirmação (ii) possa

ser realizada. Iremos discutir mais esse caso na próxima seção. Mostraremos a seguir que

se um campo é confinado seu dual também é e, além disso, essa localização preserva a

dualidade na brana, comprovando assim as afirmações (i) e (ii).

5.2 Localização de p-Formas em Codimensão 2

Na seção anterior, obtivemos importantes resultados qualitativos sobre o papel

da dualidade Hodge no confinamento dos campos. Agora vamos mostrar, quantitativa-

mente, como as afirmações (i) e (ii) podem ser usadas para confinar campos sem tratar

diretamente as equações de movimento. Para que possamos incluir na discussão o maior

número posśıvel de mundos-brana em codimensão 2, consideraremos a métrica genérica

ds2 = gMNdx
NdxM = e2A(y)ĝµν(x)dxµdxν + ḡjk(y)dyjdyk, (5.5)

onde µ, ν = 1, .., d e j, k = 1, 2. Por simplicidade, vamos tratar a seguir o caso do campo

escalar e seu dual.

Vimos no caṕıtulo (3) que o campo escalar pode ser confinado para qualquer

modelo com gravidade localizada. Como sabemos um campo escalar é uma 0-forma

A[p=0], ou seja, tem apenas uma componente φ(x, y). Em mundos-brana com codimensão

2, temos (d + 2)-dimensões, portanto, o bulk dual desse escalar é uma d-forma B[d]. A
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ação para essa d-forma é

S = − 1

2(d+ 1)!

∫
ddxd2y

√
−g(?F)N1..Nd+1

(?F)N1..Nd+1 . (5.6)

Em que (?F)N1..Nd+1
= (d+1)∂[N1BN2..Nd+1]. Como já discutimos no fim da seção anterior,

o dual de um campo escalar em uma brana d-dimensional, é uma (d−2)-forma. Portanto,

entre as componentes do campo BN1..Nd , a saber,

BN1,..,Nd =
(
Bµ1,..,µd ,Bµ1,..,µd−1j,Bµ1,..,µd−2jk

)
,

a componente que devemos usar é a Bµ1,..,µd−2jk, visto que ela será confinada na brana

como uma (d− 2)-forma.

Agora, vamos assumir que as demais componentes, a saber, Bµ1,..,µd e Bµ1,..,µd−1j,

são zero. Observe que isso não prejudica nossa aplicação, pois essas componentes já se-

riam eliminadas naturalmente. Veja, Bµ1,..,µd e Bµ1,..,µd−1j são “vistos” na brana como uma

d-forma e uma (d − 1)-forma. Os respectivos fields strength na brana para essas compo-

nentes seriam uma (d+ 1)-forma e uma d-forma. Como a brana tem apenas d-dimensões,

o primeiro é identicamente nulo e o segundo é proporcional ao śımbolo de Levi-Civita.

Portanto, esses campos não possuem dinâmica.

Retornando as componentes Bµ1,..,µd−2jk, podemos propor a separação de variáveis

Bµ1,..,µd−212(x, y) = B̂µ1,..,µd−2
(x)ψd(y)

e escrever a ação (5.6) como

S ∝ −
∫
ddxd2y

√
−g(?F)µ1..µd−112(?F)µ1..µd−112

= −
∫
ddx
√
−ĝ(?F̂ )µ1..µd−1

(?F̂ )µ1..µd−1

∫
d2ye−(d−2)A(y)

√
ḡḡ11ḡ22ψ2

d(y), (5.7)

em que definimos (?F̂ )µ1..µd−1
= (d − 2)∂[µ1B̂µ2,..,µd−1](x). A prinćıpio, não podeŕıamos

afirmar mais nada sem conhecer a função ψd(y). No entanto, por conta da afirmação (ii),

podemos obter uma ‘solução’ para essa função sem passar pela equação de movimento.

Note que estamos lidando apenas com dois campos, φ(x, y) e Bµ1,..,µd−212(x, y).

Portanto, a partir da equação (5.3), podemos escrever as componentes

(?F)µ1..µd−112 =
(−1)(d+1)

√
−g

εµ1..µd−1µ12Fµ. (5.8)

Usando a métrica e os ansatz para os modos-zeros φ(x, y) = e−
d
2
Aφ̂0(x)ξ0(y) [igual ao do
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caṕıtulo (3)] e Bµ1,..,µd−212(x, y) = B̂µ1,..,µd−2
(x)ψd(y), obtemos

e−2(d−1)A(y)ḡ11ḡ22ψd(y)(?F̂ )µ1..µd−1 =
(−1)(d+1)e−

d
2
Aξ0(y)

edA(y)
√
ḡ
√
−ĝ

εµ1..µd−1µ12F̂µ. (5.9)

Logo, pela afirmação (ii) devemos ter

(?F̂ )µ1..µd−1(x) =
(−1)(d+1)√
−ĝ(x)

εµ1..µd−1µF̂µ(x),

o que nos dá,

e−2(d−1)A(y)ḡ11(y)ḡ22(y)ψd(y) =
e−

d
2
Aξ0(y)

edA(y)
√
ḡ(y)

.

A partir dessa relação, obtemos a ‘solução’ para ψd(y) que é dada por,

ψd(y) = e−
d
2
Ae(d−2)A(y)ξ0(y)

√
ḡ11(y)ḡ22(y), (5.10)

onde usamos o fato de que ḡ = ḡ11ḡ22. Com essa ‘solução’, podemos analisar a integral

nas dimensões extras em (5.7), pois a solução para ξ0(y) é conhecida [Eq. (3.8)]. Fazendo

isso, aquela integral fica

Kd ≡
∫
d2y
√
ḡ(y)e−2A(y)ξ20(y), (5.11)

A integral acima é exatamente aquela que obtivemos para o campo escalar na equação

(3.11). Portanto, valem as mesmas conclusões. Ou seja, sempre que o campo escalar é

confinado em codimensão 2 seu dual na brana, a saber, a (d − 2)-forma, também será.

Mas atenção as relações de dualidade. No bulk temos

φ(x, y)↔ BN1..Nd

e esses campo são confinados na brana como

φ̂(x)↔ B̂µ1,..,µd−2
(x),

sempre preservando a dualidade Hodge. Desta forma, sem fazer menção as equações de

movimento do campo BN1..Nd , conseguimos inferir a localização de outro campo, além do

escalar, somente por argumentos de simetria.

Outro ponto importante que podemos discutir agora é sobre a consistência da

localização do campo dual. Isso pode ser verificado de forma direta. Na configuração de

campo acima, podemos calcular o tensor energia-momento a partir da ação (5.7) e obter

T dµν = ψ2
d(y)ḡ11(y)ḡ22(y)e−2(d−2)A(y)T̂ [d−2]

µν (x). (5.12)
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Com T̂
[d−2]
µν (x) sendo o tensor energia-momento para a (d− 2)-forma efetiva B̂µ1,..,µd−2

(x).

Para que a condição de consistência (4.9) seja satisfeita, devemos ter

ψ2
d(y)ḡ11(y)ḡ22(y)e−2(d−2)A(y) = constante.

Usando a solução (5.10), já com a solução do modo-zero ξ20(y) [Eq. (3.8)], é fácil verificar

que essa condição é satisfeita e, portanto, a localização da 2-forma efetiva B̂µ1,..,µd−2
(x),

assim como do seu dual 0-forma, é consistente com a equação de Einstein. No artigo

que publicamos [74], fazemos uma série de aplicações em diferentes modelos de branas

6-dimensionais e verificamos que esses resultados se confirmam para todos eles. Inclusive

para o campo vetorial, que pode ser confinado em muitos desses modelos, muito embora

essa localização não seja consistente com a equação de Einstein.

5.3 Aplicação

Para realizar uma aplicação dos resultados que obtivemos acima, vamos consi-

derar um modelo de brana espećıfico. De fato, vamos usar o modelo em 6 dimensões [33]

que apresentamos no caṕıtulo (2) e é descrito pela métrica

ds2 = e−ar+tanh(ar)

[
ηµνdx

µdxν +
tanh2(ar)

a2
dθ2
]

+ dr2, (5.13)

em que a é uma constante positiva. Para todos os resultados que se seguem, iremos

considerar d = 4 (3-brana). Como comentamos antes, esse modelo possui a geometria do

bulk assimptoticamente AdS6. Quanto ao confinamento dos campos nesse modelo, o caso

do campo vetorial livre já foi discutido em detalhes na referência [58]. Abaixo, discutimos

o caso do campo escalar.

Campo Escalar

Aqui, não há necessidade de realizarmos todos os cálculos novamente para o

campo escalar φ(x, r). Iremos simplesmente usar a métrica acima na equação (3.11), para

o modo-zero [Eq. (3.8)], e obter a integral

K
(escalar)
0 =

2πc21
a

∫ ∞
0

dre
1
2
[−ar+tanh(ar)] tanh(ar). (5.14)

A função no integrando é bem definida em todo o intervalo r ∈ [0,∞), portanto, a

convergência da integral é determinada pelo comportamento do integrando no infinito.

Nesse limite, obtemos simplesmente a integral de uma exponencial decrescente e, com

isso, podemos inferir que a integral acima é finita. Portanto, o modo-zero do campo

escalar será localizado.
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Agora, segundo a discussão que realizamos nas duas seções anteriores, uma

vez que localizamos o campo escalar (modo-zero), podemos assegurar, pela afirmação

(ii), o confinamento do seu brana dual, ou seja, um campo de Kalb-Ramond. Mas vale

lembra que esse campo de Kalb-Ramond não vem de uma 2-forma no bulk, mas sim, de

uma 4-forma. Portanto, vale a relação de dualidade no bulk 6-dimensional, φ(x, r) ↔
BM1M2M3M4(x, r), e, como esses campos são confinados na brana como φ̂(x) e B̂µ1µ2(x),

respectivamente, a dualidade Hodge na brana é preservada. Quanto a consistência dessa

localização, os resultados que apresentamos anteriormente na seção (4.2) já confirma a

consistência para o campo escalar. Para o campo dual, já mostramos no fim da seção

anterior.

Desta forma, conclúımos essa discussão. Como vimos, o confinamento pela si-

metria de dualidade Hodge é totalmente consistente como o argumento de integral finita.

Acreditamos que uma discussão similar possa ser aplicada a outras simetrias que tem essa

propriedade de relacionar campos como, por exemplo, transformações de supersimetria

(SUSY). Como foi mencionado em [42],

“...[We could ‘look for’ an] RS solution in some N =2 five-dimensional supergravity.

(...). Since the background RS localizes gravitons, by supersymmetry, its SUGRA

counterpart would also localize gravitinos.”

Além do graviton-gravitino, outros pares SUSY poderiam apresentar a mesma

caracteŕıstica. No entanto, essa análise está fora do escopo desta tese. Mas, assim como

[42], acreditamos que essa seria uma discussão interessante para estudos futuros.
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6 DISCUSSÃO E CONCLUSÃO

Um dos primeiros comentários que faremos é relacionado a geometria do bulk

antes e após o confinamento dos campos. No caṕıtulo (2), mencionamos uma série de

artigos com modelos de brana em cenários gravitacionais diversos. Mesmo com diferenças

senśıveis entre eles, a vasta maioria partilha uma caracteŕıstica comum, eles são espaços-

tempos assimptoticamente anti-de Sitter (AdS) [17–19, 21–24, 28, 32–35]. Isso quer dizer

que no limite y →∞ o escalar de Ricci (curvatura) assume um valor constante e negativo.

Por exemplo, no modelo de brana espessa 5-dimensional [18], o escalar de Ricci é dado

por

R[Gremm] = −20b2a2
[
1− (5b+ 2)

5b
sech2(ay)

]
. (6.1)

Desta forma, no limite assimptótico (y → ∞), a secante vai a zero e o escalar de Ricci

assume o valor R
[Gremm]
∞ → −20b2a2, o que evidencia a caracteŕıstica AdS (assimptótica)

do bulk. Esse resultado (AdS) se repete para os outros modelos mencionados acima.

Essa propriedade é importante, pois muitas vezes atribui-se a ela o confinamento da

gravidade. Isto é, o campo gravitacional é localizado porque o espaço-tempo é AdS [16].

Essa caracteŕıstica, no entanto, não é preservada no cenário com campos localizados. Isso

porque, a equação (6.1) é obtida para uma brana flat (Minkowski), para o caso em que

os campos são confinados, a métrica da brana deve mudar de ηµν para ĝµν(x). Assim, o

novo escalar de Ricci fica [Eq. (2.6)]

R
[Gremm]
brana 6=M4

= R̂(x) cosh2b(ay)− 20b2a2
[
1− (5b+ 2)

5b
sech2(ay)

]
. (6.2)

Essa nova expressão mostra que, assimptoticamente, a curvatura vai para infinito. Por-

tanto, de modo geral, a caracteŕıstica AdS não é preservada com a localização dos campos.

Isso, entretanto, não afeta o confinamento da gravidade. Como vimos na subsecção (2.2),

o confinamento das flutuações gravitacionais depende do fator de deformação A(y) e das

componentes ḡjk(y), os quais assumimos que não mudam com o confinamento dos campos.

Outra forma de verificar isso, é integrar a equação para o escalar de Ricci (2.6). Fazendo

isso para o modelo [18], obteremos algo na forma

S(g) ∼
∫
d4xdy

√
−ĝ(x)R̂(x)e(d−2)A(y) + (resultado flat), (6.3)

com eA(r) = sechb(ay). Assim, mesmo que o escalar de Ricci no bulk [Eq. (6.2)] seja diver-

gente, os termos de métrica no volume fazem com que a integral dele nas dimensões extras
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ainda permaneça finita. Esse resultado pode ser obtido também para outros modelos que

citamos. Isso é importante, pois assegura que, mesmo introduzindo os campos de matéria,

a gravidade permanecerá confinada. Um ponto que pode ser explorado futuramente em

outros trabalhos é sobre a natureza da singularidade que aparece no escalar de Ricci (6.2).

Fazendo um apanhado geral, mostramos no caṕıtulo (2) como os modelos de

brana são definidos, a prinćıpio, sem levar em conta a contribuição dos campos do Modelo

Padrão (MP) da f́ısica de part́ıculas. Naquele caṕıtulo, apresentamos alguns exemplos de

modelos de mundos-brana em 5 dimensões [17–19], em 6D [27–29, 33], além de citarmos

tantos outros [20–24,34,35,54]. No caṕıtulo (3), discutimos o procedimento padrão usado

para estudar o confinamento dos campos e aplicamos aos casos dos campos escalar, espino-

rial e vetorial abeliano, livres e com mecanismos de localização. Com isso, mostramos que

pelo argumento de integral finita apenas o campo escalar (modo-zero) pode ser confinado

para todos os modelos em que a gravidade é confinada. Quanto ao campo espinorial, nos

limitamos a mundos-brana 5-dimensionais, e mostramos que o campo livre não pode ser

confinado. No entanto, ao adicionar uma interação tipo-Yukawa L(m)
[int] = −λf(y)Ψ̄Ψ, con-

seguimos modificar a solução do modo-zero e, ao escolher adequadamente a função escalar

f(y), o confinamento pôde ser alcançado. Ainda assim, mesmo com uma certa liberdade

na escolha da função f(y), não é posśıvel confinar as duas quiralidades do campo espino-

rial Ψ. Para concluir o caṕıtulo (3), discutimos o caso do campo vetorial abeliano livre e

com interação. Para o caso livre, decompomos o campo vetorial no bulk AM em um setor

vetorial Atµ e um escalar Bj na brana, e mostramos que o confinamento do setor vetorial

(modo-zero) é posśıvel somente em algumas configurações dimensionais. Por exemplo,

em mundos-brana 6-dimensionais gerados por defeitos topológicos tipo cordas cósmicas

[46,54,55,58,85,86]. Para modelos em 5D, o campo vetorial livre não pode ser confinado

para nenhum dos modelos que analisamos. Para contornar esse problema apresentamos

alguns mecanismos de localização na subseção (3.4.2) [19, 68,69,71,80,87,89].

Todos esses resultados sobre localização já são conhecidos da literatura, e isso

inclui alguns artigos apresentados por nós. O ponto novo aqui, que apresentamos em dois

artigos [73,74], é o teste de consistência do procedimento mencionado acima. No caṕıtulo

(4), nos propomos a verificar se os efeitos de backreaction podem realmente ser ignorados e,

se sim, sob quais condições isso pode ser feito. Para isso, escrevermos a ação completa, com

as contribuições gravitacional e de matéria S(g)+S(m), e assumimos que a métrica de vácuo

obtida somente de S(g) ainda é válida. Isso nos levou a duas condições, (4.9) e (4.10), que

o tensor energia-momento dos campos de matéria deve satisfazer para que o confinamento

seja consistente. Satisfazer essas condições quer dizer que podemos adicionar campos no

bulk sem modificar o fator de deformação A(y) ou as componentes da métrica ḡjk(y). Isso é
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importante, visto que a localização da gravidade depende prioritariamente dessas funções,

como mostramos na subseção (2.2). Nas seções (4.2)-(4.4), aplicamos essas condições de

consistência aos casos dos campos escalar, espinorial e vetorial abeliano. Para os campos

livres, apenas o campo escalar (modo-zero) satisfaz essas condições e, portanto, pode ser

consistentemente confinado. O resultado mais significante ocorre para o campo vetorial

livre. Mostramos na equação (4.31), que essas condições não podem ser satisfeitas para o

campo vetorial livre em nenhum modelo de brana, independente do número de dimensões

extras. Esse resultado se mostrou deveras interessante, visto que para alguns modelos

em 6D [46,54,55,58,85,86], a integral nas dimensões extras é finita e, portanto, o campo

(modo-zero) é localizado, mas esse confinamento não é consistente.

Ainda nesse contexto, discutimos a consistência de alguns casos com interação

para o campo espinorial e vetorial. Mencionamos acima que, para o campo espinorial,

introduzimos uma interação tipo-Yukawa L(m)
[int] = −λf(y)Ψ̄Ψ e, pelo argumento de inte-

gral finita, escolh́ıamos adequadamente a função f(y) para confinar uma das quiralidades

do modo-zero. Ao aplicar as condições de consistência, essa arbitrariedade na escolha

de f(y) é eliminada e, por consistência com as equações de Einstein, ela deve ser na

forma f(y) = 3 exp[−B(y)]A′(y)/2λ. Comparamos esse resultado com algumas propos-

tas encontradas na literatura e verificamos que muitos mecanismos não são consistentes

[19, 48, 50, 70]. Quanto ao caso do campo vetorial, discutimos alguns mecanismos e não

obtivemos restrições sobre a forma da interação. Entretanto, as condições (4.9) e (4.10)

levaram à fixação dos parâmetros dos modelos. Todos esses resultados evidenciam que o

argumento de integral finita, embora necessário, não é suficiente para garantir um con-

finamento consistente. Além disso, as condições acima podem nos fornecer informação

sobre as interações e/ou parâmetros dos modelos que até então não se conhecia.

Para concluir, discutimos como a dualidade Hodge pode ser usada para inferir

o confinamento de campos em cenários de branas com codimensão 2. Apresentamos

duas afirmações, (i) e (ii), fundamentadas na simetria de dualidade Hodge e aplicamos

ao caso do campo escalar. Essas ferramentas podem ser usadas futuramente em estudos

de localização de campos para aumentar o espectro de campos confinados sem que seja

necessário recorrer ao procedimento convencional de integral finita.
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