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RESUMO

Redes neurais artificiais sao modelos computacionais baseados no sistema nervoso central que
sdo capazes aproximar fungdes desconhecidas, por isso realizam muito bem o reconhecimento
de padrdes. Ha diferentes tipos de redes neurais. Essa dissertacao trabalha exclusivamente com
Redes de Fun¢do de Base Radial (RBFN — em inglés). O principal elemento de uma RBFN ¢
exatamente a funcao de base radial a ser utilizada. O presente trabalho propde uma nova fungao
de base radial baseada na recém criada fun¢do de Lambert-Tsallis. A RBFN usando a fung¢ao de
Lambert-Tsallis foi entdo utilizada em duas tarefas: 1) Como classificador capaz de discriminar
estados de dois qubits entrelagados e ndo entrelagados. 2) Como estimador de funcao densidade
de probabilidade a partir de uma sequéncia aleatoéria de numeros. No primeiro caso estados
quanticos com entrelacamento maior que 0,1 foram corretamente classificados pela RBFN
proposta em pelo menos 97% dos casos. No segundo caso, a RBFN estimou com boa precisao
as func¢des densidade de probabilidade de dois conjuntos de dados amostrados, respectivamente,
de acordo com as distribui¢des Normal ¢ Cauchy. Em ambos os casos os resultados obtidos
foram comparados com os resultados obtidos por outra RBFN usando como fun¢do de base

radial a fun¢do ¢g-Gaussiana com diferentes valores de g.

Palavras-chave: Fun¢do 7, de Lambert-Tsallis. Disentropia relativa quantica. Redes de

funcdo de base radial. Fun¢ao densidade de probabilidade.



ABSTRACT

Artificial neural networks are computational models based on the central nervous system that
can approximate unknown functions, so they perform pattern recognition very well. There are
different types of neural networks. This dissertation works exclusively with Radial Base
Function Networks (RBFN). The main element of an RBFN is exactly the radial base function
used. The present work proposes a new radial base function based on the recently created
Lambert-Tsallis function. The RBFN using the Lambert-Tsallis function was then used in two
tasks: 1) As a classifier capable of discriminating between entangled and disentangled states of
two qubits. 2) As a probability density function estimator based on a random sequence of
numbers. In the first case, quantum states with entanglement greater than 0.1 were correctly
classified by the proposed RBFN in at least 97% of cases. In the second case, the RBFN
estimated the probability density functions of two sampled data sets with good precision,
according to the Normal and Cauchy distributions. In both cases the results obtained were
compared with the results obtained by another RBFN using the g-Gaussian function with

different values of ¢ as the radial basis function.

Keywords: Lambert-Tsallis /7, function. Quantum relative disentropy. Radial basis function

network. Probability density function.
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INTRODUCAO

Redes neurais artificiais sdo sistemas de computacdo com nds interconectados
que funcionam como os neurdnios do cérebro humano. Usando algoritmos, elas podem
reconhecer padroes escondidos e correlacdes em dados brutos, agrupa-los e classifica-los,
e — com o tempo — aprender e melhorar continuamente. O seu objetivo € fazer com que os
computadores resolvam problemas tais como o cérebro humano, SAS Insights (2019). Uma
Rede Neural de Base Radial (RBFN —em inglés) ¢ alimentada adiante e possui apenas duas
camadas, sendo uma a intermediaria e a ultima a camada de saida. Na camada intermediaria
as funcdes de ativacao dos neurdnios sdo ditas fungdes de base radial, Mota et al. (2011).
No presente trabalho, a fungdo W, de Lambert-Tsallis ¢ utilizada para construir uma func¢ao
de base radial util que pode ser usada com sucesso em uma Rede de Func¢do de Base Radial.
Duas RBFN foram construidas. O primeiro ¢ um classificador, treinado para identificar o
entrelacamento bipartido de estados de dois qubits. Para isso, ela utiliza a disentropia
relativa quantica de Ramos (2019) como medida de distancia entre estados quanticos. A
concorréncia de Wootters (1998) ¢ usada como medida de entrelagamento para medir a taxa
de erro da RBFN. Em seguida, uma segunda RBFN ¢ usada para estimar a Fung¢do de
Densidade de Probabilidade (PDF — em inglé€s) de um conjunto de amostras de dados. O
teste desta RBFN foi feito considerando duas situag¢des: amostras de dados usando as
distribui¢cdes normal e de Cauchy.

Esta dissertacdo esta dividida em quatro capitulos: O capitulo 1 ¢ uma revisao
sobre Fun¢do W, de Lambert-Tsallis, no qual introduz os conceitos de Mecanica Estatistica
Nao-Extensiva, Fun¢do de Lambert W e Disentropia. O capitulo 2 é o objeto direto desta
dissertacdo ao apresentar uma Rede de Funcdo de Base Radial Utilizando a Funcao de
Lambert-Tsallis W,. O capitulo 3 exibe duas aplicagdes para a RBFN utilizando a Fungao
de Lambert-Tsallis W, que sdo: Um classificador de estados de dois qubits emaranhados e
um estimador da fun¢do de densidade de probabilidade. Por fim, o capitulo 4 ¢ a conclusao

desta dissertacao.
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CAPITULO 1
AFUNCAO W, DE LAMBERT-TSALLIS

1.1 Mecanica Estatistica Nao-Extensiva

A Mecanica Estatistica ¢ um ramo da Fisica que estuda o comportamento de
sistemas mecanicos macroscopicos, esses sistemas sao compostos por um elevado nimero
de entidades microscdpicas, a analise ¢ feita a partir do comportamento destas entidades
quando seus estados sdo incertos ou indefinidos.

A mecanica estatistica foi formulada por Boltzmann-Gibbs ha mais de um
século e tem tido um sucesso notavel para uma enorme variedade de sistemas. A entropia
foi formulada termodinamicamente no século XIX, por Clausius. Contudo, no estudo de
mecanica estatistica iniciado por Boltzman e Gibbs o principal interesse era a entropia.

Assim, a entropia de Boltzman e Gibbs S;; pode ser expressa como:
Sgs =kg In(W). (1.1)

Esta equagdo, ¢ conhecida como o principio de Boltzmann, ¢ uma das expressdes
fundamentais da mecanica estatistica. Tem-se que k; € a constante de Boltzmann e ¢ uma
constante positiva (que sem perda de generalidade consideramos igual a unidade), W é a
quantidade de microestados. Embora, falte uma derivagdo fundamental, a estatistica de
Boltzmann-Gibbs tem obtido, sem divida, um enorme sucesso nos sistemas que dominam
interagdes de curto alcance espacial ou temporal.

Segundo Moyano (2006), fez-se uma associacdo da entropia termodinamica

com uma abordagem probabilistica, onde se tem os microestados i com probabilidade p;,

com efeito, a entropia na forma de Shannon:

Sec :—kBZ pIn(p,). (1.2)
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Na equacéo (1.2) pi é a probabilidade de encontrar o sistema no estado microscopico i.

Quando se tem equiprobabilidade dos microestados, pi:viv' (Hipbtese de

equiprobabilidade) a entropia S, ¢ recuperada.

Segundo Cirto (2016), como a mecanica quantica ainda era desconhecida de
Boltzman, o trabalho de relacionar a entropia com a mecénica quantica foi dada a Von

Neumann. A extensdo da equacdo (1.2) para sistemas quanticos € por meio da matriz

densidade p, sendo a entropia de von Neumann dada por:

Spe = —k,T. [pm p}, (1.3)

Na mecanica estatistica, duas propriedades fundamentais da entropia sdo: a
aditividade e a extensividade. Se um sistema A4 tem uma dada quantidade associada S(A),
esta quantidade ¢ aditiva em relagdo a uma lei de composicao particular. Segundo Salinas

(1997) e Filho (2011) na aditividade um funcional entropico Sp, probabilistico ¢ dito ser

aditivo se, para dois quaisquer sistemas probabilisticamente independente a relagdao abaixo

¢ satisfeita:
S(A+B)=S(A)+S(B), (1.4)

onde o simbolo + no argumento de S refere-se a lei de composigao.

Por outro lado, tem-se o conceito de extensividade, um funcional entropico Sp,
probabilistico ¢ dito ser extensivo se
S(N)

Um sistema extensivo tem um comportamento assintético com o niimero de subsistemas N

tal que existe um fator de proporcionalidade finito entre ‘S ( N )‘ e N . Esta ¢ uma condigao

mais simples que a de aditividade. Mais precisamente, aditividade em relagdo a uma dada
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lei de composicdo implica extensividade, lim

N—o0

=S (A) . Entdo, pode considerar que

S(NA)
N

um sistema extensivo € um assintotico aditivo.

A mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs tem suas particularidades quando
se trata de resolucdo de sistemas extensivos, contudo Tsallis (1988) abordou um novo
sistema que ficou conhecido por “Mecdnica estatistica ndo-extensiva”, pois sua entropia
resultou ser ndo-extensiva na auséncia de correlagdes, mas ainda apresentava a mecanica
estatistica de Boltzmann-Gibbs como caso particular, Brito (2016). A entropia de Tsallis

(1988) ¢ descrito como:

Sy=- e [1—2 pquszZ pIn, —. (1.6)

Na equacdo (1.6), g € o indice entropico que caracteriza o grau de ndo-extensividade do

sistema. Tem-se que fun¢do g-logaritmica ¢ definida, na teoria de Tsallis, por:

1,v(x,q). (1.7)

O parametro q € em principio real, e a funcéo Inq (X) é a g-generalizagéo do logaritmo. Com
microestados igualmente provaveis, ou seja, através da (Hipdtese de equiprobabilidade) a

equacao (1.6) fica:

k -
S, :_1_Bq [1-W" =Ky In, (W), (1.8)

Na qual a equagdo (1.8) corresponde ao extremo de S, [dS, =0 = p;= /W V i], médximo
se ¢ > 0 ou minimo se ¢ < 0. No limite de ¢ = 1 o g-logaritmo se reduz ao logaritmo usual

e as equacdes (1.1) e (1.2) sdo recuperadas, segundo Cirto (2016).
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Na estatistica de Boltzmann-Gibbs tem-se que S (A+ B) =S (A) +3S ( B) ,

porém, pode-se provar que a entropia de Tsallis obedece a

S.(A+B) _S.(A) S4(B) Sqe(A) S4(B)
ke K s ke Ky

(1.9)

Entdo, quando ¢ = 1 a g-entropia torna-se aditiva e recuperamos a entropia padrdo de

Boltzmann-Gibbs. A nao-extensividade do sistema estd justamente no termo

(1- q)[Sq (A)S, (B)] . Quando g > 0 a entropia torna-se sub extensiva e quando ¢ < 0 ela

torna-se super extensiva.

1.2 Funcao Lambert W

Johann Heinrich Lambert, em 1758, solucionou a equagdo trinomial
x=(q+X", dando um desenvolvimento em série para X em poténcias de g. Ja Euler (1783),

transformou a equagdo de Lambert na forma mais simétrica:
x* =X’ =(a—-B)wx**’, (1.10)

substituindo X por x e definindo m=af e = (a -p )V . A versao de Euler da solugao

em série de Lambert fica assim:

X" :1+nv+1n(n+og+ﬂ)v2+1n(n+oz+2ﬂ)(n+205+ﬂ)v3
. 2 6 (1.11)
+an(n+a+3ﬂ)(n+2a+2ﬂ)(n+3a+ﬂ)v4+...

Apos derivar a série, Euler analisou casos especiais como « = f. Para ver o que
isso significa na equacao trinomial original, faz-se a divisdo da equacdo (1.10) por (a - f)

e entdo faz-se f — a para obter:
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log(x)=vx". (1.12)

Euler notou que, se pudesse resolver a equagdo (1.12) para o = 1, entdo ele
poderia resolver para qualquer « # 0, para ver isso, multiplique a equagdo (1.12) por «
depois simplifique alog(x) por log(x%), faga z = x“ e u=av. Tem-se que log (Z) =Uz que

¢ apenas equacdo (1.12) com a=1.
Para resolver a equacdo (1.12) usando a equacao da série (1.11), Euler primeiro

fez o = =1 e assim, reescreveu a equagao (1.12) como uma série do tipo (x"-1)/n. Em

seguida, ele definiu n = 0 para obter log(x) no lado esquerdo € uma boa série no lado direito:
fo — 2 — — — “o
Iog(x)_v+2!v +—V+—vi4 .v + (1.13)

Esta série, que converge para |v| < 1/e, define uma fun¢do 7(v) chamada tree
function por Janson et al. (1993). Ela ¢ igual a -W(-v) em que W(z) ¢ definido como a

funcao que satisfaz:

W (z)e"" =z. (1.14)

A fungdo W de Lambert possui diversas aplicacdes em fisica e engenharia,

como exemplificado em Corless et al. (1996), Valluri et al. (2000) e Jenn (2002).

A fun¢do W de Lambert possui generalizagdes como a fun¢do W, de Lambert-

Tsallis, recentemente proposta por Silva e Ramos (2019). Ela ¢ a solucdo de

W, (2)er® =z. (1.15)

Quando g = 1, tem-se €, (X) =e" e, portanto, W,_, ¢ a famosa fungdo # de Lambert. Uma

propriedade importante da fun¢do Lambert-Tsallis W, é:

In, (X) =W, (x)+,In, [Wq(x)}, (1.16)
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onde +, € a g-adi¢@o, Yamano (2002). Usando a equagéo (1.16), a entropia de Tsallis de

uma variavel discreta que pode ser reescrita como:

S,=—>_PfIn (P,)=

==X RW, (P) = 2R g (W, (R))-(1-0) X PW, (R)In, (W, (R)). (L.17)
0 termo
D, =Zn:P”q\NQ(Pn)’ (1.18)

da equacdo (1.17) ¢ positivo e foi chamado de disentropia, pois ¢ maximo para uma
distribuicdo delta e minimo para uma distribui¢do uniforme, segundo Silva e Ramos
(2019). Portanto, ¢ uma medida de ordem ou certeza. Assim, funcdo W, de Lambert-Tsallis
foi usada para definir a disentropia que, por sua vez, tem varias aplicacoes na teoria da

informagdo quantica e classica, Ramos (2019).

1.3 Teoria da Informacgao Classica e Quantica com Disentropia

1.3.1 Disentropia Classica

Seja a variavel aleatoria X = {Xk lk=123,..., K} para representar o0s
possiveis resultados de um evento (como uma medi¢do). O resultado de X, aparece com a
probabilidade P, sendo Px>0¢ o Y.X_, P, = 1. A quantidade de desinformagio associada
a P, ¢ dada por d, =W, (R,). Pode-se notar que W, (0)=0 e W, (x)>0 para x>0, Silva

e Ramos (2019). A quantidade média de desinformacgao € a disentropia:

Dq(x)=ZK_:quWq(Pk)- (1.19)
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Para uma distribui¢do delta, tem-se Dq =Wq (1), seu valor maximo, enquanto para uma

distribui¢do uniforme D, = K 9w (K’l), ¢ o seu valor minimo. Portanto, a disentropia

mede a certeza de X .

Seguindo a definicdo dada na equagdo (1.19), a disentropia conjunta das

varidveis aleatorias X e Y, ¢ dada por:

D, (X,Y)= 2 P*(%.¥, W, (P(x.¥,)); (1.20)

sendo P(xx,y;) a probabilidade conjunta de X =x; e Y =y;.

A disentropia mutua, por sua vez, segue a definicdo tradicional:
DC'IV'(X:Y):Dq(X)+Dq(Y)—Dq(X,Y). (1.21)

Utilizando a disentropia conjunta, a disentropia condicional pode ser definida,

como sendo:

D, (X 1Y)=D,(X,Y)-D,(Y). (1.22)

Na equacao (1.22) a certeza sobre X ap0ds a observagao de Y ¢ igual a diferenca das certezas

dos pares (X,Y) e Y.

A disentropia relativa, por sua vez, pode ser definida de quatro maneiras

diferentes:

kaqu ) q(tk)‘
D(?(X|Y)= Zg(PQW I)D qgtk))_
2 RW, (R )

(1.23)
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Na equacdo (1.23) a distribui¢do B, (tk) estd associado aos possiveis valores da variavel

aleatéria X (Y). Nota-se que W, (X) pode retornar um valor real para alguns valores

negativos de seu argumento.

Por fim, a relacdo de incerteza disentropica de duas variaveis independentes é:
D, (X)+D,(Y)<2W,(1). (1.24)
O valor Z\Nq (1) ndo € o valor do limite inferior quando X e Y estdo correlacionados.

1.3.2 Disentropia Quantica

A versdo para disentropia quantica ¢ dada por:

D, (p)=2_ AW, (4,), (1.25)

na qual /1n sdo os autovalores da matriz de densidade p . A disentropia quantica mutua ¢é

definida como sendo,

Dy’ (Pa:Pe) =Dy (Pa)+ Dy ()~ Dy (e ), (1.26)
sendo,
Pae) = Taa)l e - (1.27)

A disentropia quantica mutua ¢ nao negativa e 7, ¢ uma operagao de trago
parcial. A disentropia condicional quantica pode ser definida da maneira tradicional como

sendo:

D,(A|B)=D,(T)-D,(ps). (1.28)
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A disentropia condicional quantica pode ser negativa ou positiva para estados
emaranhados, mas ¢ negativa para estados nao emaranhados.
A disentropia relativa quantica, por sua vez, pode ser definida de quatro

maneiras diferentes:

Znir? Wq (/In)_Wq (7n)
_ Zn;{/’? (Wq (ﬂn)_wq (7n ))
Dq (p|F)— Znﬁqu (An _yn) . (1.29)

Zn/lr?wq (|ﬂ/n yn|)

Onde ﬂn e ¥, sdo, respectivamente, os autovalores das matrizes de densidade p e I .
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CAPITULO 2

REDES DE FUNCAO DE BASE RADIAL
UTILIZANDO A FUNCAO W, DE LAMBERT-
TSALLIS

2.1 RBFN, Func¢ao Lambert-Tsallis W, e Disentropia

Rede de fungdes de base radial (RBFN — Inglés) ¢ usada com sucesso para
realizar a aproximacgao de uma fungdo desconhecida. Sua estrutura basica com apenas uma

camada oculta ¢ mostrada na Figura 1.

Figura 1 — RBFN com uma camada oculta.

Entrada Camada Oculta Saida

h,

<
=y

N

>
o0 o

=)
=

Fonte: Elaborado pelo Autor.

O valor da #-¢ésima saida, y;, ¢ dada por:
(%)= nh[d(%.%):6,¢, |. 2.1)

Na equagdo (2.1), a variavel de entrada X ¢ uma fungdo dos dados de entrada

—

, ~ . ;. A . A A C
{Xl, e X } , hn ¢ a funcdo de base radial do n-ésimo neurdnio. Ela tem trés parametros: X,

(o valor central), 5n (a largura) e C, (o tipo de RBF usado). Basicamente, o valor de hn ¢
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maximo quando a distancia, dada por uma funcao d(-), entre o centro e a entrada da variavel
¢ zero e diminui quando a distdncia aumenta. Fun¢des como gaussiana, g-gaussiana e
Cauchy, por exemplo, foram utilizadas como RBF por Tinos e Junior (2009) e Fernandez-
Navarro ef al. (2011). A funcdo de distancia d pode ser, por exemplo, uma distancia
euclidiana ou uma distancia entropica. Um RBFN pode usar diferentes RBFs, neste caso o
parametro ¢, identifica os tipos de RBFs usados. Por fim, 7, s30 os coeficientes encontrados

durante o estagio de treinamento. O treinamento consiste em descobrir os melhores valores
de )?rf , 5n , C,, I € o numero de neurdnios na camada oculta, de modo que o erro durante
o treinamento usando exemplos conhecidos seja minimo. O tamanho e a qualidade do
conjunto de treinamento também s3o importantes para um bom desempenho do
classificador. E comum usar um algoritmo genético ou outra heuristica para treinar o

RBFN.

A funcao de base radial proposta neste trabalho é:

h[d(iic);c?;q}:“wq [;(;1;C)J_C2’ (2.2)

Em (2.2) Cl e C2 sdo parametros usados para normalizar a funcdo A, W,, ¢ a funcdo de

Lambert-Tsallis a ser utilizada e a varidvel ¢ controla a largura da RBF. Por exemplo, para

qe {1/ 2,312, 2} tem-se

2
332X + 2x+é —ﬂ+i—2
27 729 27

W, (X para x > —0,2950, (2.3)
2
932X+ (2x+8j —ﬁ+E
27 729 27
2((x+1)—+/2x+1
W,, (x (( ) ) para Xx>-1/2, (2.4)

Wz(x):i1 para X >-1. (2.5)



As respectivas fungdes de base radial sdo:

M&ﬂkkyq=g=#@+me(ik»}
h@%(kk)q=u2)%quW25dxch

3/2
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(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

Na Figura 2 sdo mostradas as equagdes (2.6) — (2.9) versus x para § =1e d = (¥-50)* para

(%= 50).

Figura 2 — Fungdes de base radial (2.6) — (2.9) versus x para 6 =1 e

d =(x-50)".

o o o L
@ -1 =] w =

Radial Basis Function
x .

0.3

0.2

01

0=

0 10 20 30 40 50

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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Nota-se no grafico da Fig. 2, que as RBFs que usam as fun¢des de Lambert-
Tsallis sao fungdes agudas. Assim, ¢ interessante a comparagao da RBFN proposta neste
trabalho com RBFN que usam RBFs com pico arredondado, como a g-Gaussiana. A funcao

g-Gaussiana ¢ dada por:

2

e q=1

2 5 T11(1-q)

e, =1[1-(1-q)x*] q#1&1+(1-q)z>0. (2.10)
0 caso contrario

O grafico da g-Gaussiana para g € {1/2,3/2,2} pode ser visto na Figura 3:

Figura 3 — g-Gaussiana como RBFs para ( € {1/ 2,312, 2} :

1 1 1 1 1 1 1 1 1 I

0.9

q-Gaussians
o o o o o
=y o o -] o]
1 I I I 1

o
(5]
1

02

01k

55

Fonte: Elaborado pelo Autor.



28

CAPITULO 3
APLICACOES DE RBFN UTILIZANDO A
FUNCAO W, DE LAMBERT-TSALLIS

Como o objetivo € mostrar que a funcdo W, pode ser usada para construir uma
funcdo de base radial util, esta dissertagdo propde a solugdo de dois problemas
completamente distintos usando RBFN com as func¢des de base radial dadas na eq. (2.2).
O primeiro problema ¢ a construgdo de um classificador capaz de discriminar estados
quanticos de dois qubits entrelagados e desentrelagados. O segundo problema considerado
¢ a estimagdo da fun¢do densidade de probabilidade a partir de uma sequéncia de nimeros

aleatorios.

3.1 Classificador de estados de dois qubits emaranhados usando uma RBFN com a

funcao W, de Lambert-Tsallis

Inicialmente escolhemos implementar um classificador capaz de discriminar
entre estados de dois qubits entrelagados e ndo entrelagados. Este problema ¢ facilmente
resolvido usando a concorréncia de Wootters (1998), por isso ela sera usada para medir a
taxa de erro da RBFN implementada. Basicamente, a concorréncia de Wootters (uma

medida de  entrelagamento) do  estado bipartido p ¢é dada  por

C(p)=max{0,4, -4, — 4, —4,} na qual 4 >4, >4, >4, sdo os autovalores da matriz

Hermiteana R = \/\/; (Gy ®a, ) p*(ay ®o, )\/; . O asterisco denota o complexo

conjugado € o, € a porta spin-flip de Pauli.

O classificador proposto possui uma entrada (o estado quantico de entrada),

uma camada oculta e um Unico valor de saida. Ele ¢ mostrado na Figura 4.
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Figura 4 — RBFN utilizada para discriminar entre estados de dois qubits
entrelacados e nao entrelagados.

Entrada Camada Oculta Saida

Ny

hz r21

[ ]

[ ]

hd f

h k1
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P I, 7
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N 2
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® rk 2

[ ]

[ )

Oy

Fonte: Elaborado pelo Autor

A funcao de distancia usada ¢ a disentropia relativa quantica com g = 2,
d(p.T)=D,(plIT). (3.1)

Na equagdo (3.1) I' € o estado quantico ‘central’. Usando a equacdo (3.1) e (2.2) em (2.1)

obtém-se a equagao que descreve o classificador proposto:

Y (p)=ir h,| 8 DZ(pIIFC);q}Zkl LA -G 3.2
1 £t | One 2 n 1 1+ W, [5n1D22(,0||1"f])} 2> (3.2)
y(p):zk:r h[é‘ Dz(p”‘l)c);(ﬂ:i r,Cy _Co 33
2 £zt | Oz n ml+W, [5n2D22 (,0||cDr°])} 2> (3.3)
y(p)=Yi(P)-Y.(P). (3.4)

O estado central Fﬁ ¢ entrelacado enquanto (DE sao estados desentrelacados. O

estado de entrada o ¢ considerado emaranhado (desemaranhado) pela RBFN se

y ( p) >0 (y( ,0) < 0) . A heuristica usada para treinar o RBFN (para encontrar os valores
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de rrc] , f], i, Mo, 5n1 e 5n2 que minimiza a taxa de erro) foi a heuristica conhecida como
Evolugdo Diferencial (DE — em inglés), uma vez que as solucdes sdo diretamente
codificadas em valores reais em vez de sequéncias bindrias como ocorre, por exemplo, em
um algoritmo genético. Neste primeiro exemplo, utilizamos ¢ =2 e 20 neurénios na camada
oculta, £ =10 em (3.2) e (3.3). O conjunto inicial de treinamento foi composto por 2500
estados entrelacados ¢ 2500 estados desentrelagados escolhidos aleatoriamente. O
algoritmo DE utilizou uma populagdo com 20 individuos e taxas de cruzamento e mutagao
iguais a 0,75 e 0,25, respectivamente. O treinamento levou 1.000 geragdes. Apos o
treinamento, usamos um conjunto de teste com 1.000.000 estados (500.000 entrelagados e
500.000 desentrelagados) escolhidos aleatoriamente e o classificador os discriminou
corretamente em 89,42% dos casos. A discriminagdo correta ¢ mais complicada quando a
entrada ¢ um estado entrelacado com um valor muito baixo de emaranhamento. Para
verificar o desempenho do classificador nesta regido, consideramos os cenarios descritos

nas Tabelas 1 e 2:

Tabela 1 — Conjuntos de treinamento (C ¢ a concorréncia de Wootter).

Conjuntos de treinamento - 5.000 estados escolhidos aleatoriamente

Stro | 2.500 estados desentrelagados e 2.500 estados entrelacados sem qualquer restrigao.

2.500 estados desentrelacados ¢ 2.500 estados entrelacados com:

Stri

C<0.1.

2.500 estados desentrelagados e 2.500 estados entrelacados com:
2 | 01 (75%) € 0.1 < C <02 (25%).

2.500 estados desentrelagados ¢ 2.500 estados entrelagados com:
Strs C<0.1(50%)e0.1<C<0.2(50%).
s 2.500 estados desentrelagados e 2.500 estados entrelagados com:

try

C<0.1(25%) e 0.1 <C<0.2(75%).

2.500 estados desentrelagados e 2.500 estados entrelagados com:
C<0.1(25%);

Strs | 0.1 <C<0.2(25%);

0.2<C<0.3 (25%);

03<C<04(25%).

Fonte: elaborada pelo autor.
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Conjunto de teste - 1.000.000 estados escolhidos aleatoriamente

Stst; Estados entrelagados e desentrelagados sem qualquer restri¢ao
Stst; Apenas estados desentrelacados

Stst; Apenas estados entrelagados

Ststy Apenas estados entrelacados com C < 0.1

Ststs Apenas estados entrelagados com 0.1 < C<0.2

Ststs Apenas estados entrelagados com 0.2 < C<0.3

Stst; Apenas estados entrelacados com 0.3 < C<0.4

Ststs Apenas estados entrelagados com 0.4 < C < 0.5

Ststy Apenas estados entrelagados com 0.5 < C<0.6

Fonte: elaborada pelo autor.

As taxas de sucesso para os diferentes cenarios usando ¢ = 2 sdo mostradas na

Tabela 3.

Tabela 3 — Taxa de sucesso quando os conjuntos de treinamento e teste utilizados sao Str;

eStstj.

g=2| Ststy Stst, Ststs Ststs Ststs  Stste  Stst;  Ststs  Ststo
Stro | 87,00% 85,31% 86,93% 75,56% 99,65% 100% 100% 100% 100%
Str; | 89,42% 75,69% 89,34% 87,80% 100,00% 100% 100% 100% 100%
Stry | 87,60% 83,69% 87,51% 78,06% 99,99% 100% 100% 100% 100%
Str; | 86,06% 86,07% 85,98% 72,62% 99,92% 100% 100% 100% 100%
Stry | 84,01% 89,08% 84,00% 65,80% 99,50% 100% 100% 100% 100%
Strs | 81,86% 91,76% 81,82% 59,45% 97,70% 100% 100% 100% 100%

Fonte: elaborada pelo autor.

Como pode ser observado na Tabela 3, estados entrelagados com concorréncia

maior que 0,2 sdo sempre corretamente discriminados pela RBFN proposta.

A Tabela 4, por sua vez, mostra os resultados do classificador usando g =1/2 e

q = 3/2. Aqui, apenas dois conjuntos de treinamento foram utilizados Stry e Str;.
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Tabela 4 — Taxa de sucesso quando os conjuntos de treinamento e teste utilizados sao Stro
e Stst;, j=1, ..., 9, para o classificador utilizando g = 1/2 e ¢ = 3/2.

Ststy  Stst,  Ststs  Ststs Ststs  Ststg  Stst;  Ststs  Ststg
Stroq=1/2 |86,59% 86,14% 86,55% 74,23% 99,62% 100% 100% 100% 100%
Striqg=1/2 |89,55% 76,14% 89,45% 87,77% 100% 100% 100% 100% 100%
Stroqg=3/2 |87,52% 83,81% 87,43% 77,78% 99,99% 100% 100% 100% 100%
Striq=3/2 |89,05% 78,82% 88,97% 84,88% 100% 100% 100% 100% 100%
Fonte: elaborada pelo autor.
Como pode ser observado nas Tabelas 3 e 4, estados emaranhados com
concorréncia maior que 0,2 sdo sempre corretamente discriminados pela RBFN. Além
disso, ndo h4d mudanga estatisticamente significante entre os diferentes valores de g
utilizados.
Por fim, também foi simulado um classificador usando uma funcao g¢-
Gaussiana como funcao de base radial. As equagdes que descrevem o classificador baseado
em g-Gaussiana sao:
k -5,1D3(lTy ‘ 2 c\ -9
yl(p)zznzlrnleq i) :Zrnl[l_(l_q)5n1D2 (IOHFn )l , (3.5)
n=1
K —0uD3(lef) _ < 2 ¢\ U9
yz(p):zn:lrnzeq ( ) :Zrnz [1_(1_q)5n2D2 (p”q)n ):|+ s (36)
n=1
¥(p)=Y:(p)-¥:(p) (3.7)
Em (3.5) e (3.6) [4]+=max.{4,0}. A Tabela 5 mostra os resultados da g-Gaussiana baseada
no classificador para ( € {1/ 2,312, 2} i
Tabela 5 — Taxa de sucesso do classificador que usa g-Gaussiana quando os conjuntos de
treinamento e teste utilizados sao Stryp; e Stst;, j =1, ..., 9.
Ststs Ststz Ststs Ststs Ststs Ststs Ststy Ststs Ststg
Stroq=2 | 87,03% 85,38% 86,98% 75,69% 99,81% 100% 100% 100% 100%
Strig=2 | 89,07% 78,41% 88,99% 85,18% 100% 100% 100%  100%  100%

Stroq=" | 85,08% 88,10% 85,05% 69,22% 99,66% 99,90% 99,76% 99,41% 98,58%

Striq=" | 88,73% 80,28% 88,63% 83,09% 100% 100% 100% 100% 100%
Stroq=3/2 | 87,26% 84,86% 87,17% 76,48% 99,96%  100% 100% 100% 100%
Str1q=3/2 | 88,99% 78,49% 88,92% 84,92% 100% 100% 100% 100% 100%

Fonte: elaborada pelo autor
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Comparando as Tabelas 3 e 5, € possivel ver um desempenho um pouco melhor
do classificador usando a funcdo Lambert-Tsallis, no entanto, com base apenas nesses
resultados, ndo ¢ possivel afirmar que, em geral, as RBFNs usando W, mostram melhor

desempenho do que RBFNs usando ¢-Gaussiana.

3.2 Estimador da Func¢ao de Densidade de Probabilidade

Hé casos em que ¢ preciso realizar uma determinagdo da funcao de densidade
de probabilidade de um processo fisico, como ocorre, por exemplo, na tomografia de
estados quanticos, Silva et al. (2018). Nesses casos, apenas a amostra de dados, cuja fungao
de densidade de probabilidade nao ¢ conhecida antecipadamente, esta disponivel. Portanto,
¢ preciso estimar a PDF usando o conjunto de dados disponivel. A maneira mais facil de
estimar a PDF a partir dos dados disponiveis € construir o histograma. No entanto, quando
varidveis continuas sdo utilizadas, essa estimativa possui problemas como a determinacao
da particao ideal do espago amostral. Uma possivel abordagem ¢ estimar a PDF usando
uma RBFN. Nesta se¢ao uma RBFN usando a fun¢ao de Lambert-Tsallis foi proposta para
estimar a PDF a partir de sequéncias de ntimeros aleatorios obtidos usando uma PDF

normal e uma PDF de Cauchy. A RBFN proposta ¢ mostrada na Figura 5.

Figura 5 — RBFN utilizado para estimar uma PDF.

Entrada Camada Oculta Saida
h)— 1
h)— P
X ° > y
) /
[ ]
hk

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A saida da RBFN é:

. 2 1
y(X)_an:‘rn 1+W2[5n(§<—§<f,ﬂ 2| 9
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—

A c . . ,
Para obter os pardmetros I, e X , em primeiro lugar, construimos o

histograma com um numero de caixas (particdes) muito menor do que o numero de

—

A r A . . c , ro .
amostras. O pardmetro I}, éa frequénciarelativae X, ¢é o centro do n-ésimo bin. Os valores

de 5n dependem da PDF real e, portanto, é a variavel a ser otimizada. O ntimero de

neurdnios na camada oculta ¢ igual ao numero de parti¢oes do histograma. O primeiro teste

foi realizado com uma distribui¢cao normal:

p(X)=Ee 2, (3.9)

Vinte mil nimeros foram escolhidos aleatoriamente de acordo com a PDF na
equacdo (3.9) e um histograma com 2000 caixas foi construido, portanto, havia dois mil

neurdnios na camada oculta. As PDFs real e estimada podem ser vistas na Figura 6. O valor

de 5n utilizado foi de 30 para todos os neurdnios na camada oculta.

Figura 6 — Distribui¢d@o normal e sua estimativa usando um RBFN com W, -»,
vinte mil amostras e 2000 neurdnios.

%107

MNormal distribution

PDF

Fonte: elaborado pelo autor.
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Nota-se na Figura 6 que uma boa estimativa da PDF ¢ alcangada com o

conjunto de valores dos parametros utilizados.

Uma segunda estimativa também foi realizada. Dez mil ntiimeros foram
escolhidos aleatoriamente de acordo com a PDF na equagdo (3.9) e um histograma com
200 caixas foi construido. Portanto, havia duzentos neur6nios na camada oculta. Duas
RBFN foram testadas. Para a RBFN 1 utilizou-se a mesma RBF da simula¢do anterior

enquanto a RBFN 2 utiliza a g-Gaussiana com ¢ = 2 como RBF. As PDFs real e estimadas

podem ser vistas na Figura 7. O valor de 5n utilizado foi de 50 para todos os neurdnios na

camada oculta.

Figura 7 — Distribui¢cao normal e suas estimativas usando a RBFN 1 (Lambert —
Tsallis) e a RBFN 2 (g-Gaussiana). Dez mil amostras e duzentos neurénios na
camada oculta foram usados.

%107
15 T T T T T T T

Normal distrihutlon---._______ _— RBFN |

PDF

05}
RBFN I

4 3 2 - 0 1 2 3 4
Fonte: elaborado pelo autor.

O terceiro teste usa uma distribuicdo padrao de Cauchy:

P(X)=——"x (3.10)
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Dez mil niimeros foram escolhidos aleatoriamente de acordo com o PDF na

equacgao (3.10) e um histograma com 2000 caixas foi construido. As PDFs real e estimadas

podem ser vistas na Figura 8. O valor de 5n foi de 0,5 para todos os neurdnios na camada

oculta.

Figura 8 — Distribui¢ao de Cauchy e suas estimativas por RBFN I (Lambert
— Tsallis) e um RBFN II (g-Gaussiana). Dez mil amostras e dois mil
neurdnios foram usados.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Como se pode notar, em ambos os casos a estimativa da PDF nao foi perfeita,
mas foi boa o suficiente para, por exemplo, apresentar uma boa estimativa da entropia ou
da disentropia.

O problema de estimar uma PDF usando um histograma como ponto de partida
¢, em certo sentido, uma tarefa de ajuste de fun¢do. Consideremos agora a funcdo de
Lambert-Tsallis para ¢ = 1/2 dada pela equacao (2.3) em um intervalo definido. Usando a
mesma topologia mostrado na Figura 5 sua versao normalizada, Wi,/max(Wi2), pode ser

bem aproximada por:
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(3.11)

no intervalo [xrc1 , X¢ ] . A Figura 9 mostra Win(x) e y(x) dada por (3.11) no intervalo [0;
98,99]. O grafico na Fig. 9 tem 20.000 pontos e usamos 1000 neurdnios (k = 1000 em

(3.11)) com 5n = 50,15 para todos eles.

Figura 9 — W1(x) e sua aproximacao usando uma RBFN.
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Fonte: elaborado pelo autor.
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CAPITULO 4
CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

4.1 Conclusoes

O bom desempenho das duas RBFNs apresentadas mostra que o kernel

proposto baseado na funcdo W, de Lambert-Tsallis € util e pode ser usado em RBFNs.
Nesta dissertagdo ficamos restritos a ( € {1/ 2,312, 2} por causa de seu calculo numérico

facil e rapido, entretanto, outros valores de g também podem ser testados. Além disso, o
alto indice de sucesso do classificador também mostra que a disentropia relativa quantica

¢ uma medida 1til da distancia entre estados quanticos.

4.2 Trabalhos Futuros
Como trabalhos futuros pode-se destacar:

1) O uso da RBFN com a fungdo de Lambert-Tsallis para discriminagdo de estados
quanticos entrelacados e desentrelacados em espacos de dimensao maior que

quatro.

2) Testar RBFNs com a fung@o de Lambert-Tsallis para quaisquer diferentes neurénios

que possam ter diferentes funcdes .

3) Usar a RBFN com a fung¢do de Lambert-Tsallis para estimar a fun¢do densidade de
probabilidade, usando os dados decorrentes das medig¢des realizadas em uma

tomografia quantica real.



39

REFERENCIAS

BRITO, Samurai Gomes de Aguiar. Papel da dimensionalidade em redes complexas:
conexdes com a mecanica estatistica nao-extensiva. (2016).

CIRTO, Leonardo José Lessa. Mecanica Estatistica Nao Extensiva e Sistemas
Hamiltonianos de Longo Alcance e Aplicacdes Recentes de Entropias Nao Aditivas.
p. 2-3,(2016).

CORLESS, Robert M. et al. On the Lambert W function. Advances in Computational
mathematics, v. 5, n. 1, p. 329-359, (1996).

EULER, Leonhard. De serie Lambertine plurimisque eius insignibus proprietatibus.
Acta Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae, p. 29-51, (1783).

FERNANDEZ-NAVARRO, Francisco et al. Evolutionary q-Gaussian Radial Basis
Function Neural Network to determine the microbial growth/no growth interface of
Staphylococcus aureus. Applied Soft Computing, v. 11, n. 3, p. 3012-3020, (2011).

JANSON, Svante et al. The birth of the giant component. Random Structures &
Algorithms, v. 4, n. 3, p. 233-358, (1993).

JENN, David C. Applications of the Lambert W function in electromagnetics. IEEE
Antennas and Propagation Magazine, v. 44, n. 3, p. 139-142, (2002).

LAMBERT, Johann Heinrich. Observationes variae in mathesin puram. Acta
Helvetica, v. 3, n. 1, p. 128-168, (1758).

LAMBERT, J. H. Observations analytiques. [S. l.]: Académie royale des sciences et
belleslettres, (1771).

MACEDO FILHO, Antonio de. Conexao entre as redes complexas e estatistica de
Kaniadakis e busca eficiente das propriedades criticas do processo epidémico
difusivo 1D. (2011).

DA MOTA, J. F. et al. Uma rede neural de base radial baseada em computacio
evolucionaria. XXXII CILAMCE, (2011).

MOYANO, L. Mecanica estatistica nao-extensiva em sistemas complexos:
fundamentos dinamicos e aplicacdes. Doctor Thesis (Centro Brasileiro de Pesquisas
Fisicas, Rio de Janeiro, Brasil, (2006).

R. Tinés, L.O.M. Junior, Use of the q-Gaussian function in radial basis function
networks, in: A. Abraham, A.E. Hassanien, V. Snasel (Eds.), Foundations of

Computational Intelligence Volume 5, in: Studies in Computational Intelligence, vol. 205,

Springer, Berlin, Heidelberg, 2009.



40

RAMOS, Rubens Viana. Quantum and classical information theory with dysentropy.
arXiv preprint arXiv:1901.04331, (2019).

ROBERTS, Ken; VALLURI, Sree Ram. Tutorial: The quantum finite square well and
the Lambert W function. Canadian Journal of Physics, v. 95, n. 2, p. 105-110, (2017).

SALINAS, Silvio RA. Introdugéo a fisica estatistica vol. 09. Edusp, (1997).

SAS INSIGHTS. Redes Neurais - O que siao e qual sua importancia? (2019).
Disponivel em: https://www.sas.com/pt_br/insights/analytics/neural-networks.html.
Acesso em: 23 mar. 2020

DA SILVA, G. B.; RAMOS, R. V. The Lambert-Tsallis Wq function. Physica A:
Statistical Mechanics and its Applications, v. 525, p. 164-170, (2019).

SILVA, J. L. E.; GLANCY, S.; VASCONCELOS, H. M. Quadrature histograms in
maximume-likelihood quantum state tomography. Physical Review A, v. 98, n. 2, p.
022325, (2018).

TINOS, Renato; JUNIOR, Luiz Otavio Murta. Use of the g-Gaussian function in radial
basis function networks. In: Foundations of Computational Intelligence Volume 5.
Springer, Berlin, Heidelberg. p. 127-145. (2009)

TSALLIS, Constantino. Possible generalization of Boltzmann-Gibbs statistics. Journal
of statistical physics, v. 52, n. 1-2, p. 479-487, (1988).

VALLURI, Sree Ram; JEFFREY, David J.; CORLESS, Robert M. Some applications of
the Lambert W function to physics. Canadian Journal of Physics, v. 78, n. 9, p. 823-
831, (2000).

WOOTTERS, William K. Entanglement of formation of an arbitrary state of two
qubits. Physical Review Letters, v. 80, n. 10, p. 2245, (1998).

YAMANO, Takuya. Some properties of q-logarithm and q-exponential functions in
Tsallis statistics. Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, v. 305, n. 3-4, p.
486-496, (2002).



