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RESUMO 

 

Redes neurais artificiais são modelos computacionais baseados no sistema nervoso central que 

são capazes aproximar funções desconhecidas, por isso realizam muito bem o reconhecimento 

de padrões. Há diferentes tipos de redes neurais. Essa dissertação trabalha exclusivamente com 

Redes de Função de Base Radial (RBFN – em inglês). O principal elemento de uma RBFN é 

exatamente a função de base radial a ser utilizada. O presente trabalho propõe uma nova função 

de base radial baseada na recém criada função de Lambert-Tsallis. A RBFN usando a função de 

Lambert-Tsallis foi então utilizada em duas tarefas: 1) Como classificador capaz de discriminar 

estados de dois qubits entrelaçados e não entrelaçados. 2) Como estimador de função densidade 

de probabilidade a partir de uma sequência aleatória de números. No primeiro caso estados 

quânticos com entrelaçamento maior que 0,1 foram corretamente classificados pela RBFN 

proposta em pelo menos 97% dos casos. No segundo caso, a RBFN estimou com boa precisão 

as funções densidade de probabilidade de dois conjuntos de dados amostrados, respectivamente, 

de acordo com as distribuições Normal e Cauchy. Em ambos os casos os resultados obtidos 

foram comparados com os resultados obtidos por outra RBFN usando como função de base 

radial a função q-Gaussiana com diferentes valores de q.  

  

Palavras-chave: Função Wq de Lambert-Tsallis. Disentropia relativa quântica. Redes de 

função de base radial. Função densidade de probabilidade. 



 

ABSTRACT 

 

Artificial neural networks are computational models based on the central nervous system that 

can approximate unknown functions, so they perform pattern recognition very well. There are 

different types of neural networks. This dissertation works exclusively with Radial Base 

Function Networks (RBFN). The main element of an RBFN is exactly the radial base function 

used. The present work proposes a new radial base function based on the recently created 

Lambert-Tsallis function. The RBFN using the Lambert-Tsallis function was then used in two 

tasks: 1) As a classifier capable of discriminating between entangled and disentangled states of 

two qubits. 2) As a probability density function estimator based on a random sequence of 

numbers. In the first case, quantum states with entanglement greater than 0.1 were correctly 

classified by the proposed RBFN in at least 97% of cases. In the second case, the RBFN 

estimated the probability density functions of two sampled data sets with good precision, 

according to the Normal and Cauchy distributions. In both cases the results obtained were 

compared with the results obtained by another RBFN using the q-Gaussian function with 

different values of q as the radial basis function. 

 

Keywords: Lambert-Tsallis Wq function. Quantum relative disentropy. Radial basis function 

network. Probability density function. 
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INTRODUÇÃO 

 

Redes neurais artificiais são sistemas de computação com nós interconectados 

que funcionam como os neurônios do cérebro humano. Usando algoritmos, elas podem 

reconhecer padrões escondidos e correlações em dados brutos, agrupá-los e classificá-los, 

e – com o tempo – aprender e melhorar continuamente. O seu objetivo é fazer com que os 

computadores resolvam problemas tais como o cérebro humano, SAS Insights (2019). Uma 

Rede Neural de Base Radial (RBFN – em inglês) é alimentada adiante e possui apenas duas 

camadas, sendo uma a intermediária e a última a camada de saída. Na camada intermediária 

as funções de ativação dos neurônios são ditas funções de base radial, Mota et al. (2011). 

No presente trabalho, a função Wq de Lambert-Tsallis é utilizada para construir uma função 

de base radial útil que pode ser usada com sucesso em uma Rede de Função de Base Radial. 

Duas RBFN foram construídas. O primeiro é um classificador, treinado para identificar o 

entrelaçamento bipartido de estados de dois qubits. Para isso, ela utiliza a disentropia 

relativa quântica de Ramos (2019) como medida de distância entre estados quânticos. A 

concorrência de Wootters (1998) é usada como medida de entrelaçamento para medir a taxa 

de erro da RBFN. Em seguida, uma segunda RBFN é usada para estimar a Função de 

Densidade de Probabilidade (PDF – em inglês) de um conjunto de amostras de dados. O 

teste desta RBFN foi feito considerando duas situações: amostras de dados usando as 

distribuições normal e de Cauchy. 

Esta dissertação está dividida em quatro capítulos: O capítulo 1 é uma revisão 

sobre Função Wq de Lambert-Tsallis, no qual introduz os conceitos de Mecânica Estatística 

Não-Extensiva, Função de Lambert W e Disentropia. O capítulo 2 é o objeto direto desta 

dissertação ao apresentar uma Rede de Função de Base Radial Utilizando a Função de 

Lambert-Tsallis Wq. O capítulo 3 exibe duas aplicações para a RBFN utilizando a Função 

de Lambert-Tsallis Wq que são: Um classificador de estados de dois qubits emaranhados e 

um estimador da função de densidade de probabilidade. Por fim, o capítulo 4 é a conclusão 

desta dissertação. 
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CAPÍTULO 1           

A FUNCAO Wq DE LAMBERT-TSALLIS  

 

1.1 Mecânica Estatística Não-Extensiva 

 

A Mecânica Estatística é um ramo da Física que estuda o comportamento de 

sistemas mecânicos macroscópicos, esses sistemas são compostos por um elevado número 

de entidades microscópicas, a análise é feita a partir do comportamento destas entidades 

quando seus estados são incertos ou indefinidos.  

A mecânica estatística foi formulada por Boltzmann-Gibbs há mais de um 

século e tem tido um sucesso notável para uma enorme variedade de sistemas. A entropia 

foi formulada termodinamicamente no século XIX, por Clausius. Contudo, no estudo de 

mecânica estatística iniciado por Boltzman e Gibbs o principal interesse era a entropia. 

Assim, a entropia de Boltzman e Gibbs BGS  pode ser expressa como: 

 

( )lnBG BS k W= . (1.1) 

 

Esta equação, é conhecida como o princípio de Boltzmann, é uma das expressões 

fundamentais da mecânica estatística. Tem-se que Bk  é a constante de Boltzmann e é uma 

constante positiva (que sem perda de generalidade consideramos igual à unidade), W é a 

quantidade de microestados. Embora, falte uma derivação fundamental, a estatística de 

Boltzmann-Gibbs tem obtido, sem dúvida, um enorme sucesso nos sistemas que dominam 

interações de curto alcance espacial ou temporal. 

Segundo Moyano (2006), fez-se uma associação da entropia termodinâmica 

com uma abordagem probabilística, onde se tem os microestados i com probabilidade ip , 

com efeito, a entropia na forma de Shannon: 

 

( )
1

ln
W

BG B i i

i

S k p p
=

= −  . (1.2) 
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Na equação (1.2) pi é a probabilidade de encontrar o sistema no estado microscópico i. 

Quando se tem equiprobabilidade dos microestados, 
1

ip
W

= , (Hipótese de 

equiprobabilidade) a entropia BGS  é recuperada.  

Segundo Cirto (2016), como a mecânica quântica ainda era desconhecida de 

Boltzman, o trabalho de relacionar a entropia com a mecânica quântica foi dada a Von 

Neumann. A extensão da equação (1.2) para sistemas quânticos é por meio da matriz 

densidade  , sendo a entropia de von Neumann dada por: 

 

lnBG B rS k T   = −
 

, (1.3) 

 

Na mecânica estatística, duas propriedades fundamentais da entropia são: a 

aditividade e a extensividade. Se um sistema A tem uma dada quantidade associada S(A), 

esta quantidade é aditiva em relação a uma lei de composição particular. Segundo Salinas 

(1997) e Filho (2011) na aditividade um funcional entrópico iSp probabilístico é dito ser 

aditivo se, para dois quaisquer sistemas probabilisticamente independente a relação abaixo 

é satisfeita: 

 

( ) ( ) ( )S A B S A S B+ = + , (1.4) 

 

onde o símbolo + no argumento de S refere-se à lei de composição.  

Por outro lado, tem-se o conceito de extensividade, um funcional entrópico iSp  

probabilístico é dito ser extensivo se 

 

( )
lim
N

S N

N→
  . (1.5) 

 

Um sistema extensivo tem um comportamento assintótico com o número de subsistemas N 

tal que existe um fator de proporcionalidade finito entre ( )S N  e N . Esta é uma condição 

mais simples que a de aditividade. Mais precisamente, aditividade em relação a uma dada 
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lei de composição implica extensividade, 
( )

( )lim
N

S NA
S A

N→
=  . Então, pode considerar que 

um sistema extensivo é um assintótico aditivo. 

A mecânica estatística de Boltzmann-Gibbs tem suas particularidades quando 

se trata de resolução de sistemas extensivos, contudo Tsallis (1988) abordou um novo 

sistema que ficou conhecido por “Mecânica estatística não-extensiva”, pois sua entropia 

resultou ser não-extensiva na ausência de correlações, mas ainda apresentava a mecânica 

estatística de Boltzmann-Gibbs como caso particular, Brito (2016). A entropia de Tsallis 

(1988) é descrito como: 

 

1

1
1 ln

1

W W
qB

q i B i q

i i i

k
S p k p

q p=

 
= − − = 

−  
  . (1.6) 

 

Na equação (1.6), q é o índice entrópico que caracteriza o grau de não-extensividade do 

sistema. Tem-se que função q-logarítmica é definida, na teoria de Tsallis, por: 

 

( ) ( )
1 1

ln , ,
1

q

q

x
x x q

q

− −
 

−
. (1.7) 

 

O parâmetro q é em princípio real, e a função lnq (x) é a q-generalização do logaritmo. Com 

microestados igualmente prováveis, ou seja, através da (Hipótese de equiprobabilidade) a 

equação (1.6) fica: 

 

( )11 ln
1

qB
q B q

k
S W k W

q

− = − − = −
, (1.8) 

 

Na qual a equação (1.8) corresponde ao extremo de Sq [dSq = 0   pi = 1/W ∀ i], máximo 

se q > 0 ou mínimo se q < 0. No limite de q → 1 o q-logaritmo se reduz ao logaritmo usual 

e as equações (1.1) e (1.2) são recuperadas, segundo Cirto (2016). 
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Na estatística de Boltzmann-Gibbs tem-se que ( ) ( ) ( )S A B S A S B+ = + , 

porém, pode-se provar que a entropia de Tsallis obedece a 

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
1

q q q q q

B B B B B

S A B S A S B S A S B
q

k k k k k

+
= + + − . (1.9) 

 

Então, quando q = 1 a q-entropia torna-se aditiva e recuperamos a entropia padrão de 

Boltzmann-Gibbs. A não-extensividade do sistema está justamente no termo 

( ) ( ) ( )1 q qq S A S B −   . Quando q > 0 a entropia torna-se sub extensiva e quando q < 0 ela 

torna-se super extensiva. 

 

1.2 Função Lambert W 

 

Johann Heinrich Lambert, em 1758, solucionou a equação trinomial 

mx q x= + , dando um desenvolvimento em série para x  em potências de q. Já Euler (1783), 

transformou a equação de Lambert na forma mais simétrica: 

 

( )x x vx     +− = − , (1.10) 

 

substituindo x −  por x  e definindo m =  e ( )q v = − . A versão de Euler da solução 

em série de Lambert fica assim: 

 

( ) ( )( )

( )( )( )

2 3

4

1 1
1 2 2

2 6

1
3 2 2 3

24

nx nv n n v n n n v

n n n n v

     

     

= + + + + + + + + +

+ + + + + + + +

 (1.11) 

 

Após derivar a série, Euler analisou casos especiais como  = . Para ver o que 

isso significa na equação trinomial original, faz-se a divisão da equação (1.10) por ( - ) 

e então faz-se  →  para obter: 
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( )log x vx= . (1.12) 

 

Euler notou que, se pudesse resolver a equação (1.12) para  = 1, então ele 

poderia resolver para qualquer  ≠ 0, para ver isso, multiplique a equação (1.12) por  

depois simplifique log(x) por log(x), faça z x=  e u v= . Tem-se que ( )log z uz=  que 

é apenas equação (1.12) com 1 = . 

Para resolver a equação (1.12) usando a equação da série (1.11), Euler primeiro 

fez 1 = =  e assim, reescreveu a equação (1.12) como uma série do tipo (xn-1)/n. Em 

seguida, ele definiu n = 0 para obter log(x) no lado esquerdo e uma boa série no lado direito: 

 

( )
1 2 3 4

2 3 4 52 3 4 5
log

2! 3! 4! 5!
x v v v v v= + + + + +  (1.13) 

 

Esta série, que converge para | | < 1/e, define uma função T() chamada tree 

function por Janson et al. (1993). Ela é igual a -W(-) em que W(z) é definido como a 

função que satisfaz: 

 

( ) ( )W z
W z e z= . (1.14) 

 

A função W de Lambert possui diversas aplicações em física e engenharia, 

como exemplificado em Corless et al. (1996), Valluri et al. (2000) e Jenn (2002).  

A função W de Lambert possui generalizações como a função Wq de Lambert-

Tsallis, recentemente proposta por Silva e Ramos (2019). Ela é a solução de  

 

( ) ( )qW z

q qW z e z= . (1.15) 

 

Quando q = 1, tem-se ( ) x

qe x e=  e, portanto, 1qW =  é a famosa função W de Lambert. Uma 

propriedade importante da função Lambert-Tsallis Wq é: 

 

( ) ( ) ( )ln lnq q q q qx W x W x = +   , (1.16) 
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onde 
q+  é a q-adição, Yamano (2002). Usando a equação (1.16), a entropia de Tsallis de 

uma variável discreta que pode ser reescrita como: 

 

( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

ln

ln 1 ln ,

q

q n q n

n

q q q

n q n n q q n n q n q q n

n n n

S P P

P W P P W P q P W P W P

= − =

= − − − −



  
 (1.17) 

 

o termo 

 

( )q

q n q n

n

D P W P= , (1.18) 

 

da equação (1.17) é positivo e foi chamado de disentropia, pois é máximo para uma 

distribuição delta e mínimo para uma distribuição uniforme, segundo Silva e Ramos 

(2019). Portanto, é uma medida de ordem ou certeza. Assim, função Wq de Lambert-Tsallis 

foi usada para definir a disentropia que, por sua vez, tem várias aplicações na teoria da 

informação quântica e clássica, Ramos (2019). 

 

1.3 Teoria da Informação Clássica e Quântica com Disentropia  

 

1.3.1 Disentropia Clássica 

 

Seja a variável aleatória  | 1,2,3, ,kX x k K= =   para representar os 

possíveis resultados de um evento (como uma medição). O resultado de kx  aparece com a 

probabilidade kP , sendo Pk ≥ 0 e o ∑ 𝑃𝑘
𝐾
𝑘=1 = 1. A quantidade de desinformação associada 

à kP  é dada por ( )q q kd W P= . Pode-se notar que ( )0 0qW =  e ( ) 0qW x   para 0x  , Silva 

e Ramos (2019). A quantidade média de desinformação é a disentropia: 

 

( ) ( )
1

K
q

q k q k

k

D X P W P
=

= . (1.19) 
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Para uma distribuição delta, tem-se ( )1q qD W= , seu valor máximo, enquanto para uma 

distribuição uniforme ( ) ( )1 1q

qD K W K
− −= , é o seu valor mínimo. Portanto, a disentropia 

mede a certeza de X . 

Seguindo a definição dada na equação (1.19), a disentropia conjunta das 

variáveis aleatórias X  e Y , é dada por: 

 

( ) ( ) ( )( )
,

, ,

1, 1

,
K J

q

q k j q k j

k j

D X Y P x y W P x y
= =

=  , (1.20) 

 

sendo P(xk,yj) a probabilidade conjunta de X = xk e Y = yj.  

A disentropia mútua, por sua vez, segue a definição tradicional: 

 

( ) ( ) ( ) ( ): ,M

q q q qD X Y D X D Y D X Y= + − . (1.21) 

 

Utilizando a disentropia conjunta, a disentropia condicional pode ser definida, 

como sendo: 

( ) ( ) ( )| ,q q qD X Y D X Y D Y= − . (1.22) 

 

Na equação (1.22) a certeza sobre X após a observação de Y é igual a diferença das certezas 

dos pares (X,Y) e Y. 

A disentropia relativa, por sua vez, pode ser definida de quatro maneiras 

diferentes: 

 

( )

( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )

|

q

k q k q kk

q

k q k q kR k
q

q

k q k kk

q

k q k kk

P W P W t

P W P W t
D X Y

P W P t

P W P t

 −

 −

= 
−


−








. (1.23) 
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Na equação (1.23) a distribuição ( )k kP t  está associado aos possíveis valores da variável 

aleatória X (Y). Nota-se que ( )qW x  pode retornar um valor real para alguns valores 

negativos de seu argumento. 

Por fim, a relação de incerteza disentropica de duas variáveis independentes é: 

 

( ) ( ) ( )2 1q q qD X D Y W+  . (1.24) 

 

O valor ( )2 1qW  não é o valor do limite inferior quando X e Y  estão correlacionados. 

 

1.3.2 Disentropia Quântica 

 

A versão para disentropia quântica é dada por: 

 

( ) ( )q

q n q n

n

D W  = , (1.25) 

 

na qual n  são os autovalores da matriz de densidade  . A disentropia quântica mútua é 

definida como sendo,  

 

( ) ( ) ( ) ( ):M

q A B q A q B q ABD D D D   = + −  , (1.26) 

 

sendo,  

( ) ( ) ABA B B A
Tr =  . (1.27) 

 

A disentropia quântica mútua é não negativa e Tr é uma operação de traço 

parcial. A disentropia condicional quântica pode ser definida da maneira tradicional como 

sendo: 

 

( ) ( ) ( )|q q AB q BD A B D D =  − . (1.28) 
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A disentropia condicional quântica pode ser negativa ou positiva para estados 

emaranhados, mas é negativa para estados não emaranhados.  

A disentropia relativa quântica, por sua vez, pode ser definida de quatro 

maneiras diferentes: 

 

( )

( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )

|

q

n q n q nn

q

n q n q nn
q

q

n q n nn

q

n q n nn

W W

W W
D

W

W

  

  


  

  

 −

 −

 = 
−


−








. (1.29) 

 

Onde n  e n  são, respectivamente, os autovalores das matrizes de densidade   e  . 
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CAPÍTULO 2 

REDES DE FUNÇÃO DE BASE RADIAL 

UTILIZANDO A FUNÇÃO Wq DE LAMBERT-

TSALLIS 

 

2.1 RBFN, Função Lambert-Tsallis Wq e Disentropia 

 

Rede de funções de base radial (RBFN – Inglês) é usada com sucesso para 

realizar a aproximação de uma função desconhecida. Sua estrutura básica com apenas uma 

camada oculta é mostrada na Figura 1. 

 

Figura 1 – RBFN com uma camada oculta. 

 

 

 

 

 

 

 

      

 

 

 

Fonte: Elaborado pelo Autor. 

 

O valor da t-ésima saída, yt, é dada por: 

 

( ) ( )
1

, ; ;
k

c

t nt n n n n

n

y x r h d x x c
=

 =
  . (2.1) 

 

Na equação (2.1), a variável de entrada x  é uma função dos dados de entrada 

 1, , jx x , nh  é a função de base radial do n-ésimo neurônio. Ela tem três parâmetros: 
c

nx  

(o valor central), n  (a largura) e nc  (o tipo de RBF usado). Basicamente, o valor de nh  é 
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máximo quando a distância, dada por uma função d(), entre o centro e a entrada da variável 

é zero e diminui quando a distância aumenta. Funções como gaussiana, q-gaussiana e 

Cauchy, por exemplo, foram utilizadas como RBF por Tinos e Júnior (2009) e Fernández-

Navarro et al. (2011). A função de distância d pode ser, por exemplo, uma distância 

euclidiana ou uma distância entrópica. Um RBFN pode usar diferentes RBFs, neste caso o 

parâmetro cn identifica os tipos de RBFs usados. Por fim, rnt são os coeficientes encontrados 

durante o estágio de treinamento. O treinamento consiste em descobrir os melhores valores 

de 
c

nx , n , nc , ntr  e o número de neurônios na camada oculta, de modo que o erro durante 

o treinamento usando exemplos conhecidos seja mínimo. O tamanho e a qualidade do 

conjunto de treinamento também são importantes para um bom desempenho do 

classificador. É comum usar um algoritmo genético ou outra heurística para treinar o 

RBFN. 

A função de base radial proposta neste trabalho é: 

 

( )
( )

1
2, ; ;

1 ,
c

cq

C
h d x x q C

W d x x




  = −
   +

 

. 
(2.2) 

 

Em (2.2) 1C  e 2C  são parâmetros usados para normalizar a função h, Wq, é a função de 

Lambert-Tsallis a ser utilizada e a variável  controla a largura da RBF. Por exemplo, para 

 1/ 2,3 / 2,2q tem-se 

 

( )

2

2

3

1/2
2

3

8 64 8
3 2 2 2

27 729 27

8 64 8
9 2 2

27 729 27

x x

W x

x x

 
  + + − + −   

 =

 
+ + − + 

 

 para 0,2950x  − , (2.3) 

 

( )
( )( )

3/2

2 1 2 1x x
W x

x

+ − +
=  para 1/ 2x  − , 

 

(2.4) 

 

( )2
1

x
W x

x
=

+
 para 1x  − . 

 

(2.5) 
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As respectivas funções de base radial são: 

 

( )( ) ( )( ), ; 1 1 1 ,c ch d x x q W d x x  = = +
 

, (2.6) 

( )( ) ( )( )1/2, ; 1/ 2 1 1 ,c ch d x x q W d x x  = = +
 

, (2.7) 

( )( )
( )( )3/2

3 / 2 1
, ; 3 / 2

21 ,
c

c

h d x x q
W d x x




= = −
+

, 
(2.8) 

( )( )
( )( )2

2
, ; 2 1

1 ,
c

c

h d x x q
W d x x




= = −
+

. 
(2.9) 

 

Na Figura 2 são mostradas as equações (2.6) – (2.9) versus x para 1 = e d = (�⃗�-50)2 para 

(�⃗�c = 50). 

 

Figura 2 – Funções de base radial (2.6) – (2.9) versus x para 1 =  e 

( )
2

50d x= − . 

 

 

Fonte: Elaborado pelo Autor. 
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Nota-se no gráfico da Fig. 2, que as RBFs que usam as funções de Lambert-

Tsallis são funções agudas. Assim, é interessante a comparação da RBFN proposta neste 

trabalho com RBFN que usam RBFs com pico arredondado, como a q-Gaussiana. A função 

q-Gaussiana é dada por: 

 

( )

2

2 1/1(1 )
2

1

1 1 1&1 (1 ) 0.

0

x

q
x

q

e q

e q x q q z

caso contrário

−

−
−

 =


 = − −  + −  



 (2.10) 

 

O gráfico da q-Gaussiana para q  {1/2,3/2,2} pode ser visto na Figura 3: 

 

Figura 3 – q-Gaussiana como RBFs para  1/ 2,3 / 2,2q . 

 

Fonte: Elaborado pelo Autor. 
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CAPÍTULO 3 

APLICAÇOES DE RBFN UTILIZANDO A 

FUNÇÃO Wq DE LAMBERT-TSALLIS 

 

Como o objetivo é mostrar que a função Wq pode ser usada para construir uma 

função de base radial útil, esta dissertação propõe a solução de dois problemas 

completamente distintos usando RBFN com as funções de base radial dadas na eq. (2.2). 

O primeiro problema é a construção de um classificador capaz de discriminar estados 

quânticos de dois qubits entrelaçados e desentrelaçados. O segundo problema considerado 

é a estimação da função densidade de probabilidade a partir de uma sequência de números 

aleatórios.    

 

3.1 Classificador de estados de dois qubits emaranhados usando uma RBFN com a 

função Wq de Lambert-Tsallis  

 

Inicialmente escolhemos implementar um classificador capaz de discriminar 

entre estados de dois qubits entrelaçados e não entrelaçados. Este problema é facilmente 

resolvido usando a concorrência de Wootters (1998), por isso ela será usada para medir a 

taxa de erro da RBFN implementada. Basicamente, a concorrência de Wootters (uma 

medida de entrelaçamento) do estado bipartido ρ é dada por 

 1 2 3 4( ) max 0,C     = − − −  na qual 1 2 3 4       são os autovalores da matriz 

Hermiteana ( ) ( )*y y y yR       =   . O asterisco denota o complexo 

conjugado e y é a porta spin-flip de Pauli. 

O classificador proposto possui uma entrada (o estado quântico de entrada), 

uma camada oculta e um único valor de saída. Ele é mostrado na Figura 4. 
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Figura 4 – RBFN utilizada para discriminar entre estados de dois qubits 

entrelaçados e não entrelaçados. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Elaborado pelo Autor 

 

A função de distância usada é a disentropia relativa quântica com q = 2, 

 

( ) ( )2, ||d D  =  . (3.1) 

 

Na equação (3.1)  é o estado quântico ‘central’. Usando a equação (3.1) e (2.2) em (2.1) 

obtém-se a equação que descreve o classificador proposto: 

 

( ) ( )
( )

2 1 1
1 1 1 2 22

1 1 1 2

|| ;
1 ||

qk k
C qn

n n n n c
n n q n n

r C
y r h D q C

W D
  

 = =

 =  = −
   + 

 

  , (3.2) 

( ) ( )
( )

2 2 1
2 2 2 2 22

1 1 2 2

|| ;
1 ||

qk k
C qn

n n n n c
n n q n n

r C
y r h D q C

W D
  

 = =

 =  = −
   + 

 

  , (3.3) 

( ) ( ) ( )1 2y y y  = − . (3.4) 

 

O estado central 
c

n  é entrelaçado enquanto 
c

n  são estados desentrelaçados. O 

estado de entrada   é considerado emaranhado (desemaranhado) pela RBFN se 

( ) 0y    ( )( )0y   . A heurística usada para treinar o RBFN (para encontrar os valores 
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de 
c

n , 
c

n , 1nr , 2nr , 1n  e 2n   que minimiza a taxa de erro) foi a heurística conhecida como 

Evolução Diferencial (DE – em inglês), uma vez que as soluções são diretamente 

codificadas em valores reais em vez de sequências binárias como ocorre, por exemplo, em 

um algoritmo genético. Neste primeiro exemplo, utilizamos q = 2 e 20 neurônios na camada 

oculta, k = 10 em (3.2) e (3.3). O conjunto inicial de treinamento foi composto por 2500 

estados entrelaçados e 2500 estados desentrelaçados escolhidos aleatoriamente. O 

algoritmo DE utilizou uma população com 20 indivíduos e taxas de cruzamento e mutação 

iguais a 0,75 e 0,25, respectivamente. O treinamento levou 1.000 gerações. Após o 

treinamento, usamos um conjunto de teste com 1.000.000 estados (500.000 entrelaçados e 

500.000 desentrelaçados) escolhidos aleatoriamente e o classificador os discriminou 

corretamente em 89,42% dos casos. A discriminação correta é mais complicada quando a 

entrada é um estado entrelaçado com um valor muito baixo de emaranhamento. Para 

verificar o desempenho do classificador nesta região, consideramos os cenários descritos 

nas Tabelas 1 e 2:   

 

Tabela 1 – Conjuntos de treinamento (C é a concorrência de Wootter). 

 

Conjuntos de treinamento - 5.000 estados escolhidos aleatoriamente 

Str0 2.500 estados desentrelaçados e 2.500 estados entrelaçados sem qualquer restrição. 

Str1 
2.500 estados desentrelaçados e 2.500 estados entrelaçados com:  

C  0.1. 

Str2 
2.500 estados desentrelaçados e 2.500 estados entrelaçados com: 

C  0.1 (75%) e 0.1 < C  0.2 (25%). 

Str3 
2.500 estados desentrelaçados e 2.500 estados entrelaçados com: 

C  0.1 (50%) e 0.1 < C  0.2 (50%). 

Str4 
2.500 estados desentrelaçados e 2.500 estados entrelaçados com: 

C  0.1 (25%) e 0.1 < C  0.2 (75%). 

Str5 

2.500 estados desentrelaçados e 2.500 estados entrelaçados com:  

C  0.1 (25%); 

0.1 < C  0.2 (25%); 

0.2 < C  0.3 (25%); 

0.3 < C  0.4 (25%). 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 
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Tabela 2 – Conjuntos de teste (C é a concorrência de Wootter). 

 

Conjunto de teste - 1.000.000 estados escolhidos aleatoriamente 

Stst1 Estados entrelaçados e desentrelaçados sem qualquer restrição 

Stst2 Apenas estados desentrelaçados 

Stst3 Apenas estados entrelaçados 

Stst4 Apenas estados entrelaçados com C  0.1 

Stst5 Apenas estados entrelaçados com 0.1 < C  0.2 

Stst6 Apenas estados entrelaçados com 0.2 < C  0.3 

Stst7 Apenas estados entrelaçados com 0.3 < C  0.4 

Stst8 Apenas estados entrelaçados com 0.4 < C  0.5 

Stst9 Apenas estados entrelaçados com 0.5 < C  0.6 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

As taxas de sucesso para os diferentes cenários usando q = 2 são mostradas na 

Tabela 3. 

 

Tabela 3 – Taxa de sucesso quando os conjuntos de treinamento e teste utilizados são Stri 

e Ststj. 

q = 2 Stst1 Stst2 Stst3 Stst4 Stst5 Stst6 Stst7 Stst8 Stst9 

Str0 87,00% 85,31% 86,93% 75,56% 99,65% 100% 100% 100% 100% 

Str1 89,42% 75,69% 89,34% 87,80% 100,00% 100% 100% 100% 100% 

Str2 87,60% 83,69% 87,51% 78,06% 99,99% 100% 100% 100% 100% 

Str3 86,06% 86,07% 85,98% 72,62% 99,92% 100% 100% 100% 100% 

Str4 84,01% 89,08% 84,00% 65,80% 99,50% 100% 100% 100% 100% 

Str5 81,86% 91,76% 81,82% 59,45% 97,70% 100% 100% 100% 100% 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Como pode ser observado na Tabela 3, estados entrelaçados com concorrência 

maior que 0,2 são sempre corretamente discriminados pela RBFN proposta. 

A Tabela 4, por sua vez, mostra os resultados do classificador usando q = 1/2 e 

q = 3/2. Aqui, apenas dois conjuntos de treinamento foram utilizados Str0 e Str1. 
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Tabela 4 – Taxa de sucesso quando os conjuntos de treinamento e teste utilizados são Str0 

e Ststj, j = 1, ..., 9, para o classificador utilizando q = 1/2 e q = 3/2. 

 Stst1 Stst2 Stst3 Stst4 Stst5 Stst6 Stst7 Stst8 Stst9 

Str0 q = 1/2 86,59% 86,14% 86,55% 74,23% 99,62% 100% 100% 100% 100% 

Str1 q = 1/2 89,55% 76,14% 89,45% 87,77% 100% 100% 100% 100% 100% 

Str0 q = 3/2 87,52% 83,81% 87,43% 77,78% 99,99% 100% 100% 100% 100% 

Str1 q = 3/2 89,05% 78,82% 88,97% 84,88% 100% 100% 100% 100% 100% 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Como pode ser observado nas Tabelas 3 e 4, estados emaranhados com 

concorrência maior que 0,2 são sempre corretamente discriminados pela RBFN. Além 

disso, não há mudança estatisticamente significante entre os diferentes valores de q 

utilizados.  

Por fim, também foi simulado um classificador usando uma função q-

Gaussiana como função de base radial. As equações que descrevem o classificador baseado 

em q-Gaussiana são: 

( )
( )

( ) ( )
( )2

1 2
1/ 1|| 2

1 1 1 1 21
1

1 1 ||
C

n n

k qDk C

n q n n nn
n

y r e r q D
 

  
−− 

= +
=

 = = − − 
   , (3.5) 

( )
( )

( ) ( )
( )2

2 2
1/ 1|| 2

2 2 2 2 21
1

1 1 ||
C

n n

k qDk C

n q n n nn
n

y r e r q D
 

  
−− 

= +
=

 = = − − 
   , (3.6) 

( ) ( ) ( )1 2y y y  = −  (3.7) 

 

Em (3.5) e (3.6) [A]+ = máx.{A,0}. A Tabela 5 mostra os resultados da q-Gaussiana baseada 

no classificador para  1/ 2,3 / 2,2q .  

Tabela 5 – Taxa de sucesso do classificador que usa q-Gaussiana quando os conjuntos de 

treinamento e teste utilizados são Str0,1 e Ststj, j = 1, ..., 9. 

 Stst1 Stst2 Stst3 Stst4 Stst5 Stst6 Stst7 Stst8 Stst9 

Str0 q = 2 87,03% 85,38% 86,98% 75,69% 99,81% 100% 100% 100% 100% 
Str1 q = 2 89,07% 78,41% 88,99% 85,18% 100% 100% 100% 100% 100% 
Str0 q = ½ 85,08% 88,10% 85,05% 69,22% 99,66% 99,90% 99,76% 99,41% 98,58% 
Str1 q = ½ 88,73% 80,28% 88,63% 83,09% 100% 100% 100% 100% 100% 

Str0 q = 3/2 87,26% 84,86% 87,17% 76,48% 99,96% 100% 100% 100% 100% 
Str1 q = 3/2 88,99% 78,49% 88,92% 84,92% 100% 100% 100% 100% 100% 

Fonte: elaborada pelo autor 
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Comparando as Tabelas 3 e 5, é possível ver um desempenho um pouco melhor 

do classificador usando a função Lambert-Tsallis, no entanto, com base apenas nesses 

resultados, não é possível afirmar que, em geral, as RBFNs usando Wq mostram melhor 

desempenho do que RBFNs usando q-Gaussiana. 

 

3.2 Estimador da Função de Densidade de Probabilidade 

 

Há casos em que é preciso realizar uma determinação da função de densidade 

de probabilidade de um processo físico, como ocorre, por exemplo, na tomografia de 

estados quânticos, Silva et al. (2018). Nesses casos, apenas a amostra de dados, cuja função 

de densidade de probabilidade não é conhecida antecipadamente, está disponível. Portanto, 

é preciso estimar a PDF usando o conjunto de dados disponível. A maneira mais fácil de 

estimar a PDF a partir dos dados disponíveis é construir o histograma. No entanto, quando 

variáveis contínuas são utilizadas, essa estimativa possui problemas como a determinação 

da partição ideal do espaço amostral. Uma possível abordagem é estimar a PDF usando 

uma RBFN. Nesta seção uma RBFN usando a função de Lambert-Tsallis foi proposta para 

estimar a PDF a partir de sequências de números aleatórios obtidos usando uma PDF 

normal e uma PDF de Cauchy. A RBFN proposta é mostrada na Figura 5. 

 

Figura 5 – RBFN utilizado para estimar uma PDF. 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Elaborado pelo Autor. 

 

A saída da RBFN é: 
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Para obter os parâmetros nr  e 
c

nx , em primeiro lugar, construímos o 

histograma com um número de caixas (partições) muito menor do que o número de 

amostras. O parâmetro nr  é a frequência relativa e 
c

nx  é o centro do n-ésimo bin. Os valores 

de n  dependem da PDF real e, portanto, é a variável a ser otimizada. O número de 

neurônios na camada oculta é igual ao número de partições do histograma. O primeiro teste 

foi realizado com uma distribuição normal: 

 

( )
2

2
1

2

x

p x e


−

= . (3.9) 

 

Vinte mil números foram escolhidos aleatoriamente de acordo com a PDF na 

equação (3.9) e um histograma com 2000 caixas foi construído, portanto, havia dois mil 

neurônios na camada oculta. As PDFs real e estimada podem ser vistas na Figura 6. O valor 

de n  utilizado foi de 30 para todos os neurônios na camada oculta. 

 

Figura 6 – Distribuição normal e sua estimativa usando um RBFN com Wq = 2, 

vinte mil amostras e 2000 neurônios. 

 
Fonte: elaborado pelo autor. 
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Nota-se na Figura 6 que uma boa estimativa da PDF é alcançada com o 

conjunto de valores dos parâmetros utilizados.  

Uma segunda estimativa também foi realizada. Dez mil números foram 

escolhidos aleatoriamente de acordo com a PDF na equação (3.9) e um histograma com 

200 caixas foi construído. Portanto, havia duzentos neurônios na camada oculta. Duas 

RBFN foram testadas. Para a RBFN 1 utilizou-se a mesma RBF da simulação anterior 

enquanto a RBFN 2 utiliza a q-Gaussiana com q = 2 como RBF. As PDFs real e estimadas 

podem ser vistas na Figura 7. O valor de n  utilizado foi de 50 para todos os neurônios na 

camada oculta. 

 

Figura 7 – Distribuição normal e suas estimativas usando a RBFN 1 (Lambert – 

Tsallis) e a RBFN 2 (q-Gaussiana). Dez mil amostras e duzentos neurônios na 

camada oculta foram usados. 

 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

O terceiro teste usa uma distribuição padrão de Cauchy: 

 

( )
( )2

1

1
p x

x
=

+
. (3.10) 

 



 

36 

Dez mil números foram escolhidos aleatoriamente de acordo com o PDF na 

equação (3.10) e um histograma com 2000 caixas foi construído. As PDFs real e estimadas 

podem ser vistas na Figura 8. O valor de n  foi de 0,5 para todos os neurônios na camada 

oculta. 

 

Figura 8 – Distribuição de Cauchy e suas estimativas por RBFN I (Lambert 

– Tsallis) e um RBFN II (q-Gaussiana). Dez mil amostras e dois mil 

neurônios foram usados. 

 
Fonte: elaborado pelo autor. 

 

Como se pode notar, em ambos os casos a estimativa da PDF não foi perfeita, 

mas foi boa o suficiente para, por exemplo, apresentar uma boa estimativa da entropia ou 

da disentropia. 

O problema de estimar uma PDF usando um histograma como ponto de partida 

é, em certo sentido, uma tarefa de ajuste de função. Consideremos agora a função de 

Lambert-Tsallis para q = 1/2 dada pela equação (2.3) em um intervalo definido. Usando a 

mesma topologia mostrado na Figura 5 sua versão normalizada, W1/2/max(W1/2), pode ser 

bem aproximada por: 
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( )
( )
( ) ( )

1/2

2
1 1/2

2

2
1

1

c
k

n

c
c

n k
n n

W x
y x

W x W x x=

 
 

= −  + −    

 , (3.11) 

 

no intervalo ,c c

n kx x   . A Figura 9 mostra W1/2(x) e y(x) dada por (3.11) no intervalo [0; 

98,99]. O gráfico na Fig. 9 tem 20.000 pontos e usamos 1000 neurônios (k = 1000 em 

(3.11)) com n  = 50,15 para todos eles. 

 

Figura 9 – W1/2(x) e sua aproximação usando uma RBFN. 

 

Fonte: elaborado pelo autor. 
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CAPÍTULO 4  

CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS 

 

4.1 Conclusões  

 

O bom desempenho das duas RBFNs apresentadas mostra que o kernel 

proposto baseado na função Wq de Lambert-Tsallis é útil e pode ser usado em RBFNs. 

Nesta dissertação ficamos restritos a  1/ 2,3 / 2,2q  por causa de seu cálculo numérico 

fácil e rápido, entretanto, outros valores de q também podem ser testados. Além disso, o 

alto índice de sucesso do classificador também mostra que a disentropia relativa quântica 

é uma medida útil da distância entre estados quânticos.  

  

4.2 Trabalhos Futuros 

 

Como trabalhos futuros pode-se destacar: 

 

1)  O uso da RBFN com a função de Lambert-Tsallis para discriminação de estados 

quânticos entrelaçados e desentrelaçados em espaços de dimensão maior que 

quatro.  

 

2)  Testar RBFNs com a função de Lambert-Tsallis para quaisquer diferentes neurônios 

que possam ter diferentes funções Wq. 

 

3)  Usar a RBFN com a função de Lambert-Tsallis para estimar a função densidade de 

probabilidade, usando os dados decorrentes das medições realizadas em uma 

tomografia quântica real. 
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