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RESUMO

O objetivo do Problema de Geometria de Distancias (DGP) é determinar um conjunto de
coordenadas em um espacgo euclidiano que satisfaca um determinado conjunto de restri¢des.
A aplicabilidade do DGP se espalha em diversas dreas, da geometria molecular a robdtica.
O algoritmo Branch-and-Prune (BP) € um dos algoritmos mais importantes na literatura do
DGP. Basicamente, o algoritmo BP representa o espaco de busca do DGP como uma arvore
bindria e o reduz a resolu¢cdo de uma sequéncia de sistemas quadraticos. Entretanto, o BP pode
realizar um elevado nimero de operagdes repetidas, aumentando desnecessariamente o esfor¢o
computacional. Em vista deste problema, o presente trabalho busca apresentar uma alternativa
para reduzir a quantidade de operacoes realizadas através de simetrias facilmente identificaveis

em sua representacdo em grafo.

Palavras-chave: Geometria de Distancias. Branch-and-Prune. Proteinas. Simetria.



ABSTRACT

The objective of the Distance Geometry Problem (DGP) is to determine a set of coordinates in a
Euclidean space that satisfies a given set of restrictions. The applicability of DGP spreads in
several areas, from molecular geometry to robotics. The Branch-and-Prune (BP) algorithm is one
of the most important algorithms in the DGP literature. Basically, the BP algorithm represents
the DGP search space as a binary tree and reduces it to the resolution of a sequence of quadratic
systems. However, BP can perform a large number of repeated operations, unnecessarily
increasing computational effort. In view of this problem, the present work purposes an alternative
to reduce the number of operations performed through symmetries easily identifiable in DGP

graph representation.

Keywords: Distance Geometry. Branch-and-Prune. Proteins. Symmetry.
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1 INTRODUCAO

A Geometria de Distancias (DG — Distance Geometry) é uma drea de pesquisa
que mescla conceitos matematicos e da Ciéncia da Computagdo como, por exemplo, norma,
grafos, combinatdria, algoritmos e teoria da complexidade. Dentre os problemas de interesse da
DG, destaca-se o Problema de Geometria de Distancias (DGP - Distance Geometry Problem)
que consiste na determinacdo das coordenadas de um conjunto de pontos em um dado espago
geométrico, onde apenas algumas das distancias entre estes pontos sdo conhecidas a priori
(LAVOR et al., 2017).

O DGP possui aplicacdo em diversos ramos, dentre os quais podemos citar: na astro-
nomia, para o cédlculo das coordenadas das estrelas e de outros corpos celestes (LINDEGREN et
al., 2012); na bioquimica, para a determina¢ao da estrutura tridimensional de moléculas proteicas
(LAVOR et al., 2017); na robética, no movimentos dos bracos de uma rob6é (NIELSEN; ROTH,
1999); e na telecomunicagdes, no posicionamento de sensores wireless (EREN et al., IEEExplore,
2004).

Existem diversas variagdes do DGP (LAVOR; LIBERTI, 2014). Neste projeto,
consideraremos a variante denominada de K-Problema Discretizdvel de Geometria de Distdncias
Moleculares (X DMDGP) cujo espaco de solucio é discreto. Com mais de 150 citagdes', o
algoritmo Branch-and-Prune (BP) é um dos mais relevantes para a solu¢io do XDMDGP.
Basicamente, o BP representa o espago de busca do XDMDGP como uma érvore bindria e reduz
a busca de solucdo a uma sequéncia de problemas quadraticos ordenados por uma busca em
profundidade (LIBERTT et al., 2008).

O objetivo principal deste trabalho consiste em apresentar uma nova abordagem para
solucionar o problema de Geometria de Distancias. Esta nova abordagem utiliza simetrias a fim
de obter uma reducao no esfor¢co computacional sem reduzir a qualidade das solucdes obtidas.
Os detalhes sobre as propriedades utilizadas serdo apresentadas e discutidas no decorrer deste
trabalho, com detalhes especificos nas referéncias citadas.

Além do objetivo anterior, a motivacao para o estudo deste problema diz respeito a
sua dificuldade, pois o0 DGP é um problema NP-Dificil (SAXE, 1980) e a escassez de distancias
(restricdes) faz com que o DGP torne-se um problema ainda mais desafiador.

O trabalho estd organizado em 7 capitulos, onde o primeiro corresponde exatamente

a esta introdugdo acerca do Problema de Geometria de Distancias. No capitulo 2 sdo apresentadas

' Niimero de citagdes segundo o Google Scholar em 01/03/2020.
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a base tedrica e alguns métodos para o Problema de Geometria de Distancias com foco em sua
aplicac@o no célculo da estrutura tridimensional de proteinas. Nos capitulos 3 e 4 da-se destaque
para duas variagdes do DGP, sendo uma delas especifica para o calculo de distincias moleculares.
E também apresentado o algoritmo Branch-and-Prune, o mais tradicional da literatura do DGP.
Nos capitulos 5 e 6 s@o apresentados, respectivamente, a proposta deste trabalho e os resultados
numéricos obtidos nos testes computacionais, onde comparamos nossa proposta com o algoritmo
Branch-and-Prune. Finalmente, no capitulo 7 sdo apresentadas as conclusdes e as propostas de

trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo motiva o estudo do DGP. Nele serdo conceituadas sua defini¢ao e

variantes, algumas de suas aplicagdes e também variados métodos de solugdo.

2.1 Sobre proteinas

As proteinas sao componentes fundamentais para o bom funcionamento de um
organismo vivo. Dentre as fun¢des das proteinas, podemos citar o transporte de oxigénio, a
protecdo contra patdgenos € a catalisacio de reacoes (NEUMAIER, 1997).

As propriedades e a fun¢do de cada proteina estdo associadas a sua estrutura tridi-
mensional (Figura 1) (LAVOR et al., 2017), que consiste na disposi¢ao de seus aminodcidos,
esta estrutura também afeta a forma como as proteinas interagem com outras substancias como,
por exemplo, medicamentos. Isto faz com que a determinacao da estrutura tridimensional seja
um problema de suma importancia para a industria farmacéutica, visto o elevado custo de seus

procedimentos (SCHLICK, 2010).

Figura 1 — Em uma proteina, a funcdo e a geometria estdo intimamente conectadas.

GEOMETRIA| {_—)> | FUNGAO

Para determinar tal estrutura, os métodos empiricos mais tradicionais s@o a Cristalo-
grafia de Raios-X e a Ressonancia Magnética Nuclear (RMN) (DONG; WU, 2002). A primeira
trabalha com a andlise da difragdo produzida por um feixe de raios-X incidido diretamente sobre
um cristal de qualidade adequada (SCHLICK, 2010). A detec¢do e o escaneamento fornecem
um mapa tridimensional de densidade eletronica, que consiste basicamente numa disposi¢cao
das provaveis posi¢des dos dtomos da estrutura molecular. Sua principal dificuldade esta na
obtencdo de cristais com a qualidade desejada.

Ja a técnica de RMN nao fornece um detalhamento como a cristalografia, porém
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ela é capaz de preservar caracteristicas fisiologicas das macromoléculas e fornece informacoes
ndo estdticas e que incorporam efeitos térmicos (SCHLICK, 2010). Os dados fornecidos pela
RMN consistem em distancias (curtas) euclidianas entre 4&tomos de hidrogénio em uma proteina
(LAVOR et al., 2019). Através desse conjunto parcial de distancias, formula-se o problema de
determinacdo da estrutura tridimensional de proteinas.

Vale ressaltar que ndo existe uma competicdo entre estes métodos pois ambos
fornecem informagdes limitadas e imprecisas, sendo portanto complementares. Combinados a
algumas caracteristicas da geometria das proteinas, os dados produzidos por ambos os métodos

auxiliam na formulagdo matematica do problema da estrutura molecular.

Figura 2 — Méquina de Ressonancia Magnética Nuclear.

Fonte: (LAVOR et al., 2017)

Algumas das estruturas tridimensionais obtidas experimentalmente ou por desenvol-
vimento tedrico estdo armazenados no repositério PDB (Protein Data Bank) (NATIONAL. ..,
2020), sendo este uma importante fonte de informagdo e conhecimento acerca das proteinas

(BERMAN et al., 2000).

2.2 Geometria das proteinas

As protefnas sdo macromoléculas geradas pela combinagdo de até 20 diferentes
tipos de aminoécidos, dispostos sequencialmente e fixados por ligacdes peptidicas (Figura 3)
(DEVLIN, 1998). A disposicao dos atomos de cada proteina é bem particular e caracteriza sua

funcdo.
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Figura 3 — Ligacdes peptidicas entre aminodcidos.

Amingdeide 1 H Aminodeide 2

Fonte: (CAMARGO, 2015)

Dentro da estrutura atdmica de uma proteina existe uma subestrutura especifica
chamada de cadeia principal. A cadeia principal é uma sequéncia formada por um dtomo de
nitrogénio (N) e dois carbonos (C), sendo um dos carbonos chamado de Cy, ao qual ligam-se
quatro diferentes grupos: um dtomo de hidrogénio; um grupo amino; um grupo 4cido carboxilico

e uma cadeia varidvel chamada de lateral (Figura 4).
Figura 4 — Estrutura de um aminoécido.

Grupo Grupo
Amino  Carboxilico

H H ,;D
.
H @ OH

Grupo
Variavel

Fonte: (LAVOR et al.,)

Sendo assim, uma proteina € uma sequéncia de residuos de aminoécidos unidos por
ligacOes peptidicas sucessivas. Cada proteina € caracterizada de modo unico pela sequéncia de
aminodcidos de suas estrutura (Figura 5). Assim como no alfabeto latino formado por 23 letras,
podemos construir indmeras palavras, no alfabeto proteico, os 20 aminodcidos estdo para as

proteinas assim como as 23 letras do alfabeto latino estio para palavras da lingua portuguesa.
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Figura 5 — Sequéncia de aminoacidos que formam a estrutura de uma proteina.

Fonte: (LAVOR et al., 2019)

As ligacOes peptidicas consistem no encontro entre o grupo amino de um aminodcido
e o grupo carboxilico de outro. No entanto, sdo as liga¢cdes associadas ao Cy, que produzem a
flexibilidade da estrutura da proteina pois, pela presenca de forcas interatdmicas, a estrutura é
torcida e encurvada gerando assim diversas conformagdes distintas (SOUZA, 2010). A Figura 6

ilustra os graus de liberdade associados a rotacdes com eixos nas ligacdes N —Cy € Co —C..

Figura 6 — Flexibilidade da estrutura da proteina.

Esta “dobradura” e a ordem em que os aminodcidos estdo dispostos sdo o que carac-
teriza a estrutura tridimensional da proteina e consequentemente definem a sua funcionalidade.
Vale ressaltar que a quantidade de dtomos presentes nas proteinas varia de 58 até 27000 atomos,
porém a grande maioria possui nimero de d&tomos na casa das centenas. Na Figura 7, vemos a

representacio de uma proteina com 888 dtomos.
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Figura 7 — Estrutura do sitio de ligac@o do fostato inositol em um dominio PH.

Fonte: https://www.rcsb.org/structure/IBTN (NATIONAL. . ., 2020)

2.3 Geometria de Distancias

A Geometria de Distancias (do inglés DG — Distance Geometry) é uma area de
pesquisa que utiliza conceitos da Matematica (norma, grafo, combinatdria, ...) e da Ciéncia da
Computacgdo (algoritmos e teoria da complexidade). Seu problema fundamental é determinar
as coordenadas (cartesianas) de um conjunto de pontos em um determinado espago geométrico
(euclidiano) através das distincias entre estes pontos (LAVOR et al., 2017). O desafio ou
principal dificuldade desta drea ocorre quando hé escassez de distancias, visto que a situagdo
onde todas sdo conhecidas € facilmente resolvida por pequenos problemas de trilateracdo (DONG;
WU, 2003).

A origem da DG data de 1928 quando Menger caracterizou diversos conceitos
geométricos em termos de distancia (MENGER, 1930). Contudo, a consolidacdo da Geometria
de Distancias como uma nova drea de conhecimento sé veio a ocorrer em 1953 com Blumenthal
(BLUMENTHAL, 1953. 347p). O grande marco histdrico da drea deu-se com o trabalho de
Crippen and Havel acerca da aplicacdo do DG no calculo de estruturas moleculares (CRIPPEN e
al., 1988). Desde entdo, este topico de pesquisa passou a despertar o interesse de préticos pela sua
aplicabilidade em diferentes dreas (astronomia, bioquimica, telecomunicacdes, roboética, etc...) €
também de pesquisadores pela sua vasta e rica teoria, tornando-a assim uma 4rea consolidada da

matematica aplicada (LIBERTI et al., 2014).


https://www.rcsb.org/structure/1BTN
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2.3.1 Formulacao matemdtica do DGP

A formulag@o do Problema de Geometria de Distancias (do inglés DGP - Distance
Geometry Problem) utiliza a nogdo de grafo. Este objeto matemdtico serd essencial por permitir
explorar as propriedades do problema e além disto, simplifica consideravelmente a formulacéo.
Esta representacao abstrata permite que os vértices do grafo sejam qualquer objeto (estrelas,
atomos, pessoas,...) e suas arestas qualquer relacdo entre estes objetos, justificando assim a sua

vasta aplicabilidade (LAVOR et al., 2017). A defini¢ao formal do DGP € dada por

Definicdo: Sejam K > 0 um inteiro e G = (V,E,d) um grafo ndo-direcionado, onde V é o
conjunto de vértices, E C V x V € o conjunto de arestas e d : E — (0, o0) é uma fungdo peso que
representa o valor da distancia entre um par de vértices cuja aresta pertence a E. O DGP consiste

em determinar uma fungdo x : V — RX tal que:

[lx(u) =x(W)|| = d({u,v}), V{u,v} €E (2.1)

Fornecer uma solucdo para este problema significa associar cada vértice de G a um
tinico ponto do espaco de interesse RX, de tal modo que as distancias coincidam com os dados
fornecidos pela funcio peso. A funcdo x que mapeia os vértices de um grafo no espaco RX ¢
chamada realizacdo do grafo. Caso a realizacdo satisfaca todas as equacdes 2.1, esta é chamada
de realizag¢do vdlida (LIBERTI et al., 2014). Se H € um subgrafo de G e x € uma realizagao
vélida de H em RX (considerando apenas as restricdes em H), diz-se que x é uma realizacdo
parcial vdlida de G, este conceito serd importante para a definicdo das variantes do DGP.

A fim de simplificar a notagdo, chamaremos x(u) e x(v), de x, x,, e d({u,v}) de
dyy. Além disso, como existe uma relagcdo biunivoca entre as arestas em E e as restricoes do
DGP, usaremos a expressdo "resolver a aresta {u,v}"no lugar de "resolver a restri¢ao associada a
aresta {u,v}". Uma instdncia DGP serd representada pelo par (G, K).

Na aplicacdo aqui adotada para o DGP, cada vértice corresponde a um ponto no

espaco geométrico tridimensional, ou seja, cada vértice serd um vetor de trés componentes
c—(x: x )T 22
Xi = (xlp-xlzaxl?,) (2.2)

Caso a distancia ||x; —x/||, entre um dado par de vértices x; e x; seja conhecida,

haverd uma aresta conectando-os no grafo.
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2.3.2 Complexidade do DGP

Apesar do DGP ser formulado utilizando Teoria dos Grafos, podemos reformulé-lo
através de programacdo matemadtica, sendo, neste caso, tratado como o problema de otimizacao

irrestrita
minf(x) =}, (bu—xll—dw)?, (2.3)
{uv}€eE
onde x: V — RK,

E imediato que, para qualquer solucio % do DGP, teremos f (x) =0, sendo x portanto
um minimizador global de f. Logo a formulacio de otimiza¢@o ou a dada em 2.1 sdo equivalentes
quando o conjunto solucdo do DGP nido € vazio. Apesar da facilidade em caracterizar os
minimizadores globais, essa formulacdo de otimizagdo apresenta como obstdculo a grande
quantidade de minimizadores locais da fun¢do f que ndo sido globais. Na verdade, como
destacado em (LAVOR et al., 2017), o nimero de minimizadores locais que ndo sdo globais
cresce exponencialmente com o numero de vértices e arestas usados na definicdo do DGP. No
célculo de estruturas moleculares, que podem ser formadas por até 27 mil dtomos, o elevado
nimero de minimizadores locais que nao sdo solugdo inviabiliza a aplicacdo direta de métodos
de otimizagdo nado-linear. Uma das formas de reduzir o esfor¢co computacional na otimizacdo
desta funcdo € suavizd-la, ou seja, buscar alternativas para reduzir a quantidade de minimizadores
locais (MORé; WU, 1999; SOUZA et al., 2011). Nestas estratégias, os algoritmos de otimizacao
classicos sdo aplicados em versdes modificadas (transformadas) da fungdo f.

Por outro lado, mesmo a formulagdo do DGP como um sistema de equagdes nao-
lineares apresentada em 2.1 nao pode ser diretamente resolvida (BAJAJ, 1988). Na realidade,
resolver o DGP nao é uma tarefa trivial, pois tanto no caso geral (SAXE, 1980), como também
em sua variante molecular (LAVOR et al., 2012), o DGP é um problema NP-dificil, ou seja,
existem instancias dificeis de resolver mesmo utilizando supercomputadores.

Caso ndo seja vazio, o conjunto solu¢do do DGP sempre serd infinito ndo-enumerével.
De fato, se x é solug@o, entdo y = R(x) com R sendo uma isometria também sera solu¢do pois
||lvu — y|| = ||xu — xv|| (propriedade das simetrias). Para evitar a redundincia na representagio
do conjunto solu¢do, sdo considerados conjuntos solu¢do minimos formados apenas por solugdes
que ndo podem ser obtidas uma das outras por mera aplica¢do de isometrias. Neste caso, ainda

podemos ter um conjunto ndo enumeravel de solucdes, pois as estruturas podem ser flexiveis, ou
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seja, o conjunto de restrigdes consideradas podem permitir deformacdes continuas em um dada

solucdo.
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3 METODOS CONTINUOS PARA O DGP

Neste capitulo serdo apresentados alguns dos mais conhecidos métodos presentes na

literatura do DGP, onde todos sdo baseados em buscas no espaco Euclidiano continuo.

3.1 Algoritmo DGSOL

Proposto por (MORé; WU, 1999), o algoritmo DGSOL realiza uma suavizacio da
funcdo f, ou seja, busca reduzir a quantidade de minimizadores locais, para assim aplicar um
algoritmo de otimiza¢do ndo-linear na fungdo transformada. Uma sequéncia de minimizadores
da funcao transformada € gerada, onde o dltimo termo € o candidato a minimizador global da
funcdo f (MORE; WU, 1999). Tal estratégia concentra-se nas regides mais promissoras com
minimizadores locais profundos.

A suavizacdo da funcdo f: R” — R € dada pela transformada gaussiana, gerando

uma nova fungao

| (_Hy—x\|2>
2
<f>a= W/ﬂf()’)e A dy (3.1)

onde A € o parAmetro de suavizacdo. A fungido < f >, consiste em uma média ponderada da
funcdo f em uma vizinhanga de x cujo tamanho € controlado pelo parametro de suavizacdo A
(Figura 8).

Além disto, temos a seguinte propriedade:

lim < /> (x) = f(x), (3.2)

ou seja, para A = 0 a fungfo suavizada retorna a fungdo original. Este parAmetro A é muito
importante pois convexifica a fun¢ao transformada, entretanto uma mé escolha deste pode
degenerar a solugdo obtida. De fato, valores grandes de A fazem com que as informagdes da
func¢do original sejam perdidas e valores pequenos pouco reduzem a quantidade de minimizadores.

Portanto, o pardmetro A deve ser escolhido cautelosamente.
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Figura 8 — Transformada Gaussiana de uma fun¢do. Na esquerda a funcéo original (A = 0) e na
direita a fun¢ado suavizada (A = 0.3).

Fonte: (MORé; WU, 1999)

Em (MORé; WU, 1999), o DGSOL foi testado para instancias entre 100 e 200
atomos, sendo capaz de resolvé-las independentemente do ponto inicial. No entanto, estas

instancias ndo condizem com a estrutura nem com a magnitude dos problemas reais.

3.2 Geometric Build-Up

Proposto por (DONG; WU, 2003), o algoritmo Geometric Build-Up baseia-se em
trilateragcdes sucessivas: as coordenadas de cada vértice sao calculadas utilizando as coordenadas
e as distincias a vértices previamente fixados.

Quando todas as distancias sdo conhecidas, o Geometric Buil-Up € capaz de fornecer
uma solugdo para o DGP em O(n) operagdes através de simples e pequenos sistemas de equacdes
algébricas (DONG; WU, 2003). O algoritmo inicia fixando quatro vértices para os quais existe
uma clique no grafo de definicdo do DGP. Em seguida, a cada iteragdo, um novo vértice € fixado
por uma trilateracao utilizando quatro vértices anteriormente fixados que lhe sejam adjacentes e

nao coplanares (Figura 9).

Figura 9 — Posi¢do de um atomo calculada através das distancias aos dtomos de base.
1

5

e

Fonte: (DONG; WU, 2003)
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Tomando como exemplo o caso tridimensional e supondo conhecida a clique, as
coordenadas dos quatro primeiros vértices sao obtidas rapidamente centrando o primeiro deles

na origem do espagco geométrico de interesse, ou seja,
(u1,v1,w1) = (0,0,0), (3.3)

os demais vértices devem ser posicionados de modo a garantir que os quatro ndo sejam coplanares.

Por exemplo, podemos tomar
(u2,v2,w2) = (d12,0,0)
(u3,v3,w3) = ((d}3 — d3; +13) / (2u2), £(d5 +13)'/2, 0),

(ua,va, wa) = ((diy — d5y +u3) [ (2u2), (diy — diy — (s — ) + (s — u3)* +v3)/ (2v3),
+(d?14 —uf —3)1/?)

Os demais vértices sdo posicionados através da resolucao de sistemas lineares. Por
exemplo, se x1,x2,x3 € X4 em R3 sdo as coordenadas ndo-coplanares dos vértices vi,v,v3 €
v, cujas distancias (dy,,, = d i, Vi€ {1,2,3,4}) para um vértice v; ainda ndo determinado sao

todas conhecidas, teremos as restri¢cdes
|bej—xill =dj1,
|lxj —x2|| = djj2,
|lxj —x3|] = dj3,
|Jxj —xa4]| = djja.
Elevando ao quadrado ambos os lados de cada equagao anterior, temos

[lel? = 2] -0+ [ [P = 5 ),

[lel? = 2] -2 + [ P = d 5,

[ll? = 2] -3 + [P = d 5,

[lejl12 =27 x4+ | |xal [ = 4.



25

Ao subtrair uma destas equagdes das demais, obtém-se um sistema linear que pode
ser utilizado, caso possua solugdo, para determinar as coordenadas do vértice x; (LIBERTI ez al.,

2008). Por exemplo, ao subtrairmos a primeira delas das outras, obtemos

A-xj=b, (3.4)
onde
(x1 —x2)T
(1 —2xa)"
e

(di —d35) = ([l | = |2l ?)

b=\ (dj,—d}3)—(la|P = Ilxs|?)

(diy —d34) = (e | = [fxal )
Quando o conjunto de distancias € incompleto, ou seja, o grafo G ndo é completo,
cada vértice pode requerer uma base distinta. Mais ainda, a depender do conjunto (clique) inicial,
pode ser impossivel fixar todos os vértices. Por isso, a primeira etapa do Geometric Build-Up € a

obtencdo de uma ordem valida para a fixagdo dos vértices. Neste caso, para grafos incompletos,

a complexidade do Geometric Build-Up é 0(n4) (DONG; WU, 2003).

3.3 Suavizacao Hiperbolica

Os modelos via programag¢do matematica (equacao 2.3) frequentemente utilizados
para o DGP apresentam dois obstaculos que dificultam a aplicacdo dos métodos de otimizagao
ndo-linear: a ndo diferenciabilidade e a grande quantidade de minimizadores locais que ndo sao
globais (SOUZA et al., 2011). O primeiro obstidculo procede da presenca da norma Euclidiana
na fun¢do objetivo, ja a segunda se deve ao fato da natureza combinatéria do problema, cuja
quantidade de minimizadores aumenta a medida que as quantidades de vértices e arestas crescem
(LAVOR; LIBERTI, 2014).

A técnica da suavizacgdo hiperbolica procura tanto introduzir a diferenciabilidade
nos modelos formulados via programacdo matematica, como também reduzir a quantidade de

minimizadores, através do controle de determinados parametros.
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A diferenciabilidade serd obtida pela substitui¢do da norma Euclidiana || - || pela

seguinte funcdo:

0,(x;) = V124 < xi,x; >, (3.5)

onde < - > representa o produto interno e t > 0.
A fung@o 6;(x;) possui as seguintes propriedades (SOUZA et al., 2011):
L. th_r% 0, (x;) = ||xi||, ou seja, a funcdo é uma boa aproximagio para a norma Euclidiana;
0, é infinitamente diferenciavel;

Gt(x,') > ||x,' . in;

i

Hh>nh— 9;1 (x,') > Otz(xi), Vx; € R™.
O parametro ¢ € o responsavel por aproximar a fun¢do 6; da norma Euclidiana,

conforme a Figura 10.

Figura 10 — Aproximacao da funcdo 6; com a norma euclidiana.

6 _(x)

—= =1

Fonte: (SOUZA et al., 2011)

Aplicando-a na func¢do objetivo 2.3 temos

f@) =Y. (6(xu—x) —dw)*.  V{uv}€E (3.6)

Esta nova func¢do objetivo pertence a classe C*, permitindo que os métodos cldssicos
possam ser utilizados, entretanto ela difere da funcdo objetivo do problema original (equagao

2.3). A fim de obter a solugdo de 2.3 € proposta entdo a resolucao de uma sequéncia de problemas
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parametrizados (SOUZA et al., 2011), onde a sequéncia das solugdes obtidas tenderd, no limite,

a solugdo do problema original (SOUZA, 2010).

3.4 Programacao Semidefinida

Proposto por (BISWAS, 2007), o algoritmo via programagao semidefinida envolve

uma reformulacao e uma relaxacdo do problema de geometria de distancias, que consiste em

Determinar X

s.a. ||x;i — x| :dl-zj

sendo X = [x1,x2,...,X,] € REX" a matriz formada pelas coordenadas de todos os n vértices

x; € RX. Tal formulagio pode ser reescrita como (BISWAS et al., 2008)

Determinar Y
)
s.d. einelJ = dl-j

Y =X'X

onde Y € a chamada Matriz de Gram ou Matriz do Produto Interno e e;j = e; — e, sendo e; € R",

o i-ésimo vetor da base candnica. As restricdes desta reformulacdo equivalem as originais, pois
1 ! t t 2
e;iYeij=e; ;X' Xejj = (xi —x;)" (xi —x;) = ||xi — x| |7 (3.7)

Entretanto, pode ndo ser possivel decompor a matriz ¥ no produto X'X € RX*",

Para este caso, em (BISWAS et al., 2008), é apresentada a relaxacao

Determinar tr(Y)
[ Ve — g2
s.d. einel] = dl-j

Y =0

A funcdo objetivo desta relaxacdo é equivalente ao somatério do quadrado das
normas, isto ocorre pela possibilidade de, sem perda de generalidade, fixar o centro de gravidade
dos pontos x; na origem do espaco de interesse. Desta forma, ndo existem impedimentos em
substituir t7(Y) pelo ¥ ||x;||> (SOUZA, 2010).

A segunda restricdo advém de um importante resultado que afirma que existe uma
realizacdo vélida na dimensdo K se, e somente se, a matriz de Gram Y € semidefinida positiva

e tenha posto igual a K (BISWAS ez al., 2008). Nos casos em que ha dados faltantes faz-se
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necessdrio completar a matriz de Gram do problema, a fim de garantir que uma realizacdo na
dimensao K seja possivel.

A aplicagdo desta estratégia também possui como ideia principal a clusterizacdo dos
vértices do grafo associado ao problema com que cada cluster correspondendo a um subgrafo
(LIBERTI et al., 2011). Esta estratégia obtém realiza¢des parciais validas para cada subgrafo e,

em seguida, as combina, obtendo coordenadas globais para todos os vértices do grafo G.
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4 K-DGP MOLECULAR DISCRETIZAVEL (X DMDGP)

Ap0s a apresentacdo dos métodos mais conhecidos para a abordagem continua do
DGP, discutiremos a variag@o discreta do problema. Por meio dela sera possivel definir a variante
do DGP conhecida por K-Problema Discretizdvel de Geometria de Distdancias Moleculares
(XDMDGP), cujo termo "molecularrefere-se a sua principal aplicacdo: a conformacio de

moléculas proteicas.

4.1 Formulacio matemiatica do XDMDGP

O KDMDGP surgiu do interesse no cilculo da estrutura tridimensional de proteinas,
sendo posteriormente generalizado para o espago K-dimensional (CAMARGO, 2015). A defini-
¢do formal do KpMDGP, de acordo com (GONCALVES er al., ), é dada por

Defini¢do: Uma instancia DGP (G,K) é um XDMDGP se existe uma ordenagio dos vérti-
ces de G, denotada por {vy,vs,...,v,}, tal que:

e G[{vi,v,...,vk}] é uma clique, com K < n, onde K é a dimensao do espago de interesse;

e Paratodoi > K, v; é adjacente v;_1,...,vi_g;
[ CM(V,'_l yoen ,V,',K) 75 O;
onde G[] denota o subgrafo induzido e CM (v;_1,...,v;_k) representa o determinante de Cayley-

Menger de v;_1,...,vi_xk (GONCALVES et al., ).

O ¥DMDGP consiste em determinar uma funcio x: V — RX tal que:

||xvi —xvj|| = dw‘, V{v,-,vj} ceE. 4.1)

Da mesma forma que em 2.3.1, a funcdo x € chamada de realizacdo de G e aquelas
que atendem a todas as equagdes 4.1 sdo chamadas de vdlidas.

A condicao de existéncia das cliques, que no caso tridimensional € representada por
{vi,vi—1,vi—2,vi—3}, Vi ={4,...,n}, fornece mais informacdes sobre a ordenagdo dos vértices do
grafo molecular. De acordo com (LAVOR et al., 2017), tais informacdes sao:

1. As distancias d;; entre trés vértices consecutivos;
2. Os angulos planos 6;; entre trés vértices consecutivos;

3. Os angulos de tor¢cao w;, entre quatro vértices consecutivos.
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Os angulos de tor¢d@o sdo os responsdveis por estabelecer a estrutura tridimensional
do grafo molecular (Figura 11), no entanto, o XDMDGP possui apenas a informacio do cosseno
dos angulos de tor¢ao, desta forma, cada um desses angulos pode assumir dois valores no

intervalo [0, 27].

Figura 11 — Angulos de Torgéo.

- di—3,i-1
~—o

:\ i Bi—3,i—1 e :

Fonte: (LAVOR et al., 2012)

Uma solugiio do KDMDGP pode ser obtida a partir da resolucdo de uma sequéncia de
sistemas quadraticos. Tais sistemas sdo construidos utilizando K vértices anteriores que estejam
conectados aos que serdo realizados. Todavia, qualquer procedimento de resolu¢do também
deve levar em consideracdo as arestas adicionais que possam existir. Estas arestas adicionais sdo
utilizadas nos chamados testes de viabilidade e permitem excluir realizacdes que ndo atendam a
estrutura completa.

Gragas ao conjunto de hipéteses da formulagio do XK DMDGP, cada vértice do grafo
G poderd ocupar um nimero finito de posicdes no espago K-dimensional, atendendo as restricdes
associadas aos demais vértices (CAMARGO, 2015). Isto faz com que o espago de busca torne-se
discreto e, mais ainda, possa ser representado por uma arvore bindria (Figura 12) (LAVOR et al.,
2017). Os K primeiros vértices sdo realizados em uma etapa de pré-processamento e as possiveis
posi¢cdes dos vértices sdo representadas em cada nivel da arvore (Figura 12). As solugdes do
problema, apresentam-se agora como caminhos da raiz da arvore de busca até o seu nivel mais

inferior (folhas) (LAVOR; LIBERTI, 2014).
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Figura 12 — Arvore binéria de busca associada a0 XDMDGP com 4 dtomos e K = 2.

Fonte: (CAMARGQO, 2015)

A largura da 4rvore de busca associada a0 XDMDGP cresce exponencialmente com
o numero de vértices, portanto explord-la como um todo € proibitivo. Para prevenir esta situagao,
¢é essencial remover as regides de inviabilidade, reduzindo assim o espaco de busca. Para tal,
particiona-se o conjunto de arestas em dois subconjuntos de suma importancia para a resolu¢ao
do KDMDGP: as arestas de discretizacdo e as arestas de poda (LAVOR; LIBERTI, 2014).

As arestas de discretizagdo Ep sao as responsdveis pela construgdo da arvore de
busca, enquanto que as arestas de poda Ep tem como fungdo remover as regides de inviabilidade.
Cada sistema quadratico é construido a partir dos K vértices anteriores ao vértice v; a ser realizado.
Geometricamente, cada sistema representa a intersecao de K hiperesferas, ou seja,

K
D = ﬂ S(xvi—p7dVi7pVi)7 (4.2)
p=1

onde v;_, sdo todos os vértices anteriores a v; (Figura 13). Caso a cardinalidade deste conjunto
intersecdo seja nula, ndo haverd realizagdo vidvel para um dado vértice v;.

Os testes de viabilidade serdo os responsdveis, através das arestas de poda, por
selecionar quais dentre as realizagdes possiveis, obtidas por intermédio de 4.2, sdo de fato vidveis.

Este procedimento serd realizado ao adicionar, em 4.2, esferas centradas nos vértices das arestas
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Figura 13 — Intersecdo de trés esferas para o caso K = 3.

e i <
(a) Vazia (b} Um ponto (c) Dois pontos {d) Infinitos pontos nao enume-
raveis

Fonte: (CAMARGQO, 2015)

de poda (LAVOR; LIBERTI, 2014):

ki
P=DnN ( n S(xv_]-vdv_;vi))a (4.3)
j=1

onde k; € a quantidade de arestas adicionais (de poda) associadas ao vértice v; e as realiza¢des
contidas em 4.3 serdo as classificadas como vdlidas.

Todavia, no caso onde k; = 0 para um dado vértice v;, existird a possibilidade, a
medida que avanga-se no espago de busca, de seguir por caminhos que ndo atendam as restri¢des
associadas a vértices posteriores a v;. Isto fard com que seja necessario retroceder e tomar um
outro caminho, a partir do n6 escolhido erroneamente. Porém a quantidade de retrocessos pode
crescer exponencialmente, dificultando novamente a resolucdo do problema (LAVOR et al.,

2017).

4.2 Simetria do XDMDGP

Uma importante propriedade acerca do XDMDGP é a simetria das suas solugdes.
Caso ndo haja testes de viabilidade para um dado vértice v;, tem-se que para qualquer solucao
vidvel, existird uma outra solucdo simétrica a ela. Esta solucdo simétrica € obtida através do
hiperplano gerado pelos K vértices anteriores ao vértice v;. Tais hiperplanos sdo chamados de
planos de simetria e podem ser obtidos antes da aplicacdo de qualquer algoritmo ou método.

O conjunto dos vértices que determinam os planos de simetria, denotado por Z, é

definido da seguinte maneira (LAVOR et al., 2017):
Z={vweV:Hv,v,} €E, i+K<t<j}. (4.4)

Para exemplificar a constru¢iao do conjunto Z, consideremos o seguinte problema

teste, retirado de (LAVOR et al., 2017), para K = 3:
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V= {VI,VZ,V3,V4,V5,V6,V7},

E={{vi,va}, {vi,va} {vi,va} . {vi,vs} {vi,ve},
{va,v3}, {v2,va},{v2,vs},
{va,va},{vs,vs},{v3,ve},
{va,vs},{va,v6},{va,v7},

{vs,ve},{vs,v7},

{V67V7}}

A matriz de conectividade associada ao problema, onde os circulos escuros represen-

tam as arestas pertencentes ao conjunto £, € dada por

1 2 3 4 5 6 7
l e © @ @ ¢ @ O
2/0 @ @ @ @€ O O
3/ 0 0O @ @ @ @ O
410 O O @ @ @ ©
5)(0 0 O 0O @ @ @
60O O O O O @ @
70 O O O O O @

O primeiro candidato a pertencer ao conjunto Z € v4. Para que isto ocorra, ndo devem
existir arestas {v;,v;} tal que i+ 3 <4 < j. De fato, ndo ha vértice v; cujo indice do terceiro
posterior seja estritamente menor que 4, visto que o mesmo ja € o de vy, logo concluimos que
v4 € Z. Isto significa que os vértices vy, v; € v3, os trés imediatamente anteriores, formam um
plano de simetria, sendo este comum em qualquer XDMDGP.

Para vs, ndo devem existir arestas {i,j} tal que i+3 < 5 < j. Neste casoi=1 ¢
possivel pois v4, seu terceiro posterior, possui indice menor que vs, entretanto a aresta {vi,vg} €
E, logo vs ¢ Z. Do mesmo modo, a aresta {vy,vs } faz com que o vértice vg ¢ Z.

Para o vértice v7, temos que v4 € exatamente o seu terceiro anterior, porém nao
existem arestas com vértices menores que o indice quatro, o que faz com que v; € Z. Desta

forma os vértices vy4, V5 € vg também definem um plano de simetria, logo o conjunto Z é dado

por {v4,v7}.
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Tratemos entdo do modo como sdo utilizados os planos de simetria na determinagdo
das solucdes do KDMDGP. Para tal, utilizaremos sequéncias bindrias para representar cada
caminho na drvore bindria, denotando os trés primeiras vértices da clique inicial por 0, 0, 0. Seja

entdo a primeira solu¢do dada por
s1 = (0,0,0,0,1,0,1).
o plano de simetria de vy fornece a seguinte solugao:
s> =(0,0,0,0,1,0,0),
enquanto que o plano de simetria de v4 fornece as solugdes:
s3=(0,0,0,1,0,1,0) e s4=(0,0,0,1,0,1,1).

A Figura 14 apresenta estas quatro solugdes obtidas, representadas por sequéncias

binarias, na estrutura de arvore binaria de busca.

Figura 14 — Solug¢des do exemplo anterior representadas na drvore bindria de busca.

AL
.f@\ fﬂ\
P N
o ® o b

(0) (1) (0) (1)
Fonte: (LAVOR; LIBERTI, 2014)

A quantidade de planos de simetria, ou seja, a cardinalidade do conjunto Z, permite
fornecer o nimero de solucdes do X DMDGP, que ser4 212l (LAVOR et al., 2017), visto que cada
hiperplano gera duas opcdes. Este resultado permite afirmar que todas as solugdes do XDMDGP
podem ser geradas, utilizando apenas reflexdes com respeito aos planos de simetria, a partir de
qualquer uma obtida anteriormente (LAVOR et al., 2017).

Tratando-se de complexidade, o KDMDGP é um problema NP-Dificil. Para classi-
ficar uma instincia DGP como um XDMDGP é necessério encontrar uma ordenagio dos seus

vértices, e tal tarefa também € um problema NP-Dificil. No entanto, algumas caracteristicas da
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aplicacdo facilitam a obtenc¢do de uma ordenagdo dos vértices, como por exemplo, a ordem dos
atomos de uma proteina no cdlculo de sua estrutura tridimensional (LAVOR et al., 2012), sendo

esta detalhada na se¢do seguinte.

4.3 Ordenacio nas Proteinas

Tanto esta secdo quanto as seguintes passardo a abordar o caso tridimensional do
KDMDGP, ou seja, 0 >DMDGP. Embora tudo possa ser tratado no espaco K-dimensional, este
caso particular foi escolhido por se tratar do enfoque principal deste trabalho: a conformacao
molecular de proteinas.

Existe uma ordenagdo natural entre os d&tomos da cadeia principal de uma proteina,
sendo esta formada por uma sequéncia de trés dtomos (N, Cy, C), que repetem-se em toda a
estrutura (LAVOR et al., 2017).

O experimento de ressondncia magnética nuclear fornece dados de 4tomos préximos
em até 5A (Figura 15) (CAMARGO, 2015). Dada entdo uma enumerac¢do, temos que para
os pares de atomos das posicdes i até i+ 3, a distancia € conhecida, pois sdo inferiores a
5A. Isto significa que a RMN fornece a ordem desejada, pois hd uma clique entre os d&tomos

i, i+1,i+2ei+3.

Figura 15 — Simulag@o 2D de um experimento de ressonancia magnética nuclear.

55

Fonte: (CAMARGO, 2015)

Todavia, a RMN ¢é capaz de fornecer dados apenas entre os pares de hidrogénios e
uma ordem entre estes ndo satisfaz as condi¢des do KDMDGP. Para resolver este obsticulo,
propde-se um preenchimento com os dtomos de hidrogénio das cadeias laterais, além de permitir
repeticoes na ordem (Figura 16) (LAVOR et al., 2017).

Esta repeti¢do permite que as distancias entre 4tomos de hidrogénio das posigoes i e
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Figura 16 — Ordenacdo dos dtomos de hidrogénio.

Fonte: (LAVOR et al., 2017)

i+ 3 sejam conhecidas, além de permitir a verificagdo e o controle de possiveis erros numéricos

nos pontos ja calculados (LAVOR et al., 2017).

4.4 Algoritmo Branch-and-Prune

O algoritmo Branch-and-Prune foi desenvolvido por (LIBERTI et al., 2008), sendo
o mais relevante algoritmo utilizado na resolugio do XDMDGP com mais de 150 citagdes.
Seu procedimento de resolucao € através das chamadas matrizes de tor¢do e numa busca em

profundidade na drvore de coordenadas.
4.4.1 Matrizes de Tor¢do

Considere uma molécula com n &tomos em sua cadeia principal, onde sao conhecidas
todas as distancias d;; entre pares de dtomos covalentemente ligados, como também os dngulos
planos 6;; formados por trés dtomos consecutivos (PHILLIPS et al., 1994). Além disto, sdo
conhecidos os senos e cossenos dos dngulos de tor¢do @;;, correspondentes a quatro 4tomos
consecutivos (Figura 17).

Para quatro atomos consecutivos x;, x;_1, Xj—2 € Xxj—3, a expressdo do cosseno do
angulo de tor¢do @;_3; em fun¢do das distincias d;_1;, d;—2;, d;—3 ;1 € dos adngulos planos

0;—>,; e 6,3 ;1 € dada por (LIBERTI et al., 2008):

i (4.5)

cosW;_3; = ; ;
e 2-di11-di3;1-5in6;_3;-sin6;_3; 1



Figura 17 — Distancias intermoleculares e angulos de tor¢ao.

Fonte: (LAVOR et al., 2019)
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onde os senos dos dngulos planos 6;; sdo facilmente obtidos pela relagdo fundamental trigono-

métrica.

No algoritmo Branch-and-Prune todas as coordenadas cartesianas xj,xz, ...,x, € R3

dos atomos podem ser determinadas pela seguinte formula (PHILLIPS et al., 1994):

onde:

o o O

Xil
Xi2
Xi3

1

—cos6 3

sin91,3

0 O
1 0
0 -1
0 O

0 —d>rj3-cosb3

0 d2’3 : Sil’l9173

0
1

—di»

) (4.6)
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—COSQ,‘_ZJ‘ —Sin@,‘_z_’,‘ 0 _di—l,i . COSGI‘_Q_’,‘
$in6;_o ;- cos®i_3; —cosOi_o;-coswW;_3; —sin@W_3; di_1,1-5in6,_2; coswW;_3;
B; = , @7
§in6;_o ;- sinw;—3; —cosO;i_p;-sinw;_3; cosWi_3; di_11-Sin0;_o ;- SiNW;_3;
0 0 0 1

n
onde B; é chamada de matriz de torcdo do atomo da posicdoie C; = HBi € a chamada matriz de tor¢do
i=1
acumulada do dtomo da mesma posicao.
Uma das condigdes do *DMDGP é a existéncia de uma realizacio valida para, pelo menos,

os trés primeiros atomos. No Branch-and-Prune estes dtomos sao fixados nas seguintes posi¢des:

X1 =

o o O

—dl,z + d273 . COS91’3
X3 = d2’3 -sin91_3

0

A partir do quarto dtomo tem-se duas posicdes possiveis, cada uma proveniente do seno e
A ~ ~ . ~ / z
cosseno do angulo de tor¢do. Sdo geradas duas matrizes de tor¢do By e B,, cada qual responsdvel por uma

diferente posicdo. As provéveis coordenadas do quarto dtomo sdo dadas por (LIBERTI et al., 2008):

[ —dip+dr3-c0s6013—d3 405601305024+ d3 4-5in0) 3-5in6 4 - COSW 4 ]
X4 = d2’3 -sin0173 — d3_y4 . Sl.l’le]’g . C0592’4 — d374 . COS9173 -sin92,4 - CoSM 4 )

I —d34-5inBr4 /1 — (cosw; 4)? |

[ —dip+dr3-c05013—d3 405601305024 +d3 4-5in0) 3-5in0 4 - COSW 4 ]
xl; = d273 -sin0173 — d374 . Sil’l6173 . C0S9274 — d374 . 6056173 -sin92_,4 - COSM 4

I dz4-sinbr4-+/1— (cosw; 4)* |

Para o quinto d4tomo havera quatro possibilidades, pois novamente sdo criadas duas matrizes

~ / . ~ ’ .
de tor¢do (Bs € Bs) que, combinados as referentes ao 4tomo anterior, geram:

By-Bs; By-By; By-Bs e By-B
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Este cardter combinatério permite afirmar que, para o &tomo da posicdo i da cadeia principal
com i > 4, temos 2/ 73 possibilidades de conformacdes distintas. Este resultado viabiliza a discretizagcio
do problema e permite trabalhd-lo como uma arvore de busca.

O algoritmo Branch-and-Prune entio realiza uma busca em profundidade e ramificada sobre
todas as posicdes que sdo vidveis com respeito as restricdes, enquanto que as invidveis sdo descartadas
(SOUZA, 2010). Este procedimento € visto mais detalhadamente na estrutura e no pseudo-cédigo do

Branch-and-Prune.

4.4.2 Estrutura do Branch-and-Prune

Seja T a arvore de busca construida a partir das possibilidades de posicdes para cada dtomo
da cadeia principal da molécula. Os trés primeiros 4tomos ja possuem posicdes determinadas conforme
apresentado e a cada etapa que se segue temos quatro possibilidades para o 4tomo da posicao i:

I ., . ~ . o ~ .
1. Se x; e x; sdo vidveis, entdo ambas as posi¢des sdo armazenadas e exploradas mais profundamente
em T,
z e I *z ~ z ! 2z
2. Se x; € vidvel e x; invidvel, entdo x; € armazenado enquanto x; € descartado;
r, ., . ., ~ I, 4
3. Se x; é vidvel e x; invidvel, entdo x; € armazenado enquanto x; € descartado;
! ~ . ., . ~ , ’ .
4. Se x; e x; sdo invidveis, entdo todo o ramo € descartado e retrocede-se para o nivel anterior em 7.
Para cada nd do nivel i na arvore de busca T sdo armazenadas quatro informacdes:
e A posicao x; do i-ésimo 4tomo;
e A matriz de tor¢do acumulada C; associada ao i-€simo 4tomo;
e Um ponteiro P(i) para o né pai do vértice i;
e Ponteiros para os sub-nés filhos L(i) e R(i).
O pseudo-codigo do algoritmo Branch-and-Prune presente em (LIBERTI et al., 2008), onde

Ep consiste no conjunto das arestas de poda e € uma dada tolerancia, € detalhado a seguir:
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Algorithm 1 Branch-and-Prune (BP)
BP (T, v, i);
if (i <n—1) then
CALCULO DAS POSSIVEIS POSICOES PARA O i-ESIMO ATOMO;
Calcular as matrizes de tor¢do B; e B;- através de 4.7;
Acessar a matriz de tor¢do acumulada C;_1, a partir do n6 pai P(v);
Calcular C; +— C;_1-B; e C; +—Ci -B;-;
Calcular x; «— C;-y e x; +— C; -y, onde y = (0,0,0,1)7;
Sejad +—lep<+—1;
TESTE DE VIABILIDADE;
for (i,j) € Ep do
Seja &) «— (|lxi —xj|* = d7)? e & «— (|lx; —x;|* — )%

if (§;; > €) then

| A<+—0
end
if (51'/1' > ¢€) then

| p<—0
end
end
CRIACAO DOS SUB-NOS;
if (A = 1) then
Criar no z;
Armazenar matriz de tor¢do acumulada C; e x; em z;
P(z) «—v;
L(V) <—z;
T+— TU/{z};
BP (T, z,i+1);

else
L(v) +— PODADO;

end

if (p =1) then

Criar n6 z/;

Armazenar matriz de tor¢do acumulada C; e x; emz;
P(z) +—V;

R(V) +—2z;

T+ TUl{Z};

BP (T, 7, i+ 1);

else
R(v) «+— PODADO;

end

else
SOLUCAO ENCONTRADA,;

end
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5 METODOLOGIA

Neste capitulo abordaremos a idéia proposta para este trabalho, apresentando os obstdculos
que surgiram nos métodos ja desenvolvidos e que motivaram este estudo, assim como as estratégias
utilizadas para resolvé-los.

Como foi citado, o KkDMDGP (K-Problema Discretizdvel de Geometria de Distdncias
Moleculares) consiste em uma abordagem discreta do DGP aplicada as moléculas de proteinas. Esta
abordagem trata o problema como uma arvore bindria de busca, construida e explorada pelo algoritmo
Branch-and-Prune (BP), isto a partir de uma ordenacao dos vértices (dtomos), previamente exigida na
defini¢do do problema.

As solucdes do K DMDGP sio representadas por sequéncias bindrias, que no contexto dos
grafos, consistem em caminhos do nd raiz até uma das suas folhas. Dentre as propriedades presentes no
KDMDGP, uma de particular importancia é a simetria das suas solugdes (Figura 18), pois através dela é
possivel, em uma etapa p6s-solugdo, determinar todas as solugdes a partir de alguma fornecida pelo BP
ou por métodos de abordagem continua. No entanto, € necessario que sejam conhecidos todos os planos

de simetria da estrutura tridimensional da molécula (LAVOR et al., ).

Figura 18 — Solugdes simétricas.

Fonte: (LAVOR; LIBERTI, 2014)

Apesar desta vantagem, o algoritmo Branch-and-Prune pode vir a realizar os mesmos
célculos repetidas vezes em sua execucdo. Esta situacdo ocorrera caso as posi¢des dos dtomos tenham
sido escolhidas erroneamente por causa da falta de testes de viabilidade, conforme Figura 19.

Tais testes s@o os responsdveis por garantir que as posicoes obtidas por intermédio dos
sistemas quadréticos sejam vidveis em relacdo as arestas adicionais e suas respectivas equacdes. Quando

tais erros ocorrem, faz-se necessario retroceder o caminho na arvore bindria até o vértice que gerou a
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inviabilidade e tomar outra op¢ao de posicdo para o 4tomo, no mesmo nivel da drvore, retomando assim o
caminho e os célculos a partir desta nova posi¢do. Exemplos acerca do procedimento de obtenc¢ado das

posicdes de cada atomo vide (LAVOR; LIBERTI, 2014).

Figura 19 — Esquematizacdo do retrocesso de posicoes.

Vi
Outra solugiio

do sistema

quadratico 2 . No escolhido erroneamente

Retroceder para o

N .
no anterior

Fonte: (LAVOR; LIBERTI, 2014)

Uma quantidade excessiva de retrocessos faz com que o algoritmo Branch-and-Prune
desperdice muito tempo computacional ao ter que refazer o caminho correspondente a uma solug@o
do X DMDGP. Todavia, a simetria das solu¢des permite evitar o nimero exagerado (eventualmente
exponencial) de repeticdes de calculos que possam surgir durante a execucio do algoritmo.

A reducgdo da quantidade de operagdes realizadas serd a base da nova versdo do algoritmo

BP, chamada de Symmetric Branch-and-Prune (SBP), cuja ideia € apresentada na préxima segao.

5.1 Symmetric Branch-and-Prune

Nesta secdo, apresentaremos o suporte tedrico da versao simétrica do algoritmo Branch-and-
Prune. Para tal, precisamos inicialmente enunciar um teorema de suma importancia para o entendimento
da ideia por tras desta nova abordagem. Esse teorema envolve conjuntos e operadores que ndo foram
definidos anteriormente. Contudo, utilizaremos algumas ilustracdes da drvore de coordenadas para facilitar

a compreensdo do resultado proposto.

Teorema 5.1.1 (LIBERTI et al., 2014)). Com probabilidade 1, para todo v > K e u < v — K existe

2v—u—K

um conjunto H" de valores reais positivos tal que, para cada realizacdo x € X, temos que

||y — x,|| € H" . Além disso, VX' € X , ||x, — x,|| = ||X, — x.|| se, e somente se, ¥, € {x,,R“K(x,)},

sendo RY, o operador de reflexdo.
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O teorema acima diz que, com probabilidade 1, o conjunto H*” das distancias ||x, — x,|| para
quaisquer realizagdes dos vértices u e v possui cardinalidade 2"~“~X. Por exemplo, parau=1,v=5¢

K =2 (caso bidimensional), teremos quatro possibilidades de realizagdo para x5 sendo elas: (xgl), xgz),

x?), xg4)). Entretanto, de acordo com a arvore de coordenadas apresentada na Figura 20, existem outras

quatro possibilidades para o vértice xs : (xgs), xg@, xg), xgg)). Isto ndo contradiz o teorema acima, pois
de acordo com a geometria da estrutura, fato este ainda a ser detalhado, temos que dada uma realizagéo
existird outra que € a sua reflexdo com respeito ao vértice de interesse. Para o exemplo totalizamos 8
possibilidades para a posi¢do do vértice x5, porém com quatro distincias possiveis.

Dando continuidade ao teorema 5.1.1, este ainda afirmard que se existir, de acordo com
o exemplo apresentado, uma aresta de poda conectando vértices x; e x5, entdo sé existirdo duas reali-
zagOes vélidas para o vértice x5 sendo uma a reflexdo da outra obtida através do operador de reflexdao
R}. Constatemos entdio a existéncia e a unicidade desta outra realizagdo valida através de argumentos
geométricos, no entanto € necessdrio deixar claro que os argumentos que serdo apresentados unicamente
tem o objetivo de ilustrar o resultado do teorema, nao fazendo parte nem do processo de construcio da
arvore de coordenadas e nem do célculo da solucdo do problema.

Vale também mencionar que a argumentacdo geométrica a ser apresentada ndo é uma
demonstracdo do teorema, mas apenas uma aplicacdo. A prova do teorema encontra-se em (LIBERTT et
al.,2014) e a argumentacdo tem finalidade apenas ilustrativa.

Dada a arvore de coordenadas (Figura 20) do exemplo sugerido anteriormente (u=1,v=5¢
K =2), visualizam-se as ja mencionadas 8 possiveis posi¢cdes para o vértice x5, além disso suponhamos

(1)

. . L 1 .
que a primeira delas x; ’ seja a realizac@o vilida, isto &, ||x; — xg )|| = d 5. Entretanto, ao construir-se a

L 1 2 . . ~ o L (2)
mediatriz entre xg Je xg ) verifica-se que o vértice x| ndo pertence a mediatriz, logo a posicao xg ) ndo

. . o - 2
serd vélida, pois esta ndo satisfaz a restrigao ||x; —xg )|| =d 5.

Figura 20 — Mediatrizes referentes as posi¢coes xgl) ,xgz) e x?).

O mesmo acontece com cada uma das mediatrizes construidas entre os demais pares de
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posi¢des, exceto para aquela entre a primeira (xgl)) e a ultima (xgg)) das posicdes para xs5. Essa mediatriz é

o plano (reta) de simetria definido por x; e x; vide Figura 21.

(n @ 6 (7

Figura 21 — Mediatrizes referentes as posi¢oes x5 ', X5 ", Xs ', X5 ' € X5 .

¥

~ . (1) o (8) . . .

Temos entdo que a primeira (x5 ') € a ultima (x5 ') das possiveis posi¢des para x5 distam

igualmente (d; 5) de x;. Logo ambas satisfazem a aresta {1,5}. Além disso, como a mediatriz é o plano
. . s . (8) . . -
de simetria, essa tltima posi¢do (x5 ') para x5 consiste exatamente na representa¢do simétrica da primeira
1 . . o ~

(xg )), confirmando assim o que € proposto no teorema apresentado inicialmente nesta segao.

Ap6s a explicacdo do teorema 5.1.1 e a titulo de uma visualizacdo prética, serd apresentado
um exemplo no espaco bidimensional, uma vez que os demais consistem em generaliza¢des do que serd
exposto.

Considere o conjunto de vértices V = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} e o conjunto de arestas

E={{1,2},{1,3},{1,5},{1,7},{1,9},{2,3},{2,4},{2,6},{2,8},{3,4},{3,5},{3,7},{3,9}
{4,5},{4,6},{4,8},{5,6},{5,7},{5,9},{6,7},{6,8},{7,8},{7,9},{8,9}}.

A matriz de conectividade de G = (V,E) pode ser representada pela Figura 22.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
l e @ @ O @€ O @€ O @
210 @ @ @ O € O @ O
3/ 0 0 @ @ @ O @ O ©
410 O O @ @ @ O @ O
500 000 @ @ @ O @
6/l0O O O O O @ @ @ O
770 0O O OO O @ @ @
81O O O O O O O @ e
910 O O O O O O O e

Figura 22 — Matriz de conectividade do caso bidimensional.
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Em duas dimensdes, para calcular as possiveis posi¢cdes de um dado vértice, sdo necessarias
apenas as informacgdes sobre os dois vértices imediatamente anteriores, onde cada par consecutivo define
uma reta que divide o espaco bidimensional. Tomando a regra da mao-direita, definimos uma orientacéo
para os semi-planos, onde os vértices posicionados abaixo (esquerda) da reta serdo marcados com o valor
“0” e os acima (direita) com o valor “1”. Mesmo ndo possuindo dois antecessores, arbitramos o valor “0”

aos dois primeiros vértices (Vide Figura 23):

Figura 23 — Orientacdo para os semi-planos.

’
’
s
’
’

’
’

’
’

Cada combinac@o de posi¢Oes a ser testada consiste em uma sequéncia bindria:

by by b3 bs bs .. bg
0 0 0 0 O 0
0 0 0 0 O 1
0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0
0O o0 1 1 1 0
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Consideremos entio que as posicdes calculadas para os vértices 3,4 e 5 associadas a repre-
sentacdo (b3, bs,bs) = (0,1,0) satisfacam a aresta {1,5}. Entretanto, através do teorema 5.1.1 que foi
apresentado anteriormente, pode-se afirmar a existéncia de uma outra representagcdo bindria que também
satisfaz a aresta {1,5}.

Ao aplicarmos entio este resultado no exemplo proposto anteriormente temos que, se a repre-
sentagdo (b3, by, bs) = (0,1,0) satisfaz a aresta {1,5}, entdo apenas a solugdo associada a representa¢do
simétrica (b3,b4,bs) = (1,0, 1) também a satisfaz.

Segue-se entdo que esta nova abordagem do algoritmo Branch-and-Prune armazenara o
trecho (b3,bs,bs) = (1,0,1) evitando que seja desfeito e tenha de ser recalculado. Deste modo, as
subestruturas corretas ja determinadas sao utilizadas como blocos fixos. Um resultado imediato desta
proposta, em conjunto com o Teorema 5.1.1, é a reducdo na quantidade de operacdes realizadas, pois um
trecho ja calculado e armazenado terd apenas duas possibilidades, sendo uma a simétrica da outra.

Isto pode ser ilustrado na busca por uma solugdo vidvel para a aresta {1,7} do exemplo
apresentado. Supondo que tenhamos obtido uma subestrutura vélida para a aresta {1,5}, ja fixamos e
armazenamos a representacdo (bs,bs,bs) = (0, 1,0). Portanto, resta determinar apenas bg € b7. Sendo

assim, temos oito possibilidades:

0o 1 0 0 O
0 1 0 0 1
o 1 0 1 0
o 1 0 1 1
1 0 1 0 O
1 0 1 0 1
1 0 1 1 O
1 0 1 1 1

O total de combinagdes decresce de 23 para 23 e, caso a sequéncia (0, 1,0) nio seja uma
solucdo, a sua simétrica (1,0, 1) facilmente obtida o serd. Quanto maiores forem as quantidades de blocos
jé calculados em um trecho, maior serd a reduc¢do na quantidade de operacdes realizadas.

E importante mencionar que mesmo partes de um bloco vidvel, ou seja, um bloco que
represente coordenadas que satisfazem uma restri¢cdo, podem ser uteis na construcao de novos blocos. Por
exemplo, na busca por solu¢des para a aresta {2,8}, os vértices 2 e 3 formam o eixo e deve-se determinar
as posi¢oes para os vértices 4 ao 8. Ora, os vértices 4 e 5 fazem parte de um bloco ja calculado, portanto

sdo acoplados, reduzindo assim da mesma forma o niimero de célculos.
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Outra importante vantagem desta ideia baseia-se no principio de “dividir-para-conquistar”,
ou seja, a resolucdo de pequenos problemas facilita a resolug@o de trechos maiores da estrutura. Tudo isto
¢ evidenciado, por exemplo, no célculo da aresta {1,7}, pois, se as arestas {1,5} e {3,7} jd tiverem sido
ajustadas, entdo todas as posi¢des dos vértices 3 ao 7 ja foram determinadas e estdo armazenadas. Isto
permite que o algoritmo ndo precise dispender esfor¢o em resolver a aresta {1,7}.

A aresta {i, j} é satisfeita se a distincia entre os vértices i e j for correta. Como consequén-
cia, se soubermos associar cada representacdo bindria diretamente as coordenadas dos vértices i e j,
podemos primeiro identificar a corretude da representacio aplicando-a exclusivamente aos vértices i e j e,
depois, utilizd-la para fixar os demais vértices. Esta associacdo independente da representacdo bindria as
coordenadas x; e x; pode ser obtida via operadores de reflexdo. Este procedimento transformara a busca
na drvore de coordenadas em uma busca na drvore de reflexdes. A seguir, serd apresentado o detalhamento

tedrico sobre o operador de reflexao:

5.2 Reflexao geométrica

Em matemadtica, uma isometria (iso = igual, metria = medida) é uma transformacio que
mapeia os elementos de um espago métrico em outro ou nele mesmo, tal que as distancias originais sejam
preservadas entre os elementos da imagem no novo espaco. Existem trés tipos de isometrias: translagao,
rotacdo e reflexao.

A reflex@o, isometria de interesse deste trabalho, ocorre em relagdo a um hiperplano que,
no R2, é chamado de eixo de reflexdo e, no R3, de plano de reflexdo. Nela, um dado ponto e o seu
correspondente refletido estdo sobre uma reta perpendicular ao hiperplano de reflexdo e mesma distincia
deste.

Uma reflexdo f € uma involugdo, isto é, se aplicada duas vezes seguidas, o ponto retornard a
sua posic¢do original e, consequentemente, todo objeto geométrico € restaurado ao seu estado original.

Esta propriedade € representada pela expressio:

f(f(x)) =x. 5.1

Fixando a representacdo candnica dos espagos vetoriais R” como matrizes reais n x 1,
usaremos a notacdo u'v para representar o produto interno candnico entre ii e Vv em R”. Além disso, ndo
faremos disting@o entre vetores e pontos.

Apresentemos entdio o cdlculo para obter a reflexdo x’ de um ponto x. O espaco geométrico

da Figura 24 € o bidimensional, porém, a expressao obtida € valida para o espaco n-dimensional.
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Figura 24 — Reflexao Bidimensional.

Considere o hiperplano de reflexdo I' com vetor normal unitario u e que contém o ponto ¢
cuja equagao é dada por

u(x—c)=0 (5.2)

Tomando x, um ponto qualquer no espago, € um vetor v unitirio e perpendicular a u, podemos
escrever

X=c+x,+xy,

com x, e x, sendo as projegdes ortogonais de x sobre os vetores u e v. Sabendo que x, = ¢+ i (x —c)u, a

reflexdo de x com respeito ao plano I" € dada por

o= chx X, (5.3)
= e+ (x—c—x)— (c+u (x—c)u) (5.4)
= x—c—xg—t'(x—c)u (5.5)
= —x+(—uwd)(x—c) (5.6)
= —(ctu(x—c)u)+ (I — ) (x—c) (5.7)
= (I—2ud)(x—c)—c, (5.8)

onde 5.8 € a equacdo de reflexdo de x.
Para 0 Kk DMDGP, serio aplicadas reflexdes tridimensionais e os hiperplanos sdo os planos

de simetria da estrutura molecular de proteinas.
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Considere entdo a, b e ¢ € R?, trés vértices que geram um plano de simetria I" (Figura 25).

Um vetor # normal unitario ao plano I" pode ser obtido a partir dos pontos a, b e ¢, tomando

X
= 2 (5.9)
[[w > r]
onde w= (a—c), r=(b—c) e wx ré o produto vetorial definido por
ik

rr rp r

Figura 25 — Produto Vetorial.

Apresentado o embasamento tedrico acerca do operador de reflexdo, passemos entdo para
sua aplicac@o na construgdo da drvore de reflexdes que permitird obter as posi¢cdes relativas para cada
vértice.

Cada posig¢do relativa de um vértice j € obtida pela aplicacdo de uma sequéncia (composi¢ao)
de reflexdes, que sdo construidas a partir dos hiperplanos de reflexao I conforme a equacdo 5.8. Chamemos
estas aplicagdes de f;, com j € {2,3,...,n} com n sendo o nimero de hiperplanos de reflexao.

Uma reflexdo f, fornecerd duas posi¢des relativas, uma por sua aplicac@o e outra pela nio
aplicacdo. A presenca de duas reflexdes f; e f3, fornece 4 combinagdes de posicdes: ndo aplicar nenhuma,
apenas f>, apenas f3 ou aplicar ambas. Logo, para n reflexdes tem-se acesso as 2% posicdes relativas

para um dado vértice i, conforme a Figura 26.
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Figura 26 — Posig¢des relativas e composicoes dos operadores de reflexao.

Todas as possiveis posicdes para um vértice i sdo obtidas pela sequéncia (composi¢do) dos
operadores de reflexdo f; para j € {K,...,i—1}. Além disto, descoberta a posi¢do que satisfaga uma
restri¢do associada a uma dada aresta {i, j}, aplica-se a mesma sequéncia de reflexdes nos demais vértices
Jj>i

E importante mencionar que nem todas as possibilidades sdo validas, pois elas devem
preservar os trechos ja calculados e armazenados. Por exemplo, se o trecho (b3,b4,bs5) = (1,0, 1), entdo
uma possibilidade que utilize b4 e bs com valor 1 € infactivel, conforme o que foi apresentado no Teorema
5.1.1.

O Algoritmo 2 incorpora as ideias centrais do método Symmetric Branch-and-Prune (SBP).
porém ressaltamos que uma das condicdes prévias para sua inicializacdo, as demais seguem da prépria
defini¢io do X DMDGP, é a de que os K primeiros vértices ja estejam fixados.

Neste algoritmo também definimos o conjunto B({i +K, ..., j — 1}) que é responsével pelo
armazenamento das subestruturas validas ja calculadas entre os vértices de indices i+ K e j— 1, com K
sendo a dimensio do espaco. E importante mencionar que no inicio do algoritmo, cada subestrutura é
composta por apenas um vértice e, a cada aresta {i, j} ajustada, as subestruturas menores sio substituidas
pela que foi recém calculada, no algoritmo chamamos este procedimento de ATUALIZAR o conjunto B.

A aplicagdo da sequéncia de operadores (composicao) de reflex@o f; é definida através da
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seguinte fun¢ao:
gW(x):ﬁl flzfl;(x) (5.11)

ondei;<ir<..<ije {i], 2, . l',} CB

Algorithm 2 Symmetric Branch-and-Prune (SBP)

V: Conjunto de Vértices;

E,: Conjunto de arestas de poda;

d: Fungao de distancia, onde d;; representa a distincia entre vértices x; € x;;
x?: Configuracdo inicial de referéncia do vértice j;

for {i,j} € E, do
Calcular hiperplanos de reflexdo I'y , Vk € B({i+ K, ..., j — 1}) (Equagdo 5.2);

Construir operadores de reflexdo f; a partir dos hiperplanos I'; (Equagao 5.8);

Calcular g, (x;) para cada sequéncia de fi’s, com k € B({i +K,...,j — 1}) a partir
de x? (Figura 26);

if Hx,- —XjH = d,’j then
Calcular g, (x;), parak € B{i +K,...,j—1});
ATUALIZAR B({i+K,....j—1})

end

end
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6 RESULTADOS

Neste capitulo, serdo apresentados os detalhes dos experimentos computacionais realizados
e resultados obtidos. Estes serdo apresentados nas tabelas presentes no final deste capitulo.

Os experimentos numéricos realizados comparam os resultados obtidos pelas implemen-
tacdes MDJEEP (Mucherino) e Symmetric Branch-and-Prune (SBP). O MDJEEP consiste em uma
implementacao do préprio criador do algoritmo Branch-and-Prune. J& o algoritmo SBP implementa a
proposta de simetria apresentada.

Os cédigos foram implementados nas linguagens C/C++ utilizando o compilador GCC 7.4.0
no sistema operacional Ubuntu 7.4.0-1ubuntul 18.04.1 com Intel ® Core ™ i3-7100U, 2.40 GHz e 16
GB de RAM.

Todos os cédigos foram executados até que uma solucio fosse encontrada ou o tempo
maximo de 500 segundos fosse atingido. As instincias utilizadas foram todas artificiais e formadas
unicamente por nitrogénios (N), carbonos (C) e carbonos alfa (Cy) da cadeia principal (backbone).

Os dados (as arestas) que preenchem a matriz de distdncia £ atenderam aos seguintes

critérios:
li—jl<4 e d(i,j) <5A,

onde os atomos i ¢ j sdo carbonos e nitrogénios. Ou seja, todo dtomo de carbono e nitrogénio tem
conhecidas as distancias aos trés dtomos imediatamente consecutivos (arestas de discretiza¢do), assim
como também todo par de dtomos de carbono cuja distincia seja inferior a 5A (arestas de poda).

A seguir temos a visualizacdo da matriz de conectividade e da estrutura tridimensional para
trés das instancias utilizadas nos testes. Em seguida sdo apresentados os resultados, cujas medi¢des sao o
tempo computacional e uma medida de erro chamada LDE (Largest Distance Error) definida como

LDE:L Z

|E’ (i,j)€E

1% — X[ — dij

) 6.1

ou seja, € a diferenca entre as posicdes obtidas pelo algoritmo e aquelas que sdo esperadas. Sendo esta

uma medida de precisdo das solucdes (LIBERTT e al., 2008).


https://github.com/mucherino/mdjeep

Figura 27 — 1bdk: 15 vértices e 40 arestas.
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Fonte: Protein Data Bank (NATIONAL..., 2020)

Figura 28 — lafo: 120 vértices e 518 arestas.
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Figura 29 — 3fhh: 1863 vértices e 7796 arestas.
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Tabela 1 — Tempo Computacional e LDE dos Experimentos Numéricos

000 1250 1500 1750

Tempo Computacional LDE
Proteina Vértices Arestas | MDJEEP SBP MDIJEEP SBP
1bfw 12 30 1.60E-05 6.92E-07 | 2.23E-16 6.09E-16
1bdk 15 40 2.50E-05 1.28E-06 | 2.53E-16 4.07E-16
1f3r 27 91 5.70E-05 6.41E-06 | 2.46E-16 8.06E-16
1bcv 57 187 9.20E-05 8.55E-06 | 3.75E-06 2.96E-13
lafo 120 518 1.99E-04 2.42E-05 | 1.82E-06 1.97E-12
1b4r 240 1016 | 4.97E+00 9.52E-04 | 5.79E-14 3.39E-12
la3s 474 2043 1.84E+01 1.74E-03 | 5.25E-07 2.13E-11
lall 480 2199 1.06E-01 1.74E-04 | 1.98E-07 2.45E-12
1bob 918 3858 | 1.48E+02 1.46E-02 | 1.48E-13 2.38E-11
3thh 1863 7796 - 2.66E-01 - 6.50E-11
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7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

A Geometria de Distancias € uma 4rea de estudos que envolve uma grande variedade de
conceitos da Matemética e da Ciéncia da Computagdo, além de vérias aplicagdes com caracteristicas
proprias. Estas aplicacdes, juntamente com as propriedades do problema, como por exemplo a simetria
das estruturas, fornecem subsidios para novas abordagens de resolucao do DGP.

Neste trabalho, aplicamos o conceito de simetria do X DMDGP de maneira original na fase de
construcdo da primeira solucéo e ndo apenas na etapa pds-processamento como sugerido em (LAVOR ef
al.,). O algoritmo SBP proposto a partir desta abordagem obteve melhor performance, quando comparado
ao algoritmo BP, devido a reducdo da quantidade de operagdes realizadas. A melhora na performance do
SBP, quando comparado ao BP, foi até 1000 vezes melhor mantendo a mesma qualidade das solucdes
com erro LDE equiparavel.

O DGP € uma drea de pesquisa e aprendizagem riquissima e repleta de problemas envolventes
e desafiadores. Dentre os projetos futuros, podemos tentar incorporar informagées das matrizes de distancia
de solugdes conhecidas e disponiveis em bancos de dados como o PDB para construir uma distribuicio de
probabilidade para os elementos faltantes na matriz de distdncia do DGP. Deste modo, a busca na 4rvore

de possibilidades seria orientada por conhecimentos prévios e ndo incluidos na instancia em particular.
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