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DEPARTAMENTO DE FÍSICA
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Agradeço primeiramente a Jeová Deus, pelo dom da vida e por sempre estar comigo
em todos os momentos, a quem devo todo o meu mérito.
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RESUMO

Com o objetivo de entender como uma gravidade teleparalela modificada f (T ), onde f (T ) =
T + kT n, se comporta em um cenário de mundo-brana, obtemos os campos de tetrada, a co-
nexão de Weitzenböck, o tensor de torção, de contorção e o dual da torção relativos a um
espaço-tempo de um mundo-brana tipo-corda. Observamos que assintoticamente, a geometria
do bulk converge para um espaço-tempo AdS6, cuja constante cosmológica é produzida pelos
parâmetros k e n da torção. Variando os parâmetros de torção, a brana passa por uma transição
de fase, de uma única brana em sub-branas, que leva à formação de estruturas semelhantes a
anéis. A análise da condição de energia revela um processo de separação da brana que satisfaz
as condições de energia fraca e forte, para alguns valores dos parâmetros da torção. Além disso,
investigamos o comportamento das perturbações gravitacionais neste cenário. Observamos que
o espectro gravitacional é modificado pelos parâmetros de torção. Dentro do núcleo da brana, a
torção produz novas barreiras e poços de potenciais, levando a um modo sem massa localizado
nas proximidades da brana. Observamos que dentro do núcleo da brana, a torção produz uma
estrutura interna, mesmo para um único campo escalar complexo. Ao assumir um vórtice global
como fonte, encontramos uma solução α = 0 que resulta em uma brana espessa tipo-corda, mas
no caso de α 6= 0 não é gerado soluções topológicas.

Palavras-chave: Mundo-Brana tipo-corda. Teorias de gravidade modificadas. Teleparalelismo.



ABSTRACT

In order to understand how a modified teleparallel gravity f (T ) where f (T ) = T +kT n, behaves
in a braneworld scenario, we obtain the tetrad fields, the Weitzenböck connection, the torsion
tensor, the contortion and the torsional dual relating to a space-time of a string-like braneworld.
We observe either asymptotically, the geometry of the bulk converges to a space-time AdS6,
whose cosmological constant is produced by k and n torsion parameters. By varying the torsion
parameters, the brane undergoes a phase transition, from a single brane to sub-branes, which
leads to the formation of ring-like structures. The analysis of the stress energy condition reveals
a splitting brane process satisfying the weak and strong energy conditions for some values of
the parameters. In addition, we investigate the behaviour of the gravitational perturbations in
this scenario. We note that the gravitational spectrum is modified by the torsion parameters.
Inside the brane core, the twist produces new barriers and potential wells, leading to a massless
mode located in the vicinity of the brane. We observed that inside the brane core, the torsion
produces an internal structure even for a single scalar field. By assuming a global vortex as the
source, we found a α = 0 vortex solution that yields to a thick string-like brane, but in the case
of α 6= 0 no topological solutions are generated.

Keywords: String-like braneworld. Modied theories of gravity. Teleparallelism.
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1 INTRODUÇÃO

O estudo de teorias que envolvem gravidade modificada tem ganhado bastante aten-

ção, principalmente na Fı́sica de altas energias, Cosmologia e Astrofı́sica. Uma das motivações

foi a recente observação de um cenário inesperado para o universo, onde grande quantidade de

massa do universo deve ser invisı́vel. Smith [1] e Zwicky [2] observaram que o movimento

individual de galáxias em aglomerados é tão intenso que a atração gravitacional de todo o

aglomerado de galáxias não é suficiente para segura-lo. Isso sugere que existe um componente

desconhecido de matéria para manter o aglomerado, que ficou conhecida como Matéria Escura

[3–5].

Existem atualmente varias teorias de gravidade modificada, provavelmente a mais

conhecida é a teoria de Mundo-Brana [6], que é um modelo de dimensões extras e surgiu como

um meio de entender a diferença na escala de energia dos campos eletromagnéticos e gravitacio-

nais, solucionando assim o problema de hierarquia [7]. A ideia de dimensões extras surgiu pela

primeira vez com T. Kaluza e O. Klein onde demonstraram que a interação eletromagnética

pode ser vista como tendo natureza geométrica [8, 9]. Inspirados por essa ideia L. Randall

e R. Sundrum (RS) propõem um modelo para um mundo de dimensões extras [10, 11], onde

o espaço-tempo que percebemos é formado por quatro dimensões usuais do espaço de Min-

kowski, no qual definimos como brana. Diferente do chamado modelo RS I, que envolve duas

branas, o modelo RS II, considera uma brana 4D mergulhada em um espaço 5D chamado de

bulk.

T. Gherghetta e M. Shaposhnikov (GS) inspirados pelo modelo Randall-Sundrum,

desenvolveram um modelo de dimensões extras com simetria axial em 6D ou como é conhecido

também de co-dimensão 2. São os chamados defeitos tipo corda [12]. Este nome se dá devido às

semelhanças destes modelos com defeitos topológicos tipo corda cósmica [13–28]. O modelo

GS adiciona mais uma dimensão espacial, de tal forma que temos uma brana 4D mergulhada

em um espaço 6D chamado de bulk.

Existem muitas vantagens em se trabalhar com um modelo de dimensões extras

quando acrescentamos duas dimensões ao espaço já conhecido 4D (espaço de Minkowski),

ao invés de só uma dimensão, que é o caso do modelo RS [29]. Com o modelo em 6D os

grávitons massivos contribuem com uma menor correção na Lei de Newton do que em um

modelo 5D [12], além de não haver necessidade de ajuste fino na constante cosmológica em

6D com a tensão na brana para cancelamento da constante cosmológica 4D [12]. Com um

modelo 6D o confinamento do modo zero do campo vetorial de calibre ocorre de forma simples,

sendo necessário apenas a interação com a gravidade, mesmo em modelos finos [13, 14, 30]. É
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possı́vel explicar a hierarquia da massa de neutrinos, que são férmions sem carga e de massa

muito pequena, através de modelos em 6D compactos [31]. Já existem também alguns trabalhos

recentes explicando a possı́vel nova partı́cula de 750 GeV através de um modelo em 6D [32,33].

Todos esses trabalhos consideraram apenas o contribuição da curvatura do espaço-

tempo sem torção. Outra teoria possı́vel é o chamado Equivalente Teleparalelo da Relatividade

Geral (TEGR) [34–37] que, em vez de usar a curvatura definida através da conexão Levi- Civita

[38, 39], usa a conexão de Weitzenböck que não tem curvatura, mas apenas torção [35]. Essa

teoria nos permite interpretar a relatividade geral como uma teoria de calibre para um grupo de

translação. Nesse contexto, a gravidade não se deve à curvatura, mas à torção. Ou seja, a torção

é responsável pela gravitação, não pela geometria da interação, mas agindo como uma força.

Embora as equações de movimento na gravidade tereparalela são dinamicamente

equivalentes a RG, a gravidade teleparalela descreve uma geometria diferente, o espaço-tempo

de Weitzenböck [35]. A métrica do espaço-tempo gµν não desempenha nenhum papel dinâmico

na descrição teleparalela da gravitação, essa dinâmica se dar pela tetrada ha
µ . Uma generalização

da gravidade teleparalela é a gravidade de f (T ) que foi proposta pela primeira vez por Bengo-

chea e Ferraro para explicar a observada aceleração do universo [40]. Modelos baseados na gra-

vidade teleparalela modificada, também foram usados para fornecer uma alternativa à inflação

sem inflaton [41,42]. Mais recentemente, Linder [43,44] propôs dois novos modelos f (T ) para

explicar a expansão acelerada do universo e constatou que o a teoria f (T ) pode unificar várias

extensões interessantes da gravidade além da relatividade geral.

Devemos notar que a gravidade f (T ) poderia ser uma extensão fenomenológica

da gravidade teleparalela. As vantagens da gravidade f (T ) também foram investigadas ana-

lisando a estrutura em larga escala [44] e as restrições observacionais nos parâmetros do mo-

delo [45, 46]. Além de obter aceleração, pode-se reconstruir uma variedade de evoluções cos-

mológicas [47–49], considerar a possibilidade do cruzamento de divisão fantasma [50–52], e

ainda investigar as perturbações do vácuo e da matéria [53–55], além da evolução do plano de

fundo.

Mesmo sendo uma linha de pesquisa nova, já existem muitos trabalhos publicados

no cenário de mundo-brana em uma gravidade f (T ). Em um modelo 5D, com um f (T ) repre-

sentado por uma lei de potencia, foi obtido divisão da brana gerada por um único campo escalar

real como fonte [56]. Esta solução compartilha propriedades semelhantes àquelas geradas por

dois campos escalares interagentes na teoria da RG. De fato, os parâmetros da torção modificam

o perfil da densidade de energia que leva à divisão em duas branas [56,57]. As modificações de

torção foram estendidas permitindo o acoplamento geral aos campos escalares [58–60] e uma

teoria mimética [61]. Em uma formulação métrica, a gravidade f (T ) induz mudanças na tensor

energia-momentum, modificando assim a equação da fonte do estado [62]. A torção também
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altera a dinâmica de férmions e as perturbações gravitacionais [63]. Esses resultados inspiraram

o tema desse trabalho de dissertação.

Neste trabalho, vamos investigar as soluções de mundo-brana tipo-corda em seis

dimensões, causada pela torção no espaço-tempo em uma gravidade f (T ). No Cap.2 apre-

sentamos noções e definições básicas de gravitação como tetrada, conexão, curvatura, torção,

não-metricidade e ação gravitacional. No Cap.3 apresentamos noções básicas da gravidade tele-

paralela como a conexão de Weitzenböck, dual da torção, a lagrangiana e as equações de campo

nesta gravidade.

No Cap.4 apresentamos o problema de hierarquia e a introdução das dimensões

extras propostas inicialmente por Kaluza-Klein. Apresentamos o modelo Randall-Sundrum tipo

II, que introduz a ideia de mundo-brana acrescentando uma dimensão ao espaço de Minkowski,

ou seja, um modelo 5D. Descrevemos o mundo-brana em 5D na gravidade teleparalela. No

Cap.5 apresentamos alguns modelos de mundo-brana em 6D, as vantagens de se trabalhar com

esses modelos e descrevemos o mundo-brana em 6D na gravidade teleparalela. Já no Cap.6

apresentamos algumas justificativas de se trabalhar com a gravidade f (T ), além de introduzir

noções básicas como a lagrangiana e equação de campo nessa gravidade modificada.

No Cap.7 descrevemos o mundo-brana em 5D na gravidade f (T ), onde f (T ) =

T + kT n, sendo k e n parâmetros da torção que controlam a modificação na teoria telepara-

lela usual. Apresentamos as equações de Einstein modificada por essa teoria. Analisamos

as soluções de vácuo com constante cosmológica para n = 1/2, 1, 2, 3. Encontramos as

soluções internas e externas para n = 1/2, 1, 2, 3, onde utilizamos um ansatz de brana es-

pessa e2A(r) = cosh−2b(λ r). Analisamos a localização da gravidade fazendo uma perturbação

linear na brana. Por fim, definimos a lagrangiana de matéria como a de um campo escalar real

e analisamos as soluções do campo para n = 1/2, 1, 2, 3.

No Cap.8 descrevemos o mundo-brana em 6D na gravidade f (T ), apresentamos as

equações de Einstein modificada por essa teoria. Analisamos as soluções de vácuo com cons-

tante cosmológica para n = 1/2, 1, 2, 3 sendo f (T ) = T + kT n. Analisamos as soluções inter-

nas e externas para n= 1, 2, 3 onde utilizamos um ansatz de brana espessa e2A(r)= cosh−2b(λ r)

e B(r) =−ln[cosh−b(λ r)]+ ln[tanh(ρr)]. Analisamos a localização da gravidade fazendo uma

perturbação linear na brana. Por fim, definimos a lagrangiana de matéria como a de um campo

escalar complexo e analisamos as soluções do campo para n = 1, 2, 3. É interessante ressaltar

que somos os pioneiros em estudar o comportamento de uma gravidade teleparalela modificada

em um cenário de mundo-brana tipo-corda em 6D, todos os nosso resultados são contribuições

originais.
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2 NOTAÇÃO E DEFINIÇÕES

2.1 Tetradas

O cenário geométrico de qualquer teoria de calibre para a gravitação é o fibrado

tangente, uma construção natural que esta sempre presente no espaço-tempo [64]. De fato,

em cada ponto do espaço-tempo tem um espaço base do fibrado, ou seja, existe sempre um

espaço tangente ligado a fibra no qual o grupo de calibre atua. Usaremos o alfabeto Grego

(µ,ν ,ρ, ...= 0,1,2,3 ) para os ı́ndices relacionados com o espaço-tempo, e a primeira metade

do alfabeto Latino (a,b,c, ... = 0,1,2,3 ) para os ı́ndices relacionados ao espaço tangente, que

assumimos ser um espaço-tempo de Minkowski com a métrica

ηab = diag(−1,1,1,1). (2.1)

A segunda metade do alfabeto latino (i, j,k, ... = 1,2,3) será para os ı́ndices de espaço tri-

dimensional. Assim, as coordenadas do espaço-tempo serão representadas por xµ , enquanto

que as coordenadas do espaço tangente serão representadas por xa. Tais coordenadas definem,

dentro dos seus domı́nios, bases locais para campos vetoriais, formados pelos conjuntos de

gradientes [64]

∂µ ≡
∂

∂xµ
e ∂a ≡

∂

∂xa , (2.2)

assim como bases {dxµ} e {dxa} para campos covetoriais, ou diferenciais. Estas bases são

duais, no sentido de que [64]

dxµ
∂ν = δ

µ

ν e dxa
∂b = δ

a
b . (2.3)

Dentro dos seus respectivos domı́nios, qualquer vetor ou covetor pode ser expresso em termos

destas bases. Além disso, elas podem ser estendidas, por meio do produto direto, para constituir

bases para campos tensoriais mais gerais [64].

Usaremos a notação {ea,ea} para bases lineares, e {ha,ha} para um campo de te-

tradas qualquer. Uma base holônoma como {∂a}, relacionada ás coordenadas, é um caso muito

particular de uma base linear. Qualquer conjunto de quatro campos linearmente independentes

{ea} vão formar outra base, e vão ter um dual {ea}, cujos membros são tais que

ea(eb) = δ
a
b . (2.4)

Estes campos são as bases lineares gerais sobre a variedade diferenciável do espaço-tempo cujo

conjunto constitui o fibrado das bases lineares. É claro que, nos domı́nios comuns em que eles
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são definidos, os membros de uma base podem ser escritos em termos dos membros da outra

base, isto é,

ea = ea
µ

∂µ e ea = ea
µdxµ , (2.5)

e vice-versa. Podemos ainda considerar transformações gerais que levam qualquer base {ea} em

qualquer outro conjunto {e′a} de quatro campos linearmente independentes. Estas transformações

constituem o grupo linear GL(4,R) de todas as matrizes reais 4×4 inversı́veis [65]. Note que

estas bases, com seus fibrados, são partes constitutivas do espaço-tempo. Elas estão automa-

ticamente presentes assim que o espaço-tempo é assumido como sendo uma variedade dife-

renciável.

Considere agora a métrica do espaço-tempo g, com componentes gµν , em alguma

base dual holônoma {dxµ}:

g = gµνdxµ ⊗dxν = gµνdxµdxν . (2.6)

Um campo de tetradas ha = ha
µ∂µ será uma base linear que relaciona g a métrica do espaço

tangente η = ηabdxa⊗dxb = ηabdxadxb por

ηab = gµνha
µhb

ν . (2.7)

Isto significa que um campo de tetradas é uma base linear cujos membros ha são pseudo-

ortogonais pela métrica gµν [64]. Como as componentes dos membros da base dual é ha =

ha
νdxν , então

ha
µha

ν = δ
ν
µ e ha

µhb
µ = δ

a
b , (2.8)

e portanto a Eq.( 2.7) tem a inversa

gµν = ηabha
µhb

ν . (2.9)

Note que com a métrica da Eq.(2.1) e com a Eq.(2.9), temos o determinante

g = det(gµν), (2.10)

e assim

h = det(ha
ν) =

√−g. (2.11)

Um campo de tetradas pode relacionar tensores internos com externos da seguinte

forma,

Aρ = ha
ρAa e Aa = ha

ρAρ . (2.12)
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2.2 Conexão

Objetos com um comportamento bem definido sob transformações dependentes de

pontos, são chamadas covariantes sob essas transformações. Para definir derivadas que são

covariantes, é essencial introduzir as conexões Γρ
νµ , que se comportam como vetores no que

diz respeito ao ı́ndice de espaço-tempo, mas cujo comportamento não-tensoriais nos ı́ndices

algébricos apenas compensa a não-tensorialidade das derivados [65]. Conexões relacionados

ao grupo linear GL(4,R) e seus subgrupos, como o grupo de Lorentz SO(3,1), são chamados

de conexões lineares. Conexões lineares têm um alto grau de intimidade com o espaço-tempo

porque elas são definidas no fibrado das bases lineares, que faz parte da estrutura de variedade.

Esse fibrado exibe a propriedade de soldagem, que leva á existência de torção para todas as

conexões [64].

A conexão de spin Γµ é uma 1-forma de conexão que assume valores na álgebra de

Lie do grupo de Lorentz [65],

Γµ =
1
2

Γ
ab

µSab, (2.13)

onde Sab é uma dada representação dos geradores de Lorentz [66]. Esta conexão define a deri-

vada covariante de Fock-Ivanenko [67, 68]

Dµ = ∂µ − iΓµ , (2.14)

que é uma derivada agindo somente nos ı́ndices internos, ou melhor, agindo no espaço tangente.

Assim, a derivada covariante de Fock-Ivanenko agindo em um tensor Aa [67, 68], é

DµAa = ∂µAa +Γ
a
bµAb. (2.15)

Uma conexão linear geral Γρ
νµ se relaciona com a conexão de spin correspondente

Γ
a

bµ da seguinte forma [69]

Γ
ρ

νµ = ha
ρ

∂µha
ν +ha

ρ
Γ

a
bµhb

ν ≡ ha
ρDµha

ν . (2.16)

A relação inverso é

Γ
a

bµ = ha
ρ∂µha

ν +ha
νΓ

ρ
νµhb

ρ ≡ ha
ρ∇µha

ν , (2.17)

onde ∇µ é a derivada covariante usual na conexão Γρ
νµ , que age nos ı́ndices externos, ou

melhor, age no espaço-tempo. A derivada ∇µ atuando no tensor Aρ é

∇µAρ = ∂µAρ +Γ
ρ

νµAν , (2.18)

As Eqs.(2.16 e 2.17) são formas diferentes de se expressar o fato de que a derivada total da
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tetrada, ou seja, a derivada que age em ambos os ı́ndices, se anula

∂ha
ν −Γ

ρ
νµha

ρ +Γ
a

bµhb
ν = 0. (2.19)

Usando as Eqs.(2.15 e 2.18), podemos relacionar as duas derivadas covariantes

DµAa = ha
ρ∇µAρ . (2.20)

A condição para uma conexão ser compatı́vel com a métrica gµν é que a não-metricidade

Qλ µν = 0 [69], definida como:

Qλ µν ≡ ∇λ gµν ≡ ∂λ gµν −Γ
ρ

λ µgρν −Γ
ρ

λνgµρ = 0, (2.21)

ou em termos da tetrada como

Dλ ηab ≡ ∂λ ηab−Γ
d

aµηdb−Γ
d

bµηad = 0, (2.22)

o que equivale á

Γbaµ =−Γabµ . (2.23)

Consequentemente, o conteúdo fundamental da propriedade de preservação da métrica é que a

conexão de spin é Lorentziana. Por outro lado, quando ∇λ gµν 6= 0, o valor correspondente da

conexão de spin Γ
a

bµ não pode assumir valores na álgebra de Lie do grupo Lorentz, ou seja,

não é uma conexão Lorentziana [69].

2.3 Curvatura, Torção e Não-Métricidade

De um ponto de vista formal, podemos dizer que curvatura e torção são proprieda-

des da conexões [64], não do próprio espaço. Isto se torna evidente se notarmos que muitas

conexões diferentes podem existir no mesmo espaço-tempo [35]. Quando nos restringimos

ao caso especial da relatividade geral, Temos que a única conexão presente é a conexão de

Levi–Civita, isso permite que essa conexão seja incorporada á própria definição do espaço-

tempo. No entanto, na presença de conexões com curvatura e torção diferentes é muito mais

conveniente considerarmos o espaço-tempo simplesmente como uma variedade, e as conexões

junto com suas curvaturas e torções como estruturas adicionais.

A curvatura e a torção da conexão de spin Γ
a
bν são definidas respectivamente como

[69, 70]

Ra
bµν = ∂µΓ

a
bν −∂νΓ

a
bµ +Γ

a
cµΓ

a
bν −Γ

a
cνΓ

a
bµ (2.24)

e

T a
µν = ∂µha

ν −∂νha
µ +Γ

a
cµhc

ν −Γ
a

cνhc
µ . (2.25)
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A curvatura é uma 2-forma que assume valores na álgebra de Lie do Grupo Lorentz [65],

Rµν =
1
2

Ra
bµνSa

b, (2.26)

com Sa
b uma dada representação dos geradores Lorentz. Torção é uma 2-forma que assume

valores na álgebra de Lie do grupo de translação,

Tµν = T a
µνPa, (2.27)

onde Pa = ∂a os geradores de translação. Usando a Eq.(2.17) a curvatura e a torção podem ser

escritos em termos do espaço-tempo:

Rρ
λ µν ≡ ha

ρhb
λ Ra

bµν = ∂µΓ
ρ

λν
−∂νΓ

ρ

λ µ
+Γ

ρ
σ µΓ

σ

λν
−Γ

ρ
σνΓ

σ

λ µ
(2.28)

e

T ρ
µν ≡ ha

ρT a
µν = Γ

ρ
νµ −Γ

ρ
µν . (2.29)

Uma conexão geral pode se relacionar com a conexão de Levi-Civita [35]

Γ
ρ

νµ = {ρ

νµ}+Kρ
νµ +Lρ

νµ , (2.30)

onde

{ρ

νµ}=
1
2

gρσ
(
∂νgσ µ +∂µgσν −∂σ gνµ

)
(2.31)

é a conexão de Levi-Civita da relatividade geral [38], e

Kρ
νµ =

1
2
(
Tν

ρ
µ +Tµ

ρ
ν −T ρ

νµ

)
(2.32)

é definido como o tensor de contorção, e

Lρ
νµ =

1
2
(
Qν

ρ
µ +Qµ

ρ
ν −Qρ

νµ

)
, (2.33)

é definido como o tensor de deformação. De maneira similar, uma conexão de spin geral pode

está relacionada com uma conexão de spin de Levi-Civita,

Γ
c

aµ = {c
aµ}+Kc

aµ +Lc
aµ , (2.34)

onde {c
aµ} é o coeficiente de rotação de Ricci, a conexão de spin da relatividade geral.

Com os objetos geométricos Rα
β µν , T α

µν e Qαµν bem definidos nas Eqs.(2.21,2.28

e 2.29), podemos usá-los para caracterizar um espaço-tempo de Minkowski métrico, plano e

com torção nula [71]. Em um espaço-tempo métrico a conexão é compatı́vel com a métrica,

ou seja, Qλ µν = 0 [71]. No espaço-tempo não-métrico o comprimento dos vetores mudam à

medida que os transportamos em paralelo, como bem ilustrado na Fig.(1). Em um espaços
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métricos o comprimento dos vetores é conservado. Já no um espaço-tempo sem torção a co-

nexão é simétrica, T ρ
µν = 0 [71]. A torção não permite o fechamento do paralelogramo

formado quando dois vetores infinitesimais paralelos são transportados juntos. Por esse motivo,

costuma-se dizer que os paralelogramos não fechar na presença de torção, como bem ilustrado

pela Fig.(2). Em um espaço-tempo plano a conexão não é curva, Rρ
λ µν = 0 [71]. A curvatura

mede a rotação experimentada por um vetor quando é transportado paralelamente ao longo de

uma curva fechada, isso representa um obstáculo para comparar vetores definidos em diferentes

pontos do espaço-tempo,como bem ilustrado na Fig.(3).

Figura 1: Ilustração para o significado geométrico da não-metricidade Qαµν [71].

Figura 2: Ilustração para o significado geométrico da Torção T α
µν [71].

Figura 3: Ilustração para o significado geométrico da curvatura Rα
β µν [71].

2.4 Ação Gravitacional

Gravidade e geometria se acompanharam desde a concepção da RG formulada por

Einstein em termos da curvatura do espaço-tempo. Mas, de maneira mais geral por conta da sua

estrutura geométrica, a RG não é escrita apenas em termos da curvatura, mas também da torção
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e da não-métricidade do espaço-tempo. A ação gravitacional mais geral por conta da geometria,

quadrática na métrica, tem a forma [71]

S =−
√−g
2κ

∫ (
gνµRνµ −

1
2

Sρ
νµT ρ

νµ −λ
ρ

νµQρ
νµ

)
d4x, (2.35)

onde g é o determinante da métrica, Sρ
νµ é o tensor dual da torção, λ ρ

νµ se apresenta como

sendo o tensor dual da não-métricidade e

κ =
8πG
c4 . (2.36)

Com a Eq.(2.35) podemos definir representações alternativas da RG formulada por

Einstein [38, 39]. Note que, fazendo Qρ
νµ = 0 e T ρ

µν = 0 na Eq.(2.35) chegamos na

formulação já conhecida da RG, onde a gravidade é identificada com a curvatura do espaço-

tempo e a dinâmica é descrita pela ação Hilbert

S =−
√−g

2k

∫
gνµRνµd4x =−

√−g
2κ

∫
Rd4x, (2.37)

Uma representação geométrica alternativa, seria atribuindo gravidade à torção, onde Qρ
νµ = 0

e Rρ
σ µν = 0 na Eq.(2.35) que é conhecida como Equivalente Teleparalelo de RG (TEGR)[71]

S =

√−g
4k

∫
Sρ

νµT ρ
νµd4x =

√−g
2κ

∫
T d4x. (2.38)

Com a curvatura e torção nulas, ou seja, Rρ
σ µν = 0 e T ρ

µν = 0 na Eq.(2.35), temos uma

terceira estrutura geométrica para a formulação de RG

S =

√−g
2k

∫
λ

ρ
νµQρ

νµd4x =
√−g
2κ

∫
Qd4x. (2.39)

que é a mais simples entre as três representações equivalentes de RG porque não há curvatura

nem a torção. Essa representação é conhecida como Equivalente Teleparalelo Simétrico de

RG (STEGR)[71]. A Fig.(4) resume as três descrições gravitacionais alternativas da gravidade

juntas com suas principais propriedades, onde fazemos κ → 1.
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Figura 4: Descrições Gravitacionais Alternativas [71].
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3 GRAVIDADE TELEPARALELA

3.1 Noções Básicas

Embora a gravidade teleparalela é equivalente a RG, existem diferenças conceituais

importantes, que nos motiva a utilizar essa abordagem. De acordo com a relatividade geral,

a curvatura é usada para geometrizar a interação gravitacional, e por isso o conceito de força

gravitacional não entra nesta descrição. Por outro lado, na gravidade teleparalela a gravitação é

gerada pela torção, mas neste caso a torção não entra na gravitação geometrizando a interação,

mas atuando como uma força. Isto significa que no equivalente teleparalelo da relatividade

geral não existem geodésicas, mas sim equações de força [34]. Desta forma, como já foi visto

na sessão 2.4 do capitulo 1, a interação gravitacional pode ser descrita alternativamente em

termos de curvatura, como é geralmente feito na relatividade geral[38, 39], ou em termos de

torção, que nesse caso teremos a gravidade teleparalela.

Um ponto positivo que nos motiva a utilizar gravidade teleparalela é que como

qualquer outra interação da natureza, a gravitação apresenta uma descrição em termos de uma

teoria de calibre, e a gravidade teleparalela é conhecida como sendo uma teoria de calibre para

o grupo das translações, com a torção fazendo o papel de força [35]. E como a propriedade da

universalidade da gravitação nos garante que todas as partı́culas da natureza sentem a gravitação

da mesma forma. Em outras palavras, objetos com massas distintas vão sentir a gravitação de tal

forma que todos eles vão adquirir a mesma aceleração. Como consequência desta propriedade,

torna-se possı́vel descrever a gravitação, não como uma força, mas como uma deformação do

espaço-tempo.

Como a gravitação tem como fonte energia e momento, temos então uma teoria de

calibre para o grupo das translações, e não para um outro grupo do espaço-tempo. Como é

bem conhecido do teorema de Noether [72], energia e momento são conservadas desde que o

sistema fı́sico seja invariante sob translações no espaço-tempo. Por isso é esperado que o campo

gravitacional seja representado por uma teoria de calibre para o grupo das translações. Isto é

bem semelhante ao campo eletromagnético, cuja fonte, nesse caso a quadri-corrente elétrica, é

conservada devido a invariância da teoria sob transformações do grupo unitário U(1), que é o

grupo de calibre da teoria de Maxwell[66].

3.2 Conexão de Weitzenböck

A conexão relevante para a gravitação teleparalela é a chamada conexão de Weit-

zenböck [35]. Uma caracterı́stica impotente dessa conexão é que a correspondente conexão de
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spin se anula identicamente

Γ̃
a
bµ = 0. (3.1)

Assim, com a Eq.(2.16), podemos escrever a conexão de Weitzenböck como

Γ̃
ρ

νµ = ha
ρ

∂µha
ν , (3.2)

que é completamente definido pela tetrada. Com a Eq.(2.21) , temos que

∇λ ha
µ ≡ ∂λ ha

µ − Γ̃
ρ

λ µha
ρ = 0, (3.3)

que é a chamada condição de paralelismo absoluto [73]. As conexões de Weitzenböck e de

Levi–Civita estão relacionadas por

Γ̃
ρ

νµ = {ρ

νµ}+Kρ
νµ , (3.4)

onde

{ρ

νµ}=
1
2

gρσ
(
∂νgσ µ +∂µgσν −∂σ gνµ

)
(3.5)

é a conexão de Levi-Civita da relatividade geral, e

Kρ
νµ =

1
2
(
Tν

ρ
µ +Tµ

ρ
ν −T ρ

νµ

)
(3.6)

é definido como tensor contorção da conexão de Weitzenböck. A curvatura representada pela

Eq.(2.24) na conexão de Weitzenböck se anula:

Ra
bµν = ∂µ Γ̃

a
bν −∂ν Γ̃

a
bµ + Γ̃

a
cµ Γ̃

a
bν − Γ̃

a
cν Γ̃

a
bµ = 0, (3.7)

ou seja,

Rρ
bµν ≡ ha

ρhb
λ Ra

bµν = ∂µ Γ̃
ρ

λν
−∂ν Γ̃

ρ

λ µ
+ Γ̃

ρ
σ µ Γ̃

σ

λν
− Γ̃

ρ
σν Γ̃

σ

λ µ
= 0. (3.8)

No caso da torção representada pela Eq.(2.25) na conexão de Weitzenböck não se anula,

T a
µν = ∂µha

ν −∂νha
µ + Γ̃

a
cµhc

ν − Γ̃
a

cνhc
µ

= ∂µha
ν −∂νha

µ ,
(3.9)

ou seja,

T ρ
µν ≡ ha

ρT a
µν = Γ̃

ρ
νµ − Γ̃

ρ
µν . (3.10)

Podemos dizer então que a conexão de Weitzenböck onde T ρ
µν 6= 0 e Rρ

bµν = 0, pode ser

considerada uma espécie de dual da conexão da RG onde T ρ
µν = 0 e Rρ

bµν 6= 0[74]. A Fig.(5)

representa a passagem do espaço-tempo de Riemann-Cartan que é o mais geral, para os demais
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espaço-tempo, através de reduções, considerando a torção T = 0 e a curvatura R = 0.

Figura 5: A representação da redução do espaço-tempo considerando a Torção T = 0 e a
curvatura R = 0.

3.3 Dual da Torção

Uma definição de dual generalizada envolvendo todas as contrações possı́veis dos

ı́ndices, no caso da torção [35]

?T λ
µν ≡ hεµνρσ

(
aT λρσ +bT ρλσ + cT αρ

αgλσ

)
, (3.11)

onde a, b e c são constantes para definimos. Podemos observar que o primeiro e o segundo

termos da Eq.(3.11) diferem apenas por uma permutação dos dois primeiros ı́ndices. Como

T λρσ é anti-simétrico nos dois últimos ı́ndices, mas não tem simetria ente o primeiro e o terceiro

ı́ndice, e considerando que ambos são contraı́dos com εµνρσ , o primeiro termo contribui com

metade do número de termos independentes em relação ao segundo. Isso significa que, para

eliminar contrações equivalentes, é necessário que a seja metade do valor de b, ou seja,

b = 2a (3.12)

com isso a Eq.(3.11) toma a forma

?T λ
µν = hεµνρσ

(
aT λρσ +2aT ρλσ + cT αρ

αgλσ

)
. (3.13)

Agora, em um espaço-tempo quadri-dimensional, o dual duplo da torção deve,
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como qualquer outra forma, satisfazer a relação [35, 75]

??T λ
µν =−T λ

µν , (3.14)

que com a Eq.(3.13) obtemos que

8a2−2ac = 1

8a2 +2ac = 0,
(3.15)

que por sua vez nos dar

a =
1
4
, c =−1 (3.16)

e assim, através da Eq.(3.12), temos

b =
1
2
. (3.17)

Substituindo os valores de a, b e c na Eq.(3.13), temos

?T λ
µν =

h
2

εµνρσ Sλ µν , (3.18)

onde

Sλ µν ≡ 1
2

(
1
4

T λρσ +
1
2

T ρλσ +T αρ
αgλσ

)
(3.19)

é um tensor anti-simétrico nos dois últimos ı́ndices Sλ µν =−Sλνµ , definido como superpoten-

cial[75].

3.4 Lagrangiana na Gravidade Teleparalela

Como uma teoria de calibre para o grupo de translação, a ação gravitacional de

Gravidade teleparalela pode ser escrita como [35]

S =
c4

16πG

∫
tr(T ∧?T ), (3.20)

tipo Yang-Mills, onde

T =
1
2

T a
µνPadxµ ∧dxν (3.21)

é a torção em 2-forma, e

?T =
1
2
(?T b

ρσ )Pbdxρ ∧dxσ (3.22)

é a forma dupla correspondente. A ação descrita pela Eq.(3.20) pode ser escrita como [76, 77]

S =
c4

16πG

∫
ηabT a∧?T b, (3.23)
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ou de forma direta

S =
c4

64πG

∫
ηabT a

µν(?T b
ρσ )dxµ ∧dxν ∧dxρ ∧dxσ , (3.24)

onde

dxµ ∧dxν ∧dxρ ∧dxσ =−ε
µνρσ h2d4x, (3.25)

com h =
√−g. A ação da Eq.(3.20) se reduz a [76, 77]

S =− c4

64πG

∫
Tαµν(?T α

ρσ )ε
µνρσ h2d4x, (3.26)

usando a identidade T α
ρσ = hb

αT b
ρσ . Como já definido na Eq.(3.18),o dual generalizado

?T α
ρσ =

h
2

ερσ µνSαµν , (3.27)

substituindo na Eq.(3.26), temos

S =− c4

64πG

∫
Tαµν

(
h
2

ερσ µνSαµν

)
ε

µνρσ h2d4x. (3.28)

Assim a ação assume a forma [76, 77]

S =
hc4

32πG

∫
TρµνSρµνd4x. (3.29)

Temos então, a correspondente Lagrangiana

L =
hc4

32πG
TρµνSρµν , (3.30)

onde

Sρµν =−Sρνµ = Kµνρ −gρνT σ µ
σ +gρµT σν

σ , (3.31)

já definido na Eq.(3.19) como um superpotencial, e

Kν
ρµ =

1
2
(
Tρ

ν
µ +Tµ

ν
ρ −T ν

ρµ

)
(3.32)

é o tensor contorção na conexão de Weitzenböck. Usando a identidade Kν
ρµ = T ν

ρµ , que

segue da definição da contorção, a Eq.(3.30) pode ser alternativamente escrita como

L =
hc4

16πG

(
KµνρKρνµ −Kµρ

µKν
ρν

)
. (3.33)

Reescrevendo a lagrangiana puramente em temos da torção, substituindo a Eq.(3.32) na Eq.(3.33),

temos

L =
hc4

16πG

(
1
4

T ρ
µνTρ

µν +
1
2

T ρ
µνT νµ

ρ −T ρ
µρT νµ

ν

)
=

hc4

32πG
T, (3.34)
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definindo

T = 2
(

1
4

T ρ
µνTρ

µν +
1
2

T ρ
µνT νµ

ρ −T ρ
µρT νµ

ν

)
= TρµνSρµν . (3.35)

O primeiro termo da Eq.(3.34) corresponde ao lagrangiano usual das teorias de calibre. No en-

tanto, devido á presença de um campo de tetradas no caso gravitacional, os ı́ndices internos e de

espaço-tempo podem ser transformados uns nos outros, e consequentemente novas contrações

tornam-se possı́veis [35]. É exatamente esta possibilidade que nos fornece os outros dois termos

na lagrangiana [35].

3.5 Equações de Campo na Gravidade Teleparalela

Vamos agora considerar a lagrangiana [38]

L= L +Lm, (3.36)

onde Lm é a lagrangiana de um campo de matéria qualquer. A ação tem a forma

S=
∫

Ld4x =
∫
(L +Lm)d4x, (3.37)

e a equação do campo gravitacional é obtida a partir da equação de Euler Lagrange, fazendo

variações em termos da tetrada ha
ρ ,

∂L

∂ha
ρ

−∂σ

∂L

∂ (∂σ ha
ρ)

= 0 (3.38)

assim

∂ (L +Lm)

∂ha
ρ

−∂σ

∂ (L +Lm)

∂ (∂σ ha
ρ)

= 0→ ∂L

∂ha
ρ

−∂σ

∂L

∂ (∂σ ha
ρ)

=−
[

∂Lm

∂ha
ρ

−∂σ

∂Lm

∂ (∂σ ha
ρ)

]
.

(3.39)

Usando a Eq.(3.34), temos

1
4κ

[
∂ (hT )
∂ha

ρ

−∂σ

∂ (hT )
∂ (∂σ ha

ρ)

]
=−

[
∂Lm

∂ha
ρ

−∂σ

∂Lm

∂ (∂σ ha
ρ)

]
, (3.40)

sendo

κ =
8πG
c4 . (3.41)
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3.5.1 Corrente de energia-momentum

Com a primeira parte da Eq.(3.40), pegando a primeira derivada funcional e abrindo

termo a termo, temos

∂hT
∂ha

ρ

=
h
4

(
∂T ρ

µν

∂ha
ρ

Tρ
µν +T ρ

µν

∂Tρ
µν

∂ha
ρ

)
+

h
2

(
∂T ρ

µν

∂ha
ρ

T νµ
ρ +T ρ

µν

∂T νµ
ρ

∂ha
ρ

)
−h

∂T ρ
µρ

∂ha
ρ

T νµ
ν −hT ρ

µρ

∂T νµ
ν

∂ha
ρ

+hha
ρT,

(3.42)

onde usamos as identidade
∂h

∂ha
ρ

= ha
ρh, (3.43)

∂hc
ν

∂ha
ρ

= ha
νhc

ρ (3.44)

e
∂gµν

∂ha
ρ

=−gρνha
µ −gρµha

ν . (3.45)

Mesmo a ação sendo definida sem métrica, ela surge para baixar e levantar ı́ndices. Devemos

lembrar que

T ρ
µν = hc

ρT c
µν , (3.46)

assim a Eq.(3.42) toma a forma

∂hT
∂ha

ρ

=
h
4

(
∂T c

µν

∂ha
ρ

Tc
µν +T c

µν

∂Tc
µν

∂ha
ρ

)
+

h
2

(
∂T c

µν

∂ha
ρ

T νµ
c +T c

µν

∂T νµ
c

∂ha
ρ

)
−h

∂T ρ
µρ

∂ha
ρ

T νµ
ν −hT ρ

µρ

∂T νµ
ν

∂ha
ρ

+hha
ρT.

(3.47)

Com a torção T c
µν definida na Eq.(2.25), a primeira derivada da Eq.(3.47) é

∂T c
µν

∂ha
ρ

= Γ
c

aµδ
ρ

ν −Γ
c

aνδ
ρ

µ . (3.48)
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Por sua vez, a segunda derivada é

∂Tc
µν

∂ha
ρ

= ηcb
∂

∂ha
ρ

(
gµαgνβ T b

αβ

)
=

(
∂gµα

∂ha
ρ

gνβ +gµα ∂gνβ

∂ha
ρ

)
Tcαβ +ηcbgµαgνβ

∂T b
αβ

∂ha
ρ

=
(
−gνβ gαρha

µ −gνβ gµρha
α −gµαgνρha

β −gµαgβρha
ν

)
Tcαβ

+ηcbgµαgνβ

(
Γ

b
aαδ

ρ

β
−Γ

b
aβ δ

ρ

α

)
=−ha

µTc
ρν −gµρTca

ν −gνρTc
µ

a−ha
νTc

µρ +ηcbgµαgνρ
Γ

b
aα

−ηcbgµρgνβ
Γ

b
aβ .

(3.49)

A terceira derivada é

∂T νµ
c

∂ha
ρ

= ηcb
∂

∂ha
ρ

(
hb

αT νµρ

)
= ηcaT νµρ +ηcbhb

α

∂T νµρ

∂ha
ρ

.

(3.50)

Como

∂T νµσ

∂ha
ρ

= η
bc ∂

∂ha
ρ

(hb
νTc

µσ )

= η
bc
(
−ha

νhb
ρTc

µσ +hb
ν ∂Tc

µσ

∂ha
ρ

)
=−ha

νT ρµσ −η
bchb

ν (ha
µTc

µσ +gµρTca
σ +gσρTc

µ
a +ha

σ Tc
µρ)

+η
bchb

ν
ηcd

(
gµαgσρ

Γ
d

aα −gµρgσβ
Γ

d
aβ

)
=−ha

νT ρµσ −ha
µT νρσ −gµρT ν

a
σ −gσρT νµ

a−ha
σ T νµρ

+hb
ν

(
gµαgσρ

Γ
b

aα −gµρgσβ
Γ

b
aβ

)
,

(3.51)

assim, substituindo a Eq.(3.51) na Eq.(3.50), temos

∂T νµ
c

∂ha
ρ

= ηcaT νµρ −ha
νT ρµσ −ha

µT νρσ −gµρT ν
a

σ −gσρT νµ
a−ha

σ T νµρ

+hb
ν

(
gµαgσρ

Γ
b

aα −gµρgσβ
Γ

b
aβ

)
.

(3.52)

A quarta derivada é

∂T νµ
ν

∂ha
ρ

=
∂

∂ha
ρ

(gνσ T νµσ )

=
∂gνσ

∂ha
ρ

T νµσ +gνσ

∂T νµσ

∂ha
ρ

,

(3.53)
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mas, com a Eq.(3.51) temos

∂T νµ
ν

∂ha
ρ

=−T ρµ
a−ha

µT νρ
ν −gµρT ν

aν +(hb
ρgµν −hb

νgµρ)Γ
b

aν . (3.54)

Por fim, a quinta derivada da Eq.(3.47) é

∂Tλ µ
λ

∂ha
ρ

=
∂

∂ha
ρ

(
hc

λ T c
µλ

)
=−ha

λ hc
ρT c

µλ +hc
λ

∂T c
µλ

∂ha
ρ

=−ha
λ hc

ρT c
µλ +hc

λ
(
Γ

c
aµδ

ρ

λ
−Γ

c
aλ δ

ρ

µ

)
= T ρ

µa +hc
ρ

Γ
c

aµ −hc
λ

Γ
c

aλ δ
ρ

µ .

(3.55)

Com todos os resultados obtidos acima nas Eqs.(3.48, 3.49, 3.52, 3.54 e 3.55), substituindo na

Eq.(3.47) e fazendo algumas manipulações, temos [73]

∂L

∂ha
ρ

=− h
κ

(
hc

σ T c
νaSσ

ρν +Γ
c

aνSc
νρ
)
+ha

ρL . (3.56)

Definimos então

ja ρ ≡−1
h

∂L

∂ha
ρ

=
1
κ

(
hc

σ T c
νaSσ

ρν +Γ
c

aνSc
νρ
)
− ha

ρ

h
L , (3.57)

que representa a corrente de energia-momentum gravitacional de Noether [73]. Mas, como

a conexão que nos interessa é a conexão de Weitzenböck e como nessa conexão Γ̃
a
bµ = 0, a

Eq.(3.57) tomo a forma [35, 73]

h ja ρ =
h
κ

hc
σ T c

νaSσ
ρν −ha

ρL . (3.58)

3.5.2 Superpotencial

Com a primeira parte da Eq.(3.40), pegando o termo que se deriva em relação a

∂σ ha
ρ e abrindo termo a termo, temos [35]

∂ (hT )
∂ (∂σ ha

ρ)
= h

∂

∂ (∂σ ha
ρ)

(
1
4

T ρ
µνTρ

µν +
1
2

T ρ
µνT νµ

ρ −T ρ
µρT νµ

ν

)
. (3.59)

A primeira derivada em relação a ∂σ ha
ρ é

1
4

∂

∂ (∂σ ha
ρ)

(
T ρ

µνTρ
µν
)
=

1
2

Tb
µν

∂T b
µν

∂ (∂σ ha
ρ)

=
1
2

Tb
µν

δ
b
a

(
δ

σ
µ δ

ρ

ν −δ
σ
ν δ

ρ

µ

)
= Ta

σρ .

(3.60)
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Por sua vez, a segunda derivada em relação a ∂σ ha
ρ é

1
2

∂

∂ (∂σ ha
ρ)

(
T ρ

µνT νµ
ρ

)
=

1
2

(
∂T ρ

µν

∂ (∂σ ha
ρ)

T νµ
ρ +T ρ

µν

∂T νµ
ρ

∂ (∂σ ha
ρ)

)
=

1
2

δ
c
a

(
δ

σ
µ δ

ρ

ν −δ
σ
ν δ

ρ

µ

)
T νµ

c +
1
2

T βα
c

(
δ

σ
α δ

ρ

β
−δ

σ

β
δ

ρ

α

)
= T ρσ

a−T σρ
a.

(3.61)

Por fim, a terceira derivada da Eq.(3.59) é

∂

∂ (∂σ ha
ρ)

(
T ρ

µρT νµ
ν

)
= 2T νµ

ν

∂T λ
µλ

∂ (∂σ ha
ρ)

= 2T νµ
νhb

λ
∂T b

µλ

∂ (∂σ ha
ρ)

= 2T νµ
νhb

λ
δ

b
a

(
δ

σ
µ δ

ρ

λ
−δ

σ

λ
δ

ρ

µ

)
= 2T νσ

νha
ρ −2T νρ

νha
σ .

(3.62)

Com todos os resultados obtidos acima nas Eqs.(3.60, 3.61 e 3.62), substituindo na Eq.(3.59),

temos

∂L

∂ (∂σ ha
ρ)

=
h

2κ
(Ta

σρ +T ρσ
a−T σρ

a−2T νσ
νha

ρ +2T νρ
νha

σ ) . (3.63)

Definimos então

Sa
σρ ≡ κ

h
∂L

∂ (∂σ ha
ρ)

=
1
2
(Ta

σρ +T ρσ
a−T σρ

a−2T νσ
νha

ρ +2T νρ
νha

σ ) (3.64)

como o superpotencial, que é equivalente a

Sa
σρ = Kρσ

a +T νσ
νha

ρ −T νρ
νha

σ , (3.65)

onde

Kρσ
a =

1
2
(Ta

ρσ +T σρ
a−T ρσ

a) (3.66)

é o tensor de contorção. Na conexão de Weitzenböck onde Γ̃
a
bµ = 0, Sa

σρ não se altera.

3.5.3 Equações de Campo

A lagrangiana de um campo de matéria Lm dependa apenas dos campos e das suas

primeiras derivadas. Assim, sob uma variação arbitrária em termos da tetrada ha
ρ que é escrita
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na segunda parte da Eq.(3.40), definimos [78]

hTa
ρ ≡ δLm

δha
ρ

=

[
∂Lm

∂ha
ρ

−∂σ

∂Lm

∂ (∂σ ha
ρ)

]
(3.67)

como o tensor de momento de energia da matéria. Com as definições representadas nas Eqs.(3.58,

3.64 e 3.67), aplicadas a Eq.(3.40), temos a versão teleparalela da equação do campo gravitaci-

onal

∂σ (hSa
σρ)−κh ja ρ =−κhTa

ρ . (3.68)

Com todos os ı́ndices de espaço-tempo, a Eq.(3.68) assume a forma

∂σ

(
hSµ

σρ
)
−κhtµ ρ =−κhTµ

ρ , (3.69)

onde,

htµ ρ =
h
κ

Γ̃
σ

νµSσ
ρν −δ

ρ

µ L , (3.70)

é um pseudotensor [73], que representa a versão teleparalela do tensor energia-momentum

canónico do campo gravitacional [79].
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4 MUNDO-BRANA-5D

4.1 O Problema da Hierarquia

Em fı́sica de partı́culas o problema da hierarquia é caracterizado pela grande diferença

entre as escalas de Planck e a eletrofraca [7]. Essa grande diferença está ligada às diferen-

tes intensidades e domı́nios das quatro forças fundamentais que são Cromodinâmica Quântica

(QCD), a força forte, a força fraca, a Eletrodinâmica Quântica (QED) e força gravitacional. A

tabela (1) ilustra a relação entre as quatros forças fundamentais [29].

Força Mediador Teoria ∝ r Magnitude
Forte Glúons QCD Variável 1038

Eletromagnética Fótons QED 1/r2 1036

Fraca Bósons W e Z Teoria Eletrofraca embr/r 1025

Gravitacional Gráviton Relatividade Geral 1/r2 1
Tabela 1: Relação entre as forças fundamentais, onde mb são os valores massas dos bósons W
ou Z [29].

A discrepância entre as forças do modelo padrão e gravidade pode ser entendida

como um problema de escalas [29]. A tabela (2) mostra a relação entre o sistema de unidades

de Planck e o Sistema Internacional de unidades (S.I).

Unidade Conversão de Planck Valor no S.I
Massa mpl =

√
}c/G ∼ 2.176×10−8 kg

Comprimento lpl =
√
}G/c3 ∼ 1.616×10−35 m

Tempo tpl =
√

}G/c5 ∼ 5.391×10−44 s
Carga qpl =

√
4π}cε0 ∼ 1.875×10−18 C

Temperatura Θpl =
√

}c5/GK2
b ∼ 1.417×1032 K

Energia Epl = mplc2 ∼ 1.956×109 J/1.22×1019 GeV
Tabela 2: Relação entre o sistema de unidades de Planck e o Sistema Internacional de
unidades (S.I) [29, 80].

As quatro forças têm a mesma intensidade que o sistema de unidades de Planck.

Este regime, que iguala a teoria eletrofraca com a fı́sica gravitacional, ocorreria em energias da

ordem de 1019 GeV , chamado de escala de Planck [80]. Mas, a escala de energia onde vivemos,

que é chamada de escala eletrofraca, é da ordem de apenas 103 GeV . A essa diferença de

escalas de energia chamamos problema de hierarquia [29].
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4.2 Modelo Kaluza-Klein

A ideia da existência de dimensões extras de espaço, surgiu como um meio de

unificar campos eletromagnéticos e gravitacionais. Como pioneiros dessa nova ideia, Theodor

Kaluza e Oscar Klein demonstraram que a interação eletromagnética pode ser vista como tendo

natureza geométrica [8,9]. A teoria de Kaluza e Klein (KK) foi construı́da inserindo uma quinta

dimensão extra, em relação às quatro dimensões usuais do espaço de Minkowski, que pode ser

imaginado como um cilindro 5D de raio R [81], ilustrada na figura (6).

Figura 6: Ilustração para a teoria de Kaluza-Klein.

Nessa teoria, o campo escalar não massivo φ(xµ ,x4) teria um momento quantizado

na quinta dimensão

p4 =
n
R
, (4.1)

em que n ∈ Z. Expandido o campo escalar em uma série de Fourier, temos

φ(xµ ,x4) =
∞

∑
n=−∞

φ
n(xµ)einx4/R. (4.2)

Assim, com essa decomposição, a equação de movimento (∂µ∂ µ +∂4∂ 4)φ = 0, se torna

∂µ∂
µ

φ
n(xµ) =

( n
R

)2
φ

n(xµ), (4.3)

com as equações (4.1 e 4.3), obtemos

m2 =
( n

R

)2
(4.4)

onde m é a massa KK [81]. Observe que a Eq.(4.3) descreve um espectro massivo discreto, onde

1/R tem dimensão massa. Pelos experimentos de altas energias, m teria que ter valores maiores

do que a energia da escala experimental de 1 TeV , implicando que o raio R deveria ser na ordem

à 10−21 cm. Este valor é muito pequeno para ser detectado experimentalmente [81]. Por terem
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um raio tão pequeno e x4 ∈ [0,R], essas dimensões são chamadas de compactas. Dessa forma,

o problema da hierarquia pode ser solucionado, dizendo que, para cada energia maior do que

1 TeV , há desvio de energia para dimensão extra de forma quantizada, permitindo que as escalas

de energia de Planck e experimental possam ser compatı́veis pela teoria do modelo padrão da

fı́sica.

4.3 Modelo Randall-Sundrum

O espaço-tempo que percebemos é formado por quatro dimensões usuais do espaço

de Minkowski, no qual definimos como brana. O modelo Randall-Sundrum (RS) para um

mundo de dimensões extras [10, 11], tem como ideia base de que nosso mundo é composto

como uma brana 4D mergulhada em um espaço 5D chamado de bulk. A figura (7) representa

bem o modelo.

Figura 7: Ilustração para o modelo Randall-Sundrum.

A métrica do modelo RS é descrita como [10, 11]

ds2 = e−2A(y)
ηµνdxµdxν +dy2, (4.5)

sendo e−2A(y) definido como fator de warp, ηµν é a métrica de Minkowski e y representa a di-

mensão extra. Interessante nota que esse modelo possibilita uma dimensão extra não compacta,

y ∈ [0,∞]. Em seus trabalhos L. Randall e R. Sundrum mostram que o problema da hierarquia

é solucionado [10, 11], se tornando assim uma teoria muito mais atrativa por ser mais completa

do que outras teorias com o acréscimo de uma dimensão extra.
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4.4 Mundo-Brana-5D em Gravidade Teleparalela

Usaremos um modelo semelhante ao de RS para descrever um mundo-brana em

cinco dimensões, onde a métrica é descrita como

ds2
5 = e2A(y)

ηµνdxµdxν +dy2, (4.6)

ou de uma maneira mais geral

ds2
5 = gMNdxMdxN , (4.7)

onde

gMN = e2A(y)
ηµν +δ

4
Mδ

4
N , (4.8)

a inversa da métrica é

gMN = e−2A(y)
η

µν +δ
M
4 δ

N
4 , (4.9)

onde usaremos as letras latinas maiúsculas (M,N,P,Q, ...= 0,1,2,3,4) para rotular as coorde-

nadas nas cinco dimensões. Podemos obter as tetradas representante dessa métrica através das

Eqs.(2.9 e 2.7) já definidas no Cap.2,

gµν = ηabha
µhb

ν e ηab = gµνha
µhb

ν . (4.10)

Assim, as tetradas da métrica representada pela Eq.(4.6) é

ha
µ =

(
eA(y)δ a

µ 0

0 1

)
, (4.11)

e o seu inverso é

ha
µ =

(
e−A(y)δ

µ
a 0

0 1

)
. (4.12)

4.4.1 Escalar de Torção para o Mundo-Brana-5D

Para a gravitação teleparalela usamos a chamada conexão de Weitzenböck já defi-

nida na Eq.(3.2), que toma a forma

Γ̃
P

MN = ha
P
∂Nha

M. (4.13)
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Assim, podemos calcular as componentes da conceção de Weitzenböck

Γ̃
ρ

µy = A′δ ρ

µ ,

Γ̃
y

µν = 0,

Γ̃
ρ

yν = 0,

Γ̃
ρ

µν = 0,

Γ̃
y

yy = 0,

(4.14)

onde A′ = ∂yA(y). Note que, das conexões possı́veis, apenas Γ̃ρ
µy não é nula. No caso da

torção na conexão de Weitzenböck representada pela Eq.(3.10), toma a forma

T P
MN = Γ̃

P
NM− Γ̃

P
MN . (4.15)

Com as conexões representadas na Eq.(4.14), podemos calcular as componentes da torção, lem-

brando que T P
MN =−T P

NM, assim

T ρ
µy =−A′δ ρ

µ ,

T ρ
yν = 0,

T ρ
µν = 0,

T y
yy = 0.

(4.16)

No caso do tensor contorção da conexão de Weitzenböck representada pela Eq.( 3.6), toma a

forma

KP
MN =

1
2
(
TM

P
N +TN

P
M−T P

MN
)
. (4.17)

Com as componentes da torção representada na Eq.(4.16), podemos calcular as componentes

da contorção,

Kρ
yν =−A′δ ρ

ν ,

Ky
µν = A′gµν ,

Kρ
µy = 0,

Kρ
µν = 0,

Ky
µν = 0.

(4.18)

No caso do tensor dual da torção, conhecido como um superpotencial representada pela Eq.(3.19),

toma a forma

SP
MN =

1
2
(
KMN

P−δ
N
P T RM

R +δ
M
P T RN

R
)
, (4.19)
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Com as componentes da torção e do tensor contorção representadas nas Eqs.(4.16 e 4.18), po-

demos calcular as componentes do superpotencial, lembrando que SP
MN = −SP

NM, assim

Sρ
µy =

3
2

A′δ µ

ρ ,

Sy
µν = 0,

Sρ
µν = 0,

Sy
yy = 0.

(4.20)

Com as componentes da torção e do superpotencial representadas nas Eqs.(4.16 e 4.20), pode-

mos calcular o escalar da torção representada pela Eq.(3.35),

T = T P
MNSP

MN

=−12A′2.
(4.21)

Note que, na RG o escalar de curvatura é R = 8A′′−20A′2 [81].

4.4.2 Equações de Campo para o Mundo-Brana-5D

A lagrangiana puramente em temos da torção foi definida na Eq.(3.34)

L =
h
4

T, (4.22)

onde fazemos κ = 1. Podemos escrever a ação gravitacional em cinco dimensões, com cons-

tante cosmológica Λ, como

S=
h
4

∫
T dx5 +

∫
(Λ+Lm)d5x, (4.23)

onde Lm é a lagrangiana de um campo de matéria qualquer. Tendo como base a equação de

campo gravitacional (3.69), a equação de campo correspondentes assume a forma

1
h

∂Q

(
hSN

MQ
)
− tN M =−(Λδ

M
N +TN

M), (4.24)

onde,

tN M = Γ̃
R

SNSR
MS− 1

4
δ

M
N T, (4.25)

representa a versão teleparalela do tensor momento-energia canónico do campo gravitacional

[79]. A partir da lagrangiana de matéria Lm, definimos o tensor energia-momentum TN
M na

forma [13, 14, 82–84]

TN
M = t0(y)δ

ρ

µ + ty(y)δ y
y . (4.26)
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Com as equações (4.24 e 4.26), obtemos as equações de campo para a métrica (4.6)

3A′2 +
3
2

A′′ =−Λ− t0(y), (4.27)

3A′2 =−Λ− ty(y), (4.28)

que são as mesmas equações obtidas na RG [81], ou seja, mesmo trabalhando com o escalar de

torção T ∝ (A′) em vez do escalar de curvatura R ∝ (A′′,A′), as equações obtidas são as mesmas,

que está de acordo com a afirmação de que o teleparalelismo é o equivalente teleparalelo da RG.

No estado de vácuo, onde TN
M = 0 e supondo A′ = −c, onde c é uma constante, as equações

(4.27) e (4.28) tomam a forma

3c2 =−Λ, (4.29)

que tem como solução

c =±
√

(−Λ)

3
, (4.30)

que é uma solução Ads5 no vácuo, para um mundo-brana do modelo RS [10, 11, 81].
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5 MUNDO-BRANA-6D

5.1 Modelos de Mundo-Brana em 6D

Existem muitas vantagens em se trabalhar com um modelo de dimensões extras

quando acrescentamos duas dimensões ao espaço já conhecido 4D (espaço de Minkowski) em

vez de só uma dimensão que é o caso do modelo RS [29]. Com o modelo em 6D os grávitons

massivos contribuem com uma menor correção na Lei de Newton do que em um modelo 5D

[12], alem de não haver necessidade de ajuste fino na contaste cosmológica em 6D com a

tensão na brana para cancelamento da constante cosmológica 4D [12]. Com um modelo 6D

o confinamento do modo zero do campo vetorial de calibre ocorre de forma espontânea sendo

necessário apenas a interação com a gravidade, mesmo em modelos finos [13,14,30]. É possı́vel

explicar a hierarquia da massa de neutrinos que são férmions sem carga e de massa muito

pequena, através de modelos em 6D compactos [31]. Já existem também alguns trabalhos

recentes explicando a possı́vel nova partı́cula de 750 GeV através de um modelo em 6D [32,33].

5.1.1 Modelos de Mundo-Brana com Simetria Axial em 6D

Modelos de mundo-brana com simetria axial em 6D ou como é conhecido também

de co-dimensão 2, são chamados de defeitos tipo corda [12], este nome se dá devido às semelhanças

destes modelos com defeitos topológicos tipo corda cósmicas. Para esses modelos de dimensões

extras em 6D a métrica pode ser escrita como [12–28]

ds2 = σ(r)ηµνdxµdxν +dr2 + γ(r)dθ
2, (5.1)

onde r ∈ [0;∞), θ ∈ [0;2π) e sendo

γ(r) = β (r)σ(r) (5.2)

para garantir a simetria axial, onde σ(r) é o fator de warp. Para garantir uma geometria suave

na origem, nós temos a condição de regularidade [85–88]

σ(0) = 1, (5.3)

e assim

σ
′(0) = 0. (5.4)

Para uma 3-brana na origem, impomos a condição [12–14, 86–89]

γ(0) = 0, (5.5)
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e assim (√
γ(0)

)′
= 1, (5.6)

5.1.2 Modelo Gherghetta-Shaposhnikov

Tony Gherghetta e Mikhail Shaposhnikov (GS) inspirados pelo modelo RS, desen-

volveram um modelo de dimensões extras com defeito tipo corda em 6D [12]. Nesse modelo,

assim como no modelo RS, o espaço-tempo que percebemos é formado por quatro dimensões

usuais do espaço de Minkowski, no qual definimos como brana. O modelo GS para um mundo

de dimensões extras [10, 11], tem como ideia base de que nosso mundo é composto como uma

brana 4D mergulhada em um espaço 6D chamado de bulk. A figura (8) representa bem o mo-

delo.

Figura 8: Ilustração para o modelo GS com uma simetria axial.

No modelo GS

σ(r) = e−cr, (5.7)

e

γ(r) = R2
0e−cr. (5.8)

Assim, a métrica do modelo GS é descrita como [12]

ds2 = e−cr
ηµνdxµdxν +dr2 +R2

0e−crdθ
2, (5.9)
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sendo β (r) = R2
0 uma escala de comprimento arbitrário que representa o raio do espaço trans-

verso, sendo também uma constante de regularização dimensional[29].

5.2 Mundo-Brana-6D em Gravidade Teleparalela

Usaremos um modelo semelhante ao de GS para descrever um mundo-brana em

seis dimensões com simetria axial, onde a métrica é descrita como

ds2
6 = e2A(r)

ηµνdxµdxν +dr2 +R2
0e2B(r)dθ

2, (5.10)

ou de uma maneira mais geral

ds2
6 = gMNdxMdxN , (5.11)

onde

gMN = e2A(y)
ηµν +δ

4
Mδ

4
N +R2

0e2B(r)
δ

5
Mδ

5
N , (5.12)

a inversa da métrica é

gMN = e−2A(y)
η

µν +δ
M
4 δ

N
4 +R−2

0 e−2B(r)
δ

M
5 δ

N
5 , (5.13)

onde usaremos as letras latinas maiúsculas (M,N,P,Q, ...= 0,1,2,3,4,5) para rotular as coor-

denadas nas seis dimensões. Podemos obter as tetradas representante dessa métrica através das

Eqs.(2.9 e 2.7) já definidas no Cap.2,

gµν = ηabha
µhb

ν e ηab = gµνha
µhb

ν . (5.14)

Assim, as tetradas da métrica representada pela Eq.(5.10) é

ha
µ =


eA(r)δ a

µ 0 0

0 1 0

0 0 R0eB(r)

 , (5.15)

e a sua inversa é

ha
µ =


e−A(r)δ

µ
a 0 0

0 1 0

0 0 R−1
0 e−B(r)

 , (5.16)
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5.2.1 Escalar de Torção para o Mundo-Brana-6D

Para a gravitação teleparalela usamos a chamada conexão de Weitzenböck já defi-

nida na Eq.(3.2), que toma a forma

Γ̃
P

MN = ha
P
∂Nha

M. (5.17)

Assim, os componentes não nulos da conexão de Weitzenböck são

Γ̃
ρ

µy = A′δ ρ

µ ,

Γ̃
z

zy = B′,
(5.18)

onde A′ = ∂rA(r) e B′ = ∂rB(r). No caso da torção na conexão de Weitzenböck representada

pela Eq.(3.10), toma a forma

T P
MN = Γ̃

P
NM− Γ̃

P
MN . (5.19)

Com as conexões representadas na Eq.(5.18), obtemos os componentes não nulos da Torção,

lembrando que T P
MN =−T P

NM, assim

T ρ
µy =−A′δ ρ

µ ,

T z
zy = B′.

(5.20)

No caso do tensor contorção da conexão de Weitzenböck representada pela Eq.(3.6), toma a

forma

KP
MN =

1
2
(
TM

P
N +TN

P
M−T P

MN
)
. (5.21)

Com as componentes da torção representada na Eq.(5.20), obtemos os componentes não nulos

da contorção,

Kρ
yν =−A′δ ρ

ν ,

Ky
µν = A′gµν ,

Kz
yz =−B′,

Ky
zz = B′gθθ .

(5.22)

No caso do tensor dual da torção, conhecido como um superpotencial representada pela Eq.(3.19),

toma a forma

SP
MN =

1
2
(
KMN

P−δ
N
P T RM

R +δ
M
P T RN

R
)
, (5.23)

Com as componentes da torção e do tensor contorção representadas nas Eqs.(5.20 e 5.22), ob-

temos os componentes não nulos do superpotencial, lembrando que SP
MN = −SP

NM, assim



50

Sρ
µy =

1
2
(
A′+B′

)
δ

µ

ρ ,

Sz
zy = 2A′.

(5.24)

Com as componentes da torção e do superpotencial representadas nas Eqs.(5.20 e 5.24), pode-

mos calcular o escalar da torção representada pela Eq.(3.35),

T = T P
MNSP

MN

=−4A′(3A′+B′).
(5.25)

Note que, na RG o escalar de curvatura é R =−8A′′−4A′(5A′+2B′)−2(B′2 +B′′) [12].

5.2.2 Equações de Campo para o Mundo-Brana-6D

A lagrangiana puramente em temos da torção foi definida na Eq.(3.34)

L =
h
4

T, (5.26)

onde fazemos κ = 1. Podemos escrever a ação gravitacional em cinco dimensões, com cons-

tante cosmológica Λ, como

S=
h
4

∫
T dx5 +

∫
(Λ+Lm)d5x, (5.27)

onde Lm é a lagrangiana de um campo de matéria qualquer. Tendo como base a equação de

campo gravitacional (3.69), a equação de campo correspondentes assume a forma

1
h

∂Q

(
hSN

MQ
)
− tN M =−(Λδ

M
N +TN

M), (5.28)

onde,

tN M = Γ̃
R

SNSR
MS− 1

4
δ

M
N T, (5.29)

representa a versão teleparalela do tensor momento-energia canónico do campo gravitacional

[79]. A partir da lagrangiana de matéria Lm, definimos o tensor energia-momentum TN
M na

forma [13, 14, 82–84]

TN
M = t0(r)δ

ρ

µ + tr(r)δ r
r + tθ (r)δ θ

θ . (5.30)

Com as equações (5.28 e 5.30), obtemos as equações de campo para a métrica (5.9)

1
2
(
6A′2 +3A′B′+B′2 +3A′′+B′′

)
=−Λ− t0(r), (5.31)

5A′2 +2A′′ =−Λ− tθ (r), (5.32)
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3A′2 +2A′B′ =−Λ− tr(r), (5.33)

que são as mesmas equações obtidas na RG [12], ou seja, mesmo trabalhando com o escalar

de torção T ∝ (A′,B′) em vez do escalar de curvatura R ∝ (A′′,A′,B′′,B′), as equações obtidas

são as mesmas, que está de acordo com a afirmação de que o teleparalelismo é o equivalente

teleparalelo da RG. No estado de vácuo, onde TN
M = 0 e supondo A′ = B′ =−c, onde c é uma

constante, as equações (5.31), (5.32) e (5.33) tomam a forma

5c2 =−Λ, (5.34)

que tem como solução

c =±
√

(−Λ)

5
, (5.35)

que é uma solução Ads6 no vácuo, para um mundo-brana tipo-corda [12].
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6 TEORIA DA GRAVITAÇÃO MODIFICADA POR F(T)

6.1 Noções Básicas

O estudo de teorias que envolvem gravidade modificada tem ganhado bastante atenção,

principalmente na fı́sica de altas energias, cosmologia e astrofı́sica. Uma das motivações para o

estudo dessas teorias foi o surgimento da teoria quântica, onde foi possı́vel perceber que a teoria

da relatividade geral não era normalizada e que, portanto, não poderia ser quântizada [90, 91].

Outra motivação foi a recente observação de um cenário inesperado para o universo,

onde grande quantidade de massa do universo deve ser invisı́vel. Smith [1] e Zwicky [2] ob-

servaram que o movimento individual de galáxias em aglomerados é tão intenso que a atração

gravitacional de todo o aglomerado de galáxias não é suficiente segurá-lo. Isso sugere que existe

um componente desconhecido de matéria para manter o aglomerado, que ficou conhecida como

Matéria Escura [3–5].

Com os dados levantados de observações de supernovas do tipo Ia indicaram que o

universo está em expansão acelerada [92–98]. Medidas indiretas baseadas na combinação de

resultados da Radiação Cósmica de Fundo(CMBR), estruturas de grande escala e a constante de

Hubble confirmam essa expansão acelerada [99–101]. Com os dados mais recentes WMAP-7

[102], o universo é constituı́do de aproximadamente 4,5% de matéria bariônica (que interage

eletronicamente), 21,5% de matéria escura e 74% de uma forma de energia desconhecida de-

nominada energia Escura.

Uma modificação na gravidade da RG e introduzida como uma tentativa de obter a

resposta para esses problemas. Existem atualmente varias teorias de gravidade modificada, pro-

vavelmente a mais conhecida é a gravidade proposta por Brans e Dicke [103]. Outros exemplos

de teorias de gravidade modificadas são as tensoriais-vetorial-escalares (TeVeS)[104], a teoria

de Mundo-Brana [6] e as teorias f (R) [105]. Outra teoria é a conhecida teoria f (T ), onde T

é torção, que nesse caso surge com o objetivo de investigar a influência do espaço-tempo com

torção, para isso devemos modificar a gravidade teleparalela.

Embora as equações de movimento na gravidade tereparalela são dinamicamente

equivalentes a RG , a gravidade teleparalela descreve uma geometria diferente, o espaço-tempo

de Weitzenbock. A métrica espaço-tempo gµν não desempenha nenhum papel dinâmico na

descrição teleparalela da gravitação. Uma generalização da gravidade teleparalela é a gravi-

dade de f (T ) que foi proposta pela primeira vez por Bengochea e Ferraro para explicar a ob-

servada aceleração do universo [40]. E modelos baseados na gravidade teleparalela modificada

também foi encontrada para fornecer uma alternativa à inflação sem inflaton [41, 42]. Mais
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Recentemente, Linder [43, 44] propôs dois novos modelos f (T ) para explicar a expansão ace-

lerada do universo e constatou que o a teoria f (T ) pode unificar várias extensões interessantes

da gravidade além da relatividade geral.

Devemos notar que a gravidade f (T ) poderia ser uma extensão fenomenológica da

gravidade teleparalela. As vantagens da gravidade f (T ) também foram investigadas analisando

a estrutura em larga escala [44] e as restrições observacionais nos parâmetros do modelo [45,

46]. Além de obter aceleração, pode-se reconstruir uma variedade de evoluções cosmológicas

[47–49], pode considerar a possibilidade do cruzamento de divisão fantasma [50–52], e pode

investigar as perturbações do vácuo e da matéria [53–55] além da evolução do plano de fundo.

6.2 Equações de Campo na Gravidade f (T )

Na teoria de Gravidade teleparalela a lagrangiana gravitacional pode ser escrita

como (3.34)

L =
hc4

32πG
T, (6.1)

onde T = TρµνSρµν é o escalar de torção e h =
√−g. Para a teoria f (T ) a lagrangiana assume

a forma

L =
hc4

32πG
f (T ), (6.2)

note que apenas substituı́mos T por f (T ). Considerando a lagrangiana [38]

L= L +Lm, (6.3)

onde Lm é a lagrangiana de um campo de matéria qualquer. A ação tem a forma

S=
∫

Ld4x =
∫
(L +Lm)d4x, (6.4)

e a equação do campo gravitacional é obtida a partir da equação de Euler Lagrange, fazendo

variações em termos da tetrada ha
ρ ,

∂L

∂ha
ρ

−∂σ

∂L

∂ (∂σ ha
ρ)

= 0 (6.5)

assim

∂ (L +Lm)

∂ha
ρ

−∂σ

∂ (L +Lm)

∂ (∂σ ha
ρ)

= 0→ ∂L

∂ha
ρ

−∂σ

∂L

∂ (∂σ ha
ρ)

=−
[

∂Lm

∂ha
ρ

−∂σ

∂Lm

∂ (∂σ ha
ρ)

]
.

(6.6)

Usando a Eq.(6.2), temos

1
4κ

[
∂ (h f )
∂ha

ρ

−∂σ

∂ (h f )
∂ (∂σ ha

ρ)

]
=−

[
∂Lm

∂ha
ρ

−∂σ

∂Lm

∂ (∂σ ha
ρ)

]
, (6.7)
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sendo f = f (T ) e

κ =
8πG
c4 . (6.8)

6.2.1 Corrente de energia-momentum na gravidade f (T )

Com a primeira parte da Eq.(6.7), pegando a primeira derivada funcional e abrindo

termo a termo, temos

∂ (h f )
∂ha

ρ

= hha
ρ f +h

(
∂T

∂ha
ρ

)
∂ f
∂T

, (6.9)

onde usamos a identidade
∂h

∂ha
ρ

= ha
ρh. (6.10)

Utilizando os resultado da Eq.(3.56), obtemos

∂L

∂ha
ρ

=− h
κ

(
hc

σ T c
νaSσ

ρν +Γ
c

aνSc
νρ
) ∂ f

∂T
+ha

ρL , (6.11)

que é bem parecido com a corrente de energia-momentum definida na Eq.(3.57), podemos de

maneira similar definir

ja ρ ≡−1
h

∂L

∂ha
ρ

=
1
κ

(
hc

σ T c
νaSσ

ρν +Γ
c

aνSc
νρ
) ∂ f

∂T
− ha

ρ

h
L . (6.12)

Mas, como a conexão que nos interessa é a conexão de Weitzenböck e como nessa conexão

Γ̃
c

aν = 0, a Eq.(6.12) tomo a forma

h ja ρ =
h
κ
(hc

σ T c
νaSσ

ρν)
∂ f
∂T
−ha

ρL . (6.13)

6.2.2 Superpotencial na gravidade f (T )

Com a primeira parte da Eq.(6.7), pegando o termo que se deriva em relação a

∂σ ha
ρ e abrindo termo a termo, temos

∂σ

(
∂ (h f )

∂ (∂σ ha
ρ)

)
= ∂σ

(
h

∂T
∂ (∂σ ha

ρ)

∂ f
∂T

)
= ∂σ

(
h

∂T
∂ (∂σ ha

ρ)

)
∂ f
∂T

+h
∂T

∂ (∂σ ha
ρ)

∂σ

(
∂ f
∂T

)
.

(6.14)

Como já definido na Eq.(3.64)

Sa
σρ ≡ κ

(
∂T

∂ (∂σ ha
ρ)

)
(6.15)
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que é conhecido como um superpotencial, que é equivalente a

Sa
σρ = Kρσ

a +T νσ
νha

ρ −T νρ
νha

σ , (6.16)

onde

Kρσ
a =

1
2
(Ta

ρσ +T σρ
a−T ρσ

a) (6.17)

é o tensor de contorção. Assim (6.14) fica

∂σ

(
∂ (h f )

∂ (∂σ ha
ρ)

)
=

1
κ

[
∂σ (hSa

σρ)
∂ f
∂T

+hSa
σρ

∂σ T
∂ 2 f
∂T 2

]
. (6.18)

Na conexão de Weitzenböck onde Γ̃
c

aν = 0, Sa
σρ não se altera.

6.2.3 Equação do campo gravitacional na teoria f (T )

A lagrangiana de um campo de matéria Lm dependa apenas dos campos e das suas

primeiras derivadas. Assim, sob uma variação arbitrária em termos da tetrada ha
ρ que é escrita

na segunda parte da Eq.(6.7), definimos [78]

hTa
ρ ≡ δLm

δha
ρ

=

[
∂Lm

∂ha
ρ

−∂σ

∂Lm

∂ (∂σ ha
ρ)

]
(6.19)

como o tensor de momento de energia da matéria. Com as definições representadas nas Eqs.(6.13,

6.18 e 6.19), aplicadas a Eq.(6.7), temos a equação do campo gravitacional na teoria f (T )

∂σ (hSa
σρ)

∂ f
∂T

+hSa
σρ

∂σ T
∂ 2 f
∂T 2 −κh ja ρ =−κhTa

ρ . (6.20)

Com todos os ı́ndices de espaço-tempo, a Eq.( 3.68) assume a forma

∂σ

(
hSµ

σρ
) ∂ f

∂T
+hSµ

σρ
∂σ T

∂ 2 f
∂T 2 −κhtµ ρ =−κhTµ

ρ , (6.21)

que bem similar a teoria da gravidade teleparalela,

htµ ρ =
h
κ

(
Γ̃

σ
νµSσ

ρν

)
∂ f
∂T
−hδ

ρ

µ f , (6.22)

é um pseudotensor, que representa a versão teleparalela do tensor energia-momentum canónico

do campo gravitacional [79]. Uma equação de campo gravitacional métrico equivalente é dada

por [106]

RMN−
1
2

RgMN =
κg

fT
TMN +TMN , (6.23)
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onde o termo semelhante à fonte fornecida pela torção tem a forma

TMN =
[
[ fT − f (T )]gMN− fT T SMNP∇

PT
]
/ fT . (6.24)

Isso nos mostra que, os efeitos da torção causadas por f (T ) são equivalentes a uma

fonte adicional a RG e uma constante gravitacional variável. Observe que, para um escalar

de torção T constante, o espaço-tempo do vácuo é equivalente a um com uma constante cos-

mológica da forma

ΛT =−
[

T − f (T )
fT

]
. (6.25)
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7 MUNDO-BRANA-5D EM GRAVIDADE F(T)

7.1 Equações de Campo

Usaremos a métrica descrita na Eq.(4.6) para descrever um mundo-brana em cinco

dimensões, onde a métrica é descrita como

ds2
5 = e2A(y)

ηµνdxµdxν +dy2, (7.1)

onde eA(y) é o fator de warp. De uma maneira mais geral

ds2
5 = gMNdxMdxN , (7.2)

onde

gMN = e2A(y)
ηµν +δ

4
Mδ

4
N , (7.3)

a inversa da métrica é

gMN = e−2A(y)
η

µν +δ
M
4 δ

N
4 , (7.4)

onde usaremos as letras latinas maiúsculas (M,N,P,Q, ...= 0,1,2,3,4) para rotular as coorde-

nadas nas cinco dimensões. Podemos obter as tetradas representante dessa métrica através das

Eqs.(2.9 e 2.7) já definidas no Cap.2,

gµν = ηabha
µhb

ν e ηab = gµνha
µhb

ν . (7.5)

Assim, as tetradas da métrica representada pela Eq.(7.1) é

ha
µ =

(
eA(y)δ a

µ 0

0 1

)
, (7.6)

e o seu inverso é

ha
µ =

(
e−A(y)δ

µ
a 0

0 1

)
. (7.7)

O escalar da torção para essa métrica é obtida na Eq.(4.21),

T = T P
MNSP

MN

=−12A′2,
(7.8)



58

onde A′ ≡ ∂A(y)/∂y. A lagrangiana puramente em temos da função que depende da torção foi

definida na Eq.(6.2)

L =
h
4

f (T ), (7.9)

onde fazemos κ = 1. Podemos escrever a ação gravitacional em cinco dimensões, com cons-

tante cosmológica Λ, como

S=
h
4

∫
f (T ) dx5 +

∫
(Λ+Lm)d5x, (7.10)

onde Lm é a lagrangiana de um campo de matéria qualquer. Tendo como base a equação de

campo gravitacional (6.21), a equação de campo correspondentes assume a forma [56]

1
h

∂Q

(
hSN

MQ
)

fT +SN
MQ

∂QT fT T − tN M =−Λδ
M
N −TN

M, (7.11)

que bem similar a teoria da gravidade teleparalela,

tN M = Γ̃
R

SNSR
MS fT −

1
4

δ
M
N f , (7.12)

é um pseudotensor, que representa a versão teleparalela do tensor energia-momentum canónico

do campo gravitacional [79]. Lembrando que f ≡ f (T ), fT ≡ ∂ f (T )/∂T e fT T ≡ ∂ 2 f (T )/∂T 2.

A correção na constante gravitacional fornecida pelo f (T ) na Eq.(6.23) resulta em uma modificação

na relação entre as massas de Planck no volume e na brana como

M2
4 = M4

5

∫
∞

−∞

fT e2Ady. (7.13)

A partir da lagrangiana de matéria Lm, definimos o tensor energia-momentum TN
M na forma

[13, 14, 82–84]

TN
M = t0(y)δ

ρ

µ + ty(y)δ y
y . (7.14)

Em nosso caso, tomamos um f (T ) que represente uma generalização da gravidade teleparalela

[56]

f (T ) = T + kT n (7.15)

onde n e k são parâmetros que controlam a influencia da torção. Note que, se fizemos k = 0

temos o caso teleparalelo, já analisado no cap.3. As equações de campo são dados como

(−1)n−1kA′2n−23n22n−3(2n−1)(2A′2 +nA′′)+3A′2 +
3
2

A′′ =−Λ− t0(y), (7.16)

1
4
[
12A′2 +(−1)n−1(2n−1)12nkA′2n]=−Λ− ty(y). (7.17)
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As equações (7.16) e (7.17) formam um sistema complexo de equações acopladas.

7.2 Regime de Brana Fina

No estado de vácuo, onde TN
M = 0 e supondo A′ = −c, onde c é uma constante,

as equações (7.16) e (7.17) tomam a forma

3c2 +(−4)n−1k(2n−1)(3c2)n =−Λ, (7.18)

pois as equações (7.16) e (7.17) se tornam a mesma.

7.2.1 n = 1/2

Para o caso de n = 1/2, temos

c1/2 =±
√

(−Λ)

3
, (7.19)

que se parece muito com uma solução Ads5 no vácuo, para um mundo-brana do modelo RS

[10, 11].

7.2.2 n = 1

Para o caso de n = 1, temos

c1 =±
√

(−Λ)

3(1+ k)
. (7.20)

Se fizemos k = 0, temos uma solução Ads5 no vácuo. Para os casos onde k 6= 0 temos a influ-

encia da torção. Note que, se k <−1 temos uma solução real, e se k >−1 temos uma solução

complexa.

7.2.3 n = 2

Para o caso de n = 2, temos duas soluções possı́veis

c2.1 =±
√

(−Λ)

3
e c2.2 =±

√
(Λ+1)

36k
. (7.21)

Note que, no caso de a c2.1, a solução métrica é a mesma para c1/2, mudando apenas as cons-

tantes de integração. Para c2.2, temos uma solução diferente, onde a torção influencia em seu

valor. Fica bem evidente que mesmo Λ sendo zero, f (T ) gera uma constante cosmológica, que

torna possı́vel a existência de soluções, que está de acordo com a Eq.(6.25).
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Figura 9: Escalar de torção. (a) λ = 1 e p variando . (b) p = 1 e λ variando.

7.2.4 n = 3

Para o caso de n = 3, temos duas soluções possı́veis

c3.1 =±
√

(−Λ)

3
e c3.2 =± 4

√
−(Λ+1)

720k
, (7.22)

O caso de a c3.1 é o mesmo de c2.1, que dar a mesma solução métrica, mudando

apenas as constantes de integração. No caso de c3.2 bem parecido com o caso de n = 2 a torção

influencia em seu valor. De uma maneira geral podemos dizer que a constante c = c(n,k) é

determinada por n e k.

7.3 Brana Espessa

Embora as equações (7.16) e (7.17) forme uma teoria derivada de segunda ordem, é

difı́cil fornecer uma solução analı́tica para esse caso. Para simplificar, vamos assumir um ansatz

[56, 107–109]

e2A(r) = cosh−2p(λ r), (7.23)

onde o parâmetro p modifica a variação de warp dentro do núcleo da brana, λ determina a

largura da brana. Podemos observar o comportamento do escalar de torção para esse ansatz,

através da figura 9. Por sua vez, podemos analisar como a gravidade f (T ) modifica a gravidade

RG analisando as figuras (10, 11 e 12). Para k = 0 temos o caso convencional RG analisado na

Fig.(9).

Obtemos a partir da Eq.(7.17)

ty(y) =−
1
4
[
12(pλ )2− (−12)nk(2n−1)(pλ )2n]

+
1
4
{

12[pλ tanh(yλ )]2− (−12)nk(2n−1)[pλ tanh(yλ )]2n} , (7.24)
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Figura 10: (a) f (T ) com n = λ = p = 1, para k pequeno. (b) f (T ) com n = p = λ = 1, para k
muito pequeno.
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Figura 11: (a) f (T ) com n = 2 e λ = 1, para k pequeno. (b) f (T ) com n = 2 e p = λ = 1, para
k muito pequeno.
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Figura 12: (a) f (T ) com n = 3 e λ = p = 1, para k pequeno. (b) f (T ) com n = 3 e pλ = 1,
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Figura 13: (a) t0(y) para n = 1/2 e λ = 1. (b) t0(y) para n = 1/2 e p = 1.

onde encontramos uma escolha apropriada

Λ =−3(pλ )2− (−4)n−1k(2n−1)[3(pλ )2]n, (7.25)

pela condição de que ty(y→∞) = 0. Comparando a Eq.(7.25) com a Eq.(7.18), temos que nesse

caso c = pλ . Com as equações (7.16, 7.25), obtemos

t0(y) =−
1
4
[
12(pλ )2− (−12)nk(2n−1)(pλ )2n]+ 3

2
pλ

2 sech2(yλ )−3[pλ tanh(yλ )]2

1
p

{
(−3)n22n−3k(2n−1)[n+ p− pcosh(2yλ )] csch2(yλ )[−pλ tanh(yλ )]2n} .

(7.26)

Analisaremos melhor os comportamentos de t0(y) e ty(y), para alguns valores de n

nas subsecções seguintes.

7.3.1 n = 1/2

Na figura 13 mostra que a condição de ser localizada ao redor da origem é satisfeita

para t0(y). Com (a) vemos que a largura se mantém aumentando p. Com (b) vemos que a

largura a meia altura diminui com o aumento de λ . Na figura 14 mostra que a condição de ser

localizada ao redor da origem é satisfeita para ty(y). Com (a) vemos que a largura se mantém

aumentando p. Com (b) vemos que a largura a meia altura diminui com o aumento de λ .

7.3.2 n = 1

Na figura 15 mostra que a condição de ser localizada ao redor da origem é satisfeita

para t0(y). Com (a) vemos que a largura se mantém aumentando p. Com (b) vemos que a

largura a meia altura diminui com o aumento de λ . Na figura 16 mostra que a condição de

ser localizada ao redor da origem. Com (a) vemos que a largura se mantém, aumentando a
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Figura 14: (a) ty(y) para n = 1/2 e λ = 1. (b)ty(y) para n = 1/2 e p = 1.
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Figura 15: (a) t0(y) para n = λ = 1 e k =−0.5. (b) t0(y) para n = p = 1 e k =−0.5.

amplitude de t0(y) quanto maior for k. Com (b) vemos que é gerado uma pressão angular

negativa, a largura se mantém, diminuindo apenas t0(y)) quanto menor for k.

Na figura 17 mostra que a condição de ser localizada ao redor da origem é satisfeita

para ty(y). Com (a) vemos que a largura se mantém aumentando p. Com (b) vemos que a

largura a meia altura diminui com o aumento de λ . Na figura 18 mostra que a condição de

ser localizada ao redor da origem. Com (a) vemos que a largura se mantém, aumentando a

amplitude de ty(y) quanto maior for k. Com (b) vemos que é gerado uma pressão negativa, a

largura se mantém, diminuindo apenas ty(y) quanto menor for k.

7.3.3 n = 2

Na figura 19 mostra que t0(y) se localizada nas proximidades da origem. Tanto

em (a) como em (b) vemos que a largura a meia altura diminui com o aumento de λ . Vemos

também o surgimento de dois máximos, quanto maior λ e p mais evidente isso fica. Na figura

20 vemos que quando menor for k existe apenas um máximo, quando diminuı́mos k aparece

dois máximos, isso estar relacionado à transição de fase entre a quebra de uma única brana em
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Figura 16: (a)t0(y) com n = λ = p = 1, para k pequeno. (b) t0(y) com n = p = λ = 1, para k
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Figura 17: (a) ty(y) para n = λ = 1 e k =−0.5. (b)ty(y) para n = p = 1 e k =−0.5.
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Figura 18: (a) ty(y) com n = λ = p = 1, para k pequeno. (b) ty(y) com n = p = λ = 1, para k
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Figura 19: (a) t0(y) para n = 2, λ = 1 e k =−0.5. (b) t0(y) para n = 2, p = 1 e k =−0.5.
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Figura 20: (a) t0(y) com n = 2 e p = λ = 1 para k pequeno. (b) t0(y) com n = 2 e p = λ = 1,
para k muito pequeno .

duas branas.

Na figura 21 mostra que ty(y) se localizada nas proximidades da origem. Vemos

que a largura a meia altura diminui com o aumento de λ . Vemos também o surgimento de

um achatamento no máximo, quanto maior λ , mais evidente isso fica. Na figura 22 vemos

que quando diminuı́mos k aparece o achatamento fica mais evidente, isso estar relacionado à

transição de fase da quebra da brana .

7.3.4 n = 3

Na figura 23 mostra que t0(y) se localizada nas proximidades da origem. Vemos

também o surgimento de dois máximos, quanto maior λ , mais evidente isso fica. Na figura

24 vemos quando diminuı́mos k aparece dois máximos, isso estar relacionado à transição de

fase entre uma única brana em duas branas. Nos dois casos vemos que é gerado uma pressão

negativa.

Na figura 25 mostra que ty(y) se localizada nas proximidades da origem. Vemos
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Figura 22: (a) ty(y) com n = 2 e p = λ = 1, para k pequeno. (b) ty(y) com n = 2 e p = λ = 1,
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Figura 25: ty(y) para n = 3, p = 1 e k =−0.5.

também o surgimento de do achatamento no máximo, quanto maior λ , mais evidente isso fica.

Na figura 26 vemos quando diminuı́mos k aparece fica mais evidente o achatamento no máximo,

isso estar relacionado à transição de fase entre a quebra da brana.

7.3.5 Analize geral entre t0(y) e ty(y)

Na figura 27 (a) e (b) descreve uma brana espessa localizada. As condições de

energia fraca, forte e dominante são satisfeitas. Em (c) descreve uma brana espessa localizada

mas a condição de energia dominante não é satisfeita. Quanto a (d) as condições de energia não

são satisfeitas.

A densidade de energia que existem nas branas divididas se torna mais notáveis

com o aumento da contribuição de torção. Isso indica que o efeito geométrico influencia na

distribuição da densidade de energia. Podemos notar que os parâmetros p e λ são os principais

responsáveis pela distância entre as branas divididas, que também determinam a espessura do

domı́nio da parede.

Uma explicação provável para a variável k é que k pode estar relacionado à evolução
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do universo [56]. Observe que a temperatura do fundo cosmológico é um parâmetro com ca-

racterı́sticas relevantes para a evolução do universo, podemos assim, reconhecer k como uma

função da temperatura. Portanto, podemos então dizer que existem temperaturas crı́tica, ou seja,

valores de k, na qual, a brana se divide [110, 111].

7.4 Perturbações Lineares

Agora, fazemos uma investigação nas perturbações lineares do sistema de branas.

Para simplificar, consideramos apenas o perturbação do tensor sem traço transversal (TT)[63],

que está relacionado com a onda gravitacional e gravitons quadridimensionais. Para isso, faze-

mos uma perturbação na tetrada [63]

ha
µ =

 eA(y)
(

δ a
µ +wa

µ

)
0

0 1

 , (7.27)

e a sua inverso é

ha
µ =

(
e−A(y) (δ µ

a +wa
µ
)

0

0 1

)
, (7.28)

onde wa
µ = wa

µ(xµ ,y). Nossa métrica demonstrada na Eq.(7.1) fica

gMNdxM⊗dxN = eA(y) (
ηµν + γµν

)
dxµdxν +dy2, (7.29)

e sua inversa

gMNdxM⊗dxN = e−A(y) (
ηµν − γµν

)
dxµdxν +dy2, (7.30)

onde γµν = ηµαηνβ γαβ , γa
µ = ηabηµνγb

ν e por sua vez

γµν =
(

δ
a
µwb

ν +δ
b
ν wa

µ

)
ηab,

γ
µν =(δ µ

a wb
ν +δ

ν
b wa

µ)η
ab.

(7.31)

Observe que a perturbação do tensor TT satisfaz as seguintes Condições[63]:

∂µγ
µν = 0 = η

µν
γµν , (7.32)

isso implica que

∂µ (δ
µ
a wb

ν +δ
ν
b wa

µ)η
ab = 0, (7.33)

ou de maneira mais direta [63]

δ
µ
a wa µ = 0. (7.34)
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Assim, os componentes não nulos da conceção de Weitzenböck sofrendo a perturbação

Γ̃
ρ

µr = A′δ ρ

µ +(δ ρ
a wa

µ −δ
a
µwa

ρ)A′+δ
ρ
a wa

µ ,

Γ̃
ρ

µν = δ
ρ
a ∂µwa

µ ,
(7.35)

onde A′ = ∂yA(y). Com a Eq.(7.35) obtemos os componentes não nulos do tensor torção na

conexão de Weitzenböck sofrendo a perturbação [63]

T ρ
µr =−A′δ ρ

µ − (δ ρ
a wa

µ −δ
a
µwa

ρ)A′−δ
ρ
a wa

µ ,

T ρ
µν = δ

ρ
a (∂µwa

ν −∂νwa
µ),

(7.36)

lembrando que T ρ
µν =−T ρ

νµ . Com as representações da torção na Eq.(7.36) podemos obter

os componentes não nulos do tensor contorção [63]

Kρ
µr = A′(δ ρ

a wa
µ −δ

a
µwa

ρ)+
1
2

(
δ

ρ
a w′a µ −δ

a
µw′a

ρ

)
,

Kρ
rν =−A′δ ρ

ν −
1
2
(
δ

a
ν w′a

ρ −δ
ρ
a w′a ν

)
,

Kr
µν = e2A(A′ηµν +A′γµν +

1
2

γ
′
µν),

Kρ
µν =

1
2

[
δ

a
µ(∂

ρwaν −∂νwa
ρ)+δ

a
ν (∂

ρwaµ −∂µwa
ρ)−δ

ρ
a (∂µwa

ν −∂νwa
µ)
]
.

(7.37)

Por sua vez, com (7.36) e (7.37) obtemos os componentes não nulos do tensor dual

da torção [63]

Sρ
µr =

1
2

[
3A′δ µ

ρ −
1
2
(δ a

ρ w′a
µ +δ

µ
a w′a ρ)

]
,

Sr
µν =

1
2

[
A′(δ µ

a waν −δ
ν
a waµ)+

1
2
(δ µ

a w′aν −δ
ν
a w′aµ)

]
e−2A,

Sρ
µν =

1
4
[
δ

ν
a (∂

µwa
ρ −∂ρwaµ)−δ

µ
a (∂ νwa

ρ −∂ρwaν)
]

e−2A +
1
4

δ
a
µ(∂

µwa
ν −∂

νwa
µ)

+
1
2

[
δ

ν
ρ δ

λ
a ∂λ waµ −δ

µ

ρ δ
λ
a ∂λ waν

]
e−2A,

Sr
µr =

1
2
(δ ρ

a ∂ρwaµ)e−2A.

(7.38)

Lembrando que Sρ
µν =−Sρ

νµ . Fazendo uma perturbação na Eq.(7.11), obtemos

1
h

fT

[
δgNP∂Q

(
hSM

PQ
)
+gNP∂Q

(
hδSM

PQ
)
−h
(

δ Γ̃
Q

PMSQN
P +hΓ̃

Q
PMδSQN

P
)]

+ fT T δSMN
Q

∂QT +
1
4

δgMN f = δTMN ,

(7.39)
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onde δh = 0 e δT = 0. Pela Eq.(7.39), obtemos as equações de campo perturbadas [63]

−1
4

(
e−2A�γµν +4A′γ ′µν + γ

′′
µν −24A′γµν −6A′′γµν

)
e2A fT

−6
(

6A′A′′γµν −A′A′′γ ′µν

)
e2A fT T +

1
4

e2A
γµν f = δTµν ,

(7.40)

onde �= ηµν∂µ∂ν . Note que a equação radial se anulam com essa perturbação. Agora para o

caso da perturbação do tensor de momento-energia

δTµν = δ (Tµ
µgµν) = δ (Tµ

µ)ηµνe2A +Tµ
µ

γµνe2A. (7.41)

Com a Eq.(7.16), temos que [63]

3
2
(
4A′2 +A′′

)
fT −

3
2
(
24A′2A′′

)
fT T +

1
4

f = Tµ
µ . (7.42)

Substituindo (7.41) e (7.42) na Eq.(7.40), temos

−1
4

(
e−2A�γµν +4A′γ ′µν + γ

′′
µν

)
fT +6

(
A′A′′γ ′µν

)
fT T = δTµν . (7.43)

Mas, o traço de δ (Tµ
µ) é nulo. Assim, a Eq.(7.43) toma a forma [63](

e−2A�γµν +4A′γ ′µν + γ
′′
µν

)
fT −24

(
A′A′′γ ′µν

)
fT T = 0. (7.44)

Note que, se fizemos k = 0 temos que fT = 1 e fT T = 0, para esse caso a Eq.(7.44) é igual a da

RG [81]. Fazendo a transformação de coordenadas dz = e−Ady na Eq.(7.44), onde

∂y = e−A
∂z e ∂

2
y = e−2A(∂ 2

z −∂zA∂z), (7.45)

temos [63] (
∂

2
z +2H∂z +�

)
γµν = 0, (7.46)

onde

H =
3
2

∂zA+12e−2A [(∂zA)3−∂zA∂
2
z A
] fT T

fT
. (7.47)

Introduzindo a decomposição KK [63]

γµν(xρ ,z) = εµν(xρ)F(z)Ψ(z), (7.48)

onde

F(z) = e−
3
2 A+

∫
K(z)dz, (7.49)
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com

K(z) =−12e−2A [(∂zA)3−∂zA∂
2
z A
] fT T

fT
. (7.50)

A função F(z) é introduzida para eliminar os termos de derivadas primeiras. Note que, se

fT T = 0 temos K(z) = 0. Substituindo a decomposição KK (7.48) na Eq.(7.46), obtemos duas

equações: a equação tipo Klein-Gordon para a KK quadridimensional do gravitons εµν(
�−m2)

εµν = 0, (7.51)

e a equação tipo Schrödinger para a dimensão extra(
−∂

2
z +U(z)

)
Ψ(z) = m2

Ψ(z), (7.52)

onde m é a massa do graviton KK e o potencial efetivo é

U(z) = ∂zH +H2. (7.53)

A equação do tipo Schrödinger (7.52) pode ser fatorada como

(−∂z +H)(∂z +H)Ψ(z) = m2
Ψ(z), (7.54)

isso representa uma equação de mecânica quântica supersimetrica. Note que para m2 < 0,

não há graviton quadridimensional, portanto, qualquer solução de brana na teoria de gravidade

modificada por f (T ) é estável sob a perturbação do tensor TT [63]. A fim de localizar um

graviton KK na brana, o correspondente perfil extra-dimensional Ψ(z) (também chamado de

modo KK por simplicidade) deve satisfazer a condição de normalização∫
|Ψ(z)|2dz < ∞. (7.55)

A solução do graviton no modo zero (o quadridimensional graviton sem massa) é

[63]

Ψ0 = N0e
3
2 A−∫ K(z)dz, (7.56)

onde N0 é a constante de normalização.

7.5 Localização da Gravidade

Nesta sessão, investigamos o problema de localização da gravidade, levando em

conta que o graviton no modo zero deve estar localizado na brana. Com a transformação de

coordenadas dz = e−Ady e com o ansatz proposto na Eq.(7.23) obtemos que

yλ = arcsinh(zλ ), (7.57)
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Figura 28: Potencial efetivo com n = 1, p = 1 e λ variando.

onde b = 1. Lembrando que f (T ) = T +kT n onde nesse caso T =−12e−2A(∂zA)2. A função H

que nesse caso é conhecido como superpotencial, devido a semelhança com a mecânica quântica

supersimétrica, assume o valor

H =
3
2

ξ

zλ 2 +
k(n−1)n(12ξ )n

znk (12ξ )n + z3[knλ 2 (12ξ )n−12λ 4]
, (7.58)

onde

ξ =− z2λ 4

1+(zλ )2 . (7.59)

Substituindo a Eq.(7.58) na Eq.(7.53), podemos obter o potencial efetivo U(z). O

comportamento do potencial efetivo é demonstrado em alguns casos. A figura 28 demonstra o

comportamento do potencial efetivo para n = 1, nesse caso em especial, a torção não influencia

no valor. A figura 29 demonstra o comportamento do potencial efetivo para n = 2 e a figura 30

demonstra o potencial efetivo para n= 3, que tem um comportamento interessante, onde aparece

dois picos no potencial tanto quando aumentamos o valor de λ e diminuı́mos o valor para k,

demonstrando uma quebra de uma brana em duas. A figura 31 demonstra o potencial efetivo

para n = 4, que tem um comportamento interessante, onde aparece dois picos no potencial,

demonstrando uma quebra de uma brana em duas.

7.5.1 Modo Zero

Fazemos uma analise do modo zero representada na Eq.(7.56) com p = 1 por sim-

plicidade. O modo zero para n = 1 é

Ψ01 = N01
(
1+ z2

λ
2)− 3

2 , (7.60)
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Figura 29: Potencial efetivo. (a)n = 2, p = 1 e k =−0.5. (b) n = 2, p = 1, λ = 1, com k
pequeno. (c) n = 2, p = 1, λ , com k muito pequeno.
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onde

N01 =

√
8λ

3π
, (7.61)

é a constante de normalização. O comportamento de Ψ01 é analisado na figura 32. O modo zero

para n = 2 é

Ψ02 = N02

√
1+ z2(λ 2−24λ 4k

(1+ z2)
3
2
√
−1− z2λ 2

, (7.62)

onde

N02 =

√
8(1+λ )3

3π(−1+λ (−3+λ (−3+λ (−1+8kλ (1+3λ )))))
, (7.63)

é a constante de normalização. O comportamento de Ψ02 é analisado na figura 33, assim como

esperado com os valores do potencial efetivo demonstrado na Fig.29, observamos uma quebra

na brana quando aumentamos o valor de λ e com a diminuição do valor de k. Na Fig.33 (c),

analisamos o comportamento de Ψ02 para k > 0 e para esses valores a solução é fisicamente

indesejada. Para n = 3 o modo zero é

Ψ03 = N03

√
1+2z2λ 2 + z4(λ 4 +432λ 8k

(1+ z2)
3
2 (1+ z2λ 2)

, (7.64)

onde

N03 =

√
8(1+λ )4

3π(1+λ (4+λ (4+λ (6+λ +432kλ 5))))
, (7.65)

é a constante de normalização. Para n = 4 o modo zero é

Ψ04 = N04

√
1+3z2λ 2 +3z4λ 4 + z6(λ 6−6912λ 12k

(1+ z2)
3
2 (1+ z2λ 2)

3
2

, (7.66)

onde

N04 =

√
8(1+λ )5

3π(1+λ (5+λ (10+λ (10+λ (5+λ −6912kλ 7)))))
, (7.67)

é a constante de normalização. O comportamento de Ψ04 é analisado na figura 34, assim como

esperado com os valores do potencial efetivo demonstrado na Fig.31, observamos uma quebra

na brana quando aumentamos o valor de λ e com a diminuição do valor de k. Na Fig.34 (c),

analisamos o comportamento de Ψ04 para k > 0 e para esses valores a solução é fisicamente

indesejada.
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7.6 Soluções para um Campo Escalar

Com a ação gravitacional já definida na Eq.(7.10), onde Lm é a lagrangiana de

matéria para a fonte da geometria, que nesse caso

LM =−h
[

1
2

∂
M

Φ∂MΦ+V (Φ)

]
, (7.68)

onde Φ≡Φ(y). O tensor de energia-momentum do campo escalar é

TMN =−∂MΦ∂NΦ+
1
2

gMNgPQ
∂PΦ∂QΦ+gMNV, (7.69)

e assim para a nossa métrica definida na Eq.(7.1) obtemos

t0(y) =
1
2

Φ
′2 +V,

ty(y) =−
1
2

Φ
′2 +V.

(7.70)

Substituindo (7.70) nas equações (7.16) e (7.17), temos

Φ
′′+4A′Φ′ =

∂V
∂Φ

(7.71)

(−1)n−1kA′2n−23n22n−3(2n−1)(2A′2 +nA′′)+3A′2 +
3
2

A′′ =−1
2

Φ
′2−V −Λ, (7.72)

e

1
4
[
12A′2 +(−1)n−1(2n−1)12nkA′2n]= 1

2
Φ
′2−V −Λ. (7.73)

onde Φ′ = ∂yΦ. Observe que existem apenas duas equações independentes nas equações acima.

Subtraindo a equação (7.73) com a equação (7.72), fazemos essa manipulação para eliminar o

termo do potencial e da constante cosmológica, assim temos:

Φ
′2 =− [12A′2 +(−1)n−112nkn(2n−1)A′2n]A′′

8A′2
. (7.74)

Com o ansatz proposto na Eq.(7.23), podemos reescrever a Eq.(7.74)

Φ
′2 =−1

8
pλ

2 sech2(λy)
{
−12+ kn(−12)n(2n−1)[−pλ tanh(λy)]2n−2} . (7.75)
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Figura 35: Campo escalar Φ(y). (a) n = 1/2 e λ = 1. (b) n = 1/2 e p = 1.

7.6.1 Solução para n = 1/2

Para n = 1/2 a Eq.(7.75) fica

Φ
′2− 3

2
pλ

2 sech2(λy) = 0, (7.76)

que é de fácil solução

Φ(y) =
√

6p arctan
(

tanh
(

λy
2

))
, (7.77)

que é uma solução tipo kink, podemos observar o seu comportamento na figura (35), note que a

solução não depende de k e é a mesma solução encontrada no modelo RS [56].

7.6.2 Solução para n = 1

Para n = 1 a Eq.(7.75) fica

Φ
′2− 3

2
(k+1)pλ

2 sech2(λy) = 0, (7.78)

que é de fácil solução

Φ(y) =
√

6(k+1)p arctan
(

tanh
(

λy
2

))
, (7.79)

que é uma solução tipo kink, podemos observar o seu comportamento na figura (36)(a), note

que a solução sofre poucas variações quando diminuı́mos k.

7.6.3 Solução para n = 2

Para n = 2 a Eq.(7.75) fica

Φ
′2− 3

2
pλ

2 sech2(λy)
[
1−72kp2

λ
2 tanh2(λy)

]
= 0, (7.80)
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Figura 36: Campo escalar Φ(y). (a) n = 1, p = 1 e λ = 1. (b) n = 2, λ = 1 e p = 1.

que a solução é

Φ(y) =

√
3p
4

{
i
√

2[E(iλy;1−72kp2
λ

2)−F(iλy;1−72kp2
λ

2)]
}

+
[
3p+216kp3

λ
2 +3p(1−72kp2

λ
2) cosh(2λy)

] 1
2 tanh(λy)

2
,

(7.81)

que é uma solução tipo ant-kink, onde E(iλy;1− 72kp2λ 2) e F(iλy;1− 72kp2λ 2) são as in-

tegrais elı́pticas de primeiro e segundo tipo, respetivamente. Podemos observar o seu com-

portamento na figura (36)(b), note que com a diminuição de k, as soluções tipo kink são mais

notáveis.

7.6.4 Solução para n = 3

Para n = 3 a Eq.(7.75) fica

Φ
′2− 3

2
pλ

2 sech2(λy)
[
1+2160kp4

λ
4 tanh4(λy)

]
= 0, (7.82)

que a solução é

Φ(y) =

√
3p
8

cosh(2λy)
{

2i cosh2
(

λy
2

)
ϖF(i arcsinh(ρ);17+12

√
2)+ sech(λy)tanh(λy)

}
+

√
3p
8

cosh(2λy)
{

4i cosh2
(

λy
2

)
ϖΠ(3+2

√
2; i arcsinh(ρ),17+12

√
2)
}
,

(7.83)
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onde

ρ ≡
tanh

(
λy
2

)
√

3+2
√

2
,

ϖ ≡ sech(2λy)

√[
(3+2

√
2)(1+ρ2)

][
(3+2

√
2)2ρ2 +1

]
,

(7.84)

e Π(3+2
√

2; i arcsinh(ρ),17+12
√

2) é o terceiro tipo de integral elı́ptica.
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8 MUNDO-BRANA-6D EM GRAVIDADE F(T)

8.1 Equações de Campo

Usaremos a métrica descrita na Eq.(5.10) para descrever um mundo-brana em seis

dimensões, onde a métrica é descrita como

ds2
6 = e2A(r)

ηµνdxµdxν +dr2 +R2
0e2B(r)dθ

2, (8.1)

onde 0≤ r ≤ rmax, θ ∈ [0;2π) e eA(r) é o fator de warp. Para garantir uma geometria suave na

origem, nós temos a condição de regularidade [12–14, 85–89]

eA(0) = 1 , (eA)′(0) = 0

eB(0) = 0 , (eB)′(0) = 1. (8.2)

De uma maneira mais geral

ds2
6 = gMNdxMdxN , (8.3)

onde

gMN = e2A(y)
ηµν +δ

4
Mδ

4
N +R2

0e2B(r)
δ

5
Mδ

5
N , (8.4)

a inversa da métrica é

gMN = e−2A(y)
η

µν +δ
M
4 δ

N
4 +R−2

0 e−2B(r)
δ

M
5 δ

N
5 , (8.5)

onde usaremos as letras latinas maiúsculas (M,N,P,Q, ...= 0,1,2,3,4,5) para rotular as coor-

denadas nas seis dimensões. Podemos obter as tetradas representante dessa métrica através das

Eqs.(2.9 e 2.7) já definidas no Cap.2,

gµν = ηabha
µhb

ν e ηab = gµνha
µhb

ν . (8.6)

Assim, as tetradas da métrica representada pela Eq.(8.1) é

ha
µ =


eA(r)δ a

µ 0 0

0 1 0

0 0 R0eB(r)

 , (8.7)
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e a sua inversa é

ha
µ =


e−A(r)δ

µ
a 0 0

0 1 0

0 0 R−1
0 e−B(r)

 , (8.8)

O escalar da torção para essa métrica é obtida na Eq.(5.25),

T = T P
MNSP

MN

=−4A′(3A′+B′).
(8.9)

onde A′ ≡ ∂A(r)/∂ r e B′ ≡ ∂B(r)/∂ r. A lagrangiana puramente em temos da função que

depende da torção foi definida na Eq.(6.2)

L =
h
4

f (T ), (8.10)

onde fazemos κ = 1. Podemos escrever a ação gravitacional em seis dimensões, com constante

cosmológica Λ, como [12–14, 33, 44, 52, 56, 78, 85–89]

S=
h
4

∫
f (T ) dx6 +

∫
(Λ+Lm)d6x, (8.11)

onde Lm é a lagrangiana de um campo de matéria qualquer. Tendo como base a equação de

campo gravitacional (6.21), a equação de campo correspondentes assume a forma [56]

1
h

∂Q

(
hSN

MQ
)

fT +SN
MQ

∂QT fT T − tN M =−Λδ
M
N −TN

M, (8.12)

que bem similar a teoria da gravidade teleparalela,

tN M = Γ̃
R

SNSR
MS fT −

1
4

δ
M
N f , (8.13)

é um pseudotensor, que representa a versão teleparalela do tensor momento-energia canónico do

campo gravitacional [79]. Lembrando que f ≡ f (T ), fT ≡ ∂ f (T )/∂T e fT T ≡ ∂ 2 f (T )/∂T 2. A

correção na constante gravitacional fornecida pelo f (T ) na Eq.(6.23) resulta em uma modificação

na relação entre as massas de Planck no volume e na brana como [112]

M2
4 = 2πR0M4

6

∫
∞

0
fT e2A+Bdr. (8.14)

A dinâmica f (T ) modifica a tensão da brana [12]

µi =
∫

ε

0
fT e2A+Bti(r)dr, (8.15)

onde ε é a largura da brana.

A partir da lagrangiana de matéria Lm, definimos o tensor energia-momentum TN
M
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[13, 14, 82–84, 89, 113]

TN
M = t0(r)δ

ρ

µ + tr(r)δ r
r + tθ (r)δ θ

θ . (8.16)

Em nosso caso, tomamos um f (T ) que represente uma generalização da gravidade teleparalela

[56]

f (T ) = T + kT n (8.17)

onde n e k são parâmetros que controlam a influencia da torção. Note que, se fizemos k = 0

temos o caso teleparalelo, já analisado no cap.4. E então as equações de campo são dados como

−3A′2−2A′B′+4n−1k
[
−A′

(
3A′+2B′

)]n
+

1
2

{
1+4n−1nk

[
−A′

(
3A′+2B′

)]n−1
}[(

3A′+B′
)(

4A′+B′
)
+3A′′+B′′

]
−4n−1kn(n−1)

(
3A′+B′

)[
−A′

(
3A′+2B′

)]n−2 [A′′B′+A′
(
3A′′+B′′

)]
=−Λ− t0(r),

(8.18)

−3A′2−2A′B′+4n−1k
[
−A′

(
3A′+2B′

)]n
+2
{

1+4n−1nk
[
−A′

(
3A′+2B′

)]n−1
}[

A′
(
3A′+B′

)
+A′′

]
−4n−1kn(n−1)A′

[
−A′

(
3A′+2B′

)]n−2 [A′′B′+A′
(
3A′′+B′′

)]
=−Λ− tθ (r)

(8.19)

e

1
4

{
4A′
(
3A′+2B′

)
+(−1)n−1 4nk (2n−1)

[
A′
(
3A′+2B′

)]n}
=−Λ− tr(r). (8.20)

As equações (8.18), (8.19) e (8.20) formam um sistema complexo de equações acopladas.

8.2 Regime de Brana Fina Tipo-Corda

No estado de vácuo, onde TN
M = 0 e supondo A′ = B′ = −c, onde c é uma cons-

tante, as equações (8.18), (8.19) e (8.20) tomam a forma

5c2 +(−4)n−1 k (2n−1)(5c2)n =−Λ, (8.21)

pois as equações (8.18), (8.19) e (8.20) se tornam a mesma. No limite da brana fina, a relação

entre as massas de Planck é modificada pela torção, conforme mostrado na Eq.(8.14). Por

exemplo, se n = 2 na ausência da constante cosmológica, a relação é

M2
4 =−20πµθ

3ΛT

(
1− 20kΛT

3

)
M4

6 , (8.22)
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onde µθ = 2R0cM4
6 é a tensão angular da brana fina [12]. Para M4�M6, definimos ΛT � µθ .

Vale a pena mencionar que a correção de torção na Eq. (8.22) é maior que a relação GS pelo

fator kΛT .

Um comentário digno de nota sobre a Eq.(8.21) é o aparecimento de soluções com-

plexas para valores semi-inteiros de n. Para Λ = 0, a única solução real permitida é a trivial

c = 0. Por outro lado, para Λ 6= 0 a solução complexa c = c1 + ic2 leva ao fator de dobra real

Re(e2A) = e−c1r cos(c2r) [112]. Um comportamento semelhante foi encontrado em soluções

estacionárias chamadas mundo-brana de onda estacionária [114].

8.2.1 n = 1/2

Para o caso de n = 1/2, temos

c1/2 =±
√

(−Λ)

5
, (8.23)

que se parece muito com uma solução Ads6 no vácuo, para um mundo-brana tipo corda [12].

8.2.2 n = 1

Para o caso de n = 1, temos

c1 =±
√

(−Λ)

5(1+ k)
. (8.24)

Se fizemos k = 0, temos uma solução Ads6 no vácuo, já descrita em uma gravidade RG para

um mundo-brana tipo corda [12]. Para o caso de k 6= 0 temos a influencia da torção.

8.2.3 n = 2

Para o caso de n = 2, temos duas soluções possı́veis

c2.1 =±
√

(−Λ)

5
e c2.2 =±

√
(Λ+1)

60k
. (8.25)

Note que, no caso de a c2.1, a solução métrica é a mesma para c1/2, mudando apenas as cons-

tantes de integração. Para c2.2, temos uma solução diferente, onde a torção influencia em seu

valor. Fica bem evidente que mesmo Λ sendo zero, f (T ) gera uma constante cosmológica, que

torna possı́vel a existência de soluções

c2 =±
√

1
60k

, (8.26)
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que está de acordo com a Eq.(6.25). Na verdade, da Eq.(6.25) e da Eq.(8.26), obtemos uma

constante cosmológica efetiva como

ΛT =− 1
3k

. (8.27)

Como k > 0 na Eq.(8.26), a torção produz uma constante cosmológica negativa.

8.2.4 n = 3

Para o caso de n = 3, temos duas soluções possı́veis

c3.1 =±
√

(−Λ)

5
e c3.2 =± 4

√
−(Λ+1)

2000k
, (8.28)

O caso de a c3.1 é o mesmo de c2.1, que dar a mesma solução métrica, mudando

apenas as constantes de integração. No caso de c3.2, bem parecido com o caso de n = 1 e 2

a torção influencia em seu valor. De uma maneira mais geral podemos dizer que a constante

c = c(n.k) é determinado por n e k.

Assim como em n = 2, fica bem evidente que mesmo Λ = 0, f (T ) gera uma cons-

tante cosmológica, que torna possı́vel a existência de soluções

c3 =± 4

√
1

200k
. (8.29)

8.3 Brana Espessa Tipo-Corda

Embora as equações (8.18), (8.19) e (8.20) forme uma teoria derivada de segunda

ordem, é difı́cil fornecer uma solução analı́tica para esse caso. Para simplificar, vamos assumir

um ansatz já conhecido e muito trabalhado nesse cenário de mundo-brana [56, 107–109]

e2A(r) = cosh−2p(λ r), (8.30)

onde o parâmetro p modifica a variação de warp dentro do núcleo da brana, λ determina a

largura da brana. Nesse caso, assumimos

B(r) =−ln[cosh−p(λ r)]+ ln[tanh(ρr)], (8.31)

. onde o segundo termo tem como objetivo atender a condição (8.2). Podemos observar o com-

portamento do escalar de torção para esse ansatz, através da figura 37. Por sua vez, podemos

analisar como a gravidade f (T ) modifica a gravidade teleparalela analisando as figuras (38),

(39), (40), (41). Para k = 0 temos o caso convencional teleparalelo analisado na Fig.(37).
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Figura 37: Escalar de torção. (a) ρ = λ = 1 e p variando. (b) p = ρ = 1 e λ variando. (c)
λ = p = 1 e ρ variando.
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Figura 38: f (T ). (a) n = ρ = λ = 1 e p variando. (b) n = p = ρ = 1 e λ variando. (c)
n = λ = p = 1 e ρ variando.
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Figura 39: f (T ). (a) n = ρ = λ = p = 1, para k pequeno. (b) n = p = ρ = λ = 1, para k muito
pequeno.
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Figura 40: f (T ). (a) n = 2, ρ = λ = p = 1, para k pequeno. (b) n = 2, p = ρ = λ = 1, para k
muito pequeno.
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Figura 41: f (T ). (a) n = 3, ρ = λ = p = 1, para k pequeno. (b) n = 3, p = ρ = λ = 1, para k
muito pequeno.
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Obtemos a partir da Eq.(8.19)

tθ (r) =−Λ+3g2−4n−1k (gl)n−2gy

−4nkn(n−1)ρ coth(λ r)(gl)n

λ pl2

{
gρ
[
csch2(ρr)+ sech2(ρr)+5w

]
−w csch(ρr) sech(ρr)

}
−2
[
1+4n−1nk (gl)n−1

]
[g(1− y)−w] ,

(8.32)

onde

g≡ g(p,λ ,r) = pλ tanh(λ r), (8.33)

w≡ w(p,λ ,r) = pλ
2sech2(λ r), (8.34)

l ≡ l(ρ,g,r) = 4ρ csch(2ρr)−5g, (8.35)

e

y≡ y(ρ,g,r) = 2ρ csch(2ρr)−g, (8.36)

Encontramos uma escolha apropriada

Λ =−5(pλ )2− (−4)n−1 k (2n−1) [5(pλ )2]n, (8.37)

pela condição de que tθ (r → ∞) = 0. Comparando a Eq.(8.37) com a Eq.(8.21), temos que

nesse caso c = pλ . Para n = 1, a Eq.(8.37) resulta em pλ =
√
−Λ/5(k+1) = c. Resultados

semelhantes podem ser encontrados para n = 2 e n = 3.

Com as equações (8.33, 8.34, 8.35, 8.36 e 8.37), obtemos

t0(r) =−Λ+3g2−4n−1k (gl)n−2gy

+
4n−1kn(n−1)ρ coth2(λ r)(gl)n

λ 2 p2l2 2y
{

gρ
[
csch2(ρr)+ sech2(ρr)+5w

]
−w csch(ρr) sech(ρr)

}
+

1
2

[
1+4n−1nk (gl)n−1

]
y
{

ρ
2 [csch2(ρ r)+ sech2(ρr)

]
+2g−4y+4w

}
,

(8.38)

e

tr(r) =−Λ−3g2 +4n−1(2n−1)k (gl)n−2gy. (8.39)

Analisaremos melhor os comportamentos de tθ (r), t0(r) e tr(r), para alguns valores de n nas

subsecções seguintes.
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Figura 42: tθ (r). (a) n = λ = ρ = 1 e k =−0.5. (b) n = p = ρ = 1 e k =−0.5.
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Figura 43: tθ (r). (a) n = λ = ρ = p = 1, para k pequeno. (b) n = p = ρ = λ = 1, para k muito
pequeno .

8.3.1 n = 1

Na figura 42 vemos que a condição de ser localizada ao redor da origem é satisfeita

para tθ (r). Com (a) vemos que a largura se mantém, mesmo aumentando p. Com (b) vemos

que a largura a meia altura diminui com o aumento de λ . A figura 43 mostra que a condição

de ser localizada ao redor da origem é satisfeita. Com (a) vemos que a largura se mantém,

aumentando a amplitude de tθ (r) quanto maior for k. Com (b) vemos que é gerado uma pressão

angular negativa, a largura se mantém, diminuindo apenas tθ (r) quanto menor for k.

A figura 44 mostra que a condição de ser localizada ao redor da origem é satisfeita

para t0(r). Com (a) vemos que a largura se mantém, mesmo aumentando p. Com (b) vemos

que a largura a meia altura diminui com o aumento de λ . Na figura 45 vemos que a condição

de ser localizada ao redor da origem é satisfeita. Com (a) vemos que a largura se mantém,

aumentando apelas t0(r) quanto maior for k. Com (b) vemos que é gerado uma pressão angular

negativa, a largura se mantém, diminuindo apelas t0(r) quanto menor for k.
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Figura 44: t0(r). (a) n = λ = ρ = 1 e k =−0.5. (b) n = p = ρ = 1 e k =−0.5.
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Figura 45: t0(r). (a) n = λ = ρ = p = 1, para k pequeno. (b)n = p = ρ = λ = 1, para kmuito
pequeno .
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Figura 46: tr(r). (a) n = λ = ρ = 1 e k =−0.5. (b) n = p = ρ = 1 e k =−0.5.
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Figura 47: tr(r). (a) n = λ = ρ = p = 1, para k pequeno. (b) n = p = ρ = λ = 1, para k muito
pequeno.

A figura 46 mostra que a condição de ser localizada ao redor da origem é satisfeita

para tr(r). Com (a) vemos que a largura se mantém, mesmo aumentando p. Com (b) vemos

que a largura a meia altura diminui com o aumento de λ . A figura 47 mostra que a condição

de ser localizada ao redor da origem é satisfeita. Com (a) vemos que a largura se mantém,

aumentando apelas tr(r) quanto maior for k. Com (b) vemos que é gerado uma pressão angular

negativa, a largura se mantém, diminuindo apelas tr(r) quanto menor for k.

8.3.2 n = 2

A figura 48 mostra que tθ (r) se localizada nas proximidades da origem. Tanto em

(a) como em (b) vemos que a largura a meia altura diminui com o aumento de λ . Vemos

também o surgimento de dois máximos, quanto maior λ , mais evidente isso fica. A figura 49

vemos que quando menor for k existe apenas um máximo, quando diminuı́mos k aparece dois

máximos, isso estar relacionado à transição de fase entre uma única brana tipo-corda para uma

cadeia com um anel ao seu redor.
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Figura 48: tθ (r). (a) n = 2, p = ρ = 1 e k =−0.5, com λ pequeno. (b) n = 2, p = ρ = 1 e
k =−0.5, com λ grande.
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Figura 49: tθ (r). (a) n = 2, p = ρ = λ = 1, para k pequeno. (b) n = 2, p = ρ = λ = 1, para k
muito pequeno .
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Figura 50: t0(r). (a) n = 2, p = ρ = 1 e k =−0.5, com λ pequeno. (b)n = 2, p = ρ = 1 e
k =−0.5, com λ grande.

0 1 2 3 4 5
0

10

20

30

40

50

60

70

r

t o
HrL

k=-0.2

k=-0.1

k=-0.05

k=-0.005

0 1 2 3 4 5
0

2 ´ 106

4 ´ 106

6 ´ 106

8 ´ 106

1 ´ 107

r

t o
HrL

k=-30000

k=-20000

k=-10000

(a) (b)

Figura 51: t0(r). (a) n = 2, p = ρ = λ = 1, para k pequeno. (b) n = 2, p = ρ = λ = 1, para k
muito pequeno .

Na figura 50 vemos que t0(r) se localizada nas proximidades da origem. Tanto em

(a) como em (b) vemos que a largura a meia altura diminui com o aumento de λ . Vemos

também o surgimento de dois máximos, quanto maior λ , mais evidente isso fica. Na figura 51

vemos que quando menor for k existe apenas um máximo, quando diminuı́mos k aparece dois

máximos, isso estar relacionado à transição de fase entre uma única brana tipo-corda para uma

cadeia com um anel ao seu redor.

Na figura 52 vemos que tr(r) se localizada nas proximidades da origem. Vemos

que a largura a meia altura diminui com o aumento de λ . Vemos também o surgimento de dois

máximos, quanto maior λ , mais evidente isso fica. Na figura 53 vemos que quando menor for k

existe apenas um máximo, quando diminuı́mos k aparece dois máximos, isso estar relacionado

à transição de fase entre uma única brana tipo-corda para uma cadeia com um anel ao seu redor.
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Figura 53: tr(r). (a) n = 2, p = ρ = λ = 1, para k pequeno. (b) n = 2, p = ρ = λ = 1, para k
muito pequeno .
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Figura 55: tθ (r). (a) n = 3, p = ρ = λ = 1, para k pequeno. (b) n = 3, p = ρ = λ = 1, para k
muito pequeno .

8.3.3 n = 3

Na figura 54 vemos que tθ (r) se localizada nas proximidades da origem. Vemos

também o surgimento de três máximos, quanto maior λ mais evidente isso fica. Na figura 55

vemos que quando diminuı́mos k aparece três máximos, isso estar relacionado à transição de

fase entre uma única brana tipo-corda para uma brana com um anel ao seu redor.

A figura 56 mostra que t0(r) se localizada nas proximidades da origem. Vemos

também o surgimento de três máximos, quanto maior λ mais evidente isso fica. Na figura 57

vemos quando diminuı́mos k aparece três máximos, isso estar relacionado à transição de fase

entre uma única brana tipo-corda para uma brana com um anel ao seu redor.

A figura 58 mostra que tr(r) se localizada nas proximidades da origem. Vemos

também o surgimento de três máximos, quanto maior λ mais evidente isso fica. Na figura 59

vemos quando diminuı́mos k aparece três máximos, isso estar relacionado à transição de fase

entre uma única brana tipo-corda para uma brana com um anel ao seu redor.
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Figura 56: t0(r) para n = 3, p = ρ = 1 e k =−0.5, com λ pequeno.
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Figura 57: t0(r). (a) n = 3, p = ρ = λ = 1, para k pequeno. (b)n = 3, p = ρ = λ = 1, para k
muito pequeno .
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Figura 58: tr(r) para n = 3, p = ρ = 1 e k =−0.5, com λ pequeno.
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Figura 59: tr(r). (a) para n = 3, p = ρ = λ = 1, para k pequeno. (b) n = 3, p = ρ = λ = 1,
para k muito pequeno .

8.3.4 Analise geral entre tθ (r), t0(r) e tr(r)

A figura 60 (a) descreve uma brana espessa localizada. As condições de energia

fraca, forte e dominante são satisfeitas. Em (b) descreve uma brana espessa localizada mas a

condição de energia dominante não é satisfeita. Quanto a (c) as condições de energia não são

satisfeitas. Na figura 61 (a) descreve uma brana espessa localizada, mas as condições não são

satisfeitas. Em (b) descreve uma brana espessa localizada mas a condição de energia dominante

não é satisfeita. Quanto a (c) as condições de energia não são satisfeitas.

Com a Eq.(8.15) podemos analisar as tensões da brana. A Fig.(62) mostra a variação

das tensões da brana dentro do núcleo da brana. Para n= 1 as tensões angular e radial coincidem

enquanto a tensão temporal é negativa. As configurações de n = 2 e 3, revelam tensões de brana

positivas. Ao contrário do modelo GS, a tensão µ0 é menor que µr e µθ .

8.3.5 Densidade de Energia na Brana

A analise do comportamento da densidade de energia na brana já foram feitas

através das figuras (44, 45, 50, 51, 56 e 57), mas de uma maneira mais geral, podemos ana-

lisar a variação da densidade sobre o plano r−θ . Para n = 1 temos a figura (63), onde vemos

que para k muito pequenos a densidade se torna negativa, mas permanece localizada na origem.

Para n = 2 temos a figura (64) onde vemos que para k muito pequenos a densidade se divide,

representando a quebra da brana, permanecendo localizada na origem. Para n= 3 temos a figura

(65) onde vemos que para k muito pequenos a densidade se divide, representando a quebra da

brana, permanecendo localizada na origem.

A densidade de energia que existem nas branas divididas se torna mais notáveis

com o aumento da contribuição de torção. Isso indica que o efeito geométrico influencia na

distribuição da densidade de energia. Podemos notar que os parâmetros p, ρ e λ são os princi-
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Figura 60: Energia-momentum. (a) n = p = ρ = λ = 1 com k =−0.5. (b) n = 2,
p = ρ = λ = 1 com k =−0.5. (c) n = 3, p = ρ = λ = 1 com k =−0.5 .
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Figura 61: Energia-momentum. (a) n = p = ρ = λ = 1 com k =−10000. (b) n = 2,
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Figura 62: Tensões da brana para ρ = λ = p = 1 e k =−0.05. (a) n = 1. (b) n = 2. (c) n = 3.
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(a) (b)

Figura 63: Densidade de Energia para n = p = ρ = λ = 1. (a) k =−0.005. (b) k =−10000.

(a) (b) (c) (d)

Figura 64: Densidade de Energia para n = 2, p = ρ = λ = 1. (a) k =−0.005. (b)k =−0.05.
(c) k =−0.1. (d) k =−10000.

pais responsáveis pela distância entre as branas divididas, que também determinam a espessura

do domı́nio da parede.

Uma explicação provável para a variável k é que k pode estar relacionado à evolução

do universo [56]. Observe que a temperatura do fundo cosmológico é um parâmetro com ca-

racterı́sticas relevantes para a evolução do universo, podemos assim, reconhecer k como uma

função da temperatura. Portanto, podemos então dizer que existem temperaturas crı́tica, na

qual, a brana se divide [110, 111].

8.4 Perturbações Lineares

Agora, fazemos uma investigação nas perturbações lineares do sistema de branas.

Para simplificar, consideramos apenas o perturbação do tensor sem traço transversal (TT), que

(a) (b) (c) (d)

Figura 65: Densidade de Energia para n = 2, p = ρ = λ = 1. (a) e k =−0.00005. (b)
k =−0.0005. (c) k =−0.005. (d) k =−10000.
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está relacionado com a onda gravitacional e gravitons quadridimensionais. Para isso, fazemos

uma perturbação na tetrada [63]

ha
µ =


eA(r)

(
δ a

µ +wa
µ

)
0 0

0 1 0

0 0 R0eB(r)

 , (8.40)

e o vielbein inverso é

ha
µ =


e−A(r) (δ µ

a +wa
µ
)

0 0

0 1 0

0 0 R−1
0 e−B(r)

 , (8.41)

onde wa
µ = wa

µ(xµ ,r,θ). Nossa métrica demonstrada na Eq.(8.1) fica

gMNdxM⊗dxN = eA(r) (
ηµν + γµν

)
dxµdxν +dr2 +R2

0e2B(r)dθ
2, (8.42)

e sua inversa

gMNdxM⊗dxN = e−A(r) (
ηµν − γµν

)
dxµdxν +dr2 +R−2

0 e−2B(r)dθ
2, (8.43)

onde γµν = ηµαηνβ γαβ , γa
µ = ηabηµνγb

ν e por sua vez

γµν =
(

δ
a
µwb

ν +δ
b
ν wa

µ

)
ηab,

γ
µν =(δ µ

a wb
ν +δ

ν
b wa

µ)η
ab.

(8.44)

Observe que a perturbação do tensor TT satisfaz as seguintes condições:

∂µγ
µν = 0 = η

µν
γµν , (8.45)

isso implica que

∂µ (δ
µ
a wb

ν +δ
ν
b wa

µ)η
ab = 0, (8.46)

ou de maneira mais direta

δ
µ
a wa µ = 0. (8.47)

Assim, os componentes não nulos da conexão de Weitzenböck sofrendo a perturbação

Γ̃
ρ

µr = A′δ ρ

µ +(δ ρ
a wa

µ −δ
a
µwa

ρ)A′+δ
ρ
a wa

µ ,

Γ̃
ρ

µν = δ
ρ
a ∂µwa

µ ,

Γ̃
θ

θr = B′,

(8.48)
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onde A′ = ∂rA(r). Com a Eq.(8.48) obtemos os componentes não nulos do tensor torção na

conexão de Weitzenböck sofrendo a perturbação

T ρ
µr =−A′δ ρ

µ − (δ ρ
a wa

µ −δ
a
µwa

ρ)A′−δ
ρ
a wa

µ ,

T ρ
µν = δ

ρ
a (∂µwa

ν −∂νwa
µ),

T ρ
µθ =−δ

ρ
a ∂θ wa

µ ,

T θ
θr =−B′,

(8.49)

lembrando que T ρ
µν = −T ρ

νµ . Com as representações da torção na Eq.(8.49) substituindo

na Eq.(3.6), obtemos os componentes não nulos do tensor contorção

Kρ
µr = A′(δ ρ

a wa
µ −δ

a
µwa

ρ)+
1
2

(
δ

ρ
a w′a µ −δ

a
µw′a

ρ

)
,

Kρ
rν =−A′δ ρ

ν −
1
2
(
δ

a
ν w′a

ρ −δ
ρ
a w′a ν

)
,

Kr
µν = e2A(A′ηµν +A′γµν +

1
2

γ
′
µν),

Kρ
µν =

1
2

[
δ

a
µ(∂

ρwaν −∂νwa
ρ)+δ

a
ν (∂

ρwaµ −∂µwa
ρ)−δ

ρ
a (∂µwa

ν −∂νwa
µ)
]
,

Kρ
µθ =

1
2

(
δ

ρ
a ∂θ wa

µ −δ
a
µ∂θ wa

ρ

)
,

Kρ
θν =−1

2
(
δ

ρ
a ∂θ wa

ν +δ
a
ν ∂θ wa

µ

)
,

Kθ
µν =

1
2
(
δaµ∂θ wa

ν +δ
aν

∂θ wa
ρ
)

e2Agθθ ,

Kθ
rθ =−B′,

Kr
θθ = B′gθθ .

(8.50)

Por sua vez, com (8.49) e (8.50), obtemos os componentes não nulos do tensor dual
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da torção

Sρ
µr =

1
2

[
(3A′+B′)δ µ

ρ −
1
2
(δ a

ρ w′a
µ +δ

µ
a w′a ρ)

]
,

Sr
µν =

1
2

[
A′(δ µ

a waν −δ
ν
a waµ)+

1
2
(δ µ

a w′aν −δ
ν
a w′aµ)

]
e−2A,

Sρ
µν =

1
4
[
δ

ν
a (∂

µwa
ρ −∂ρwaµ)−δ

µ
a (∂ νwa

ρ −∂ρwaν)
]

e−2A +
1
4

δ
a
µ(∂

µwa
ν −∂

νwa
µ)

+
1
2

[
δ

ν
ρ δ

λ
a ∂λ waµ −δ

µ

ρ δ
λ
a ∂λ waν

]
e−2A,

Sr
µr =

1
2
(δ ρ

a ∂ρwaµ)e−2A,

Sρ
µθ =−1

4
(δ a

ρ ∂θ wa
µ +δ

µ
a ∂θ wa

ρ)gθθ ,

Sθ
µν =

1
4
(δ µ

a ∂θ waν +δ
aν

∂θ wa
µ)e−2A,

Sθ
θr =−2A′.

(8.51)

Lembrando que Sρ
µν =−Sρ

νµ . Fazendo uma perturbação na Eq.(3.69), obtemos

1
h

fT

[
δgNP∂Q

(
hSM

PQ
)
+gNP∂Q

(
hδSM

PQ
)
−h
(

δ Γ̃
Q

PMSQN
P +hΓ̃

Q
PMδSQN

P
)]

+ fT T δSMN
Q

∂QT +
1
4

δgMN f = δTMN ,

(8.52)

onde δh = 0 e δT = 0. Pela Eq.(8.52), obtemos as equações de campo perturbadas

−1
4

[
e−2A�γµν +(4A′+B′)γ ′µν + γ

′′
µν +R−2

0 e−2B
∂

2
θ γµν

]
e2A fT

+
1
2
[
(4A′+B′)(3A′+B′)+3A′′+B′′

]
γµνe2A fT +

1
4

γµνe2A f

− fT T

[
2(3A′+B′)γµν − γ

′
µν

][
A′′(3A′+2B′)+A′(3A′′+2B′′)

]
e2A = δTµν ,

(8.53)

onde � = ηµν∂µ∂ν , e as equações angular e radial se anulam com essa perturbação. Agora

para o caso da perturbação do tensor de energia-momentum

δTµν = δ (Tµ
µgµν) = δ (Tµ

µ)ηµνe2A +Tµ
µ

γµνe2A. (8.54)

Com a Eq.(3.69), temos que

1
2
[
(4A′+B′)(3A′+B′)+3A′′+B′′

]
fT

−2(3A′+B′)
[
A′′(3A′+2B′)+A′(3A′′+2B′′)

]
fT T +

1
4

f = Tµ
µ .

(8.55)
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Substituindo (8.54) e (8.55) na Eq.(8.53), temos

−1
4

[
e−2A�γµν +(4A′+B′)γ ′µν + γ

′′
µν +R−2

0 e−2B
∂

2
θ γµν

]
fT

+
[
A′′(3A′+2B′)+A′(3A′′+2B′′)

]
γ
′
µν fT T = δ (Tµ

µ)ηµν .

(8.56)

Mas, o traço de δ (Tµ
µ) é nulo. Assim, a Eq.(8.56) toma a forma[

e−2A�γµν +(4A′+B′)γ ′µν + γ
′′
µν +R−2

0 e−2B
∂

2
θ γµν

]
fT

−4
[
A′′(3A′+2B′)+A′(3A′′+2B′′)

]
γ
′
µν fT T = 0.

(8.57)

Assumindo a decomposição usual de Kaluza-Klein

γµν(xρ ,r,θ) = εµν(xρ)
∞

∑
β=1

χ(r)eiβθ , (8.58)

e que a equação tipo Klein-Gordon para os gravitons quadridimensional εµν é(
�−m2

0
)

εµν = 0, (8.59)

a Eq.(8.57) toma a forma

χ
′′+
{

4A′+B′−4
[
A′′(3A′+2B′)+A′(3A′′+2B′′)

] fT T

fT

}
χ
′

+
(

e−2Am2
0−R−2

0 e−2B
β

2
)

χ = 0.
(8.60)

8.4.0.1 Modos Kaluza-Klein

No limite de r→∞, ou seja, no vácuo, temos A′ = B′ =−c, onde c = c(n,k) é uma

constante já definida, a Eq.(8.60) toma a forma

χ
′′−5cχ

′+ e2cr (m2
0−R−2

0 β
2)

χ = 0. (8.61)

A equação (8.61) é análoga à equação de modos massivos do modelo GS [12] A solução da

Eq.(8.61) pode ser escrito em termos de Funções de Bessel como

χ(r) = e
5
2 cr

[
C1J5

2

(
m2

0−R−2
0 β 2

c
ecr

)
+C2Y5

2

(
m2

0−R−2
0 β 2

c
ecr

)]
, (8.62)

onde C1 e C2 são constante. Podemos analisar essa solução para os valores diferentes de n na

figura 66. Próximo da origem, as soluções comportam-se como uma função de Bessel, enquanto

que longe da brana, comportam-se parecido com os modos massivos do modelo GS.

No limite de r→ 0, ou seja, próximo da brana, fazemos uma expansão em forma de

série de Taylor e considerando um caso particular onde λ = 1, ρ = 1 e p = 1, a Eq.(8.60) toma
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Figura 66: χ(r) para p = ρ = λ = 1 e k =−0.5. (a) n = 1/2. (b) n = 1. (c) n = 2. (d) n = 3.
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Figura 67: χ(r) para p = ρ = λ = 1 e m0 = 1. (a) n = 1. (b) n = 2. (c) n = 3.

a forma

χ
′′−
{

120r2 +(15kn28nr2 +16r2−24)+8nkn[2(2n−1)r2−3]
3r(8+8nkn)

}
χ
′−m2

0χ = 0, (8.63)

as soluções são função Hipergeométrica confluentes de Kummer

χ(r) =C3 1F1

(
12m2

0 +3(2)3n−1nkm2
0

136−23n+1nk19(2)3nkn2 ,1,
136−23n+1nk19(2)3nkn2

12m2
0 +3(2)3n−1nkm2

0
r2
)
, (8.64)

onde C3 é uma constante. Podemos analisar essa solução para os valores diferentes de n na

figura 67, que mostra como a torção afeta esses modos gravitacionais.

Como mostrado na Fig.(68), a divergência assintótica gravitacional sem massa for-

mam uma torre de estados não localizados [112]. Empregando o método da matriz, resolvemos

numericamente a Eq.(8.60), obtendo assim o espectro KK e os respectivos modos massivos.

Adotando a condição de contorno usual χ ′(0) = χ ′(∞) = 0 [12] com um corte em r = 6 e

N = 1.200 subdivisões, os primeiros modos massivos são mostrados na Fig.(68), enquanto o

espectro é mostrado na Fig.(69)[112].

Para n = 1, os modos massivos exibem uma única saliência dentro da brana seme-
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Figura 68: Modos massivos para p = ρ = λ = 1. (a) n = 1. (b) n = 2. (c) n = 3.

lhante a uma corda grossa, enquanto para n = 2 duas saliências aparecem. Isso parece indicar

um processo de divisão dos modos massivos dentro da brana conforme ela se divide em branas

semelhantes a um anel. Por outro lado, a configuração n = 3 não tem pequenas amplitudes

dentro da brana [112].

O espectro mostrado na Fig.(69) revela um comportamento linear usual para pe-

quenas massas [12]. Para n = 1, o espectro é independente do parâmetro de torção k, como

esperado da expressão Eq.(8.60). Para n = 2 e 3, ao considerar valores opostos de k o espectro

sofre um deslocamento para as primeiras massas. No entanto, à medida que as massas aumen-

tam, seus valores tendem a ser independentes do parâmetro de torção k, conforme mostrado na

Fig.(70)[112].
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Figura 69: Espectro massivo para p = ρ = λ = 1. (a) n = 1. (b) n = 2. (c) n = 3.
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8.4.1 Potencial Quântico Analógico

Fazendo a transformação de coordenadas dz = e−Adr na Eq.(8.60), onde

∂r = e−A
∂z e ∂

2
r = e−2A(∂ 2

z −∂zA∂z), (8.65)

temos [
∂

2
z +2H∂z +(m2

0−R−2
0 e2(A−B)

β
2)
]

χ(z) = 0, (8.66)

onde

H =
1
2
(3∂zA+∂zB)+4e−2A{3

[
(∂zA)3−∂zA∂

2
z A
]
+2(∂zA)2

∂zB−∂zB∂
2
z A−∂zA∂

2
z B
} fT T

fT
.

(8.67)

Introduzindo a decomposição χ(z) = F(z)Ψ(z), onde

F(z) = e−
1
2 (3A+B)+

∫
K(z)dz, (8.68)

com

K(z) =−4e−2A{3
[
(∂zA)3−∂zA∂

2
z A
]
+2(∂zA)2

∂zB−∂zB∂
2
z A−∂zA∂

2
z B
} fT T

fT
. (8.69)

A função F(z) é introduzida para eliminar os termos de derivadas primeiras. Substituindo a

decomposição KK (8.58) na Eq.(8.66), obtemos a equação tipo Schrödinger para a dimensão

extra (
−∂

2
z +U(z)

)
Ψ(z) = m2

Ψ(z), (8.70)

onde

m2 = m2
0−R−2

0 e2(A−B)
β

2, (8.71)

é a respetiva massa do graviton KK e o potencial efetivo é

U(z) = ∂zH +H2. (8.72)

A equação do tipo Schrödinger (8.70) pode ser fatorada como

(−∂z +H)(∂z +H)Ψ(z) = m2
Ψ(z), (8.73)

isso representa uma equação de Mecânica Quântica Supersimetrica quando β = 0. Note que

para m2 < 0, não há graviton quadridimensional, portanto, qualquer solução de brana na teoria

de gravidade modificada por f (T ) é estável sob a perturbação do tensor TT. A fim de localizar

um graviton KK na brana, o correspondente perfil extra-dimensional Ψ(z) (também chamado
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de modo KK por simplicidade) deve satisfazer a condição de normalização∫
|Ψ(z)|2dz < ∞. (8.74)

A solução do graviton no modo zero (o quadridimensional graviton sem massa) é

Ψ0 = N0e
1
2 (3A+B))−∫ K(z)dz, (8.75)

onde N0 é a constante de normalização.

8.5 Localização da Gravidade

Nesta sessão, investigamos o problema de localização da gravidade, levando em

conta que o graviton no modo zero deve estar localizado na brana. Com a transformação de

coordenadas dz = e−Adr e com o ansatz proposto na Eq.(8.30) obtemos que [56, 107, 108]

rλ = arcsinh(zλ ), (8.76)

onde b = 1. Por sua vez, a Eq.(8.31) é rescrita como

B(z) =−ln [cosh(arcsinh(zλ ))]+ ln
[

tanh
(

ρ arcsinh(zλ )

λ

)]
. (8.77)

Lembrando que f (T ) = T + kT n onde nesse caso T = −4e−2A∂zA[3∂zA+ 2∂zB]. A função H

assume o valor

H =
1
2

ξ −

4nk(n−1)n csch2
(

2ρ arcsinh(zλ )
λ

)(
zλ 2ξ

)n

zξ [1+(zλ )2]


×

sinh
(

2ρ arcsinh(zλ )
λ

)
ζ −4z[1+(zλ )2]

3
2 ρ2 cosh

(
2ρ arcsinh(zλ )

λ

)
16zλ 2[1+(zλ )2]ρ csch

(
2ρ arcsinh(zλ )

λ

)
+[1+(zλ )2]

1
2 {nk(4zλ 2ξ )n + z2 [nkλ 2(4zλ 2ξ )n−20λ 4]}

,

(8.78)

onde

ξ =− 5zλ 2

1+(zλ )2 +
4ρ csch

(
2ρ arcsinh(zλ )

λ

)
[1+(zλ )2]

1
2

,

ζ =−2[1+3(zλ )2 +2(zλ )4]ρ + zλ
2[1+(zλ )2]

1
2 [3+2(zλ )2]sinh

(
2ρ arcsinh(zλ )

λ

)
.

(8.79)

Substituindo a Eq.(8.78) na Eq.(8.72), podemos obter o potencial efetivo U(z). Ana-
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Figura 71: Potencial Efetivo com n = p = ρ = 1. (a) λ variando. (b) ρ pequeno. (c) ρ grande.

lisamos o comportamento desse potencial, onde n= 1, temos a figura 71, note que esse potencial

converge na origem. Interessante nota que para n = 2, vista na figura 72 o potencial efetivo bem

próximo a brana tende ao infinito e quando aumentamos k esse potencial vai ao menos infi-

nito. Quando analisamos o potencial bem localizado próximo da brana, vemos o surgimento de

poços Fig.72(c). Com n = 3 o potencial efetivo, visto na figura 73 bem próximo a brana tende

ao infinito e quando aumentamos k esse potencial vai ao menos infinito. Quando analisamos o

potencial bem localizado próximo da brana, vemos o surgimento de poços Fig.73(c).

8.5.1 Modo Zero

Fazemos uma analise do modo zero representada na Eq.(8.75) com p = 1, λ = 1 e

ρ = 1 por simplicidade. O modo zero para n = 1 é

Ψ01 =
N01

1+ z2

(
z2

1+ z2

) 1
4

, (8.80)
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variando.



117

0 1 2 3 4
0

5

10

15

z

U
HzL

Λ=3

Λ=2

Λ=1

(a)

0 2 4 6 8
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

z

U
HzL

k=-0.05

k=-0.005

k=-0.0005

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

-200

0

200

400

z

U
HzL

k=-0.05

k=-0.005

k=-0.0005

(b) (c)

Figura 73: Potencial Efetivo com n = 3, p = ρ = 1. (a) λ variando. (b) e (c) λ = 1 e k
variando.



118

0 1 2 3 4 5
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

z

Y
01

HzL

Λ=3

Λ=2

Λ=1

0 1 2 3 4 5
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

z

Y
01

HzL

Ρ=3

Ρ=2

Ρ=1

(a) (b)

Figura 74: Modo zero para n = p = 1. (a) ρ = 1 e λ variando. (b) λ = 1 e rho variando.
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Figura 75: Modo Zero para n = 2, p = λ = ρ = 1. (a) k < 0. (b) k > 0.

onde N01 =
√

3 é a constante de normalização. O comportamento de Ψ01 é analisado na figura

74. O modo zero para n = 2 é

Ψ02 = N02
z

16k
1+16k

(1+ z2)
13
14

(
z2

1+ z2

) 1
4 (

1+ z2 +8k(2−5z)
)− 13

35+
1

2+32k+
1

5(40k−1) , (8.81)

onde N02 é a constante de normalização. O comportamento de Ψ02 é analisado na figura 75.

Na Fig.75 (b), analisamos o comportamento de Ψ02 para k > 0 e para esses valores a solução é

fisicamente indesejada.

8.6 Soluções para um Campo Escalar Tipo Votices

Com a ação gravitacional já definida na Eq.(8.10), onde Lm é o lagrangiano de

matéria para a fonte da geometria, que nesse caso

LM =−h
[

1
2

∂
M

Φ∂MΦ
∗+V (Φ)

]
, (8.82)
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onde Φ ≡ Φ(r,θ) = φ(r)eiαθ , por sua vez Φ∗ = φ(r)e−iαθ . O tensor energia-momentum do

campo escalar é

TMN =−1
2
(∂MΦ∂NΦ

∗+∂MΦ
∗
∂NΦ)+

1
2

gMNgPQ
∂PΦ∂QΦ

∗+gMNV, (8.83)

e assim para a nossa métrica definida na Eq.(8.1) obtemos

t0 =
1
2
[
φ
′2 +R−2

0 e−2B(αφ)2]+V,

tθ =−1
2
[
φ
′2−R−2

0 e−2B(αφ)2]+V,

tr =
1
2
[
φ
′2−R−2

0 e−2B(αφ)2]+V.

(8.84)

Substituindo (8.84) nas equações (8.18), (8.19) e (8.20), temos

1
2
[
Φ
∗′′+(4A′+B′)Φ∗′−R−2

0 e−2B
α

2
Φ
∗]= ∂V

∂Φ
(8.85)

−Λ− 1
2
[
φ
′2 +R−2

0 e−2B(αφ)2]−V =−3A′2−2A′B′+4n−1k
[
−A′

(
3A′+2B′

)]n
+

1
2

{
1+4n−1nk

[
−A′

(
3A′+2B′

)]n−1
}[(

3A′+B′
)(

4A′+B′
)
+3A′′+B′′

]
−4n−1kn(n−1)

(
3A′+B′

)[
−A′

(
3A′+2B′

)]n−2 [A′′B′+A′
(
3A′′+B′′

)]
,

(8.86)

−Λ+
1
2
[
φ
′2−R−2

0 e−2B(αφ)2]−V =−3A′2−2A′B′+4n−1k
[
−A′

(
3A′+2B′

)]n
+2
{

1+4n−1nk
[
−A′

(
3A′+2B′

)]n−1
}[

A′
(
3A′+B′

)
+A′′

]
−4n−1kn(n−1)A′

[
−A′

(
3A′+2B′

)]n−2 [A′′B′+A′
(
3A′′+B′′

)]
,

(8.87)

e

−Λ− 1
2
[
φ
′2−R−2

0 e−2B(αφ)2]−V = A′
(
3A′+2B′

)
+(−4)n−1 k (2n−1)

[
A′
(
3A′+2B′

)]n
,

(8.88)

onde Φ′ = ∂rΦ e φ ′ = ∂rφ . Observe que existem apenas duas equações independentes nas

equações acima. Somando a equação (8.86) com (8.88) e subtraindo por duas vezes a equação

(8.87) temos:

−2φ
′2 +R−2

0 e−2B(αφ)2 =−4
(
A′2−7A′B′−B′2 +5A′′−B′′

)
+4n−2[−A′(3A′+2B′)]n−2kn

{
2(n−1)B′2A′′−24A′4 +2A′B′

[
B′2− (2n+3)A′′+nB′

]}
−4n−2[−A′(3A′+2B′)]n−2knA′2

[
15A′′−5B′A′−17B′2−3B′′+10(n−1)(3A′′+B′′)

]
.

(8.89)
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Figura 76: Campo escalar φ(r) com n = p = ρ = λ = 1. (a) k pequeno. (b) k muito pequeno.

Com o ansatz proposto na Eq.(8.30) e com (8.31), podemos reescrever a Eq.(8.89) fazendo

α = 0, λ = 1, ρ = 1 e p = 1

7 sech2(r)
16[9−5 cosh2(2r)]

[740−720 cosh(2r)+100 csh(4r)]

+
7kn sech2(r)4n[7 sech2(r)−5]n

16[9−5 cosh2(2r)]
[13+8n cosh(2r)+(8n−13)cosh(4r)] = 2φ

′2.

(8.90)

Para os caso onde α 6= 0 as soluções de φ(r) divergem, então as soluções são interessantes

apenas para α = 0.

8.6.1 Solução para n = 1

Para n = 1 a Eq.(8.90) fica

2φ
′2− 7

2
(1+ k) sech2(r) = 0, (8.91)

que é de facil solução

φ(r) =
7

2
√

2
(1+ k) tanh(r), (8.92)

que é uma solução muito parecida com kink, podemos observar o comportamento dele na figura

(76), note que para k pequenos as soluções são do tipo kinks, mas para k muito pequenos as

soluções se tornam do tipo ant-kinks.

8.6.2 Solução para n = 2

Para n = 2 a Eq.(8.90) fica

2φ
′2− 7

2
sech2(r)

[
1+24k+8ksech2(r)

]
= 0, (8.93)
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Figura 77: Campo escalar φ(r) com n = 2, p = ρ = λ = 1. (a) k pequeno. (b) k muito
pequeno.

que a solução é

φ(r) =
7

6
√

2
tanh(r)

[
3+88k+8k sech2(r)

]
, (8.94)

que é uma solução tipo kink, podemos observar o comportamento desse campo na figura (77),

note que para k pequenos as soluções são parecidas com kinks, mas para k muito pequenos as

soluções se tornam semelhantes a ant-kinks.

8.6.3 Solução para n = 3

Para n = 3 a Eq.(8.90) fica

2φ
′2− 7

2
sech2(r)

{
1−2640k+48k [16+51 cosh(2r)]sech4(r)

}
= 0, (8.95)

que a solução é

φ(r) =
7

2
√

2
tanh(r)

[
1−272k+1184k sech2(r)−336k sech4(r)

]
, (8.96)

que é uma solução tipo kink deformados, podemos observar o comportamento desse campo na

figura (78), note que para k pequenos as soluções são do tipo kinks, mas para k muito pequenos

as soluções se tornam do tipo kinks deformados.
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9 CONCLUSÃO

Apesar de seu grande sucesso a RG apresenta algumas lacunas a serem preenchidas,

que servem de motivação para entender e estudar novas representações da gravidade. A teoria

da gravidade teleparalela aparece como uma tentativa de preencher algumas dessas lacunas,

descrevendo a mesma gravitação da RG, porém usando a torção em vez da curvatura e apre-

senta uma descrição em termos de uma teoria de calibre, similar ao eletromagnetismo. Mas, o

teleparalelismo não preenche todas as lacunas, sendo necessário uma generalização dessa teo-

ria, surgindo então a gravidade f (T ). A teoria da gravidade f (T ) é tão poderosa que nos dá a

expectativa de preencher as lacunas deixadas pela RG e unificar varias extensões interessantes

da gravidade além da RG.

Nesta dissertação, foram apresentadas noções e definições básicas de gravitação,

gravidade teleparalela e gravidade f (T ) nos capı́tulos 2, 3 e 6 respectivamente. Motivados pela

ideia de estudar novas representações da gravidade e solucionar as lacunas que surgem da RG

e unificação, os capı́tulos 4 e 5 introduzem um cenário de dimensões extras abordado em teoria

de mundo-brana com cinco e seis dimensões. No capı́tulo 7 descrevemos o mundo-brana em

5D na gravidade f (T ).

No Cap.8 descrevemos o mundo-brana em 6D na gravidade f (T ). Encontramos

as soluções de vácuo com constante cosmológica para n = 1/2, 1, 2, 3, sendo f (T ) = T +

kT n, onde observamos que assintoticamente, a geometria do bulk converge para um espaço-

tempo AdS6, cuja constante cosmológica é produzida pelos parâmetros k e n. Encontramos

as soluções internas e externas para n = 1, 2, 3, onde utilizamos um ansatz de brana espessa

e2A(r) = cosh−2b(λ r) e B(r) =−ln[cosh−b(λ r)]+ ln[tanh(ρr)]. Analisamos o comportamento

das perturbações gravitacionais. Por fim, definimos a lagrangiana de matéria como a de um

campo escalar complexo e analisamos as soluções do campo para n = 1, 2, 3.

De maneira geral, estudamos os efeitos da torção em um mundo-brana tipo-corda na

gravidade f (T ). Observamos que os parâmetros de torção produzem uma estrutura interna na

brana que faz com que ela tenda a mudar de fase, de uma única brana para sub-branas, que leva a

estruturas semelhantes a anéis. A densidade de energia que existe nas branas divididas se torna

mais notável com o aumento da contribuição de torção. Isso indica que o efeito geométrico da

torção influencia na distribuição da densidade de energia. Podemos notar que os parâmetros p

, ρ e λ do ansatz são os principais responsáveis pela distância entre as branas divididas, que

também determinam a espessura.

A brana espessa tipo-corda sofre uma transição de fase evidenciada pelos compo-

nentes da densidade de energia com a variação dos parâmetros de torção. Os picos adicionais
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na densidade de energia no núcleo da brana sugerem a formação de um estruturas como anéis

em torno da brana inicial na origem. Para o caso n = 1, com a diminuição do parâmetro k já

obtemos um resultado interessante que é a geração de uma pressão negativa. Para n = 2 ve-

mos que quando diminuı́mos o parâmetro k obtemos outro resultado interessante que é a quebra

espontânea da brana. Com n = 3 obtemos apenas pressões negativas, e quando diminuı́mos o

parâmetro k obtemos o outro resultado interessante que é o surgimento de três máximos que

representa a quebra espontânea da brana em uma estrutura como um anel em torno da brana.

A equação de Einstein modificada por f (T ) nos leva a uma torre gravitacional de

massa com flutuações que se propagam para o bulk. A interação dos modos massivos com a

torção é mais intensa no interior do núcleo da brana, onde a amplitude e a taxa de crescimento

dependem do parâmetro k da torção.

A análise do potencial analógico de Schrödinger revela os efeitos da torção nos

modos KK. Ao contrário do mundo-brana em tipo-corda baseado na RG, a torção remove a

divergência do poço de potencial na origem para n = 1, independentemente do valor de k. Para

n = 2, o potencial se transforma em uma barreira infinita à medida que k aumenta. Encontra-

mos uma configuração interessante para n = 3 onde múltiplos poços e barreira são formados

deslocados da origem. Como resultado, a torção mudou o modo sem massa da origem. Para

k > 0, o modo sem massa é submetido a uma transição, tornando-se não localizada à medida

que k aumenta.

Ao assumir um campo escalar complexo como fonte, descobrimos que as soluções

divergem para α 6= 0 e não geram soluções topológicas, então as soluções são interessantes

apenas para α = 0 que são deformadas do tipo vórtice controladas pelos parâmetros n e k da

torção. Para n = 1, 2 as soluções são do tipo kinks, mas quando menor for k as soluções passam

por uma transição do tipo kinks para ant-kinks. Para n = 3 as soluções são do tipo kinks, porém

ao assumir valores muito pequenos de k as soluções se tornam do tipo kinks deformados. O

valor esperado de vácuo e o perfil do campo escalar dentro do núcleo são controlados pelos

parâmetros de torção. Para α = 0, o campo escalar complexo que adotamos se transforma em

um campo escalar real dependendo apenas da variável radial.

Uma explicação provável para a variável k é que k pode estar relacionado à evolução

do universo [56]. Observe que a temperatura do fundo cosmológico é um parâmetro com ca-

racterı́sticas relevantes para a evolução do universo. Podemos assim, reconhecer k como uma

função da temperatura. Portanto, podemos então dizer que existem temperaturas crı́ticas, nas

quais, a brana se divide [110, 111].

É interessante ressaltar que somos os pioneiros em estudar o comportamento de

uma gravidade teleparalela modificada por f (T ) em um cenário de mundo-brana tipo-corda em

6D, todos os nosso resultados são contribuições originais. Como resultado dessa dissertação,



125

temos um artigo submetido com o tı́tulo: Thick string-like braneworlds in f(T) gravity [112].
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