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RESUMO

Neste trabalho obtemos as quantidades termodinamicas para um buraco negro do tipo Schwarzs-
child com uma teoria de gauge ndo-comutativa da gravidade, obtido por Bufalo e Tureanu [[106].
Comecamos com uma breve revisdo de buracos negros na teoria da relatividade geral de Eins-
tein, onde sdo apresentados as principais solugdes, bem como suas caracteristicas, de buracos
negros encontrados na literatura. Depois, introduzimos o formalismo da Teoria Quantica de
Campos em espacos-tempo curvo e discutimos sobre o efeito Hawking e a radiagdo de buracos
negros. Mostraremos que buracos negros se comportam como sistemas térmicos obedecendo as
leis da termodindmica. Discutimos métodos alternativos de se obter a radiacdo Hawking, mais
precisamente o método da equagdo de Hamilton-Jacobi e o das geodésicas nulas, baseados na
visdo do efeito Hawking como um processo de tunelamento, sendo assim métodos puramente
semi-classicos. Feito isto, introduzimos a Geometria Nao-Comutativa, suas motivacdes € como
implementé-la em teorias fisicas, incluindo a gravidade. Discutimos algumas tentativas de ob-
ter uma versao nao-comutativa da solu¢do de Schwarzschild e o porque elas falham ao tentar
regularizar o comportamento singular da origem e da temperatura. Baseado em uma outra vi-
sdo do uso da ndo-comutatividade, mostramos as motivagdes que levou a solugdo completa
nao-comutativa de Schwarzschild determinada por Nicolini [84] e mostramos as novas carac-
teristicas que esta métrica traz. Finalmente, iremos determinar a solucdo de Bufalo e Tureanu
[106]] e analisar suas principais caracteristicas. Finalizamos com os célculos da termodinamica
da solucdo de Bufalo. E encontrada as pequenas corre¢des que a ndo-comutatividade trouxe
para esta solucdo, embora, como iremos ver, ainda ndo seja esperado qualquer regularidade em
compara¢do com o caso usual.

Palavras-chave: Relatividade Geral. Buracos Negros. Radiagdo Hawking. Geometria Nao-
Comutativa.



ABSTRACT

In this work we obtain the thermodynamic quantities for a Schwarzschild black hole with a
non-commutative gauge theory of gravity, obtained by Bufalo and Tureanu [[106]. We begin
with a brief review of black holes in Einstein’s theory of general relativity, which presents the
main solutions, as well as their characteristics, of black holes found in the literature. Then, we
introduced the formalism of the Quantum Field Theory in curved spacetime and discussed the
Hawking effect and black hole radiation. We will show that black holes behave like thermal
systems obeying the laws of thermodynamics. We discuss alternative methods of obtaining
Hawking radiation, more precisely the Hamilton-Jacobi equation method and that of null ge-
odesics, based on the vision of the Hawking effect as a tunneling process, thus being purely
semi-classical methods. That done, we introduce Non-Commutative Geometry, its motivations
and how to implement it in physical theories, including gravity. We discussed some attempts
to obtain a noncommutative version of the Schwarzschild solution and why they fail to try to
regularize the singular behavior at origin and temperature. Based on another view of the use
of non-commutativity, we show the motivations that led to the complete Schwarzschild non-
commutative solution determined by Nicolini [84] and show the new characteristics that this
metric brings. Finally, we will determine the Bufalo and Tureanu [106]] solution and analyze
its main characteristics. We finish with the calculations of the thermodynamics of the Bufalo’s
solution. It is found the small corrections that non-commutativity brought to this solution,
although,as we will see, no regularity is yet expected in comparison with the usual case.

Keywords: General Relativity. Black Holes. Hawking Radiation. Noncommutative Geometry.



SUMARIO

{1 INTRODUCAO| . . . vttt et e it ettt e ettt et i e e 9
2 UMA REVISAO SOBRE BURACOSNEGROS/ . . . ............ 14
2.1 Buracos Negros de Schwarzschild] . . . .. ... ............... 14
2.2 Buracos Negros de Reissner-Nordstrom|. . . . ... ............. 18
2.2.1 Extremos buracos negros de Reissner-Nordstrom| . ... .......... 22
2.3 Buraco Negro de Kerre Kerr-Newman| . . . . ... ............. 24
3 OEFEITO HAWKING E A TERMODINAMICA DE BURACOS NEGROS 26
3.1 Teoria Quantica de Campos em espaco-tempo curvol. . . . . . . . .. ... 26
B2  OefeitoUnrubl. ... ... ... ... i, 30
3.3 O efeito Hawking e a termodinamica de buracos negros|{. . . . . . ... .. 39
3.3.1 O principio holografico| . . . . . . . . .. ... ittt 43
3.3.2 Descricao microscopica de buracosnegros| . . . . . ... ... 0. 44
3.3.3 O paradoxo da perdadeinformacaol .. ................... 45
4 O FORMALISMO DO TUNELAMENTO PARA A RADIACAO HAW- |
[ KING|. . . o e e e 47
4.1 Producao de particulas em espacos-tempo com horizonte| . . . . ... ... 47
4.1.1 Radiacao Hawking em (1+1) dimensoes| . . . . . ... ... ......... 48
4.2 O método das geodésicasnulas|. . . . . . . . ... 0 ittt 54
421  Tupelamentol. ... ... ... ... i i e 55
4.2.2 Relacao com a descargaelétrical . . . ... .................. 59
5 BURACOS NEGROS NAO-COMUTATIVOS| . .. ............. 61
[5.1 Modelos de Geometria ’Fuzzy™ . ... ...... ... 0. 61
5.2 Buracos Negros em Gravidade Nao-Comutatival . . . .. .......... 67
[5.2.1 Tentativas para obter a versao nao-comutativa da métrica de Schwarzschild 67
15.2.2 Em direcao a solucao de Schwarzschild nao-comutativa completal . . . . . 70
[5.3 A solucao de Schwarzschild nao-comutatival . . ............... 73
[5.3.1 Horizontes, curvatura e condicoes deenergial. . . . . . ... ... .. ... 75
[5.3.2 A termodinamica do buraconegro/. . . . . .. ... 00 0000 76
6 SOLUCAO DO TIPO SCHWARZSCHILD NUMA TEORIA DE GAUGE |
I NAO-COMUTATIVA| . . . ¢ vt ettt e e ettt e e e e e e 80
(6.1 Teoriade gauge De Sitter] . . . . . . ... .. ittt 80
(6.2 Solucao exterior] . . . . . v i v it e e e e e e e e e e e e e e e e e 82




7 TERMODINAMICA DO BURACONEGRO!. . . . ............. 90
(7.1 Temperatural. . . . . . 0 v v i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 90
(7.2 Entropia e Capacidade Térmical . . . ... .................. 94
8 CONCLUSAQ . .« & ottt e e e e et e et e e e e ettt eeeee 96
L APENDICE A - BASES NAO-COORDENADAS/ . .. ........... 97




1 INTRODUCAO

Com o desenvolvimento da teoria especial da relatividade de Einstein, houve a ime-
diata necessidade de modificar a teoria Newtoniana da gravidade, que, ao contrdrio da teoria
eletromagnética de Maxwell por exemplo, descreve uma interagdo com velocidade de propaga-
cdo infinita. Porém, o problema de dar uma descricao relativistica para o campo gravitacional é
bem mais complexo do que simplesmente assumir uma velocidade limite e usar transformagdes
de Lorentz para campos gravitacionais. De fato, a relatividade especial deixa de fazer sentido
quando campos gravitacionais sdo incluidos.

O problema de incluir campos gravitacionais na teoria da relatividade foi resolvido
pelo préprio Einstein [1, 2], com a entdo chamada Teoria Geral da Relatividade. A partir das
consideragdes do Principio da Equivaléncia, que afirma a impossibilidade de o observador di-
ferenciar um referencial acelerado (ndo-inercial) de um inercial na presenca de gravidade (por
isso ndo podemos usar transformagdes de Lorentz), Einstein concluiu que para incluir os efeitos
gravitacionais é necessario generalizar a métrica como sendo curva. Assim, na teoria geral da
relatividade, o campo gravitacional é um efeito puramente geométrico, causando uma curvatura
no espago-tempo devido a presenga de matéria e energia.

Em Relatividade Geral a dinamica do campo gravitacional € descrita pelas equacdes
de Einstein, um conjunto de equagdes acopladas e ndo-lineares com o tensor métrico fazendo
o papel dos potenciais da teoria. Apesar de serem equacdes complicadas, é possivel fornecer
solucdes analiticas exatas para estas. A primeira solu¢do das equagdes de Einstein foi fornecida
por Karl Schwarzschild [3] ao considerar as equagdes no vacuo e uma distribui¢do esférica de
massa como fonte. Além de mostrar que as equagdes de Einstein possuem solugdo, a solugcao
de Schwarzschild foi de suma importancia para a testagem da mesma. De fato, esta solugdao
forneceu valores precisos para o desvio do periélio de Mercurio e para o desvio para o vermelho
de origem gravitacional, o que fornece um suporte tanto tedrico quanto experimental para a
teoria de Einstein.

Porém, a solucido de Schwarzschild também apresentava estranhos aspectos: esta
solucdo fornece pontos em que o campo gravitacional torna-se infinito. Mais precisamente
esses pontos sdo a origem e uma superficie do tipo luz denominada de horizonte de eventos,
sendo o primeiro uma singularidade verdadeira, isto €, ndo pode ser removido por mudancas
de coordenadas. A interpretacdo de que toda a distribuicdo de massa colapse e se concentre
na origem levou a uma regido (da origem ao horizonte de eventos) do espago-tempo que ficou
conhecida como Buraco Negro, e esta regido € caracterizada por ser desconectada causalmente

do restante do espaco-tempo : se algum objeto cruzar com o horizonte de eventos e entrar na
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regido de buraco negro, ele nunca mais ird escapar (por isso o nome Buraco Negro). Assim, na
teoria cldssica da Relatividade Geral, € impossivel que buracos negros possam emitir quaisquer
particulas.

Outras solugdes das equagdes de Einstein foram obtidas por ir acrescentando grada-
tivamente propriedades fisicas a fonte do campo. Por exemplo, ao acrescentarmos a propriedade
carga elétrica obtém-se a métrica conhecida como solu¢ao de Reissner-Nordstrom [4, 5] e ao
considerarmos que a fonte possui um momento angular ndo desprezivel obtém-se a métrica cha-
mada de solucdo de Kerr [6]](ainda hd uma solu¢do mais geral que descreve um buraco negro
carregado com rotagcdo, chamado de solu¢do de Kerr-Newman [7]). Em todas estas solucoes,
assim como a de Schwarzschild, hé a presenca inevitdvel de singularidades e Buracos Negros,
na qual essas propriedades fisicas sao refletidas em sua curvatura.

Embora classicamente buracos negros nao possam emitir particulas, apenas absor-
ver, ao considerar efeitos quanticos, mais precisamente Teoria Quantica de Campos num back-
ground de buraco negro, Stephen Hawking [8] mostrou que buracos negros ndo sao de fatos
negros e podem emitir radiagdo térmica, conhecida como radiacdo Hawking, com um espectro
de radiagdo do tipo corpo negro. Mais do que isso, pode ser associado ao buraco negro quantida-
des termodinamicas como entropia e temperatura. Assim, ao considerarmos efeitos quanticos,
podemos mostrar que buracos negros sao essencialmente sistemas térmicos que obedecem as
leis da termodindmica. Uma das maneiras mais comuns de visualizar a radiacio Hawking é
através do processo de tunelamento quantico. A ideia é que pares particula e anti-particula que
sdo criadas proximas ao horizonte (dentro ou fora), podem tunelar para o lado oposto, com o
horizonte de eventos fazendo o papel de uma barreira de potencial.

Além do método original de Hawking, outros métodos, baseados na visdo semi-
cldssica da radiacdo Hawking como um processo de tunelamento, foram desenvolvidos. Em
particular, cito o método da equacdo de Hamilton-Jacobi, desenvolvido por T. Padmanabhan e
K. Srinivasan [9] e o método das geodésicas nulas desenvolvido por M. Parikh e F. Wilczek
[10]. O método da equacdo de Hamilton-Jacobi é baseado no uso do caminho complexo para
processos de tunelamento, como descrito por Landau [11]]. E considerado um campo escalar
(classico) propagando-se na regido do buraco negro em questdo, e entdo é utilizado o método
WKB para resolver aproximadamente a equagdo de movimento para o campo, o que fornece a
equacgdo de Hamilton-Jacobi satisfeita pela particula associada ao campo. A solucdo da equagdo
de Hamilton-Jacobi é dada em termos de uma integral, que diverge no horizonte, e entdo é
usado a extensao complexa para resolvé-la. O resultado € associado com as probabilidades de
emissdo e absor¢do de particulas, que fornece o valor correto da temperatura Hawking do buraco
negro. Este método € particularmente util no caso de buracos negros esféricos, por fornecer uma

simples e conveniente forma para a temperatura Hawking. J4, o método das geodésicas nulas,
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¢ baseado em particulas em uma geometria dinamica a fim de forcar a conservacao de energia.
Para isto, € feito uma transformacao de coordenadas que seja ndo singular no horizonte e que
exiba esse comportamento dindmico do espaco-tempo. Entdo, ao calcularmos as geodésicas
radiais nulas conseguimos determinar a parte imagindria da acdo para a regido classicamente
proibida, que, ao ser relacionada com o fator de Boltzmann, nos fornece a temperatura Hawking
do buraco negro em questao.

A descri¢dao de Hawking para evaporacao de buracos negros, embora reforcada por
argumentos semi-cldssicos, apresenta problemas a medida que o buraco negro irradia. Pri-
meiramente, a temperatura diverge quando toda a massa do buraco negro evapora, fornecendo
um ponto no espago-tempo de temperatura infinita. Também, quando a energia das particu-
las emitidas sdo compardveis a massa/energia do buraco negro, os efeitos de reagdo reversa
(backreaction effect) devem ser considerados. Estes problemas eram esperados, visto que os
resultados de Hawking sao derivados de Teoria Quantica de Campos em espagos curvos, uma
aproximacdo para a verdadeira teoria quantica da gravidade, que exige que a massa do buraco
negro satisfaca M >> M,,, onde M}, € a massa de Planck. De fato, € considerado que a escala
de Planck seja o divisor entre o comportamento cldssico e quantico do espago-tempo.

Temos duas teorias que sao fortes candidatas para fornecer uma teoria quantica da
gravidade: Supercordas [12, 13] e Gravidade Quéantica de Laco (Loop Quantum Gravity) [14].
Embora ambas teorias sejam fisicamente muito promissoras, elas possuem algumas limitacoes,
comegando pela falta de dados experimentais. Assim, enquanto ndo h uma teoria quantica da
gravidade bem estabelecida, fornecendo a resposta para o estdgio final de evaporagdo de bura-
cos negros, o que temos de fazer € utilizar teorias efetivas, como por exemplo Teoria Quantica
de Campos em espagos curvos, que, como vimos, funciona muito bem até o momento em que
os efeitos de reacodes reversas sio levados em conta. Mas, estas teorias apresentam algo em co-
mum: elas exibem um comportamento ndo-comutativo para as coordenadas do espago-tempo.
De fato, acredita-se que em gravidade quantica deve haver uma relagdo de incerteza que previne
a medi¢do das coordenadas com uma precisdo maior do que a da escala de Planck: o momento
e energia para fazer uma tal medida deve modificar a geometria do espaco-tempo nestas esca-
las [[15]-[119]. Portanto, a fim de descrever estes efeitos, devemos ter uma teoria efetiva com
uma relagcdo de incerteza entre as coordenadas, implementada por postular a existéncia de uma
variedade ndo-comutativa através da relagio [x’,x/] =0/, onde 8"/ sdo os pardmetros que me-
dem a ndo-comutatividade. A resultante modificacdo na geometria € chamada de Geometria
Nao-Comutativa.

O uso das coordenadas ndo-comutativas leva a uma profunda modificagdo da alge-
bra das funcdes definidas sobre a variedade, substituindo o produto usual pelo produto Groenewold-

Moyal ou produto-x (estrela) [63,166]. O produto estrela é ndo-comutativo, associativo e reflete
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a estrutura ndo-local codificado nas relacdes de comutacdo imposta para as coordenadas. Fa-
zendo uso do produto estrela, muitas tentativas de fornecer corre¢des ndo-comutativas para a
solu¢cdo de Schwarzschild foram feitas. Porém, em todas elas ndo foram observadas a prin-
cipal caracteristica esperada do uso de geometria ndo-comutativa: a remoc¢ao de infinitos em
teorias de curtas distancias. Isto é porque, ao usar o produto estrela, comumente faz-se uma ex-
pansdo perturbativa no parametro ndo-comutativo 8, quebrando a estrutura nao-local induzida
pela variedade ndo-comutativa. Portanto, se quisermos observar os efeitos esperados da ndo-
comutatividade, devemos considerar os termos de ordem infinito em 6 ou mudar a interpretacdo
do uso das coordenadas ndo-comutativas e a correspondente dlgebra.

Outra maneira de usar as coordenadas nao-comutativas € através do uso das qua-
sicoordenadas, definidas como os valores médios dos operadores coordenadas com respeito a
estados coerentes, que sdo autoestados de operadores de levantamento definidos a partir dos
operadores coordenadas. A vantagem deste método é o fato de podermos usar a multiplicacdo
usual, visto que valores médios preservam o carater ndo-local codificado na natureza da algebra
nao-comutativa.

No espirito do uso das quasicoordenadas, P. Nicolini [84] determinou a versao nao-
comutativa completa para a solucdo de Schwarzschild. A solucdo corrigida trouxe notaveis
caracteristicas positivas, comecando por curar o comportamento singular na origem. Além
disso, todos os problemas vindos de Teoria Quantica de Campos em espacos-curvos também
sdo corrigidos. Consequentemente, conseguimos descrever todas as etapas de evaporagdo de
buraco negro: naturalmente, a solucdo corrigida apresenta uma fase de resfriamento do buraco
negro, até o momento em que este chega a um estado final de temperatura zero, deixando apenas
uma massa remanescente estavel do buraco negro, cujo tamanho da massa depende inteiramente
do pardmetro ndo-comutativo 6.

Recentemente, uma solug¢do de buraco negro esfericamente simétrico, induzido por
uma teoria de gauge nao-comutativa da gravidade foi desenvolvido pelos autores R. Bufalo e
A. Tureanu [106]]. A linha de raciocinicio € andloga ao da métrica obtida por Chaichian [77]:
E considerado a forca de gauge do grupo SO(4,1) (grupo das simetrias do espago-tempo de
Sitter) e, ap6s feita uma transformagao de calibre nesta quantidade, é tomado uma contracao
para o grupo SO(3,1) a fim de obter expressdes modificadas para os campos vierbein (e conse-
quentemente, para as equacdes de Einstein também). Com a expressdo da métrica deformada
em termos da métrica de Schwarzschild usual, Chaichian determinou uma correcdo da solug@o
de Schwarzschild até segunda ordem em 6. A diferenca da solu¢dao de Bufalo e Tureanu esta
essencialmente em forgar a simetria esférica: ao usar a forma padrao para métricas esféricas,
Bufalo e Tureanu resolveram as equagdes de Einstein modificadas, até segunda ordem em 0,

devido a teoria de gauge induzida. Eles determinaram que o raio de Schwarzschild corrigido é
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anal6go ao raio do horizonte de eventos do buraco negro de Reissner-Nordstrom, sendo possivel
fazer um paralelo entre a carga elétrica com o parametro nao-comutativo 6. Com esta analogia,
a manifestacdo da ndo-comutatividade pode ser interpretada como um campo se propagando no
espaco-tempo com efeito oposto ao do campo elétrico na solugdo de Reissner-Nordstrom.

Neste trabalho, determinamos as quantidades termodinamicas da métrica obtida por
Bufalo e Tureanu. Como vimos, € esperado que esta solu¢do ainda ndo apresente qualquer re-
gularidade em sua temperatura, visto que para obter a solucdo, foi necessario fazer um trun-
camento na ordem desejada para o parametro ndo-comutativo 8. Porém, nada nos impede de
investigarmos quais as pequenas correcoes estes termos trazem para a termodinamica do buraco
negro.

Por conveniéncia, a menos que se diga o contrdrio, escolhemos unidades nas quais
c=h=G=1. E assumido aqui que os leitores desta dissertacio tenham o conhecimento
basico de Relatividade Geral e Teoria Quantica de Campos. Os capitulos desta dissertagdao sao

divididos da seguinte maneira:

e Capitulo 2: E feita uma rapida revisao sobre buracos negros, mostrando sua definicdo e as
principais caracteristicas, bem como as principais solucdes de buracos negros encontrados

na literatura.

e Capitulo 3: E apresentado uma revisdo de Teoria Quantica de Campos em espagos curvos.
Depois, discutimos sobre o efeito Unruh na qual derivamos quase diretamente o efeito
Hawking. Também, discutimos alguns problemas em aberto, vindos naturalmente da

suposicao de que buracos negros evaporam.

e Capitulo 4: Neste capitulo é discutido os dois métodos alternativos citados para obter a

radiacdo Hawking: o método da equacao de Hamilton-Jacobi e o das geodésicas nulas.

e Capitulo 5: Aqui estd o coragdo desta dissertacdo. Considero o principal capitulo. E aqui
que introduzimos o uso de geometria nao-comutativa em teorias fisicas e suas implica-

¢oes.

e Capitulo 6: A solugdo de Bufalo e Tureanu € discutida. Analisaremos como eles obtive-

ram a solu¢do bem como todas as suas caracteristicas e correcoes.

e Capitulo 7: Determinamos a termodinamica da solu¢do de Bufalo e Tureanu e obtem-se

as devidas corre¢des de tais quantidades quando comparados com o caso usual.

Finalmente, nés concluimos com a analise e discussao dos nossos resultados.
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2 UMA REVISAO SOBRE BURACOS NEGROS

Este capitulo é dedicado a revisar as principais caracteristicas basicas de buracos
negros na teoria da gravidade de Einstein, a relatividade geral. A importancia deste capitulo
€ clara, visto que nosso principal objetivo € estudar a termodinamica de tais objetos e, além
disso, quaisquer modificagdes da teoria sdo, em geral, comparadas com os casos usuais. Para

um tratamento mais completo vide [20, 21]].
2.1 Buracos Negros de Schwarzschild

Com a teoria da relatividade especial houve a necessidade de complementar a teoria
Newtoniana da gravidade, pois além do fato ébvio de que tempo e espaco ndo estdo em pé de
igualdade na teoria de Newton, nenhuma interagdo pode viajar com uma velocidade maior do
que a da luz no vdcuo. Einstein conseguiu resolver este problema com sua teoria da relativi-
dade geral, publicada em 1915 [, 2]. Usando experimentos de pensamento € a matemdtica da
geometria Riemanniana, ele mostrou que a gravidade € resultado de uma curvatura no espago-
tempo devido a presenca de matéria, ou equivalentemente, energia.

Em relatividade geral, a dindmica do campo gravitacional € descrita pelas equacoes
de campo de Einstein, um conjunto de 10 equacdes diferenciais acopladas e ndo-lineares, com
as componentes do tensor métrico g,y do espago-tempo em questdo como os potenciais da

teoria. A fim de obté-la, vamos considerar a acdao S = Sg + Su, onde :

1 4
S v—gR
56 16n/dx &%

¢ a parte gravitacional da agdo com g = det(guv) e

4
SMm = /d XV —g241,
¢ a parte da acdo que descreve os campos de matéria e energia que servem como fonte para o

campo gravitacional. Note que a forma da densidade lagrangiana %,; depende do problema

que temos em maos. Assim, a forma completa da ag@o a ser considerada é

S = ﬁ/d“xs/—gR—{—/dA'x\/—ng. (2.1

As equacdes de campo sdo obtidas variando a a¢do S com respeito as componentes

da inversa da métrica g"v (o que ¢ totalmente equivalente a variar com respeito a métrica g,y
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[201]), e usa-se o principio da minima ac¢@o. Definindo o tensor momento-energia 7y como

-2 65
Tyy=——— 2.2
uv \/_—g 6g”v ) ( )
as equagoes resultantes sdo as equacdes de campo da relatividade geral
1
R[JV - —guvR — 87:771’1_\/7 (2.3)

2

onde R = g"VR,y € o escalar de Ricci (ou escalar de curvatura), e Ryy = Rﬁpv ¢é o tensor de

Ricci, obtido através da contrag¢do do tensor de Riemann Rﬁ(,v, definido por:
A A
Ry = 0oThy — W The + T Th, — ol (2.4)

Os objetos Fﬁv sao chamados de conexao afim, que sdo utilizados para definirmos a operagao

diferenciac@o de forma covariante quando ha presenca de curvatura:
VXS = o XS +T9 X —Th X7, (2.5)

onde V, denota a operagdo de diferenciacdo covariante € apenas por ilustragdo foi utilizado
um tensor misto de ordem 1 covariante e ordem 1 contravariante. No caso particular de a
derivada covariante da métrica ser nula, a conexdo afim sera chamada de conexao métrica,

cujas componentes sdo dadas pelos simbolos de Christoffel:

1

Thv = 58" (9vgua + 9ugrv — a8uv). (2.6)

A equagdo (2.3) nos diz como a geometria do espago-tempo ¢ afetada (lado es-
querdo) na presenca de matéria e energia (lado direito). Tomando o trago de (2.3) obtemos a

equacao totalmente equivalente

1
Ru_v — 87[ (Tuv - ETg’uv) 5 (2.7)

onde T € o trago do tensor momento-energia 7};,. Pode-se notar imediatamente de (2.7) que no
vécuo, isto €, em regides livres de matéria e energia, temos T,y = 0, e as equagdes de campo
reduzem-se a forma conveniente

As expressdes acima para os simbolos de Christoffel e o tensor de Riemann foram
feitas considerando-se uma base coordenada, cujos vetores base sdo definidos através das deri-
vadas parciais ao longo das coordenadas. Porém, podemos expressar todas essas quantidades
utilizando diferentes bases. Uma dessas escolhas sdo as chamadas bases ndo-coordenadas ou

formalismo vierbein (para uma revisao veja o apéndice), que sdo definidos ponto a ponto no
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espaco-tempo. A vantagem desse novo formalismo é que, além de fornecer métodos préticos
de determinar o tensor de curvatura, essa nova visao fornece uma maneira mais natural de tratar
a gravidade como uma teoria de Gauge.

A primeira solugdo das equacdes de campo no véacuo (2.8)) foi dada por Karl Schwarzs-
child em 1916 [3]. Para isto ele considerou uma distribuicdo esférica de massa M, que nao pos-
sui carga e nem momento angular, isto €, neutra e estatica. Em particular, pode ser mostrado que
existe um sistema de coordenadas tal que a métrica gerada por uma tal distribuicdo de massa é

escrita na forma mais geral como [21]]
ds* = —f(r)dt* + h(r)dr* + r*(d0* + sin® 0d¢*), (2.9)

onde r,0,¢ sdo as coordenadas espaciais, ¢ é a coordenada temporal e as fungdes f(r) e h(r)
devem ser determinadas através das equacgdes (2.8)). Feito esta tarefa obtemos as seguintes

equagdes diferenciais
df 4 1—f

I . =0, (2.10)
1df 1dh
-t -——= 2.11
fdr hdr ( )

A equacdo Qi pode ser reescrita na forma %(r f) = 1, que ao ser integrada nos fornece a
seguinte forma para a fung@o f(r)
C
fr)=1+—, (2.12)

onde C é uma constante. A equacio (2.11) implica que f = Kh~!, onde K é outra constante.

Fazendo K = 1, chegamos na solu¢do geral :
C c\!
ds* = — (1+—> dr* + <1+—) dr* +r2dQ?, (2.13)
r r

com dQ? = d6? +sin” 0d¢? sendo a métrica de uma 2-esfera com raio unitrio.
Pode-se notar imediatamente de (2.13)) que para pontos muito distantes da fonte,

isto é, para r — oo, a métrica torna-se aproximadamente da forma
ds* = —di* +dr?* + r*dQ?, (2.14)

que nada mais € do que a métrica de um espaco-tempo plano escrito em coordenadas esféri-
cas (t,r,0,¢), e este fato nos permite interpretar fisicamente a solugdo como 0 campo
gravitacional de um corpo isolado.

A determinagdo da constante C € feita através do limite Newtoniano, que € o caso
limite para pontos distantes da fonte e quando o campo gerado € fraco e aproximadamente

estdtico. Neste limite € possivel mostrar (ver por exemplo [21]) que a componente gog da
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métrica (2.13) toma a forma aproximada goo =~ —(1 4 2®), onde ® é o potencial gravitacional

Newtoniano para um corpo esférico de massa M. Sabemos da gravitacdo Newtoniana que ® =
M

r

da distribui¢do. Comparando a componente goo da métrica (2.13) com a forma aproximada

€ o potencial fora de uma distribui¢do esférica de massa M a uma distincia r do centro

no limite Newtoniano, obtemos que a constante C € dada por —2M, e a solugdo resultante € a
conhecida métrica de Schwarzschild :

2M oM
. (1 B _) e (1 _ _) 4+ PdQ. (2.15)

r r

De fato, esta solugdo € a que descreve com maior completude o campo gravitacional préximo a
corpos aproximadamente esféricos com grandes massas e pouca rotacao.

A métrica (2.15) € a unica solu¢do com simetria esférica no vdcuo das equacdes
de campo e ndo ha solu¢des dependente do tempo que possuem esta forma. Este resultado é
conhecido como o teorema de Birkhoff (para uma prova, ver por exemplo [20]). Este fato é
andlogo ao da solu¢do de Coulomb ser a tnica solu¢do esfericamente simétrica das equagdes
de Maxwell no vacuo, que implica a impossibilidade de existir radiacao a partir de monopolos,
tanto na teoria eletromagnética quanto na gravitacional.

Prontamente se vé€ que a solugdo (2.15)) diverge tanto na origem r = 0 quanto no
ponto r = 2M. A primeira divergéncia € considerada uma singularidade verdadeira, enquanto
a segunda € devido a uma ma escolha do sistema de coordenadas. Isto pode ser checado, por
exemplo, pelo calculo de invariantes de curvatura, feitos a partir de contragdes do tensor de
Riemann. Um dos invariantes de curvatura mais conhecidos na literatura é o escalar de Krets-

chmann, que para a métrica de Schwarzschild fornece:

RuvpoRMYPC =

48M?
— (2.16)

,
que de fato diverge para r = 0 e possui um valor finito para r = 2M, e isto ocorre em quaisquer
outros escalares construidos a partir do tensor de Riemann, sugerindo que a origem € uma sin-
gularidade verdadeira e que r = 2M torna-se singular em (2.15)) apenas pela escolha do sistema
de coordenadas. De fato, uma das maneiras de remover a singularidade em r = 2M € definindo
a coordenada tortoise introduzida por Finkelstein [22] dada por r* = r+2M1n (ﬁ — 1), com
isso podemos reescrever a métrica tal que esta se torne bem comportada em r = 2M.

A singularidade aparente em r = 2M recebe o nome de raio de Schwarzschild e
iremos denota-la por rg. A interpretacao de que toda a massa da fonte colapse na origem levou
a suposi¢do de que a métrica (2.15)), para r < rg, descreve um estranho objeto que chamaremos
de buraco negro de Schwarzschild, sendo r = rg a superficie que delimita a regido de buraco

negro, chamada de horizonte de eventos. Com estas definicdes podemos dizer que o buraco
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negro € uma regido do espaco-tempo separada do infinito devido a presenca de um horizonte
de eventos. Para r > rg um objeto ird orbitar em torno do buraco negro como se este fosse
apenas o corpo de massa M que colapsou para gerd-lo. Mas se um objeto atravessar o horizonte
de eventos, isto €, para a regido r < rg, pode-se notar que as coordenadas do tipo espago irdo
tornar-se do tipo tempo e vice-versa, causando a inversao do cone de luz do objeto e isto im-
plica que este objeto ird mover-se inevitavelmente em direcdo a singularidade » = 0. Portanto,
nem a luz consegue escapar da regido de buraco negro, e por isto este nome. Logo, desde que
particulas ndo conseguem atingir seu infinito futuro dentro do buraco negro, a no¢ao de causali-
dade € completamente quebrada, e por isso a regido de buraco negro € totalmente desconectada
causalmente com o restante do espago-tempo.

Geralmente, o valor do raio de Schwarzschild rg € bem menor do que o valor do
raio fisico ou tamanho do objeto em questdo. Apenas para se ter uma nocao, restaurando as

unidades e considerando os valores do SI, o valor do raio de Schwarzschild é aproximadamente

2GM M
=2 zs(ﬁ*)m @.17)

dado por

onde M, ~ 2.10°%kg é a massa do sol. Assim, para um corpo com a massa do sol, o raio de
Schwarzschild € da ordem de rg ~ 3km, cerca de 200000 vezes menor do que o raio do Sol. No
caso de o raio fisico do objeto ser maior do que seu raio de Schwarzschild ndo ha necessidade de
se preocupar com o horizonte de eventos na métrica (2.15)), visto que pela presenga de matéria
”ao redor” da singularidade, a solu¢do ndo se aplica. Mas, se um objeto entra em colapso
gravitacional, eventualmente seu raio fisico torna-se menor do que seu raio de Schwarzschild
e entdo haverd a forma¢do de um buraco negro. Ambos os espacos vazios dentro e fora do
horizonte de eventos serdo corretamente descritos pela métrica (2.15). Assim, a solucdo de
Schwarzschild descreve corretamente o campo gravitacional fora de estrelas, planetas, buracos

negros, tao bem quanto no interior de buracos negros.
2.2 Buracos Negros de Reissner-Nordstrom

A solugdo de Reissner-Nordstrom € gerada por um objeto esfericamente simétrico
de massa M e carregado com carga . Em situacdes astrofisicas realistas esta solu¢do nao é
tao relevante, pois um buraco negro carregado deveria rapidamente se descarregar devido as
producdes de particulas via efeito Schwinger. Mas, do ponto de vista tedrico, € uma solucao
bastante interessante de se analisar pois, por exemplo, podemos ver quais correcdes a carga
elétrica traz para a métrica resultante. Além disso, o buraco negro de Reissner-Nordstrom sera
especialmente util para este trabalho, porque nos capitulos futuros encontraremos uma métrica

cujo raio do horizonte € andlogo ao desta solucao.
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Note que para determinarmos a solucao de Reissner-Nordstrom, ndo podemos usar
as equagdes (2.8)), pois como hd um objeto carregado com carga Q ndo nula, este ird gerar um
campo eletromagnético que permeia todo o espaco-tempo, logo ha uma fonte de momento e
energia. Para escrevermos a acdo completa neste caso, devemos considerar a densidade lagran-

giana que descreve o campo eletromagnético

1
L= uFHY (2.18)

tal que a parte de matéria e energia da acdo é escrita como

1
Sm=—7 / d*xy/—gFuyF*, (2.19)

onde Fyy € o chamado tensor forca do campo eletromagnético, que € escrito em termos do

4-potencial A, como
Fuv - 8‘uAv - 8\/14“. (2.20)

Logo, a acdo a ser considerada a fim de determinarmos a solu¢@o de Reissner-Nordstrom é dada

por
4 R 1 uv
S= /d X\ —& E - ZF'UVF y (221)

e, usando a defini¢do (2.2), obtemos para o tensor momento-energia do campo eletromagnético

1

Assumindo uma forma geral para a métrica e para o tensor momento-energia 1)y,
sempre levando em conta o fato de a fonte ser esfericamente simétrica, podemos determinar
guv. Embora os cilculos sejam andlogos aos feitos no caso do vécuo, os detalhes ndo serdo

mostrados aqui e apresentaremos apenas o resultado final. A métrica resultante € dada por

ds> = —Adi* + A~ dr* + PdQ?, (2.23)
com 5 )
2M P
A:l——+QL2, (2.24)
r T

onde Q ¢é a carga elétrica total e P € a carga magnética total do buraco negro. Note que a
solugdo (@D € também assintoticamente plana, isto €, a métrica torna-se igual a de Minkowski
para pontos muito afastados da fonte. Além disso, para o caso do buraco negro sem carga
alguma, isto é, quando Q = P = 0, recuperamos imediatamente a métrica de Schwarzschild.
Embora saibamos que até hoje nao foi detectado a existéncia de uma carga magnética, nada nos

impede de considera-la por objetivos puramente tedricos, no entanto, por simplicidade, vamos
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considerar P = 0, tal que

2M 2
Azl———l—Q—2. (2.25)
r I

Como estamos considerando apenas a carga elétrica, o 4-potencial serd dado simplesmente por

Q
Ay = (—7,0,0,0 , (2.26)
e consequentemente, o campo elétrico associado a esse potencial serd
e _ 9
E, = Fy = 0:A — dA, = . (2.27)
r

Analogamente ao caso de Schwarzschild, a métrica (2.23)) possui uma verdadeira
singularidade na origem r = 0, como pode ser verificado através do célculo de invariantes de

curvatura, como por exemplo
40

v
R“vR'u :F,

(2.28)

para a métrica de Reissner-Nordstrom, que diverge na origem, € assim o serd para quaisquer
outros invariantes de curvatura calculados usando a métrica (2.23).

A fim de determinarmos a estrutura do horizonte do buraco negro de Reissner-
Nordstrom, vamos calcular o zero da componente g’" da inversa da métrica. Visto que g, =

A~!, entdo g"" = A. Dai ficamos com a equagio

oM Q?
Azl——~|—Q—2:0, (2.29)
r r
cujas solucdes sao dadas por
re =M%~/ M?— Q2 (2.30)

Podemos notar imediatamente de (2.30) que dependendo dos valores da massa M
e da carga Q a solucdo poderd apresentar um, dois ou nenhum horizonte de eventos. Logo,
teremos trés possibilidades distintas para a métrica, cada uma descrevendo um diferente tipo de

buraco negro. Vamos analisar cada caso separadamente.

e Casol: Q%> M?

Neste caso ndo € valida a equagéo (2.30), pois o raio do horizonte deve ser uma grandeza
necessariamente real e positiva. Isto significa que a solucdo nao apresenta um horizonte
de eventos, isto €, € uma solucao regular em todo o espago-tempo com excecdo da origem
r =0, que ainda € uma verdadeira singularidade. Neste caso, a singularidade na origem
ndo estaria escondida de nds. A este tipo de singularidade di-se o nome de “’singularidade
nua”. Penrose, em 1969, propds uma conjectura chamada de ’cosmic censorship” que

afirma a ndo existéncia de tais tipos de singularidade. A conjectura € baseada no fato
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de que, se singularidades nuas existissem, entdo eventos que acontecessem ha propria
singularidade deveriam influenciar no universo, e até onde sabemos, as leis da fisica se
quebram em singularidades, e perderiamos o poder de previsibilidade e nao estariamos
aptos a dizer qualquer coisa sobre o futuro. Também poderiamos pensar neste caso como
invélido, pois, falando bruscamente, a condi¢io Q% > M? implica que a energia total do
buraco negro seria menor do que a contribui¢do de energia devido ao campo elétrico,

sendo assim considerado um caso nao fisico.

Caso 2 : M? > Q?

Neste caso, a equacao (2.30) € vdlida e temos dois horizontes localizados em

ry =M ++/M? — Q? (horizonte exterior)

r_ =M —\/M? — Q? (horizonte interior)

A solugdo diverge em ambos os raios acima. O horizonte exterior em r; age de maneira
andloga ao horizonte de eventos na solucdo de Schwarzschild, uma vez que um objeto
cruza este horizonte e entra na regido do buraco negro, as coordenadas do tipo espaco
e do tipo tempo trocam de papéis, causando uma inversdao do cone de luz do objeto,
e inevitavelmente fazendo com que este se mova em direcao a singularidade r = 0. No
entanto, antes de o objeto atingir a singularidade, ele ird cruzar o horizonte interno e entao
algo notével acontece : as coordenadas do tipo espaco e do tipo tempo trocam de papel
novamente, e entao o objeto nao ird necessariamente mover-se até a singularidade r = 0.
Neste caso, uma vez que um objeto cruza o horizonte interno r_, a direcdo de aumento na
coordenada r torna-se do tipo tempo (assim como a dire¢do de diminui¢cdo da coordenada
r € do tipo tempo quando este estd entrando no buraco negro) e entdo, eventualmente,
0 objeto serd cuspido para o passado do buraco negro ry. Precisamente falando, r; €
de fato o horizonte de eventos do buraco negro de Reissner-Nordstrom, enquanto r— é o

chamado horizonte de Cauchy.

Caso 3 : M? = Q?

Este € o caso em que o buraco negro tem o miximo de carga permitido dado a sua
massa. Buracos negros que surgem com esta condicao sdo chamados de buracos negros
de Reissner-Nordstrom extremos. A solug@o nesta condi¢do tem um papel importante no
contexto da supergravidade e teoria de cordas. A razdo para isto é que, por serem teorias

supersimétricas, tais tipos de buracos negros deixam o numero de supersimetrias invari-
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antes, o que facilita ao efetuar os cédlculos. Note que esta solug@o é altamente instavel,
visto que ao absorver uma pequena quantidade de massa, recaimos imediatamente para
o caso anterior. Este tipo de buraco negro possui apenas um horizonte, localizado em
r =M. Uma vez que um objeto cruza esse horizonte e entra no buraco negro, este nao
ird necessariamente mover-se na dire¢ao de diminuicdo de r, e consequentemente nao ira

atingir a singularidade r = 0.

2.2.1 Extremos buracos negros de Reissner-Nordstrom

Extremos buracos negros tem uma caracteristica notavel por fornecerem solugdes
exatas para as equagdes de Einstein-Maxwell obtidas por variar a a¢do (2.21)). Uma tal solucdo
ainda poderia ser obtida para qualquer nimero de buracos negros extremos em uma configu-
racdo estaciondria, isto €, uma métrica multi-extrema de buraco negro. Para obtermos estas

solucdes, vamos considerar a métrica (2.23) com a condi¢io Q> = M?, que toma a forma

r

2 -2
M M
ds* = — (1——) dr* + (1——) dr* +r? +dQ>. (2.31)
r
Fazendo um deslocamento na coordenada r, definimos a nova variavel radial
p=r—M, (2.32)

onde podemos usd-la para reescrever a métrica em termos desta nova coordenada. Um célculo

direto mostra que a métrica obtida é

ds* = —H *(p)di® + H*(p)(dp* + p*dQ?), (2.33)
com
M
H(p) =1+ (2.34)

Podemos ver claramente de (2.33)) que esta métrica ainda ¢ assintoticamente plana. Além disso,
devido ao deslocamento (2.32)), note que o horizonte de eventos deste buraco negro agora estd
localizado na origem p = O e, portanto, estas coordenadas cobrem apenas a regido fora do
horizonte. Estas coordenadas sdo chamadas de isotrépicas, € podemos ver que a parte espacial
da métrica ¢ conformalmente plana, e entdo possui a simetria do grupo SO(3). Portanto,

podemos reescrever a métrica usando coordenadas cartesianas como

ds® = —H2(%)di* + H*(®)(dx* + dy* + dZ?), (2.35)



23

onde a funcdo H € agora escrita como

M
H(X) =1+ ﬁ (2.36)
X
Além disso, podemos usar a condicao de extremo escritacomo Q =M e o fatodeque r=p+M
para reescrever o 4-potencial (2.26]) da forma

M
Ay = (——,o,o,o), (2.37)
p+M

e usando a equagdo (2.34), podemos reescrever a componente Ag, isto é, o potencial elétrico,
em termos da funcdo H por

Ag=H '—1. (2.38)

Suponha que ndo soubéssemos a forma de H que foi definido em (2.34). Se resol-
véssemos as equacdes de Einstein-Maxwell para a métrica (2.35]) e o potencial elétrico (2.38)), e

exigindo que H seja independente do tempo, encontramos que H obedece a equacao de Laplace

V2H =0, (2.39)

onde V? é o operador laplaciano escrito em coordenadas cartesianas. Logo, H é uma fungdo

harmonica e assume a forma geral

N M
H=1+) —, (2.40)
o] |X — x|

para um conjunto de N pontos espaciais definido pelos vetores x,, que localiza os N buracos
negros de Reissner-Nordstrom extremos com massas M, e cargas Q, = M,. Assim, checamos
que a métrica obtida, de fato descreve uma configuracio estaciondria de buracos negros extre-
mos de Reissner-Nordstrom, visto que H € uma funcio independente do tempo. Note que se
considerarmos apenas um buraco negro extremo localizado na origem, recuperamos (2.34).

Por fim, vamos analisar como € a geometria de um buraco negro extremo proximo
da origem p = 0. Para isso, vamos escrever a métrica (2.33) em termos de p

ds? — P 2dt2+ 1+% 2<d 2 4 p2d0?) (2.41)
- \ptM p PP ' '

Tomando o limite para pontos proximos do horizonte, ou seja, para p ~ 0 , a métrica toma a

forma aproximada
2 p> o M, 2 102
ds %—mdt +de +M-dQ-. (2.42)
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Agora, definimos uma nova coordenada como
0=—, (2.43)

tal que dp? = (p?/w?)dw?. Com esta nova coordenada, a métrica préxima do horizonte

€SCreve-se como

M2
ds® ~ — (—dt?* +dw?)+ M?dQ?, (2.44)
que tem a forma
2
ds* = S (—di* +dr?) + r2d Q2. (2.45)
r

Esta métrica é conhecida como solugdo de Bertotti-Robinson e consiste de dois espagos, Ad S,
e S7. Portanto, para pontos proximos do horizonte, a geometria de um buraco negro extremo de
Reissner-Nordstrom € o produto direto AdS»>xS>, ou seja, o produto direto de um espago-tempo

Anti de Sitter 2-dimensional e uma 2-esfera de raio M.

2.3 Buraco Negro de Kerr e Kerr-Newman

Apenas por questdo de completude, vamos rapidamente apresentar a solucdo de
Kerr [6] como o limite de carga nula da solu¢do de Kerr-Newman [7]. A solu¢do de Kerr
determina o campo gravitacional devido a uma fonte massiva, neutra € com momento angular
ndo-nulo. Devido ao movimento de rotacdo da fonte, € de se esperar que ndo necessariamente
haverd simetria esférica. Porém, ainda haverd simetria axial ao longo do eixo vertical z do
espaco 3-dimensional. No caso mais geral de a fonte, além de rotacionar, possuir uma carga
elétrica ndo nula Q, o campo gravitacional € descrito pela solu¢dao de Kerr-Newmann dada por:
sin® 0

Y

A Y
ds* = —y(dr = asin®> 0d¢)? + ladt — (* +a*)d 9] + Ker +Yd6?, (2.46)

com
Y =r’+a*cos’ 0, (2.47)

A=r"——+—+a", (2.48)

onde a é um parametro que estd relacionado ao momento angular J do objeto a partir da relagcao
a=J/M. No limite de Q — 0 obtém-se a solucio de Kerr. Note que esta solugcdo também &
assintoticamente plana, isto €, tende a métrica de Minkowski para pontos muito afastados da
fonte e também, como era de se esperar, a simetria esférica é quebrada devido a rotacdo da
fonte. Pode ser mostrado que os zeros da fun¢do A(r) ndo sdo singularidades verdadeiras, isto

€, podem ser removidos por mudangas de coordenadas. No entanto, uma singularidade fisica é
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determinada a partir de Y (r,0) = 0, que € resolvida apenas por r = 8 = 0, que mostra que as
singularidades do buraco negro de Kerr(-Newman) estio localizadas na origem e no equador da

estrutura.
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3 O EFEITO HAWKING E A TERMODINAMICA DE BURACOS NEGROS

Neste capitulo introduzimos o formalismo da Teoria Quantica de Campos em um
espaco-tempo curvo, isto é, na presenga de um campo gravitacional. Usando esta teoria, Haw-
king [8] mostrou que buracos negros nio sdo tdo negros assim, € podem emitir particulas com
um espectro de radiacao térmica andlogo ao de um corpo negro. Além disso, podemos associar
quantidades termodinamicas ao buraco negro, mostrando que estes se comportam como siste-
mas térmicos. Porém, ao invés de seguirmos os célculos originais de Hawking, vamos seguir
a linha de [20], onde o efeito Hawking € derivado a partir do efeito Unruh, que sera discutido
na segunda secdo. Finalizamos com uma pequena discussdo dos problemas em aberto devido a

conjectura de Hawking de que buracos negros evaporam.

3.1 Teoria Quantica de Campos em espaco-tempo curvo

Embora a teoria cldssica da relatividade geral seja a teoria que melhor descreve a
gravidade atualmente, é esperado que em processos onde os efeitos quanticos tornam-se domi-
nantes, tais como a formacao e o estdgio final de evaporacao de buracos negros, sejam melhor
descritos com o advento da gravitacdo quantica. No entanto, enquanto uma tal teoria nao € de-
senvolvida completamente, parece razodvel considerar uma teoria na qual a métrica do espago-
tempo € tratada classicamente, mas € acoplada com campos de matéria que sao tratados quanti-
camente. Claro que esta seria uma aproximacgao da gravitagdo quantica, onde o espagco-tempo €
de fato quantizado.

Nesta aproximacdo, os campos de matéria irdo obedecer as mesmas equacdes de
movimento usuais, mas com a métrica de Minkowski 1,y substituida por uma métrica clds-
sica curva gy, que satisfaz as equagdes de Einstein com o lado direito substituido pelo valor
esperado de um operador tensor momento-energia. Como serd mostrado, numa teoria quan-
tica em espago-tempo curvo haverd problemas em definir os operadores campo em termos dos
operadores de criacdo e aniquilagao.

Vamos considerar um campo quantico escalar real sem massa ¢ se propagando num
espago-tempo plano caracterizado por 7,y. Este ird obedecer a equagdo de onda dy,d"¢ =
0. A solucdo geral desta equacdo pode ser escrita em termos de uma combinacdo linear de
um conjunto de solugdes do tipo onda plana f;, que sdo muito importantes pois caracterizam
modos de frequéncia positiva e negativa, isto €, a derivada com respeito a coordenada temporal

Minkowski de cada f; e seu conjugado € proporcional a frequéncia. Assim, o operador ¢ pode
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ser escrito como :

0=Y [akfwa;if;i‘} : 3.1)
k

onde f;" € o complexo conjugado dos f e os coeficientes da expansdo ay e aZ serdo interpretados
como os operadores de aniquilag@o e cria¢do respectivamente. O estado de vécuo |0) é definido

de tal forma que ndo se pode mais aniquilar quaisquer particulas, isto € :
a|0) = 0,Vk. (3.2)

Ao mudarmos de referencial via transformag¢des de Lorentz, pode ser mostrado [20]
que os modos f; permanecerdo como um modo de frequéncia positiva, mas com a frequéncia
alterada pelo boost. Logo, se algum estado descrevendo um conjunto de particulas com um
certo momento é medido por um observador, para outro observador inercial, este estado ird
descrever as mesmas particulas mas com o momento mudado pelo boost. Em particular, o
operador nimero e o estado de vacuo irdo coincidir para ambos os observadores.

Agora, vamos novamente considerar um campo escalar real sem massa ¢, desta
vez se propagando num espago-tempo curvo caracterizado pela métrica guy. A equagdo de

movimento satisfeita por ¢ serd da forma :
ViV —ERY =0, (3.3)

onde & é uma constante de acoplamento que leva em considera¢io a intera¢do do campo com
a curvatura do espaco-tempo. Para uma hipersuperficie do tipo espaco X com métrica induzida

%:; € vetor normal unitdrio n*, o produto interno das solugdes da equagio (3.3) é dado por

(01,02) = =i [[(61Vu5 — 93 Vugr)nt /', (3.4)

independente da escolha de X.

Gostarfamos de fazer o mesmo procedimento que é feito em espaco-tempo plano,
encontrar modos de frequéncia positiva e negativa para formar uma base para as solugdes de
(3.3). Porém, isto ndo serd mais possivel, desde que a métrica gy, é bem geral, ndo podemos
garantir solugdes que se separam em partes que sdo apenas dependente do tempo e outra que
¢ apenas dependente do espaco. Claro que ainda podemos encontrar uma base para a solug@o
geral, mas o problema € que haverd inimeras possibilidades e a no¢ao de vicuo e operador
numero ird depender desta escolha.

Vamos considerar um conjunto de solugdes f; que formam um conjunto completo
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para (3.3)). A solucdo geral para ¢ pode entdo ser escrita como:
6=Y [aifi+a§f,-*}, 3.5)
i

T

onde o0s a; e a; sdo operadores de aniquilagdo e criagdo com respeito ao conjunto de modos f.

Havera um estado de vacuo ‘0 f> que € aniquilado por todos os operadores de aniquilacao:
a;[0s) =0. (3.6)

Podemos igualmente considerar um conjunto alternativo de modos g; que também
formam um conjunto completo para as solugdes de (3.3)). Desta forma, o operador campo pode

ser escrito ser analogamente por:
0=Y [bigi+ble]. (3.7
i

onde os operadores b; e biT sdo os de aniquilagdo e criagdo com respeito ao conjunto de modos

g. Da mesma maneira, haverd um estado de viacuo que € aniquilado por cada b;:
bi|0g) = 0. (3.8)

Da transi¢do de um espago-tempo plano para curvo perdemos o motivo de preferir
um conjunto de solugdes base a outro, por exigir que eles sejam modos de frequéncia positiva
com respeito a coordenada temporal. No contexto mais geral, se um observador define particu-
las com respeito a um conjunto de modos f; e outro com respeito um conjunto de modos g; eles
irdo, em geral, discordar do niimero de particulas medido. Para ver isto, vamos considerar uma

mudanca de base entre os f; e 0s g; :

gi=Y (oujfi+Bijfi),

J

fi=Y (o:g;— Bjig?) - (3.9)

j
Esta mudanca de base € conhecida como transformacdes de Bogolubov. Da mesma

maneira, podemos usd-las para expressar os operadores em termos dos outros:

ai=}, (O‘jibj + /3}1‘[’;) )

J

bi=Y (o650, Bia}). (3.10)
J
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Agora, considere um sistema que estd no vacuo definido pelos modos f,

0f), na
qual nenhuma particula deveria ser observada. Para determinar o nimero de particulas que
um observador que utiliza os modos g como base deveria detectar, precisamos calcular o valor
esperado do operador nimero dos modos g, isto é, o operador b;bi com relacdo ao vicuo dos

modos f. Para este fim, fazemos uso das equagdes (3-T0):
(07[bibi|07) = (07| % (euja} — Bijas) (eax — Bial ) [0y)
= ]Zk (—Bij) (~Bi) (0| ajar |0)
= %ﬁiiﬁ{i (0] (afa; +8x) [of) (3.11)
= %Bijﬁifsjk (0s105)
—~ ;ﬁuﬁ?}-

Logo, para um observador que usa os modos g, este deveria detectar um nimero de

particulas dado por:
(0r[bibi)0y) = X 1By . (3.12)
J

Assim, 0 que seria um vacuo vazio para um observador, para outro deveria ter um certo nu-
mero de particulas. Assim, se pelo menos um dos coeficientes fB;; for ndo nulo, os estados de
vacuo ndo irdo coincidir. De fato, pode-se notar pelas equacdes (3.10) que os f;; relaciona
os operadores de criacdo de uma base com operadores de criacdo e aniquilacido de outra base.
Logo, podemos concluir que o estado de vacuo e o nimero de particulas ndo sdo conceitos
fundamentais, mas dependem profundamente do observador.

Por fim, considere um espaco-tempo que era inicialmente plano (1) e depois surge
uma regido de curvatura (2) e entdo evolui para uma regido final plana novamente (3). Os modos
base para a regido (1), fi;, que contém apenas modos de frequéncia positiva, serd diferente dos
modos base de frequéncia positiva para a regido (3), f3;. Isto €, o estado de vacuo inicial

|01), o estado que satisfaz a;;|0;) = O para todo operador de aniquilag¢do inicial, ndo serd o

mesmo estado de véacuo para a regido final (3), |03), ou seja, a3; |01) # 0. Pode-se interpretar
este fato que a métrica dependente do tempo, ou seja, 0 campo gravitacional, causou a criagdo
de um certo nimero de particulas do campo escalar. A produgdo de particulas pelo campo
gravitacional é muito importante para exemplos fisicos tais como o universo inicial e buracos

negros.
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3.2 O efeito Unruh

O efeito Hawking pode ser derivado mais rigorosamente fazendo célculos detalha-
dos de teoria quantica de campos num background curvo [8]]. Porém, aqui nds iremos derivar
o efeito Hawking investigando um fendmeno que tem muitas das ideias que introduzimos na
secdo anterior, mas ¢ manifestado ainda em espago-tempo plano, o efeito Unruh, que afirma
que um observador acelerado com relacdo a um estado de vicuo no espaco de Minkowski deve
detectar um espectro térmico de particulas.

A ideia é que para um observador acelerado no espaco de Minkowski, este ird se
mover ao longo de orbitas de um vetor de Killing do tipo tempo, mas que ndo € o usual da sime-
tria de translacdes temporais. Entdo, podemos expandir o campo em modos apropriados para
o observador acelerado, e calcular o valor esperado do operador nimero com relagdo ao vacuo
Minkowski. Isto ird mostrar que, observadores com diferentes no¢des de modos de frequén-
cia positiva e negativa irdo discordar sobre o conteido de particulas de um dado estado e que,
portanto, o estado de vacuo e operador nimero ndo sdo conceitos fundamentais ainda entre
espagos-tempo plano.

Para este fim, vamos considerar a teoria quantica de campos mais simples possivel,
um campo escalar real ¢ sem massa, propagando-se num espaco-tempo bidimensional plano de

Minkowski, cujo elemento de linha escrito em coordenadas inerciais (z,x) é dado por :
ds* = —dt* +dx*. (3.13)

A equacdo de movimento para o campo serd simplesmente d,d* ¢ = 0. Considere
um observador que estd se movendo com uma aceleragdo uniforme o na direcio x. A trajetoria

de tal observador x* (7) serd dado pelas curvas :

t(1) = ésinh(om:),

X(7) = écosh(om‘). (3.14)

De fato, as trajetérias dadas por (3.14) corresponde a um caminho de aceleragdo constante.

d2xt
dr? °

Para ver isto, basta calcular as componentes da aceleragdo por a = O resultado para as
componentes sao :

a = asinh(7),

a* = acosh(ar), (3.15)
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cuja magnitude € dada por:

Vayat = \/—oc2 sinh?(at) + a?cosh?(at) = a. (3.16)
A trajetoria do observador acelerado obedece a seguinte relacao
(3.17)

isto €, a trajetdria descrita € uma hipérbole, cujos caminhos assintéticos sdo os caminhos nulos
x = —t no passado e x =t no futuro. O observador acelerado viaja do passado nulo infinito
para o futuro nulo infinito, € ndo do infinito do tipo tempo, como deveria ser alcancado por
observadores geodésicos.

Agora, vamos fazer uma mudanga de coordenadas sobre o espaco de Minkowski
2-dimensional, que sdo adaptadas para o movimento uniformemente acelerado. As novas coor-

denadas (1, &) sdo tais que

. éeaé sinh(an) . éeaé cosh(an) (x>),  (3.18)

e cobrem apenas a regido x > |¢| do espago de Minkowski, regido esta que iremos denominar de
regido I, como pode ser visto na figura 3.1.Nestas novas coordenadas, o caminho de acelerag¢ao
constante (3.14])) € dado pelas curvas

n(r) = —1

a

&(t)= lln@), (3.19)

a o

ou seja, a coordenada do tipo tempo 1) € proporcional ao tempo proprio e a coordenada do tipo
espago & é uma constante. Em particular, um observador com acelera¢do o = a ird se mover

sob os caminhos
n=rt E=0. (3.20)
Note também que as novas coordenadas tem alcances
—o0 < 1N, & < oo, (3.21)

Podemos fazer uso das equagdes para expressar o elemento de linha em ter-

mos das novas coordenadas (1, &)
ds? — ezaé(_dn2+d§2)' (3.22)

A esta regido (x > |t|) com a métrica dada por (3.22)) denominamos espaco de Rindler, em-
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H'I'

Il

H-

Figura 1: Espaco-tempo de Minkowski em coordenadas Rindler [20]. A regido I € a regiao
acessivel para observadores que se movem com aceleragdo constante na direcdo positiva de x.
As coordenadas (1, &) podem ser usadas na regido I, ou separadamente na regido IV, onde eles
apontam em sentidos opostos. O campo vetorial dj, corresponde ao gerador da simetria de
boost de Lorentz. Os horizontes H* sio horizontes de Killing para este campo vetorial, e
também representam fronteiras do passado e futuro como visto por observadores Rindler.

bora, esta seja apenas uma parte do espaco de Minkowski, € claro. Um observador Rindler
é aquele que se move em um caminho com uma acelera¢do constante, como em (3.19). A
estrutura causal do espago Rindler se assemelha a regido r > 2M da soluc¢do de Schwarzschild
maximamente estendida. Em particular, a linha nula x = ¢, dado pelo H* na figura 3.1, é um ho-
rizonte de Cauchy futuro para qualquer 1 = hipersuperficie constante do tipo espaco na regiao
I. Analogamente, H~ € um horizonte de Cauchy passado. Estes horizontes sdo remanescentes
dos horizontes de eventos no diagrama Kruskal, com observadores estéticos (r = constante) em
Schwarzschild sendo relacionados aos observadores em um caminho de aceleracdo constante
no espago Rindler.

Podemos notar através do elemento de linha (3.22)) que as componentes da métrica
sdo independentes de 1, e, portanto, temos uma simetria por translacdes nesta coordenada. Isto
mostra que dy é um campo de Killing. Podemos expressar dj em termos dos campos de Killing
das coordenadas (¢, x):
ot dx
%at + %
= ¢ [cosh(an)d; + sinh(an)d,]

an - ax
(3.23)
=a(xd; +1dy).

Isto significa um campo de Killing associado com um boost na dire¢dao x. Podemos ver da ex-
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pressdo acima que o campo de Killing naturalmente se estende através de todo o espago-tempo;
as regides II e III sdo do tipo espaco enquanto a regido I'V € do tipo tempo, mas direcionada para
o passado. Os horizontes que nos temos identificado correspondem aos horizontes Killing para
o campo dy. O fator de redshift, calculado como V = /=K, KF, onde K* = (1,0) € o vetor de

Killing associado com a simetria em 1, é
V =%, (3.24)

A partir de (3.24) podemos determinar a superficie de gravidade :

K= 4/V,VVHEV =q, (3.25)

Como estamos num espacgo-tempo plano nao ha a presenca de campo gravitacional, no entanto,
esta superficie de gravidade caracteriza a aceleracdo dos observadores Rindler.
Também podemos definir as novas coordenadas (17,&) para a regido x < [t|(regido

IV) por simplesmente trocar os sinais da equag@o (3.18)

t= —ée“é sinh(an) x= —éeaé cosh(an) (x < |t]). (3.26)

O sinal negativo garante que os campos dj, e d; apontem em dire¢do oposta nesta regido. Note

que nés ndo podemos usar as mesmas coordenadas (1, &) para ambas as regides, desde que elas

teriam o mesmo alcance nas duas, mas a vantagem de nomear as coordenadas com os mesmos
simbolos é que a métrica (3.22) terd a mesma forma independente da regido.

Finalmente, vamos considerar a equacdo de movimento para o campo quantico es-

calar ¢ em coordenadas Rindler :
Dyt = 25 (—ag n ag) 0 =0. (3.27)

Note que podemos dividir pelo fator e~ 298 desde que este nunca serd nulo, o que mostra
que podemos usar uma solugdo separdvel, uma parte dependendo apenas da coordenada tempo-
ral 1 e outra dependente apenas da coordenada do tipo espaco &. Logo, podemos usar solugdes
do tipo onda plana para resolver a equagio (3.27). A onda plana normalizada que resolve
¢ dada por g; = (471:(0)’%6”"”””"5, com relacdo de dispersdo @ = |k| jd que o campo é ndo
massivo. Note que estes modos sdo de frequéncia positiva com respeito a coordenada 1. Mas,
nés precisamos de modos que sejam de frequéncia positiva com respeito a um vetor de Killing
direcionado para o futuro. Para a regido x < |¢| o vetor de Killing que aponta para o futuro é
8(,,7) e ndo dy. Para resolver este problema, consideremos dois conjuntos de modos, adequados

para cada regiao:
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1 N
gl(cl) = e Ok para aregido I,
4w
|
g](f) = ——— MK bara a regido IV, (3.28)

V4T w

onde os modos (1) se anulam na regido IV e vice-versa.
Estes dois conjuntos de modos, juntos com seus conjugados, formam um conjunto

completo para a solucdo geral de (3.27) em todo o espaco-tempo. Denotando os operadores de

D . . 12 .
aniquilacdo associados a cada conjunto por b,(c 2 podemos expandir o campo ¢ como

1) (1 Dt ()% 2) (2 2)t (2)x
¢:/dk(b,£)g,§)+b,§”g,ﬁ) +h7 e + 675, (3.29)
que € uma expansao alternativa em termos dos modos de Minkowski originais

0 = [ ak(asi+alf;). (330)

(1,2)

E direto mostrar que os modos g, "™’ sdo apropriadamente normalizados com res-
peito ao produto interno (3.4). Na métrica (3.22), o vetor normal unitdrio que aponta para o

futuro para a superficie 1 = 0 é normalizado para
—1 = guynFn¥ = -5 (n")?, (3.31)

ou
n0 =95, (3.32)

O determinante da parte espacial da métrica é dado por
VT =%, (3.33)

Logo, temos que no\/T/ =1, e o célculo do produto interno dos modos Rindler segue precisa-

mente dos modos ordindrios de Minkowski. Logo teremos
1 (1
(84, 84,)) = (k1 —k2)

(g,8)) = 8(ki —k2)

(g1 .512) =0, (3.34)

e analogamente para os modos conjugados.
Assim, temos dois conjuntos de modos, Minkowski e Rindler, na qual podemos

expandir as solugdes para a equacdo de movimento para ¢ num espago-tempo 2-dimensional.
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Note que teremos duas interpretacdes diferentes para o espaco de Fock, em particular, os estados

de vécuo serdo diferentes. O vicuo de Minkowski, |Oy) que satisfaz
a |Om) =0, (3.35)

serd um estado de multiparticulas para um observador Rindler. Por outro lado, o vdcuo Rindler
|ORr) satisfazendo:
1 2
by |0r) = b7 |0r) =0, (3.36)

serd descrito como um estado de multiparticulas na representacao de Minkowski. Isto acontece
pois um modo Rindler nunca pode ser escrito em termos de modos de Minkowski que sdo
puramente de frequéncia positiva. De fato, se escrevermos as transformagdes de Bogolubov
para um dos operadores de aniquilacdo Rindler, este ird envolver uma mistura dos operadores
de aniquilacao e criacdo de Minkowski.

Um observador Rindler serd estatico com respeito as 6rbitas do vetor de Killing .
Para este observador na regido I, por exemplo, ird usar os modos g,(cl) para descrever particu-
las, ou seja, o estado de vacuo Rindler estard sem nenhuma particula, o estado bl((l)T |Or) serd
o estado de uma particula com frequéncia @ = |k| e assim por diante. Reciprocamente, um
observador Rindler em movimento com relacdo ao vacuo Minkowski deveria detectar particu-
las, mesmo quando para um observador inercial seria apenas o vidcuo, completamente vazio. A
pergunta € : que tipo de particulas o observador Rindler deveria detectar ? Para respondé-la,
precisamos calcular os coeficientes de Bogolubov que relaciona os modos Minkowski e Rindler
e entdo calcular o valor esperado do operador nimero Rindler com respeito ao vacuo de Min-
kowski. Mas, ao invés disso, vamos pegar um atalho devido a Unruh [24]. A ideia é encontrar
um conjunto de modos que compartilham o mesmo estado de vidcuo Minkowski, mas que a
relacdo com os modos Rindler se torne mais direta. Para isto, precisamos estender analitica-
mente os modos Rindler para todo o espago-tempo e expressd-la em termos dos modos Rindler
originais.

Para este fim, podemos ver de (3.18)) e (3.26) que a relagdo das coordenadas Rindler

e Minkowski em ambas regides sdo dadas por :

e—a(n=¢) _ a(=t+x), 1 (3.37)
a(t—x), IV

pang) _ ) alttx), 1 (3.38)
a(—t—x), IV

Entdo, podemos expressar, por exemplo, um modo g,(:) para uma particula com k > 0 (@ = k)
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em termos das coordenadas (¢,x) na regido I como

\ /4”w_g1(<l) — oo +iké
— o io(n=¢) (3.39)

:aia)/a(_t_i_x)ia)/a.

Para estender analiticamente esta funcdo para todo o espago-tempo, basta assumir que esta
¢ vdlida para todos os valores de (¢,x). Mas, devemos expressar o resultado em termos dos
(1)

modos Rindler originais em todo espago-tempo, e desde que os modos g; * se anulam na regido

IV, devemos apelar para os modos g,(cz) também. Expressando-os em termos das coordenadas

(t,x), para k > 0, obtemos

\ /—47ra)g,(<2) — iON+ikE
= /01 +¢) (3.40)
_ a—ia)/a(_t _x)—ia)/a'

Mas, note que (3.40) ndo tem o comportamento de (3.39) que nés queremos. No entanto, se

tomarmos o complexo conjugado e invertermos o sinal do nimero de onda, ficamos com
Vanwg?) = eiontitd
— —i0(n=¢)
:aiw/a(t_x)iw/a (3.41)
:aiw/a[e—iﬂ(_t+x)iw/a]
_ aia)/aena)/a(_t _’_x)iw/a.
Combinando as equacdes (3.39) e (3.41)) ficamos com

Varna (gl + e /gl = gi@la(—t 4 xyiola, (3.42)

que € bem definida em toda a superficie # = 0. O mesmo resultado também se aplica para modos
com k < 0.
O modo (3.42)) normalizado é dado por

hl(cl) _ 1 (em/zagl(cl) +efﬂw/2ag(2)*)' (3.43)
2sinh(£2)

(1) (1)

Os novos modos /1, sdo uma extensdo adequada dos modos g, ’. Para formarmos um conjunto

. . 2 . .
completo destes modos, precisamos estender também os modos g,(C ), que de maneira andloga



37

sdo dados por
1 %
h](CZ) — (ena)/Zagl(f) + e*ﬂﬂ)/Zag(_llz ) (344)
2sinh (%)

. N 1 ~
Para verificar a normalizacdo, por exemplo para os modos h,g ), fazemos uso das equacgdes

@39

() )y =

1
2\/sinh(”7w1) sinh (722)
B 1

2, /sinh(Z2) sinh (%)

(@ +@2)/2a( I(;),gl(é))+efn(wwan)/za(ggz;gg;)]

[en(w1+a)z)/2a6(kl _kZ) _|_e—7r((1)1+ab)/2a5(_kl +k2>]

671'(1)1 /a _ 6777.7(1)1 /a
= O(k; —k
2sinh (T2) (ki =k2)
- 5(k1 - k2)7
(3.45)
exatamente como esperado.
Portanto, n6s podemos expandir o campo nestes novos modos,
60— / ak(cVR) + VTR 4 (D@ g (DT, (3.46)

Como vimos das transformagdes de Bogolubov, as equagdes (3.43) e (3.44) que relacionam

12 . 12) . .. ~
os modos h,g ) ¢ 0s modos Rindler g,(c 2 implicam na mesma relagdo para os operadores de

aniquilagdo e criagdo dos respectivos modos

o — RO EC Y (3.47)
2sinh(Z2)
b — 1 (/22 4 gmmo/2a ()T (3.48)

\/2sinh(Z2)

Logo, o operador niimero na regido I, por exemplo

nl) (k) = b b1 (3.49)

12
pode ser expressado em termos dos operadores b2,

Agora, note que os modos de frequéncia positiva Minkowski originais com k > 0, as

io(t—x)

solugdes do tipo onda plana fj o< e™ , sdo analiticas e limitadas para (¢,x) complexo desde

que Im(7 —x) < 0. Estes sdo os modos que descrevem ondas planas movendo-se para a direita. O
PR 1 . . A e . ..
mesmo € valido para os novos modos h1(< ) desde que seja feito o corte para a poténcia imagindria

permanecer na metade superior do plano complexo (¢ — x), de fato, isto é consistente em colocar
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e " = —1 em (3.41). Analogamente, tudo isto se aplica aos modos h,(cz), que sdo analiticos e
limitados na metade inferior do plano complexo (¢ 4-x), como sdo modos de frequéncia positiva
Minkowski representando uma onda movendo-se para a esquerda (k < 0). Consequentemente,

) .. 1,2 1,2 .
isto mostra que, ao contrario dos modos g,(C ), 0s modos h,(C 2) podem ser escritos em termos de

modos Minkowski f; que sao puramente de frequéncia positiva. Portanto, os modos h,((l’z) e 0s

modos Minkowski compartilham o mesmo estado de véacuo |Oy) e podemos escrever
1 2
etV |op) = i [op) = 0. (3.50)

Embora os estados excitados ndo coincidam, isto ndo é necessdrio, pois estamos interessados
em saber o que um observador Rindler detecta quando o estado € precisamente o vacuo de Min-

kowski. Para um tal observador na regido I, por exemplo, este ird detectar particulas definidas

1 . . A ~
pelos operadores b1(< ). O valor esperado do nimero de particulas com frequéncia @ com relacdo

ao vacuo Minkwoski, é dado por

1 — a
(OM|b,(€1)Tb,(€1) |OMm) = m(OMIe o/ 692092T|0M>

e—nw/a

" 2sinh(Z2) °(0)
900)

- e2no/a _

(3.51)

onde o estado ¢(V)* |OMm) € o estado normalizado de uma particula,
(Om] et [op) = 8(0). (3.52)

A divergéncia em (3.5T]) aparece devido o uso de modos base do tipo onda plana. Nds deviamos
ter construido um pacote de ondas normalizado para obter uma resposta finita mas com mesmo
espectro, problema andlogo ao da particula livre na mecanica quantica usual.

O resultado obtido para o valor esperado do ndmero de particulas que deveria ser
detectado pelo observador Rindler (3.51)) € um espectro de Planck com temperatura

T=—. 3.53
o (3.53)

Nés temos assim, derivado o efeito Unruh, que para um observador movendo-se com acele-
racdo uniforme através do viacuo de Minkowski, este deveria detectar um espectro térmico de
particulas. Como pode ser visto em [20]], a radiacdo detectada por um observador Rindler € ver-
dadeiramente térmica. Assim, o efeito Unruh, além de mostrar que dois observadores distintos
(Minkowski e Rindler) irdo descrever o mesmo estado de maneiras completamente diferentes,

nos mostra também a natureza térmica do vicuo em teoria quantica de campos.
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A temperatura T = a/27 é o que deveria ser detectado por um observador movendo-

se ao longo do caminho & = 0, como vimos de (3.20). Mas, de (3.19), podemos ver que a

acelerag@o de um observador movendo-se em quaisquer um dos caminhos & = constante é dado
por

o = ae ", (3.54)

e este deveria detectar uma temperatura T = o/ /27. Isto é consistente com o redshift que deveria
ser detectado por observadores estiticos movendo-se ao longo da drbita de um vetor de Killing
K*. Se radiagio é emitida de algum ponto x; com frequéncia ®;, entdo a frequéncia observada
num ponto x, €

= —® 3.55
(0} 7 1 (3.55)

onde V € anorma do vetor de Killing. De fato, vimos pela equacio (3.57)), que o fator de redshitf

associado ao campo de Killing d, é V = %5, entdo
=S ;. (3.56)

Logo, se um observador em &; = 0 detecta uma temperatura 7 = a/27 entdo outro observador
em & = & deve verificar um redshift na temperatura dado por T = ae 95 /27

Assim, o efeito Unruh nos mostra que mesmo no caso de espago-tempo plano, a
nog¢do de vicuo e particula ndo sdo conceitos fundamentais pois dependem do observador. A
partir do efeito Unruh, podemos derivar quase diretamente o efeito Hawking. Portanto, vamos
tentar argumentar em favor da radiacdo Hawking sem fazer quaisquer célculos explicitos em

espaco-tempo curvo. A derivagdo do efeito Hawking feito aqui segue de Carroll [20].
3.3 O efeito Hawking e a termodinamica de buracos negros

Vamos considerar um observador estético (r = constante) fora de um buraco negro
de Schwarzschild, isto €, numa posi¢do r| > rs onde rg = 2M € o raio de Schwarzschild e M um
parametro relacionado a massa do buraco negro. Sabemos da métrica de Schwarzschild que esta
é invariante sob translagdes temporais, entdo d; é um campo de Killing com o vetor de Killing
associado K* = (1,0,0,0). O fator de redshift V = /=K, KF para observadores estéticos na

geometria de Schwarzschild é dado por

2M
V= /1_77 (3.57)

com uma correspondente magnitude da aceleracdo dada por

1 M
= — VL VVHY = 3.58
Tyvre r3/2\/r—2M (5:58)
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Se o observador estiver proximo do horizonte de eventos, r| —2M << 2M, entdo a aceleragao
torna-se muito alta na escala definida pelo raio de Schwarzschild
! 3.59

aj>> (3.59)
Por sua vez, o raio de Schwarzschild determina o raio de curvatura do espaco-tempo préximo
do horizonte. Logo, para observadores cuja escalas de tempo e comprimento sdo definidos
por afl << 2M o espaco-tempo serd aproximadamente plano. Vamos assumir que o estado
quantico de algum campo escalar ¢ pareca o vicuo de Minkowski, isto &, livre de quaisquer
particulas, como visto por observadores que estdo “caindo” livremente proximo ao buraco ne-
gro. De fato, desde que o horizonte de eventos € um barreira ndo-local, esta afirmacio torna-se
razodvel, pois um observador em queda livre ndo vé€ nada de especial ao atravessar o horizonte.
Assim, um observador estitico na geometria de Schwarzschild serd essencialmente um obser-
vador acelerado com respeito a um espago-tempo plano, e este, pelo efeito Unruh, ird detectar
uma radia¢do com temperatura 71 = a; /27.

Agora, vamos considerar um observador estdtico no infinito, ou pelo menos muito
afastado da fonte, numa posi¢do r, >> 2M. Neste caso, ndo faz sentido desprezar a curvatura
do espago-tempo para escalas de tempo e comprimento a, 1'>> 2M, entdo nio é de se esperar
que tal observador detecte uma temperatura a, /27, com a; calculado em r,. Porém, a radiagdo
serd observada com um redshift apropriado, e podemos usar o argumento do final da secao
anterior para determinar a temperatura que seria medida no infinito. Um tal observador deveria

detectar um redshift na temperatura dado por

V1 V1 a
Lh=—-T=——. 3.60
2=y =0 (3.60)
Podemos ver de (3.57)) que no infinito V, — 1, entdo a temperatura observada é
V K
T= lim 24— % (3.61)

onde k = lim(Va) é a superficie de gravidade. Assim, ao contrério de observadores acelerados
num espacgo-tempo plano, o vetor de Killing tem norma finita no infinito, e a radiacao sofre um
redshift para um valor finito ndo nulo. Logo, observadores distantes do buraco negro irdo ver
um fluxo de radiagdo térmica emitido do buraco negro com uma temperatura proporcional a sua
superficie de gravidade. Este € o efeito Hawking e a propria radiac@o € conhecida como radiacao
Hawking. Nao ha nada desonesto nessa derivacao do efeito Hawking, mas uma examinagao
cuidadosa do estado de vicuo proximo ao horizonte ser ndo singular para observadores caindo

livremente deve ser levado em conta. Para uma discussdao mais completa veja [20]. Para o caso
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em questdo do buraco negro de Schwarzschild, obtemos k = 1/4M, fornecendo a temperatura

1

= — 3.62
8TM ( )

Note que a temperatura do buraco negro de Schwarzschild depende apenas de sua massa, de
uma forma inversamente proporcional. Assim, vemos que a medida que o buraco negro irradia
sua temperatura aumenta, refletindo uma capacidade térmica negativa.

E claro que de um cdlculo mais completo pode-se obter mais informacdes do que
apenas a temperatura do buraco negro. Por exemplo, poderiamos questionar o que acontece
quando o comprimento de onda da radiagdo emitida é compardvel ao raio de Schwarzschild do
buraco negro, onde nossas aproximagdes nao serdo mais vdlidas. Com um cdlculo completo,
isto €, considerando a emissao de tipos arbitrarios de particulas de qualquer tipo de buraco negro
(com carga e spin), o espectro da radia¢do emitida é da forma

I'(w)
62”((9*“)/’( +1 ’

<Ng >= (3.63)

onde K ¢é a superficie de gravidade. O parametro u € o potencial quimico, este caracteriza a
tendéncia do buraco negro de conservar seus nimeros quanticos, isto €, um buraco negro car-
regado emite particulas carregadas com o mesmo sinal, buracos negros com rotacao emitem
particulas com mesmo sinal de momento angular. Assim, a radiagdo Hawking faz o buraco
negro tender ao estado Schwarzschild. I'(w) é uma quantidade dependente da geometria do
espaco-tempo e da frequéncia das particulas emitidas chamado fator de corpo cinza, que pode
ser pensado como o termo que faz diferir o espectro (3.63) daquele de um corpo negro perfeito.
Isto € porque as particulas que s@o emitidas pelo buraco negro serdo modificadas pela geometria
do espago-tempo ndo trivial que o buraco negro gera ao redor dele, e, portanto, um observador
localizado fora do buraco negro deveria detectar uma radiacdo diferente da de um corpo negro
por esta quantidade que “filtra” a radiacdo Hawking inicial. Para baixas frequincias o compri-
mento de onda torna-se maior que o raio de Schwarzschild e o efeito do fator de corpo cinza
torna-se importante. Embora a expressdo analitica para I'(®) seja dificil de se obter, nos casos

limite de baixas e altas frequéncias, I'(®) para um campo escalar obedece

1
I'w) — 1 0] —
( ) ) >> M’
A 1
INo)— sz, << e (3.64)

onde A ¢é a area do buraco negro.
Uma maneira de entender como acontece a emissdo de radiagdo por um buraco

negro € pensar em flutuagdes do vdcuo em termos de diagramas de Feynamn, com a flutuagao
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sendo representada pela criacdo de um par particula - antiparticula. No caso de um espago-
tempo plano, o par criado ird se aniquilar apés um tempo finito, e seu efeito € apenas indireto.
No entanto, se este efeito ocorre nas proximidades de um horizonte de eventos, ocasionalmente
um membro do par serd sugado para dentro do buraco negro, enquanto o outro ird escapar para
o infinito. Neste modo de visualizar, a radiacdo Hawking € justamente essas particulas que
conseguem escapar.

Uma vez que temos a expressao para a temperatura de um buraco negro, isto possi-
bilita a analogia completa entre a mecanica de buracos negros e a termodinamica. Se um buraco
negro possui uma temperatura, entdo deve ser associado a ele uma entropia. De fato, imagine
que temos um sistema com uma dada entropia e que de alguma maneira sabemos a entropia
de todo o universo. Se o sistema € jogado para dentro do buraco negro, ele ird sumir de nossa
visdo e serd sugado em direcdo a singularidade. Ou seja, se medirmos a entropia do universo
apds este evento, o valor resultante deveria ser menor do que era antes de jogarmos o sistema
no buraco negro. Isto deveria violar a segunda lei da termodindmica, que afirma que para pro-
cessos espontineos fisicamente aceitdveis, a entropia deve sempre aumentar. Mas, Bekenstein
[25] resolveu o problema por assumir que o buraco negro também possui uma entropia . Se
denotamos a entropia do buraco negro por S, € a do resto do universo por Sy, entdo a entropia

total nao deve ser decrescente
d(Sbn + Sext) > 07
dt -

e isso deve eliminar a violacdo da segunda lei da termodindmica. Além disso, baseado no

(3.65)

teorema das dreas de Hawking [26], que afirma que em qualquer processo fisicamente aceitdvel
a drea de qualquer buraco negro no universo deve sempre aumentar, Bekenstein propds que a
entropia do buraco negro deve ser proporcional a drea do buraco negro, ja que a lei das 4reas se
assemelha com a afirmacdo da segunda lei da termodinamica.

Com todos estes argumentos, é possivel fazer uma analogia das leis da termodina-
mica com a fisica dos buracos negros. Em 1973 [27], as quatro leis da mecéanica de buracos
negros foram propostas. Se a superficie de gravidade k e A a drea de um buraco negro (ou seja,
a drea do horizonte de eventos) sdo proporcionais a temperatura e entropia respectivamente,

entao as leis sao

e LeiZero : A superficie de gravidade k € constante sobre o horizonte de um buraco negro
estaciondrio.
e Primeira Lei : A conservacio da energia é declarada como

AM = %dA +QdJ +®dQ (3.66)

onde Q € a velocidade angular, J € o momento angular ,® € o potencial eletrostitico e Q
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a carga do buraco negro.

e Segunda Lei : A drea do horizonte de eventos € sempre crescente para quaisquer eventos
fisicos aceitdveis

dA >0 (3.67)
e Terceira Lei : E impossivel obter k = 0 via processos fisicos.

Através da comparacao de e da primeira lei da termodindmica dU = T'dS +dW, obtemos
a entropia do buraco negro, chamada entropia de Bekenstein-Hawking que € dada por

Spn = 7 (3.68)

que € valido para qualquer tipo de buraco negro.

Portanto, vimos que buracos negros sao de fato sistemas térmicos que obedecem as
leis da termodindmica. Porém, tudo isto levou a dois problemas : a descri¢do microscopica de
buracos negros e o paradoxo da perca de informagdo. A resolugdo de tais problemas foi uma
boa parte de pesquisa em fisica tedrica de altas energias. Desde que buracos negros sdo uma
regido do espaco-tempo onde gravidade e mecanica quantica estdo em pé de igualdade € de se
esperar que tais problemas sejam resolvidos com o advento da teoria quéntica da gravidade.

N6s encerramos este capitulo revisando rapidamente tais problemas.

3.3.1 O principio holografico

Note que a entropia do buraco negro possui um comportamento diferente daquele
de um sistema fisico usual. Isto é porque a entropia do buraco negro estd relacionado com
a sua area, enquanto a de um sistema usual a entropia estd relacionado com o volume. Ou
seja, em termodindmica a entropia € uma grandeza extensiva. Para ver o motivo disto, vamos
considerar um sistema composto por V cubos de volume unitério, e entdo o volume do sistema é
V. Suponha também que cada cubo tem dois estados possiveis, entdo o nimero total de estados
acessiveis para os V cubos €

Q=2" (3.69)

e entdo obtemos para a entropia

S=InQ="VIn2 (3.70)

ou seja, proporcional ao volume e portanto € também uma grandeza extensiva.
Com os trabalhos de ’t Hooft [28]], ele chegou a uma surpreendente conclusdo de
que, em escalas de Planck, o mundo ndo € tridimensional, mas sim bidimensional. A fim de

mostrar resumidamente seus argumentos vamos considerar um exemplo. Suponha que temos
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um sistema com energia E contido numa esfera de volume V e raio R, onde cada unidade de
volume possui dois estados possiveis, igual ao exemplo anterior. A energia contida na esfera
¢ tal que o raio de Schwarzschild do sistema € menor do que o raio fisico, isto € 2E < R.
Isto significa que a densidade de energia dentro da esfera ndo pode ser muito alta, sendo isto
ocasionaria um colapso e formaria um buraco negro. 't Hooft mostrou que a entropia do sistema
¢ limitada por

A
S < nR> = 1 (3.71)

isto €, a maxima entropia que o sistema pode alcancar € aquele de um buraco negro que preenche
todo o volume da esfera. Este resultado é contraintuitivo, desde que a entropia do sistema esta
relacionado com sua drea e ndo com seu volume. Isto € porque o sistema tedrico que 't Hooft
considerou € baseado em duas afirmacdes : que em escalas de Planck os graus de liberdade
do espacgo-tempo sdo discretos e que a evolugdo do sistema € reversivel no tempo. Ou seja,
quando tentamos fazer uma contagem do nimero de estados acessiveis, estamos fazendo a
mesma contagem mais de uma vez. De acordo com ’t Hooft, isto € devido ao fato da maioria
dos estados possiveis em teoria de campos que tem uma alta energia, deveria colapsar para
formar um buraco negro antes que ele possa influenciar a evolucdo do sistema. Isto é, quando
levamos em conta a fisica gravitacional do sistema o nimero de graus de liberdade € reduzido.
Logo, o nimero de estados acessiveis do sistema cresce exponencialmente com a drea ao invés
do volume. Isto explica o porque da entropia do sistema estd relacionado com sua drea. Este é
o chamado principio hologréfico : para descrever a fisica dentro de um volume V, € suficiente

conhecer os graus de liberdade na drea A de sua sua superificie.

3.3.2 Descricao microscopica de buracos negros

Sabemos da mecanica estatistica que para obter a entropia de um sistema preci-
samos contar o numero de configuragdes microscopicas que geram as mesmas caracteristicas
macroscopicas do sistema. Logicamente, para isto, precisamos saber o que sdo os graus de
liberdade microscépicos do sistema.

O teorema da “’Calvicie” da relatividade geral cldssica afirma que para caracteri-
zar completamente uma solucao de buraco negro basta ter informacdes sobre seus parametros
cldssicos : massa, carga e momento angular. Isto significa que uma vez que o buraco negro é
formado, observadores externos sdo incapazes de obter informagdes sobre o contetido de ma-
téria que colapsou para gera-lo. Neste contexto parece que o buraco negro possui apenas um
estado possivel, isto €, o espaco de fase classico tem dimensdo zero. A entropia esperada é
entdo

S=Inl=0 (3.72)
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Mas este resultado estd em contradicdo com o que acabamos de ver, que a entropia de um
buraco negro € ndo nula e eh dado pela expressdao de Bekenstein-Hawking. Para resolver esta
contradicdo precisamos saber quais sdo os graus de liberdade microscépico que faz surgir a
entropia de Bekenstein-Hawking. Por exemplo, para um buraco negro de uma massa solar, a
entropia é S ~ 10'8, e portanto o nimero de estados acessiveis é esperado como ser Q A 10",
Assim a descricao cldssica e e quantica de buracos negros sdo extremamente diferentes.

Em calculos feito pelos autores Strominger e Vafa [29], eles obtiveram a entropia de
Bekenstein-Hawking usando teoria de cordas para buracos negros em cinco dimensdes. Como
uma forte candidata para teoria quantica da gravidade, isto mostra que a teoria de cordas pode

explicar satisfatoriamente a origem estatistica da entropia de buracos negros.

3.3.3 O paradoxo da perda de informacao

Sabemos da mecénica quéntica que a matriz de densidade para estados puros |y,)
que pertencem a um espago de Hilbert de dimensdo infinita H, munido de uma base ortonormal

de estados puros |y;) é dado por

ppuro == Z | llla> <1I/a| (373)

Podemos introduzir estados quanticos mistos como ensembles estatisticos de esta-

dos puros, cuja matriz de densidade neste caso é
Pmisto = Zpa |l//a> <I//a‘ (374)

onde os p, é a probabilidade de se obter cada estado puro |y,) no ensemble. Em particular,
a matriz de densidade para estados mistos € muito util para descricdo de sistemas térmicos.
Para um sistema numa temperatura finita e fixa 7', as probabilidades p, sdo dadas pelo fator de
Boltzmann e PF« onde B = 1/T e E, é a energia correspondente ao estado |y, ). Neste caso, a

matriz de densidade para estados mistos é
e PEa

Pmisto = Y, 5 o5 |V (Val (3.75)

Agora, vamos considerar um operador U definido em H tal que |y,) = U|y,) e

entdo (| = (y,|UT. Como os estados sdo ortonormais (;|y;) = &;;, obtemos
L= (w|yp) = (W U'U ly) = U'U =1 (3.76)

Ou seja, para garantir a ortonormalidade dos elementos de H o operador U deve ser unitdrio.

Isto €, para qualquer processo fisico consistente com a mecanica quantica, a evolugdo deve ser
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unitaria. Em termos das matrizes de densidade para estados puros e mistos, esta afirmacdo pode

ser declarada como

pmisto 7£ UppuroUT (3 .77)

Logo, numa teoria de operadores unitarios, um estado puro nunca pode evoluir para um estado
misto.

Voltando para o caso de buracos negros, imagine que temos um estado quantico
puro e este € ’jogado’ para dentro do buraco negro. Isto ird causar um acréscimo infinitesimal
na massa do buraco negro e ele ird comecar a irradiar novamente. Quando o buraco negro irradia
a massa por completo, esta serd devolvida para o espagco-tempo na forma de radiagcdo térmica,
que € um estado misto. Ou seja, o buraco negro € um sistema que transforma estados quanticos
puros em estados quanticos mistos. Como foi visto, isso ndo é permitido pela teoria quantica
pois viola a evolugdo unitdria. Esse € o paradoxo da perda de informacgdo: O estudo de campos
quanticos num background cldssico traz um resultado que € consistente com as suposi¢oes
iniciais da teoria. Muitas tentativas para resolver o paradoxo tem sido desenvolvidas. Mathur
tentou fornecer uma solucao usando teoria de cordas conhecida como a proposta ’fuzzball” para
buracos negros [30]], onde se faz o uso da correspondéncia AdS/CFT. Esta teoria afirma que é
possivel construir geometrias de microestado de buracos negros usando quantidade obtidas de
teoria quantica de campos. Desde que teoria de campos € uma teoria unitdria é esperado que
qualquer processo na geometria do buraco negro deve ser unitaria. O problema com esta teoria
€ que ndo se sabe se estas geometrias de microestados representam microestados de buracos

negros tipicos que fazem surgir a entropia de Bekenstein-Hawking.
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4 O FORMALISMO DO TUNELAMENTO PARA A RADIACAO HAWKING

Neste capitulo vamos revisar dois métodos alternativos para obter a radiacdo Haw-
king. Estes métodos sdo baseados na interpretacdo da radiacdo Hawking como o tunelamento
de particulas que s@o criadas préximas do horizonte de eventos do buraco negro em questao,
sendo assim um tratamento completamente semi-cldssico. Vamos comecar revisando o mé-
todo da equacdo de Hamilton-Jacobi desenvolvido pelos autores Padmannabhan e Srinivasan
[9]]. Este método consiste em escrever a equagdo de Hamilton-Jacobi para uma particula num
background de buraco negro, e entdo utiliza-se o0 método WKB para calcular a probabilidade
de tunelamento. O outro método € o das geodésicas nulas, desenvolvido por Parikh e Wilczek
[10]. Este método € baseado em particulas numa geometria dindmica e a parte imagindria da
acdo para a regido classicamente proibida € relacionada ao fator de Boltzmann. Embora am-
bos estes formalismos de tunelamento sejam relacionados, neste trabalho vamos usar com mais
frequéncia o método de Hamilton-Jacobi, devido sua simplicidade para espagos-tempo esferi-
camente simétricos. Neste capitulo iremos usar unidades na qual apenas a constante de Planck

seja diferente de 1, para que todas as aproximacdes feitas aqui sejam explicitas.
4.1 Producao de particulas em espacos-tempo com horizonte

O resultado de Hawking, de que um buraco negro emite radiacdo, é essencialmente
um efeito semi-cldssico, onde a radiac¢do térmica surge devido a presenca de um horizonte de
eventos na estrutura do espagco-tempo. Primeiramente, é feito aqui uma derivacao da radiagcdo
térmica por uso de integrais de caminho. Considere um caminho num espago-tempo caracteri-

zado pela métrica, em coordenadas (z,7,6,9)
ds? = —B(r)dt*> + B~ (r)dr* + r*(d6* +sin® 0d¢?), (4.1)
ou em coordenadas (7,x,y,z)
ds® = —B(x)dt* + B~ (x)dx* + dy* + dZ, 4.2)

onde as fungdes B(r) e B(x) dependem de r e x respectivamente. O horizonte de eventos é
dado pelas superficies r = rg (x = xp) tal que B(rg) = 0 (B(xp) = 0). Também é assumido
que as derivadas B'(r) = dB/dr (B'(x) = dB/dx) sdo finitas e ndo nulas quando calculadas
no horizonte. O sistema de coordenadas da forma (.1]) pode ser introduzido em partes pelos
espaco-tempo de Schwarzschild e de Sitter, enquanto um da forma (.2)), com B(x) = 1 + 2gx,

representa um observador Rindler num espaco-tempo plano. Dado um espago-tempo do tipo
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(4.1), em alguma regido R, podemos ver que ndo hd singularidade fisica no horizonte, que no
caso de Schwarzschild é dado pela superficie ro = 2M onde M é a massa do buraco negro. E
possivel estender as geodésicas do passado para o futuro para chegar em regides que nao sao
cobertas pelo sistema de coordenadas (4.I))(a extensdo Kruskal). Com isto, é possivel mostrar
que a relacdo entre as probabilidades de uma particula com energia E escapar da regido R e

outra com mesma energia chegar a regidao R € dado por
—BE
Pperda = Pganhoe P ) 4.3)

onde B = 8xM. Isto é equivalente a assumir que a regido R estd num banho térmico com
temperatura 3!, Na derivagio original da radiagio térmica feita por Hartle e Hawking [citar],
¢ usado uma derivagdo semi-cldssica por uma continuagdo analitica da coordenada temporal
¢t para valores complexos e € mostrado que a probabilidade de emissao (perda) do horizonte
passado foi relacionado com a absor¢@o (ganho) no horizonte futuro segundo a equagio (4.3)).
Como toda a fisica estd no plano (¢,r) (ou no plano(z,x)) iremos discutir a radiagdo
Hawking primeiramente na dimensdo (1+1) e depois naturalmente generalizi-la para a dimen-
sdo (3+1) sem nenhuma modificagao nos resultados. E derivado os resultados semi-cldssicos
no plano (¢,r) (ou(z,x)) aplicando uma certa prescri¢cdo para evitar a singularidade encontrada

no horizonte.

4.1.1 Radiacao Hawking em (1+1) dimensoes

Considere um caminho num espago-tempo com (1+1) dimensdes, na qual usando

coordenadas (z,r) é definido pelo elemento de linha
ds* = —B(r)dt* + B~ ' (r)dr?, (4.4)

onde B(r) é uma func¢éio da coordenada radial r. E assumido que o espaco-tempo definido
por (4.4) possui um horizonte de eventos, isto €, existe um valor da coordenada radial r =
ro na qual a fungdo B(r) é nula. Além disso, é assumido que B'(r) = dB/dr é finito e ndo
nulo em rg. E ficil ver que o horizonte de eventos nio é uma singularidade fisica, pois ao
calcularmos invariantes de curvatura, estes ndo devem divergir no horizonte. Entdo, podemos

tomar o comportamento da fung¢do B(r) préximo do horizonte
B(r) = B(ro) + B'(r0)(r = r0) + O[(r = r0)°] = R(ro) (r — o), (4.5)

onde é assumido que R(rp) # 0. Agora, vamos assumir um campo escalar real & com massa my
propagando-se no espaco-tempo definido por (4.4)). O objetivo aqui serd encontrar a equagdo de

Hamilton-Jacobi satisfeito pelo funcional a¢do Sy. O propagador semi-cldssico pode ser cons-
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truido utilizando Sy que pode ser usado para analisar a singularidade no horizonte.(Este método
¢ bastante diferente daquele de calcular os coeficientes de Bogolubov). Vamos considerar tam-
bém que o campo estd acoplado minimamente com o espaco-tempo, isto €, ndo ha interagdo
entre o campo e a curvatura. A equacdo de movimento satisfeita por @ é dada pela equacdo de
Klein-Gordon

2
(m ﬁ2>cp 0. (4.6)

onde o operador (1 =V, V¥ ¢ calculado usando a métrica (4.4). Expandindo a equacdo (4.6)

obtemos

1 0°® 0 0P
B() o2 ar (B“’)W) e @7

Para obter as fun¢des de onda semi-cldssica que satisfaz a equacao (4.7)) vamos utilizar o método

WKB que se baseia no ansatz para ¢

D(r1) = exp l%S(r,t)] , 4.8)

onde S faz o papel da a¢do, € uma fungdo que serd expandida em poténcias de /. Substituindo

(4.8) em (4.7) obtemos

lﬁ%f—ma%f—mﬁ]%’% 5 o0 5] 0w

Agora, vamos expandir S numa série de poténcias de (//i)

S(r,t) = So(r,t)+ (?) S1(rt)+ (f—;l)zsz(r,t) +... (4.10)

Substituindo (@.10) na expressido e negligenciando os termos da ordem (%/i) e maiores,

encontramos para a menor ordem

1 /352 9S0\° 5
5 (ar) ~80(52) —mi=o b

A equagdo (4.11]) é a equagdo de Hamilton-Jacobi para uma particula de massa mg viajando
num espaco-tempo definido pela métrica (4.4). A solucao para esta equagdo pode ser calculada

usando separacao de varidveis cujo resultado é dado por
Sof( —Et+ / E2 mgB( ), (4.12)

onde a constante de movimento E € interpretada como a energia da particula. No caso de um
campo escalar sem massa, isto é, quando mgy = 0, a solugéo para (4.11]) é dada exatamente pela
equagdo

So(r,t;m():O):Fl(t—r*)+F2(t+r*), 4.13)



50

onde a coordenada ’tortoise” é definida como

d
L B (4.14)
B(r)
e F| e F> sao fungdes arbitrarias. No caso das escolhas F| = —Et+Er* e F» = —Et — Er*

fica claro que a solugao € a mesma que (4.12) com my = 0. Entdo, o ansatz usado para
@ torna-se exato no caso de my = 0. A partir de agora vamos considerar apenas o caso nao
massivo. O caso mg # 0 serd considerado depois, mas a esséncia dos resultados serd o0 mesmo.

O propagador semi-cldssico K(ry,t;r1,11) para a particula se propagar do ponto

(t1,r1) para (t,r;) escrito usando a aproximacdo de ponto de sela, é dado por

]
K(rz,tz;rl,tl) = Nexp (f—iS()(rz,tz;rl,tl)) , 4.15)

onde Sy € o funcional acdo que satisfaz a equag¢do de Hamilton-Jacobi classica (.11)) no limite
sem massa e N é uma constante de normalizagdo. So(rp,;71,¢1) é dado pela expressdo

2 dr

B (4.16)

So(r2,t2:r1,11) = So(2,1) = —E(t, — 1) iE/
:

A ambiguidade do sinal (devido a raiz quadrada) esté relacionada com as particulas ’saindo”
(dSo/dr > 0) ou “chegando” (dSy/dr < 0). Se os pontos r| e rp estdo no mesmo lado do
horizonte, isto é, ry,r, > rg ou ry,ry < ro, a integral em (4.16)) serd real e bem definida. Mas se
estes pontos estdo em lados opostos do horizonte, a integral ndo existe devido a divergéncia de
1/B(r) em r =ry.

Para obtermos a amplitude de probabilidade para a particula atravessar o horizonte
de eventos, devemos dar uma prescricdo extra para o cédlculo da integral [31]. Desde que o
horizonte de eventos definido em B(rg) = 0 é uma superficie do tipo luz, podemos usar um ig
adequado para indicar o contorno em torno de r = rg que serd feito para calcular a integral. A
prescricao que vamos usar € definir o contorno como sendo um semi-circulo infinitesimal acima
do polo r = rq para particulas ”saindo” do lado esquerdo do horizonte e particulas ’chegando”
do lado direito. Da mesma maneira, para particulas “chegando” pelo lado esquerdo e particulas
’saindo” pelo lado direito do horizonte (que corresponde a tomar uma transformacgdo reversa
no tempo da situacdo anterior), o contorno serd um semi-circulo infinitesimal abaixo do polo
r = ro. Equivalentemente, esta quantidade puxa a singularidade de r = ry para r = ro F i€ onde
o sinal de cima € usado para particulas que “saem” pelo lado esquerdo e que “chegam” pelo
lado direito enquanto o sinal de baixo € para a situagdo reversa. No caso do espagco-tempo de
Schwarzschild, isto significa acrescentar uma parte imagindria para a massa, desde que ro = 2M.

A prescricao feita acima para calcular a integral é o método do caminho complexo

que pode ser visto em [[11]. Este método € usado para calcular os coeficientes de reflexdo e
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transmissao na mecanica quantica usual por especificar um contorno complexo adequado para
um dado cendrio de tunelamento. O contorno deve ser especificado em duas regides semi-
cléssica, onde o ansatz usado para a fun¢do de onda pode ser usado com um erro negligencidvel,
e entdo aproximacao € valida ao longo de todo o contorno. Se singularidades estdo presentes
no sistema quantico e estdo entre as regides semi-classicas, o contorno complexo apropriado
contém informacao util que decide o comportamento estavel do sistema. Nos espagos-tempo
de buraco negro que estamos considerando aqui, a singularidade que aparece na agdo é
devido a presenca de um horizonte. Como a aproximacio semi-cldssica é usada em ambos os
lados do horizonte e aproximadamente préximos a este, o contorno complexo precisa ignorar a
singularidade e exigir que a aproximacao semi-cldssica seja valida em todo o contorno.

Agora, vamos considerar uma particula saindo (dSy/dr > 0) em r = r; < ry. O mé6-
dulo quadrado da amplitude para a particula atravessar o horizonte, fornece a probabilidade para
a emissdo ocorrer. A contribuigdo de Sy nas regides (ry,ro — €) e (ro+ €,r2) é real. Portanto,
ao escolher o contorno como sendo a metade superior do plano complexo, temos

ro+é€

Solemissdao] = —F glg(l) e m + (parte real)

inE
= —— + (parte real), 4.17)
R(ro) "

onde o sinal negativo na integral é devido a condigéo inicial dSy/dr > 0 em r =r; < ry. Devido
a definicdo que assumimos para R(rg) na equagdo (4.5]), que este é positivo, entdo B(r) < 0 para
r < ro.(Para o caso R < 0, deve-se mudar o sinal na integral). O mesmo resultado é obtido
para uma particula chegando (dSy/dr < 0) em r = r; < ryp. O contorno para este caso deve
ser escolhido para permanecer na metade inferior do plano complexo. A amplitude para esta
particula atravessar o horizonte deve ser o mesmo para a particula emitida, devido a invariancia
do sistema sob reversao temporal.

Agora, vamos considerar uma particula chegando (dSy/dr < 0)em r =ry > rg. O
modulo quadrado da amplitude desta particula atravessar o horizonte fornece a probabilidade
de ocorrer uma absor¢do. Escolhendo o contorno como metade superior do plano complexo,
obtemos
"€ dr

Solabsor¢do] = —F lim

+ (parte real
e—0Jry+e B(r) ® )

—inE
= ——— +(parte real). (4.18)
R(rp) P

O mesmo resultado é vdlido para uma particula saindo do horizonte (dSy/dr > 0) é considerada

em r = rp > rg. O contorno para este caso deve ser a metade inferior do plano complexo e a
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amplitude de probabilidade para esta particula cruzar o horizonte € a mesma da particula que
chega ser absorvida, devido a invariancia sob reversao temporal.
Com isto, do método WKB, podemos obter a probabilidade P o< exp(—%ImSO) de

ocorrer o tunelamento. Para as probabilidades de emissdo e abosr¢dao obtemos

2nE
Plemissdo| o< —— 4.19
[emissdo] exp( R ) , (4.19)
e
2nE
P|absor¢ao| o< — 4.20
[absorgdo] exp( = ) , (4.20)
e entao
ATE
Plemissdo| = exp (_f:—R) Plabsor¢io]. (4.21)

Agora, note que devido a invariancia por reversdao temporal, a probabilidade para o processo
de emissdo é o mesmo para o processo de absor¢do voltando no tempo e vice-versa. Entdo,
devemos interpretar o resultado acima de que a probabilidade de emissdo de particulas nao
¢ o mesmo que a probabilidade de absor¢do das particulas. Ou seja, se em algum momento o
horizonte emite particulas com uma certa probabilidade de emissao, a probabilidade de absor¢ao
de particulas no mesmo tempo € diferente da probabilidade de emissao. Portanto, este resultado
mostra que € mais provavel uma regido ganhar particulas do que outras perdé-las. Mais do que
isto, com a dependéncia exponencial da energia, € possivel dar uma interpretacao “térmica” para
este resultado. Para um sistema com temperatura 3! as probabilidades de emissio e absorcio
estdo relacionadas por

Plemissdo| = exp(—BE)P[absor¢do]. (4.22)

Comparando as equagdes (4.21)) e (4.22)), podemos identificar a temperatura do horizonte em
termos de R(rp). O resultado (4.21)) é baseado na suposi¢cdo R > 0. Se R < 0 haverd uma
mudanga do sinal na equagao. Incorporando ambos os resultados, obtemos para a temperatura

do horizonte :

_ h|R|
1
= ) 4.23
B =" (4.23)
Para o caso do buraco negro de Schwarzschild, obtemos
2M 1 )

que fornece R = (2M)~!, e a temperatura resultante é 3! = 71/87M. Para o espago-tempo de
Sitter,
B(r)=(1—-H**)~2HH '—r)=-2H(r—H ") (4.25)
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que fornece B! = hH /27 para a temperatura. Similarmente para o espaco-tempo Rindler
B(r)=(14+2gr)=2g(r+(2g)™) (4.26)
fornecendo B! = gh/2x. A férmula para a temperatura pode ser usada para modelos mais

complicados e obter os mesmos resultados que seriam obtidos por métodos mais detalhados.

A prescricdo usada para lidar com a singularidade € andlogo a continua¢do analitica
no tempo feito por Hawking [32] para obter a radiacao emitida por buracos negros. Se estamos
do lado esquerdo do horizonte e queremos contornar a singularidade por uma rotag¢do de 27 ao
invés de uma rotagdo por 7, pode ser mostrado que isto € equivalente a substituir as coordenadas
Kruskal (v,u) por (—v,—u). Uma rotagio completa por 27 em torno da singularidade pode ser
dividida em duas partes, uma para a amplitude de emissdo e a outra para a subsequente processo
de absor¢ao de uma particula com energia E. Desde que as amplitudes nao sd@o as mesmas na
presenca de um horizonte, obtemos a radiacdo Hawking usual por meio da equacdo (4.22),
com R(ry) dado por (2M)~!. Este processo é andlogo ao que é feito em [32], que relaciona as
amplitudes com os horizontes passado e futuro. No método original de Hawking a continuag@o
analitica de ¢ para r — 4Mir faz as coordenadas Kruskal ir de (v, u) para (—v, —u), e desde que o
nucleo da integral de caminho € analitica numa faixa de 4Mirx abaixo do eixo ¢ real, a radiagdo
Hawking € obtida por deformar apropriadamente o contorno de integracdo. No entanto, note
que neste método, nao € exigido a extensdo Kruskal e trabalhamos somente nas coordenadas
(t,7).

Agora, vamos verificar a validade do ansatz para o caso mg # 0. Para isto, vamos
considerar a expansdo (4.10) até o termo de ordem %/i e negligenciar os termos de ordens mais

altas. Feito isto, e substituindo para Sy a expressdo (#.12)), obtemos para S;:

d |
S| = —EltiEEl/ r
B(r) Ez—m(z)B(r)

— %m (E* —miB(r)), (4.27)

onde E;| é uma constante. Note que S possui uma singularidade em r = ry da mesma ordem
que tem a de Sp. Ao calcular a amplitude de probabilidade para a particula atravessar o hori-
zonte, a contribui¢do do termo singular € somente um fator de fase multiplicado pelo nucleo
semi-cldssico e portanto ndo possui consequéncias. O termo finito ndo-singular contribui para
o nucleo, mas este contribui a mesma quantidade para S[emissdo] e S[absorcao] e portanto ndo
afeta a relacdo entre as probabilidades Plemissdo] e P[absorcao]. Se calcularmos as demais
contribui¢des 57,53, € assim por diante, pode-se mostrar que todos eles possuem uma singula-
ridade no horizonte da mesma ordem de Sp. A contribuicdo para a amplitude de probabilidade
sdo apenas termos multiplicados por poténcias de 2 que podem ser negligenciados. Com isso,

vemos que o ansatz semi-cldssico no limite perturbativo € valido com erros negligenciaveis.
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A generalizagdo para (3 + 1) dimensdes € direta. Para isto, vamos utilizar a métrica
completa (4.1)). Para isto basta expandir a equacdo (4.7) da maneira adequada, isto é, basta

acrescentar a parte angular do laplaciano. A equacdo de Klein-Gordon escrita em coordenadas

(t,r,0,9)¢

1 0% 19 Lo 1 0 od 1 82q> m3

Como o problema € esfericamente simétrico, podemos usar separacdo de varidveis ® =¥(r,1)Y/"(6,¢)

1 2% 19 o¥ (EL AT
s e (7205 )+ (G e @29

E novamente fazendo o ansatz ¥ = exp((i/h)S(r,t)) e substituindo na equagdo

para obter

acima obtemos

1 [9S\? aS\* , I(I+Dr| n[ 1 9% 928 1d(r*B)dS
[m <§) ~50) (a_) T *7{%?‘3%,@7 ar o
(4.30)

Expandindo S em uma série de poténcias, como foi feito em (@.10]), obtemos para o termo de

ordem zero em /i,

o= —Et+ / dr \/Ez N (m2 +12/r2), 431)

onde o termo L? = I(I 4 1)h? é o quadrado do momento angular da particula. Note que o termo
L? pode ser negligenciado quando consideramos a equagio acima préximo do horizonte, devido
a multiplicag@o pelo fator B(r). Portanto, todos os resultados semi-classicos obtidos continuam
vdlidos ainda com dimensdes (3 + 1). O ansatz semi-cldssico permanece vélido ainda para os
termos de ordens mais altas de S. Todos estes termos possuem uma singularidade de mesma
ordem no horizonte, e suas contribuicdes para o propagador semi-classico ou € um fator de fase
ou fatores multiplicativos com poténcias de f, que podem ser negligenciados. Expandindo a
equacdo de Klein-Gordon para ® obtemos os mesmos resultados dados, mas nao iremos fazer

explicitamente aqui.
4.2 O método das geodésicas nulas

Para este método vamos também interpretar a radiacio Hawking como o tunela-
mento de particulas que sdo criadas proximas do horizonte de eventos de um buraco negro.
Neste método a conservagao de energia tem um papel crucial : A transic@o entre estados devem
ser feitas de tal maneira que a energia total seja a mesma, ou seja, a massa do buraco deve

ir diminuindo a medida que irradia. Isto é porque nos métodos padrdo para obter a radiagdo
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Hawking a geometria € considerada fixa e a conservacdo de energia nao é forcada durante o
processo.

Por outro lado, € considerado aqui um buraco negro num espaco Schwarzschild,
mas com uma geometria dindmica a fim de forcar a conservacdo de energia. Apesar da apa-
réncia, a geometria Schwarzschild nao é verdadeiramente estdtica, desde que ndo ha vetores
de Killing globais. Como este método é mais realistico, também serd dito aqui quais sdo as

corregcdes com relag@o aos casos padrao.

4.2.1 Tunelamento

A fim de determinarmos o que acontece quando um objeto cruza o horizonte de
eventos de um buraco negro, € necessario utilizarmos um sistema de coordenadas que seja ndo
singular em tal superficie. Por isso, ndo devemos usar as coordenadas padrdo Schwarzschild,

mas em vez disso vamos introduzir a nova coordenada temporal

VT —2M
Vr+V2M’

onde fg é a coordenada tempo Schwarzschild. Reescrevendo a métrica de Schwarzschild (2.15))

t=1ts+2V2Mr+2MIn (4.32)

em termos desta nova coordenada obtemos

M [2m
ds* = — (1 - 7) dr’ +2 Tdtdr—l—drz +r2dQ2. (4.33)

Note que nao ha singularidade em r = 2M, e que neste novo sistema de coordenadas o espago-
tempo mostra seu cardter dindmico por ser estaciondrio mas ndo estdtico. Estas coordenadas
foram primeiramente introduzidas por Painlevé [33] cuja utilidade no estudo de mecénica quan-
tica de buracos negros foi mostrado em [34].

A importancia deste sistema de coordenadas € o fato crucial de ndo apresentar uma
singularidade no horizonte e de serem estaciondrias. Isto nos permite definir um estado de
vacuo para campos quanticos, por exigir que estes aniquilem os modos de frequéncia negativa
com respeito a coordenada 7. Este estado ird parecer essencialmente vazio para observadores
que caem livremente em direacdo ao buraco negro. Este vdcuo ird essencialmente diferir do
vacuo Unruh, que exige modos de frequéncia positiva com respeito a coordenada Kruskal U =
—/r—2Mexp (—557) [24].

As geodésicas radiais nulas do espago-tempo definido por (4.33) sdo dadas por

dr 2M
= — =41 —1/— 4.34
’ dt r’ ( )

com o sinal de cima (baixo) correspondente as geodésicas que saem (chegam) do horizonte de

eventos do buraco negro, com a suposi¢do implicita de que a coordenada temporal ¢+ aumenta
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na direcdo futuro. Quando a gravidade gerada pela prépria particula € levada em consideragao,
as equagdes para o elemento de linha (4.33)) e para as geodésicas (#.34) sdo modificadas. Parti-
culas auto-gravitantes foram estudadas por Kraus e Wilczek [35] usando a teoria Hamiltoniana
para a gravidade. Eles mostraram que se considerarmos a massa do buraco negro fixa mas que
sua massa Arnowitt-Deser-Misner total varie, entdo particulas de energia @ irdo mover-se em
geodésicas de um espaco-tempo com a varidvel M substituida por M + @. No entanto, se consi-
derarmos que a massa do buraco negro flutue e que a massa total seja fixa, como é considerado

aqui, uma particula de energia @ ird mover-se em geodésicas num espago-tempo definido por

2(M - o 2M - o
ds? — — (1 _ g) dt* +2 gdtdr—i—drz +r2dQ?, (4.35)
r r

isto é, o elemento de linha comM — M — .

Como o comprimento de onda da radiacdo emitida por um buraco negro € da or-
dem do tamanho do buraco, poderiamos duvidar se € valido considerar uma descricao usando
particulas pontuais. Porém, quando a onda que sai do buraco negro é tracada de volta ao ho-
rizonte, seu comprimento de onda medido por observadores locais € sempre deslocado para o
azul. Préximo do horizonte, o nimero de onda radial tende ao infinito, e portanto a descri¢do
de particula pontual, ou o0 método WKB ¢ justificado.

A parte imagindria da acdo para uma particula com energia positiva que sai do

horizonte de eventos de rj, para roy € dada por

Tout Tout [Pr ’
ImS = Im/ prdr = Im/ / dp,dr. (4.36)
Tin Tin 0

Para efetuarmos o célculo da integral acima vamos utilizar a equagdo de movimento de Hamil-
. dH ., . - . .
ton 7 = ;- para mudar a varidvel de integracdo do momento para a energia. Ao fazermos isso,

r

obtemos
M—0  rrou
ImS = Im / / Al (4.37)
M rin r

@ [Tout dr ’
Im/ / ———(—dw), (4.38)
0 Tin 1 Z(M—CO,)
—/ L e)
onde foi usado a equagao (4.34) modificada e o sinal negativo na energia é devidoa H = M — o.
O contorno deve ser escolhido de forma a garantir que solucdes com energia positiva decaiam
com o tempo, isto &, devemos tomar a metade do plano inferior ®'. Com isto, obtemos para a
parte imagindria da acdo

ImS = 470 (M _ %) , (4.39)

dado que rj, > roy. Para entendermos este ordenamento, que exige o sinal correto, notemos que
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quando as integrais em (4.36)) ndo sdo trocadas e usando o contorno ® — ® — i€ temos

out fM—w /
ImS = Im / / L, (4.40)
Tin M 1_ 2_M
\ 2
out
— Im / —nrdr. (4.41)
m

E portanto ri, = 2M e roy = 2(M — ). Note também que se compararmos o resultado acima
com (4.36) obtemos Imp, = —mr. Embora este resultado seja aparentemente permitido classi-
camente, ¢ um movimento proibido classicamente. Isto € porque o proprio horizonte de eventos
estd contraindo. Assim, os limites da integral acima indicam que nesse caminho classicamente
proibido, a particula que sai comega sua trajetéria em r = 2M — €, isto €, a posi¢do inicial da par-
ticula € dentro do horizonte, e entdo a particula atravessa o horizonte contraido e materializa-se
em r =2(M — ) + &, ou seja, a posi¢do final é fora do horizonte.

Alternativamente e analogamente, podemos considerar a radiacio Hawking como
a criacdo de um par particula e antiparticula fora do horizonte de eventos, e considerar o tu-
nelamento da particula de energia negativa para dentro do buraco negro. Para efetuarmos os
célculos devemos notar que uma tal particula move-se na dire¢do inversa do tempo. Do ele-
mento de linha podemos ver rapidamente que tomar o reverso no tempo corresponde a
troca @ — —@ . Além disso, desde que a antiparticula vé a geometria da massa do bu-
raco negro fixa, a correcao da autogravitacao € substituir M por M + ® e ndo por M — @. Logo,

a parte imagindria da a¢do para uma particula com energia negativa entrando no buraco negro ¢

dada por
— tin ,
ImS = Im / / A (4.42)
0 Tout -1 + / Z(M—;HD)
= 4rnow <M— %) ; (4.43)

onde foi usado a "’teoria do buraco” de Feynmann para deformar o contorno : 0 — o +ie.
Ambas consideracdes, tunelamento de particula e antiparticula, contribuem para a
taxa de emissdo no efeito Hawking. Num célculo mais detalhado teriamos de levar em conta
a soma das amplitudes antes de tomarmos o quadrado da mesma, a fim de obtermos a taxa de
tunelamento semiclédssico. No entanto, tais consideracdes somente fornecem um prefator mul-
tiplicativo. Mas, existe um outro tratamento na qual a parte exponencial da taxa de tunelamento

¢ dado por [36]
[ e 2dmS _ ,—8no(M-%) _ eASB—H’ (4.44)

onde o resultado foi expresso na forma mais conveniente usando a variagdo da entropia de

Bekenstein-Hawking. Note que se o termo quadrético na energia for negligenciado, o resultado
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acima fornece o inverso da temperatura Hawking 87M para uma particula saindo do buraco
negro com energia . Esta correcdo aparece devido a conservagao da energia, que bruscamente
falando, auto-consistentemente aumenta a temperatura do buraco negro a medida que irradia.
Este resultado deve estar correto, visto que no caso limite onde € emitido uma particula com
toda a massa e carga (se for o caso) do buraco negro havera apenas um estado saindo possivel.
No entanto, hd exp(Sp.jg) estados possiveis, levando a uma contradi¢do. Mecéanica estatistica
afirma que a probabilidade de encontrar um corpo contendo toda a massa do buraco negro é
proporcional a exp(—Sp.g), como acima.

A partir da equagdo (4.44) com os termos quadrdticos da energia negligenciados e
usando os argumentos padrdo, obtemos o espectro de Planck com a correspondente temperatura

(8zM)~!
_do |T(o)P

() = 7 SO 7 (4.45)

onde o fator dependente da frequéncia |7(®)|* é a probabilidade da particula com energia ®
que sai do buraco negro alcancar seu futuro infinito e néo se espalhar de volta.

A mesma técnica acima se aplica para o caso do buraco negro carregado, isto &, a
solucdo de Reissner-Nordstrom. Porém, no caso em que a particula emitida também carrega a
carga do buraco negro, os calculos tornam-se extremamente complicados, visto que as trajeto-
rias destas particulas serdo influenciadas também pelo campo eletromagnético. Portanto, vamos
nos restringir apenas ao caso em que as particulas emitidas nao possuem carga. O procedimento
¢ completamente andlogo.

Primeiro, usamos um sistema de coordenadas que seja ndo singular no horizonte de
eventos e além disso, que mostre o cardter estaciondrio do espago-tempo. De maneira andloga,

definimos a nova coordenada temporal

—/2Mr — Q2 2 —M? M2 — Q2\/2Mr — Q2
t=t,+2v2Mr—Q0*+MIn r r-9 + 0 arctanh \/ Q\/ r-0

r+/2Mr — Q2 M? — Q2 Mr

(4.46)
onde ¢, € a coordenada temporal Reissner usual. Usando esta nova coordenada, reescrevemos o

elemento de linha de Reissner-Nordstrom (2.23) da forma

oM Q? 2M Q2
ds® = — (1 -+ Q—2> dr* +24/ — — Q—zdterrer + r2dQ2, (4.47)
r r r r

note que como esperado, o elemento de linha agora manifesta a caracteristica estaciondrio, nao
estatico e ndo singular no horizonte.

A equacdo de geodésica nula, isto €, a trajetéria seguida por particulas sem massa
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que saem do horizonte é dada por

dr 2M 2
= M2 (4.48)

e devemos substituir M — M — @ quando a autogravitacdo da particula € levada em conta [37]].

A parte imagindria da ac@o para uma particula que sai do horizonte de eventos é dada por

®  rrout d /
ImS:Im/ / - (—dw),
0 Jrw 4 JaM-0) @
r r2

onde novamente a integral € feita usando a prescricdo de Feynman, por deformar o contorno

(4.49)

© — o —ie. Oresiduo no polo pode ser eliminado via transformagao u = \/ 2(M — @' )r— Q2.

Feito isto, a probabilidade de a particula tunelar € dado por

[ ~ ¢ 2m (4.50)
_ ef4ﬂ[2w(M7w/2)f(Mfw)\/(Mfa))zfQZJrM\/szQz] 4.51)
—  ASBH (4.52)

Da mesma maneira, se considerarmos até primeira ordem em ®, obtemos o resultado usual para

a temperatura Hawking de um buraco negro carregado

TH:L A Sl % . (4.53)
2% (M+ /M2 = 0°)?

Novamente a conservacdo de energia implica em correcdes de ordens mais altas em @ e todos

estes termos podem ser incluidos para expressar a taxa de emissdo em termos da variacao de
entropia. Além disso, como a taxa de emissao tem que ser necessariamente real, as raizes na
expressao implica a ndo existéncia de radia¢do no caso nao fisico de a carga ser maior do
que a massa do buraco negro.

Note que todas essas derivacdes foram feitas através de uma fisica local. Nao foi
preciso apelar para Euclideaniza¢do e nem para uma fase de colapso. A assimetria no tempo
levando a radiagdo de saida surgiu ao invés de uma deformagao local do contorno em termos da

coordenada ndo estatica .

4.2.2 Relacdo com a descarga elétrica

Quando considerado a um nivel mais amplo, a radiagdo da massa do buraco negro
assemelha-se ao tunelamento de uma carga elétrica emitida por uma esfera condutora carre-
gada. Embora os dois efeitos sejam situacdes fisicas completamente distintas, as duas situagdes

implicam em um puzzle aparente. Isto € porque a forca elétrica entre cargas iguais € repul-



60

siva, enquanto a forca gravitacional é sempre atrativa. Relacionado a isto, a energia do campo
elétrico € sempre positiva, enquanto (heuristicamente) a energia do campo gravitacional € ne-
gativa. Nesta base, poderiamos pensar que o processo elétrico ocorre de maneira espontinea, €
ndo exige o tunelamento, enquanto no caso gravitacional ndo hd razdo evidente para isso.
Vamos considerar uma esfera condutora de raio R e carga Q. A energia do campo
elétrico pode ser baixada por emitir uma carga g, € esperamos que este processo ocorra es-
pontaneamente. Se negligenciarmos o efeito de reacdo da carga g sobre a esfera condutora, a
forca entre eles serd sempre repulsiva, para todas as distancias. No entanto, vamos levar em
conta também a carga induzida na esfera devido a carga ¢, o que € feito através do método das

imagens. O potencial efetivo para esta configuracdo € dado por

V(r)zq(Q_q— qR ) (4.54)

r r2 —R?
onde foi considerado configuracdes de carga imagem que garantam um potencial constante
sobre a superficie da esfera e fixo no infinito. Note que no limite Q >> g o primeiro termo
domina, e o potencial decresce monotonicamente com r, indicando nenhuma barreira. Mas, o
segundo termo aumenta monotonicamente com r e torna-se dominante a medida que r — R,
produzindo uma barreira.

No caso gravitacional, o problema € somente o inverso. Se negligenciarmos a reagao
da particula emitida, ndo h4 nada além de uma barreira. Ainda com os cdlculos incluindo a
reacdo, indica a possibilidade de redistribuir a massa e energia da esfera gravitante (buraco
negro) em energia cinética das particulas emitidas.

Desde que a energia intrinseca do campo gravitacional é negativa, é desvantajoso
reduzi-la, ponto por ponto. No entanto, desde que em geral, o espacotempo contendo o buraco
nao é globalmente estatico, existe modos de energia negativa propagando-se liviemente dentro
do horizonte de eventos do buraco negro, causando um encolhimento do buraco. Consequen-
temente, o raio do buraco negro diminui e o volume externo do espaco aumenta, sobre o qual
a integracdo dos campos ¢ feita. Isto, cinematicamente falando, € o porque do processo de ra-
diacdo € permitido. Como é considerado a geometria do buraco negro como fixada, este nao
deveria ser uma possivel fonte para a energia cinética da radiacdo, e uma genuina interpretacdo

da radiagdo Hawking tem de ser incluida.
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5 BURACOS NEGROS NAO-COMUTATIVOS

Neste capitulo introduziremos a geometria ndo-comutativa e como usé-la em teorias
fisicas. Apresentaremos algumas correcOes que esta teoria trouxe tanto para Teoria Quantica de
Campos quanto para Relatividade Geral. Em particular, algumas tentativas de obter uma versao
nao-comutativa da solu¢do de Schwarzschild sdo mostradas aqui. Finalmente, discutiremos a
versao ndo-comutativa completa do buraco negro de Schwarzschild ndo-comutativo determi-
nado por Nicolini [91]. A linha seguida aqui segue do artigo de revisdo do proprio Nicolini
[38].

5.1 Modelos de Geometria ’Fuzzy”

A ideia inicial para se estudar fisica em espacos nao comutativos veio no inicio do
desenvolvimento da teoria quantica, com o objetivo de tornar uma teoria a curtas distincias
com propriedades renormalizdveis ou até tornd-la finita [40] - [45]. Contudo, com o desenvol-
vimento das técnicas de renormalizacao em Teoria Quantica de Campos, houve uma perca de
interesse em nao comutatividade, até 0 momento em que uma tentativa de quantizar uma teoria
nao renormalizdvel, como a gravidade, foi estudado extensivamente. Paralelo a tudo isto, os
matematicos na década de 80 desenvolveram uma teoria a fim de descrever variedades Euclidi-
anas em termos do espectro do operador de Dirac definido sobre a variedade, fornecendo uma
generalizagdo da geometria diferencial chamada de Geometria Nao Comutativa [46]-[51].

O estudo de Geometria Nao Comutativa € de grande interesse em fisica de altas
energias. Em teoria de cordas abertas ¢ mostrado que as coordenadas do espago-tempo tornam-
se operadores ndo comutativos sobre uma D-brana na presenca de um campo constante Neveu-
Schwarz B [52]]-[53]. Consequentemente, as cordas abertas, pelo menos no limite de baixas
energias, quando a matéria se desacopla da gravidade, induz uma teoria quantica de campos
ndo comutativa, chamada de Teoria de Campos Nao Comutativa, caracterizado pela presenca
de uma dlgebra coordenada ndo comutativa. Também em Gravidade Quantica de Lago (Loop
Quantum Gravity) a geometria quantica resultante exibe um comportamento ndo comutativo :
operadores que medem dreas e volumes de uma subvariedade, estritamente falando, falham em
comutar [54]-[57].

Independentemente da interpretacdo da ndo comutatividade, como sendo uma ca-
racteristica inerente do espago-tempo ou como aspectos de Teoria de Cordas ou Gravidade
Quantica de Laco, a Geometria Nao Comutativa € frequentemente introduzida de tal maneira

a expressar a “imprecisdo” do espaco-tempo. Isto € feito através da imposi¢do da relacao de
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comutacgao :
X', x/] =i6" (5.1)

onde os x' sdo as coordenadas que caracterizam o espago e, no caso mais simples, 8%/ é uma
matriz real, antissimétrica de ordem DxD (D € a dimensdo do espaco-tempo), que possui a
dimensao de quadrado de comprimento. Essa matriz caracteriza as células fundamentais de dis-
cretizacdo do espago-tempo, de maneira analoga que a constante de Planck # discretiza o espago
de fase na mecanica quantica usual. Uma consequéncia direta de € que estruturas pontuais
nao sdo mais bem definidas, visto que como agora as coordenadas tornaram-se operadores nao

comutativos, haverd uma relacao de incerteza
i< L
MM12§\91|. 5.2)

Podemos interpretar esta perca de informagdo como sendo devido a um cutoff ultravioleta efe-
tivo natural, regulando nao apenas a gravidade mas qualquer outra teoria quintica de campos.
Definindo 6 como o valor médio de um elemento de 6%/, entdo \/Lg representa a escala de ener-
gia que separa o espagco-tempo convencional, representado por uma variedade diferencidvel, do
espaco-tempo representado por uma variedade ndo comutativa. H4 um consenso em que os
efeitos da ndo comutatividade aparecem entre a escala de energia do Modelo Padrio e a escala
Planck. Desta maneira, poderiamos pensar em usar ndo comutatividade em teoria quantica de
campos num espaco-tempo plano, para obter um limite inferior para a energia de corte na qual
as particulas se movem e interagem em um espaco distorcido. No entanto, note que as relacdes
fornecem uma sutil quantizacdo da variedade espago-tempo .#, sem considerar quais-
quer objetos tais como campos, fungdes ou tensores definidos sobre a variedade. Depois de
construida essa base € que podemos definir varios tipos de estruturas sobre a variedade, mesmo
quando . € sujeito a um comportamento nao comutativo. Entre as possiveis estruturas a ser
definidas, podemos considerar independentemente campos de matéria Y, propagando-se em
A, ou até mesmo quantidades tensoriais, tais como o tensor métrico guv, que caracteriza a
geometria e curvatura da variedade. Portanto, a quantizagdo do espago-tempo definido por (5.1))
¢ um processo independente das quantidades definidas sobre ele. De fato, o tensor métrico €
uma entidade matemadtica imposta a ., que serve para medir a interagdo gravitacional sobre a
variedade espago-tempo, de maneira andloga ao potencial gravitacional Newtoniano ¢ na fisica
pré-relativistica. Logo, as flutuacOes quanticas de g,y € uma resposta das flutuagdes quanticas
da variedade .# governado pelas equagdes (5.1). Portanto o comportamento quantico de .# é
independente do tensor métrico, e ainda existe mesmo quando hd apenas campos de matéria Yy,
propagando-se sobre a variedade.

Nao comutatividade poderia ser pensada como uma possivel violagdo da simetria
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de Lorentz : devido a discretizacdao do espago-tempo, diferentes comprimentos de onda da luz
deveriam viajar a diferentes velocidades, e tem um papel inesperado na energia de corte de
raios cosmicos. Contudo, a violagdo de Lorentz pode ou ndo ser considerada em Geometria
Nao Comutativa : existem maneiras de implementar deformagdes locais em teoria de campos,

impondo a seguinte relacdo ndo comutativa e forcando a simetria de Lorentz [38] - [64]:
x* x¥] =i6"", (5.3)

onde 6*V é agora um tensor antissimétrico de segunda ordem.

Um dos métodos mais populares encontrados na literatura para implementar a ndo
comutatividade € substituir a multiplicacdo usual dos campos na lagrangiana, por um produto
nao local chamado produto Groenewold-Moyal ou produto-x (estrela) [65]]-[66]. Esta técnica
foi inspirada nos estudos de mecanica quantica [67]-[68] e fornece uma maneira sisteméatica de
descrever espacos ndo comutativos e campos propagando-se sobre eles.

Desde que 0 ¢ um parametro livre, que pode ser considerado um valor varidvel,
comeg¢ando do zero e aumentando seu valor a medida que entramos no regime nao comutativo,
uma deformacéo sobre C(.#), o conjunto das fun¢des continuas e limitadas sobre .#, é uma
algebra o7y com os mesmos elementos e leis de adi¢do, porém com o produto usual de funcgdes
substituido pelo produto-x. Se nds quiséssemos especificar mondémios ou quaisquer outros ti-
pos de produtos entre as coordenadas ndo comutativas, teriamos de fornecer uma prescricao de
ordenamento. Porém, vamos contornar as condi¢des de ordenamento estabelecendo um isomor-
fismo entre a 4lgebra nio comutativa .27 e a dlgebra usual das funcdes C(RP), através de um
mapeamento linear S chamado simbolo do operador. Logo, podemos expressar a multiplicagdo

em 27y em termos do produto-x dos simbolos

f&=S""[S[f1*S[8ll, (5.4)

onde f, § € o/y. Pode-se pensar em diversas definicdes vilidas para S, correspondente as
diferentes escolhas do ordenamento para S~'. Uma escolha padrio e conveniente encontrada
na literatura é o ordenamento Weyl, denotado por # [67]-[68]. Como resultado, mapeamos
uma base monomial em C(.#) em uma base simetricamente ordenada dos elementos de <7y,
através de x%xP — %(Xaxﬁ +xPx%). A extensdo de # para o isomorfismo entre as dlgebras,
induzido pelo produto-x, é dado por #/[fxg| = # [f]# [g] = f &, onde f.g € C(.#) e f.§ €

og. A representagdo vird a ser

© 1 .\ k
fx)xgx)=Y o (é) 0P ..0%Pidy, .00, f(x)p, ...0p,8(%), (5.5)
k=0""

donde se nota facilmente que o produto-x é ndo comutativo e pode ser mostrado que este satisfaz
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a propriedade associativa. Portanto, a ndo comutatividade do espaco-tempo pode ser conside-
rada como produtos ordindrios em <7y entre operadores Weyl ou, equivalentemente, como uma
modifica¢do do produto comutativo das fungdes definidas sobre o espago-tempo C(.#) para o
produto-+x Moyal.

Para transformarmos uma teoria de campos em uma teoria ndo comutativa, podemos
escrever a acdo do campo em termos do operador Weyl W (@) correspondente ao campo ¢ (x).

Entao, podemos mapear a acdo de volta as coordenadas do espago para obter

5= [ [300)2 ") - i0-0)+ H(owosor0l] . G0

onde apenas por ilustracdo foi usado a a¢do para um campo escalar massivo. Pode ser mos-
trado que as regras de Feynman para a teoria de campos descrita pela agdo acima, fornecem
expressoes inalteradas para os propagadores e, portanto, ambas teorias sdo equivalentes a nivel
de campos livres. As tnicas modificacdes sdo devido as contribui¢cdes de vértices, que sao res-
ponsaveis pela ndo unitariedade da teoria e para uma mistura de divergéncias Ultravioleta(UV)
e Infravermelho(IR).

Essas peculiaridades da teoria estdo relacionadas a uma expansdo perturbativa em
0 na acdo acima, visto que essa € a Unica maneira de extrair resultados fenomenologicamente
testaveis. O que acontece € que ao truncarmos a série na ordem desejada para o parametro nao
comutativo 0, a ndo-localidade da teoria, codificada pela equagio (5.3)), é quebrada, fornecendo
uma teoria de campos local. Em outras palavras, a ndo localidade induzida pela variedade ndo
comutativa estd relacionada a presenca de termos de derivadas infinitas nos produtos de funcoes.
Portanto, expansdes de qualquer ordem em 6 fornece uma teoria de campos local que, a priori,
nada tem a ver com a teoria de campos ndo local original. Tentativas para tornar a teoria unitdria
[69] e contornar o problema da mistura das divergéncias UV/IR [70]-[71] foram feitas. Porém, a
maneira mais eficiente de lidar com isto, € mudar a perspectiva sobre o emprego de coordenadas
ndo comutativas e a correspondente dlgebra .o7y.

Sabemos, da mecénica quantica usual, que as flutuagdes de um operador quantico A
sdo devidos as imprecisdes do espaco de fase quantico, induzidos pelas relacdes de comutacao
de Heisenberg. Além disso, os autovalores do observdvel A fornecem os possiveis resultados
fisicamente aceitdveis de uma medida de A e o valor médio < A > destes autovalores fornecem
os resultados mais proximos das medidas do correspondente observavel cldssico. Valores mé-
dios, por serem misturas estatisticas de autovalores, levam em conta as flutuacdes quanticas do
observavel e evoluem com leis parecidas com as equagdes da dinamica cldssica. Assim, para
extrairmos quantidades fisicamente relevantes da dlgebra 7, vamos considerar um conjunto

de funcdes reais e continuas que correspondem aos valores médios < f > para cada f € 7.
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Este procedimento nos permite usar a multiplicacio usual, visto que os valores médios preser-
vam o carater ndo local devido a natureza ndo comutativa da dlgebra .o7y. O problema entio
é encontrar estados ndo-comutativos e calcular os respectivos valores médios < f > : a partir
de uma relagdo ndo comutativa (5.3)), ndo hd autoestados coordenados para os agora operadores
coordenadas e nenhuma representacdo pode ser definida. Porém, trabalhos pioneiros em dptica
quantica [[/2] sugerem que estados coerentes, definidos como autoestados de operadores escada
construidos apenas com operadores ndo comutativos, sdo os estados coordenados mais proxi-
mos que podemos construir, que nds podemos definir para coordenadas ndo-comutativas. Ou
seja, estados coerentes sdo aqueles que tornam o minimo de incerteza entre as coordenadas de
uma variedade ndo comutativa e nos permite calcular os valores médios acima citados.

Como exemplo, vamos considerar o caso mais simples de uma variedade nao- co-
mutativa : um plano ndo-comutativo [[73[]-[75], caracterizado por um espago-tempo com (2+1)

dimensdes, na qual apenas as coordenadas espaciais sdo ndo comutativas
[x',x/] =ifeY, (5.7)

onde i, j = 1,2 e 8Y = O¢Y foi escrito em termos de um Unico parametro ndo comutativo 6 e
um tensor antissimétrico €. Como agora as coordenadas espaciais sdo operadores ndo comu-
tativos, nés ndo podemos construir estados do tipo |x1 ,x2>. Porém, vamos construir operadores

ze z' a fim de definir um conjunto conveniente de estados

z=—'+ix?), (5.8)

5l

z' = %(xl —ix?), (5.9)

que satisfazem [z,z'] = . Com estes novos operadores podemos definir estados |z) tais que

z|z) = z|2), (5.10)

(z|z" = (7, (5.11)

*

onde |z) = exp(—%5 )exp(—%2")|0), com |0) sendo o estado de vécuo aniquilado pelo operador
z e 7 os correspondentes autovalores complexos. Com estes estados coerentes |z) podemos
associar qualquer operador F(x!,x?) com a funcio F(z) = (z| F(x',x?)|z), que é o seu valor

médio escrito em termos das quasicoordenadas x' e x* definidas por

(z|x'[z) = V2Rez =x', (5.12)
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(z]x*|z) = V2Imz = x>, (5.13)

Com estas definigdes podemos descrever uma teoria quantica de campos no plano ndo-comutativo.

Por exemplo, para um campo escalar temos

o(t,z) = Z [a; e El (zlexp(ipx') |z) +hc|, (5.14)
E.p
onde a, e a;f, sdo os convencionais operadores de aniquilacdo e criacdo, respectivamente, que
aniquilam estados com energia e momento bem definidos no espago de Fock. Devido a ndo co-
.. . . . _p2
mutatividade, o termo em (z| exp(ip;x/) |z) fornece um fator de decaimento Gaussiano e~ % /4,
Assim, a ndo comutatividade modifica a medida de integracao no espaco dos momentos, desde
que fungdes F(z) sdo representadas por sua transformada de Fourier inversa. Por exemplo, o
propagador para o caso de campos livres no espago dos momentos é dado por
6761%

-2 .
G(E,p) = L R (5.15)

que exibe o comportamento suave para o ultravioleta. Consequentemente, a equacio para a

fun¢do de Green deve ser modificada, por introduzir um diferente termo de fonte
(A+m?)Go(3 ) = po (¥ —3), (5.16)

isto €, a funcdo delta de Dirac foi substituida por uma distribuicdo Gaussiana, mostrando que
em ndo-comutatividade ndo h4 mais o cardter pontual.

Logo, vimos que as flutuacdes da variedade devido a ndo-comutatividade, fornece
um fator ultravioleta suave na transformada de Fourier dos campos definidos sobre a variedade,
ainda a nivel de campos livres. Importantes progressos nessa drea tem sido feitos a fim de
desenvolver uma teoria de campos numa formulacdo completamente ndo comutativa, isto &,
com todas as coordenadas sendo nao-comutativas. Como consequéncia, pode ser mostrado que
a Teoria de Campos Nao-Comutativo possui UV finito, e € livre de quaisquer contribuicoes IR,
enquanto a invariancia de Lorentz € recuperada impondo um Unico parimetro ndo-comutativo
0

x* x"]=i6c"", (5.17)

onde o*V é um tensor antissimétrico adimensional definido em [64].
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5.2 Buracos Negros em Gravidade Nao-Comutativa
5.2.1 Tentativas para obter a versao nao-comutativa da métrica de Schwarzschild

E de grande interesse obter uma versio nio-comutativa da Relatividade Geral, pois
uma vez que escolhemos um modelo de Geometria Nao-Comutativa, seria interessante obter
como as equagdes que descrevem o campo gravitacional seriam modificadas devido a impreci-
sdo do espago-tempo. Nesta secdo vamos apresentar uma formulacdo que fornecem métricas
concretas para a versdo ndo-comutativa das equagdes de Einstein.

Para comecar, vamos analisar como a ndo-comutatividade modifica a solu¢do mais
simples encontrada em Relatividade Geral usual, a solu¢do de Schwarzschild. Para este fim,
vamos primeiramente usar a modificagdo das equacdes de Einstein induzidas por um gauge
no grupo nio comutativo ISO(3,1)(o grupo de Poincaré completo, incluindo os elementos de
SO(3,1) e translagcdes no espaco-tempo) obtidas por [76]. Mais precisamente, considera-se o
campo de for¢a de gauge do grupo nao-comutativo ISO(4,1) e a contracdo com o grupo ISO(3,1)
¢ feita para obter os campos vierbein modificados em termos dos campos vierbein originais.
Feito isto, é possivel obter a modificagdo para o escalar de Ricci e, consequentemente, para a

acdo do campo gravitacional

4 /3. M pab v A1
/d VB x ol xR, (%) T VE (5.18)
onde &}, sdo os campos vierbein modificados, & = det(éﬁ) e ainversa &k, é definida por éf’a*éz =

55’ . Estas quantidades podem ser expressas através de uma expansdao em 6

&y :ez+i9vPeva+9vp9m€prm+0(93)7 (5.19)

oy = el +i0"P ek, + 0P O ek, s +0(07), (5.20)

onde e, € €}, S30 escritos em termos de ef;, B!V e as conexdes de spin a)ﬁb . Consequen-

temente, pode ser mostrado que a métrica modificada toma a forma [77]]

. 1 sa b oAb
By = Enab(ez*elj +ébxeyh). (5.21)

Expandindo os campos vierbein modificados é4 e usando os vierbein convencionais da solucio
u

de Schwarzschild, obtemos as componentes nao-nulas da métrica de Schwarzschild modificada
Suv
o(8r—1la)

= 624 0(6%), (5.22)

800 = 800 —
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o(4r—3a)
16r2(r — or)?

A

=g — 6%+ 0(6%), (5.23)

2r2 —17ar+ 1702
32r(r—a)

gn=gn- 62 +0(6"), (5.24)
(4 or — o) cosy — o (2r — )
16r(r— o)

onde a = 2M € o raio de Schwarzschild e g,y € a métrica de Schwarzschild convencional.

£33 =833 — 0% +0(6%), (5.25)

Nota-se imediatamente que a solucdo obtida por este método (pelo menos até a ordem em 0
considerado) ndo corrige o comportamento singular na origem e além disso fornece termos
1/r*.

Outra forma de introduzir corregdes nao-comutativas para a gravidade € exigir que
os 6V seja um tensor constante em um espago curvo € que as simetrias do espago-tempo
reduzem-se a difeomorfismos que preservam o elemento de volume que também deixa 64V
inalterado. Por meio de uma extensdo do produto Moyal [78] para espacgos curvos, foram en-

contradas contribui¢cdes ndo-comutativas para a métrica a nivel linearizado [[79]

2M ~ _
goo=1-— T(1+392—(ﬁ.9)2), (5.26)
8oi =0, (5.27)
M 32 o B2 3
gij = —0ij — T[nl-nﬁ&,-(e — (ii.0)%) + (6in; + 6;n;)1i.0), (5.28)

onde n; = x;/r sdo as componentes do vetor unitdrio na dire¢do radial e as componentes do
vetor O sdo definidas de tal maneira que 8"/ = €/%6,. Note que por este método o problema
da singularidade na origem ainda persiste. Porém, neste trabalho foram encontradas corre¢des
ndo-comutativas proporcionais a 62 para o potencial Newtoniano. Tais corre¢des podem ser
incorporadas na constante Newtoniana G para obter o um valor efetivo para a mesma. Além
disso, essas correcdes fornecem uma dependéncia angular (ﬁé )2 para o potencial Newtoniano,
que cai com 1/ 12, contribuicdo que parece ser fisicamente inconsistente.

Outro método para obter corre¢des ndo-comutativas a longas distancias para a geo-
metria classica foi proposto [[80]]. Este trabalho utiliza argumentos semi-cldssicos, no sentido de
que sdo consideradas as correcdes apenas devido a interagao do campo do graviton linearizado

com uma versao nao-comutativa do tensor momento-energia

1
Lo =5 / d*xhyy T, (5.29)
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onde o campo do graviton préximo a uma fonte estdtica (ou aproximadamente estdtica), pode
ser escrito em termos de uma integral de Fourier

g 1
hyy = —1671:/ #ezqr? (TEVC(C]) - zr,uvTNC(q)), (5.30)

onde vac(q) = (pa|: Tg\,c(x) :|p1) € gqu = (p2 — p1)u- E considerado o caso particular de um
campo escalar como fonte de momento e energia. A versdo ndo-comutativa do tensor momento-

energia do campo escalar € dado por
T = 5(046 279+ 0 x249) — S (dag0%9 —mP09).  (531)

Como usual, o cdlculo com o produto-x é feito por truncar a sua representacdo (5.5) em uma
2o s z . ~ v
dada ordem. Para manter termos de no médximo até quartas derivadas, a expansdo para TI\’ILC fica

sendo dada por
KARS TO”V+17“" I eaﬁepcaaaﬁwp 50, (5.32)

vV . . . ~
onde T0” € o tensor momento-energia para o campo escalar no caso comutativo. A solugio

obtida € dada por

2m  2m*  2md
g00:[1—7+r—2—r—3+ }+6h007 (5'33)
5 2m m? s Il 2m3 rirj siNC
8ij= | =0y | 1+ —r—z<i1+r—z>+r_3r_z +Ohij, (5.34)
g0i =0, (5.35)

onde as corre¢des devido aos termos de derivadas de quarta ordem no tensor energia-momento

sdo dadas por

300in0j
Nc M’ 6%e% _% 3rirj
Shog = —4— { S+ 5 (5.36)
SHNC = — 8, 6h)Y, (5.37)
ShYE = 0. (5.38)

Como podemos ver, essas corre¢des ainda nio exibem o comportamento geométrico na singu-
laridade, por ainda ndo eliminar o problema da singularidade na origem. Como nds iremos ver,
a falta do mecanismo de regularizacdo € devido ao uso de teorias de campo locais.

Por fim, outra tentativa de obter uma versao ndo-comutativa da solu¢ao de Schwarzs-

12,

child foi obtida considerando a seguinte substituigdo 7 = (), £; 2) onde os X; satisfazem as
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relagdes de comutagdo (5.1). A métrica proposta foi [81]]-[82]:

oM didp
ds? = (1 . 7) dr? — ﬁ — FR(dy? + sin® wd¢?). (5.39)
7

Escrevendo este elemento de linha em termos das coordenadas comutativas, x; = X; + %9,- iDj
onde p; = p; (isto €, os momentos ainda comutam entre si), podemos considerar as corre¢des
devido a estas substituicdes por meio de uma expansdo perturbativa. Para a componente g
obtém-se

200 ~ (1_2%) M [Z.é—%(pzez—(ﬁ.é)) +0(6°), (5.40)

onde Ly = &jixip;j, com [x;, pj| = i8;; e as componentes de 6 sdo tais que 6;; = %e,-jkek. No
entanto, note que esta solu¢c@o apresenta comportamentos nao esperados : d7 é um simbolo que
. . . 2 . . ..
parece inconsistente, o elemento de linha ds~ € escrito em termos de operadores Hermitianos
x' e p' e ndo por funcdes e nada é definido, as correcdes devido aos momentos linear e angular

fornecem uma correcdo de 1/ 13, piorando ainda mais o comportamento da geometria na origem.

5.2.2 Em direcao a solucdo de Schwarzschild nao-comutativa completa

Vimos na se¢@o anterior que as métricas analisadas, mesmo com o uso da nao-
comutatividade, ainda ndo nos fornecem informagdes sobre a geometria na origem e, além
disso, ndo sdo capazes de descrever o que acontece quando o buraco negro entra na fase de
Planck (quando o raio do seu horizonte se aproxima do valor do comprimento de Planck, devido
ao processo de evaporagdao). Como ja foi dito, isto acontece porque para obter tais solugdes
foi usado uma expansio no parametro nao-comutativo 8 e como consequéncia, ndo hd como
governar o carater ndo-local da variedade nao-comutativa e ndo pode curar a singularidade na
origem.

Porém, ao contrario do que foi feito, foi proposto uma modificagao do potencial
newtoniano [83]] considerando os efeitos “completos” da ndo-comutatividade, isto €, sem ser
feito uma expansdo perturbativa em 6. Esta modificacdo foi obtida através da componente /gy
do campo do graviton

hoo = —87 / d*y G(x,y)Too(y), (5.41)

em que foi considerado uma distribuicdo gaussiana para o tensor momento-energia € para o

propagador no espaco dos momentos. Apds cdlculos exatos, eles obtiveram para o potencial

M r
¢(r) = —7erf(2\/§> , (5.42)

~ ( . 2 e e
onde a fung¢@o erro é definida por erf(x) = \/LE Jo dte™"". Pode-se ver que no infinito, isto é, para

Newtoniano

r >> /0, o potencial tende para a forma usual, caindo com 1/r, enquanto que para pequenas
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distancias, isto é, para r << v/, o parimetro ndo-comutativo 6 fornece uma regularizagio
para o potencial tal que ¢(0) = —\/%. Pela primeira vez 0 ganha o papel de comprimento
minimo, o cutoff na distancia devido a ndo-localidade intrinseca de um campo propagando-se
numa variedade ndo-comutativa.

Este trabalho levou a mais proposicdes sobre a interagdo gravitacional quando o
espaco-tempo € considerado uma variedade ndo-comutativa. De fato, o potencial modificado
foi usado para propor uma versdao 2D ndo-comutativa da solu¢do de Schwarzschild [84]
bem como para obter e resolver a versdo linearizada ndo-comutativa das equagdes de Einstein
[85]-[86]. Mesmo no limite de campos fracos estas consideragdes levam a importantes conclu-
sdes, pois, desde que a ndo-comutatividade seja uma caracteristica inerente do espago-tempo,
esta ndo depende da curvatura e, portanto, quaisquer modifica¢des devido a ndo-comutatividade
devem ser manifestadas ainda no regime de campo fraco. O uso das quasicoordenadas (os valo-

res médios dos operadores coordenadas) levou a seguinte modificacao das equagdes de Einstein

linearizada :
Vg = 87pe(¥), (5.43)
. M 32
Po(X) Wexp (_E) ; (5.44)

fornecendo uma distribui¢c@o do tipo gaussiana ao invés da distribui¢do convencional de Dirac
8, de acordo com a presenca de um comprimento minimo /6 na variedade. Por outro lado, a
parte geométrica, descrita pelo tensor de Einstein, € formalmente considerada inalterada, mas
com o cuidado de escrever este tensor em termos das ja mencionadas quasicoordenadas.
Pode-se obter, sem quaisquer expansdo perturbativa em 6, o equivalente ndo-comutativo
para o elemento de linha de Schwarzschild linearizado
2
ds? = (1— %rye,i—e))dﬂ—dﬂ, (5.45)

onde Y € a funcdo Gama incompleta, definida por:

2 2 /46
ye,:—e) :/0 dit 2. (5.46)

Note que sob a condicdo r > \/5 ~ l,, a métrica acima fornece as caracteristicas

desejadas da ndo-comutatividade : do ponto de vista geométrico, as flutuagdes quanticas da
variedade ndo-comutativa regularizam a singularidade na origem; do ponto de vista termodina-
mico o buraco negro resultante ird apresentar uma regularizacdo também em sua temperatura,
depois de atingido um pico na temperatura, ocorrerd uma diminuicdo na emissao Hawking e

consequentemente um resfriamento suave do buraco negro ird ocorrer a medida que irradia.
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Outro aspecto importante é que a ndo-comutatividade implica que o buraco negro deve ter uma

massa minima M para que haja a existéncia de um horizonte de eventos. De fato, todas essas

caracteristicas podem ser visualizadas através das Figuras 5.1, 5.2 e 5.3 a seguir.

10

1_
051 _
7 - 'Hc-arizon radius
P P
0 4
=0.5
[=]
[=1 s
2, .
T ’/
_1—-— .
-1.5-

Figura 5.1: Solugdo linearizada: Funcdo gog vs distncia radial /v/@ para algum

valor de massa M /+/0 M3 [38].

Na figura 5.1 a primeira linha corresponde a uma massa M = 0,5Mj, que implica a

nao existéncia de um horizonte de eventos; a ultima linha corresponde a uma massa M = 2M,,

que de fato corresponde a um buraco negro que € regular na origem r = 0; a curva do meio

(linha s6lida) corresponde ao caso limite M = M na qual o raio do horizonte de eventos diminui

rapidamente proximo da origem.

5 S

mass

horizon radius

Figura 5.2: Solugio linearizada: A massa M/v/0 M3 vs relagdo com o horizonte de
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eventos rH/\/§ [38].

Na figura 5.2 a linha tracejada corresponde ao caso usual, em que a massa € dire-
tamente proporcional ao raio do horizonte, tornando-se nula na origem. No entanto, note que
no caso nao-comutativo, indicado pela linha sélida, vé-se que M(rg — 0) — My =0, SWMI%,

que implica que para M < My ndo havera a existéncia de horizonte de eventos.
0.07 i
0.06
0.05

0.04 1

0.03 1

Hawking temperature

0.02 —

0.014 —_—

horizon radius

Figura 5.3: Solugio linearizada: A temperatura Hawking 71/@ vs horizonte de

eventos r11/v/0 [38].
Na figura 5.3 a linha tracejada corresponde ao caso usual, em que a temperatura

Hawking é sempre crescente a medida que o buraco negro irradia, divergindo quando rig — O.
A curva sélida mostra a corre¢do da temperatura devido a ndo-comutatividade. Vé-se que a
temperatura alcanca um pico T}I}/Iax —=2,18.1072/4/0 para ry = 2,74+/6, e entio esta decresce
suavemente até zero a medida que rg — 0, eliminando o comportamento divergente do caso

usual.

5.3 A solucido de Schwarzschild nao-comutativa

As consideragdes da sec¢do anterior nos leva a seguinte versao ndao-comutativa das

equacdes de Einstein escrita em termos das quasicoordenadas
v v
Gy =8xnT,", (5.47)

onde a parte geométrica descrita pelo tensor de Einstein é mantida inalterada enquanto as mo-

dificacdes mais drdsticas ocorre no termo de fonte. Considerando uma fonte esfericamente



74

simétrica, estética, difusa pelos efeitos da ndo-comutatividade obtemos a seguinte forma para a

distribuicdo de energia
M r
7 S 5.48
40y P ( 49) ! .45)

que substitui a convencional distribuicdo delta de Dirac § e fornece a seguinte componente

po(r) =

temporal para o tensor momento-energia

Tgo = —po (7). (5.49)

As equagdes de conservagao VvTél ¥ =0 e a condicdo "tipo Schwarzschil” gog = — g, deter-

minam completamente a forma para o tensor momento-energia

Ty u = diag(—pe, pr.pL.PL), (5.50)

onde p, = —pg € p| = —Pg — 50,pg(r). Este tensor momento-energia difere do de um fluido
perfeito por ndo apresentar termos isotropicos na pressio, porém, p, € p| sido notavelmente
diferentes apenas para pontos muito préximos da origem, isto &, para r ~ /0, e a condi¢io de
fluido perfeito € recuperada para grandes distancias. Colocando Tél ¥ nas equacdes de Einstein

resultantes e levando em conta todas as consideracdes obtem-se o seguinte elemento de linha

aM 3 2 aM 3 2 -
ds* = — ([1— ——y( 2. — ) )d?+(1- 9y, — dr* + r2dQ? 5.51
S ( rﬁ7<2’49>) +< rﬁy(2’49)) rrdQs, o GSh

onde dQ? = dy? + sin? wd¢? (onde agora v denota o dngulo polar das coordenadas esféricas)

e ¥(3/2,r%/40) é a fungio Gamma incompleta

2 r?/46
}'(%,:—9) :/o dri'?e", (5.52)

A métrica (5.5T)) descreve um corpo auto gravitante, do tipo fluido anisotrépico cuja pressao ra-
dial ndo-nula € uma consequéncia das flutuagdes quanticas da variedade nao-comutativa, pres-
sdo esta que previne que a matéria ndo colapse em um ponto. Este € o primeiro efeito fisico
relevante devido a ndo-comutatividade. De fato, célculos puramente cldssicos nos faz acreditar
em um colapso de matéria, ao contrario do que acontece quando a natureza quantica do campo
gravitacional € levada em conta. Como esperado, os efeitos da ndo-comutatividade apenas
tornam-se relevantes para pontos préximos da origem r & v/0, onde ambas pressdes tangencias

3/2 na origem.

e densidade de matéria sdo regularizadas por 6 e possuem o valor finito M /(47 6)
Assintoticamente no infinito, isto é, para grandes distancias, a densidade e pressdes se anulam,

recuperando o regime de “’solu¢do no vicuo’.
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g_0o0

Legend

g_00 for M=<M_0
g_00 for M=M_0
g_00 for M=M_0

Figura 5.4. A solugdo de Schwarzschild ndo-comutativa. A fungdo —goo = g,
vs r/+/0 para virios valores de M/+/0. A curva mais alta corresponde a M = /6 (nenhum
horizonte) a curva do centro corresponde a M = My ~ 1,90v/6(um horizonte degenerado em
rg =rg ~ 3, 0\/5) e a curva mais baixa corresponde a M = 3, 02\/§(dois horizontes em rg =
r_~1,601/0¢rg=r.~6,0/0)38l.

5.3.1 Horizontes, curvatura e condicoes de energia

Vamos analisar mais detalhadamente as propriedades da métrica (5.51]), comegando
pelo estudo da equagdo do horizonte —ggo(rg) = ¢ (r) = 0. Como pode ser visto na Figura
5.4, diferente do caso usual, em que ha apenas um horizonte de eventos em rg = 2M, a nao-
comutatividade introduz um valor de massa minima M = My ~ 1,90v/6 na qual ndo hd presenca
de horizonte para M < My. Para M > My a solugdo apresentard dois horizontes distintos e
para o caso limite M = M, haverd apenas um horizonte degenerado em rg = rg ~ 3,0\/5,
correspondente ao buraco negro extremo.

A ndo-comutatividade curou o problema da divergéncia da curvatura na origem.
Isto pode ser visto ao calcularmos o valor do escalar de Ricci na origem cujo resultado € dado

por
aM

NZTEE

Portanto para r < v/0 a curvatura possui um valor finito e positivo na origem. Ao invés de

R(0) (5.53)

0 espaco-tempo tornar-se singular a medida que nos aproximamos da origem, encontra-se um
nucleo de Sitter cuja constante cosmoldgica é governada pela ndo-comutatividade e € dada por
A=M/3 \/E63/ 2. Fazendo a analogia com a aparicio de termos de constante cosmoldgica in-

duzidos por flutuacdes quanticas, quando descritas em termos de um tensor momento-energia
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do tipo fluido [87]], os termos de pressao mostrados anteriormente s@o o retrato do tipo fluido das
flutuacdes quanticas nao-comutativas, que determinam um nucleo de Sitter regular para pontos
proximos da origem. Tentativas anteriores para fazer um nucleo de Sitter proximo a origem,
a fim de regularizar a solu¢do de Schwarzschild, foram feitas [88]-[89]]. Tais solu¢des sdo co-
nhecidas como buracos negros regulares. A grande diferenca da solu¢do nao-comutativa das de
buracos negros regulares € que o nucleo de Sitter préximo da origem ndo € algo forcadamente
colocado na teoria, mas € o parametro ndo-comutativo 8 que causa a transi¢dao suave para geo-
metria regular de Sitter proximo da origem, ou seja, a regularidade do espaco-tempo descende
diretamente do comportamento ndo-comutativo estabelecido pela rela¢do (5.3)).

Agora, vamos analisar as condi¢des de energia da solugdo. Se pensarmos na solucao
(5.5T) como uma solugio classica das equagdes de Einstein, poderiamos pensar numa possivel

violagdo da condi¢do forte de energia
Po+pr+2p. >0, (5.54)

mesmo quando as condi¢des fracas, pg + p, > 0 e pg + p, > 0 sdo sempre satisfeitas. De fato,

note que

2
Do+ pr2p, e /4e (;—9 - 2) , (5.55)

que implica uma violagio da condi¢do forte de energia para r < 2/6. Isto significa que o
tratamento cldssico para a matéria e energia torna-se completamente equivocado numa regido
em que supomos desde o comego que os efeitos quanticos torna-se completamente dominante.
Ou seja, no nicleo regular de Sitter préximo da origem, mais precisamente a 2v/6 de distancia
do centro do buraco negro, a gravidade serd descrita por Geometria Nao-Comutatividade e nao

pela Relatividade Geral.

5.3.2 A termodinamica do buraco negro

Como j4 foi visto na andlise da solucdo linearizada, o comportamento regular do
espaco-tempo € refletido na termodinamica da solu¢do. De fato, podemos usar os métodos
estabelecidos para determinar analiticamente a temperatura Hawking para a solucdo (5.51),

fornecendo a seguinte expressao

2
1 I’3+ e—r+/49

= 1—
4zry 4032 y(3/2;r2 /46) |’

T (5.56)

onde a massa M foi escrita em termos do raio do horizonte de eventos. O comportamento da
temperatura Hawking para a solu¢iao de Schwarzschild ndo-comutativa pode ser visto na Figura

5.5. Note que para grandes distancias da fonte o comportamento convencional iy o< 1/M ainda
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¢ valido. A diferenca notdvel aparece quando, no decorrer do processo de evaporacdo, o raio
do horizonte r, atinge aproximadamente o valor 61/ : a partir dai comeca o desvio do caso
usual na qual a temperatura alcanga seu valor maximo em ry = rmax ~ 4,761/6 e entio o buraco
negro comegara a se resfriar, com uma relevante diminuicio na taxa de emisao térmica. Quando
r4 atinge o valor ry ~ 3,021/8, isto é, quando o buraco negro alcanga sua configura¢io extrema

com massa My ~ 1,901/, a temperatura é zero e encerra-se o processo da emissio térmica.

004{ |

0.03 1

T 3
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] / '“‘\
0.01-
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.'III _—‘_-_—‘—_-_-_-_-_'_‘_' —— —_—
IIII
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outer horizon radius
Legend

Noncommutative temperature
----------------------- Schwarzschild temperature

Figura 5.5 : A temperatura Hawking Tv/6 vs o raio do horizonte r /v/6 [38].

Novamente, para r4 < ry o0 buraco negro atinge sua configura¢io extrema e nés nao
podemos falar em horizonte de eventos e nenhuma temperatura pode ser definida. Dizemos
entdo, que essa configuracio de temperatura final zero € considerado uma ’reliquia” do buraco
negro, isto é, o remanescente da evaporacdo do buraco negro devido ao efeito Hawking. Note
que, embora o buraco negro atinja uma temperatura maxima de aproximadamente 2,1.10%0 K,
nao estamos aptos a considerar quaisquer efeitos reversos. De fato, eh esta fase de resfriamento
que nos permite usar a solugdo (5.51)) durante toda a vida do buraco negro : para termos um
efeito reverso significante devemos ter En,x =~ M, onde En,x € o valor mdximo da energia
térmica, condicdo esta que nos leva a /6 < 10~3*cm, uma restrigdo nio fisica.

Agora vamos considerar os efeitos da ndo-comutatividade nas demais quantidades
termodinamicas. Em particular, vamos verificar a lei das dreas para a entropia, fazendo uso da
segunda lei da termodinamica

1 dM (r +)

onde a fungdo M(ry) =I'(3/2)r+/2y(3/2;r% /46) é obtida através da equacdo do horizonte

—goo(r+) = g (r+) = 0. Integrando a expressdo (5.57) do horizonte extremo ry até um valor
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genérico do horizonte de eventos r, obtemos

1
ASy=— (A4 —Ap) +35n, (5.58)
4Gg

onde A} = 47rr3_, Ay = 47tr(2), enquanto Gg(r) pode ser interpretado como uma constante de

Newton efetiva dado por

G — Go(r) =Giy<§7ﬁ), (5.59)
Vai\2'46

onde, para deixarmos explicito, foram usados unidades em que G ¢ diferente de 1, e o fator

0Sy € um pequeno termo de corre¢do. O primeiro termo de (5.58) é a versdo ndo-comutativa

da lei das dreas de Bekenstein-Hawking, enquanto o segundo termo sdo mais corre¢des nao-

comutativas que sdo sempre exponencialmente pequenas. De fato, como ry > v/0, podemos

usar a aproximacio y(3/2;r%/40) ~ /7t /2 para encontrar

OSy ~ (rge_r%/‘w — rie_r‘z*/w). (5.60)

1
2/6G
Entdo nés dizemos que a lei das dreas continua valida com correcdes exponencialmente peque-

nas. O comportamento da entropia pode ser visto na Figura 5.6.
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Figura 5.6 A funcio Z%\/@ vs. o raio do horizonte de eventos r /+/6 [38].

Podemos notar pelo grafico que o comportamento convencional para a relacdo area-
entropia vale até r & rmax ~ 4,76+/6, valor do horizonte na qual a temperatura atinge seu valor
maximo e a fase de resfriamento comeca. L.ogo, as corre¢des ndo comutativas sao dominantes
apenas na regido ro < ry < rmax. O comportamento da entropia € qualitativamente o mesmo do
caso usual de Schwarzschild, pelo menos no que se refere a Terceira Lei da Termodinamica :
para temperaturas proximas ao zero absoluto, a entropia € governada apenas pela temperatura

e, além disso, tende para um valor minimo constante independentemente de outros pardmetros.
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Em particular, tem-se ASg = 0, para o remanescente do buraco negro r = rq [90]-[92].
Finalmente vamos analisar a influéncia da ndo-comutatividade na capacidade tér-

mica do buraco negro de Schwarzschild ndo-comutativo. A capacidade térmica € dada pela

dM dSu\ [dTu\
C="" =Ty (2 ) (22 5.61
Ty~ " (dr+> (dr+) (>61)

Podemos notar imediatamente que uma temperatura igual zero corresponde a C = 0 que nos leva

expressao

a concluir que o remanescente do buraco negro é um objeto termodinamicamente estavel, que
ndo pode trocar energia e evaporar. Além disso, qualquer zero da fung¢do dTy/dr implica em
um polo para a capacidade térmica C e nos diz 0 momento em que ha a troca de sinal para C > 0,
tornando o sistema estavel, isto €, 0 momento em que comeca a fase de resfriamento do buraco
negro. O fato de haver um ponto em que C se torna singular ndo deve ser algo preocupante,

para isto basta ver que ainda nos pontos criticos de C e Ty a entropia

Su = C(Th) (dﬁ) , (5.62)

¢ sempre uma funcao positiva definida, fornecendo a termodinamica correta do buraco negro.
Logo, a singularidade na capacidade térmica marca o momento da transi¢io de fase do buraco
negro entre o regime instavel de Schwarzschild para o regime estdvel da fase de resfriamento
[93]]-[94]].
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6 SOLUCAO DO TIPO SCHWARZSCHILD NUMA TEORIA DE GAUGE
NAO-COMUTATIVA

Neste capitulo discutiremos a solucao obtida pelos autores Bufalo e Tureanu [106].
A forma em que a ndo-comutatividade € introduzida aqui € baseado na linhas dos trabalhos de
Chamseddine [76] e Chaichian [77], ja discutidos no capitulo anterior. A diferenca da solugdo
de Bufalo e Tureanu € a imposicao da simetria esférica e entdo as equagdes de Einstein modifica-
das sdo resolvidas. E esperado que uma tal solugio ainda apresente um comportamento irregular
na origem, visto que a forma de introduzir a ndo-comutatividade aqui é baseado numa expan-
sdo perturbativa do pardmetro ndo-comutativo. Porém, a solucdo de Bufalo traz interessantes

caracteristicas como, por exemplo, uma possivel interpretacdo fisica da nao-comutatividade.

6.1 Teoria de gauge De Sitter

Vamos comecar revisando o formalismo do método da base ortonormal, ou o forma-
lismo vierbein [21]]. Para introduzir este modelo, vamos utilizar a teoria de gauge do grupo De
Sitter SO(4,1) para um espago-tempo 4-dimensional [95]]. O grupo SO(4,1) possui 10 dimen-
soes e seus geradores infinitesimais sao tais que Map = —Mpy, onde A,B=0,1,2,3,4. Podemos
colocar A =a,4e B=>b,4onde a,b =0,1,2,3, e com isto podemos introduzir P, = M,4 como
os geradores das translagdes e M,;, = —Mp, como os geradores das rotacdes de Lorentz. Os
potenciais de gauge associados sdo denotados por a)ﬁB = —a)ﬁA. Dos potenciais acima pode-
mos identificar as conexdes de spin a)ﬁb = —mﬁ“ e 0s campos vierbein a)ﬁ“ = ke%,onde Kk é um
parametro de contragdo. O campo de forca associado com os potenciais de gauge wﬁB ¢ dado
por

DB _ AC DB), 6.1)

AB AB AB AC
Fyy = 0u®,” — dyo,” +Nep (@, 0,7 — o)~ oy

onde N¢cp =diag(—1,+1,+1,+1,+1). Novamente, podemos escrever as seguintes componen-

tes em termos dos campos vierbein e das conexdes de spin :

Flfi‘, = kT, = K[dyef, — dvey + nbc(wﬁbef, — w\‘,’beﬁ)] (6.2)
e
b _ pab b b - db db b b
Fiy = Rjyy = @y’ — v + Nea (0 @) — 0y @) + k(e ey — evey ), (6.3)

onde 1, =diag(—1,+1,+1,+1). No limite de k¥ — 0 o grupo de gauge resultante é 0 ISO(3, 1),
o chamado grupo de gauge Poincaré da gravitacdo. Esta teoria de gauge possui a estrutura geo-
métrica do espaco Riemann-Cartan Uy, onde ambos curvatura Rﬁb‘, e torgdo 77, estdo presentes,

e sdo escritos em termos dos campos de gauge gravitacionais e, e dos potenciais a)ﬁb. Portanto,
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pode-se ver que a teoria de gauge Poincaré, € uma teoria da gravidade onde ambos massa e spin
sao fontes de campos gravitacionais.

No entanto, note que se considerarmos que os campos vierbein e as conexdes de
spin ndo sdo varidveis independentes (por exemplo, no caso de matéria sem spin), podemos
obter uma expressao das componentes da conexao de spin em termos dos campos vierbein, por

exigir que a tor¢ao (6.2)) seja nula
uey) = Neaefy mﬁf . (6.4)

No caso de tor¢do nula, a estrutura geométrica reduz-se para um espaco Riemanniano Vj. Ire-
mos usar a equagdo ([6.4)) para determinar as componentes da conexao de spin no caso do espago-
tempo ndo-comutativo, desde que ¢ uma maneira mais simples natural de fazé-lo. Além disso,
os calculos tensoriais sdo facilmente feitos no formalismo vierbein, desde que a fisica torna-se
mais ’visivel’ num referencial localmente inercial.

O tensor de curvatura da teoria de gauge Poincaré ISO(3,1) é obtido diretamente

de (6.3)

R, = 008" — 9y 0 + Moy (0 0 — 0 ). (6.5)

Como vamos considerar a contraparte ndo-comutativa da solu¢cdo de Schwarzschild das equa-

coes de movimento gravitacional, € natural exigir uma métrica estatica e esfericamente simétrica

ds* = —f(r)di* + £~V (r)dr* 4+ r*(d6® +sin® 0d9?), (6.6)

onde foi escolhido x* = (¢,r,0,¢) com u = 0,1,2,3 para as coordenadas do espago-tempo.

Uma base ortonormal adequada para a métrica acima é dada por [21]]

e = [y 6.7)
ew = 1)y (6.8)
e, = r(do)y, (6.9)
e, = rsinf(dg), (6.10)
Note que ao introduzir uma base ortonormal ndo-coordenada, os campos vierbein ej; e sua
inversa zﬁf s@o definidos por um covetor e = eﬁdx“ e seu vetor dual e, = Eﬁf 8u, respectivamente,

satisfazendo as condigdes e e, =

\ azH __ Sa
9, eeje, = 6.
A fim de determinar as componentes desconhecidas da métrica, devemos resolver

as equagdes de movimento para e} (x),

R% — le“

T uR =87y, (6.11)



82

onde R = Rff{,él‘)’ eR= Rﬁb‘,éﬁf e}. E usado um sistema de unidades tal que G =c =fi = 1,
e T € o tensor momento-energia da fonte de matéria. Podemos usar as equagdes para
determinar a solucao interior, mas podemos também podemos determinar a solugdo exterior, ou
solu¢do no vacuo, que € dado por

RY =0. (6.12)

Agora, vamos determinar a solucdo ndo-comutativa primeiramente no vacuo, por resolver a
equacio (6.12)), e depois usar (6.11) para obter a solucdo interior, onde iremos considerar um

fluido perfeito como fonte para o campo gravitacional.
6.2 Solucao exterior

Agora, vamos introduzir a ndo-comutatividade no modelo que estamos usando, isto
€, a teoria de gauge gravitacional Poincaré. Para isto, vamos utilizar o produto estrela Moyal
""" entre campos vierbein, e entdo fazer uma andlise perturbativa para as contribui¢des nao-
comutativas para a solu¢do no vicuo das equacdes de movimento para um espago-tempo es-
titico e esfericamente simétrico. Para acrescentar nao-comutatividade em gravidade, vamos
utilizar o método desenvolvido em [76], onde uma deformacdo da gravitacao € obtida por ca-
librar o grupo SO(4,1), e depois tomar uma contragdo k — O para obter a teoria de gauge
Poincaré ISO(3, 1) e entdo a teoria de gauge deformada, na qual sera feito os célculos.

A estrutura ndo-comutativa do espago-tempo é determinada impondo a seguinte

relacdo de comutacdo
XM xV] =ieHY, (6.13)

onde os pardmetros @4V = —@YH sdo constantes que medem a ndo-comutatividade. Note que
as coordenadas do espago-tempo ganham o status de operadores. Para desenvolver a teoria
de gauge ndo-comutativa, vamos introduzir o produto estrela Moyal para duas funcdes g e A,
definido por [[77, [105]

2(x) % h(x) = g(x)exp B@ﬂﬁﬁ} h(x). (6.14)

Deve ser enfatizado que o produto estrela Moyal € nao-local por defini¢do e portanto deve agir
no espago-tempo inteiro. No entanto, desde que ndo iremos considerar a contribui¢do completa
da ndo-comutatividade, mas apenas contribui¢ces até a ordem ®2, a situacdo pode ser vista
como pequenas perturbacdes no espaco tangente na qual os campos vierbein sdo definidos. Note
que introduzir ndo-comutatividade através do produto Moyal (6.14]) torna a teoria nao covariante
sob transformacdes gerais de coordenadas, sem considerar se esta € usada na teoria de gauge
ou na teoria de Einstein da gravidade. Além disso, deve ser notado também que a simetria de

Lorentz € quebrada devido a ndo-comutatividade como usual, em nosso, dos campos vierbein.
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Agora, vamos introduzir a acdo modificada de Einstein-Cartan [96]]:
1
Spe — a/d“x(ye*\*e“ <R %3} + H.c), 6.15)
1
_ H/az“x(ye|1e*+H.c), 6.16)

b

4 : ; _ — 1 ouvio d _
onde ¥ € o acoplamento de Einstein e |e.| = det,(ef;) = 7;6"V*C €apeaey x ey xe§ xeg = det(e);) +

u
0(@2) Além disso, seguindo da definicdo do produto estrela Moyal, obtemos as expressoes

para métrica deformada g,y = 2nab( x el +ebxet), o tensor de Ricci deformado Ry =

u
R"b * eb e escalar de Ricci deformado R, = ¢, *R“b *eb Note a Hermiticidade da defini-
¢80 (6.16). Uma tal definicdo serd de suma importincia para a anélise das equagdes de campo
de Einstein deformadas.

Precisamos determinar a expressao para tensor de tor¢do na teoria de gauge modi-
ficada. Para isto, precisamos variar a acdo de Einstein-Cartan (6.16)) com respeito as conexdes

de spin a)ﬁb. O resultado obtido é
2T, = 28[ueﬁ] — ncde[ ] 1 H.c. (6.17)

Em particular, deve ser notado que a condicao de realidade sobre o tensor de tor¢ao esta codifi-
cada no resultado acima, portanto nenhuma ambiguidade no ordenamento estrela esta presente.

Considerando novamente o caso de tor¢ao nula, obtemos a condi¢c@o generalizada
20),¢4) = Neaef, * O +H.c. (6.18)

A expressdo acima € o ponto de partida, desde que esta relaciona as componentes (complexas)
da conexao de spin em termos dos campos vierbein. No caso ndo-comutativo o tensor de tor¢ao
pode ser ndo nulo, embora no caso usual o seja [97], entdo a suposi¢ado de tor¢ao nula neste caso
€ uma restri¢cdo especifica.

As derivadas do lado esquerdo da equagdo (6.18)) podem ser obtidas diretamente
usando as relagdes (6.7). Além disso, substituindo a forma explicita dos campos vierbein nas

equacdes (6.18) obtemos as seguintes restricdes a serem satisfeitas :

£ F(dr)(de)y = (F2 (dr) ) o o] + (r(dB),) x @)} + (rsin 6(d¢) ) x @, +H.c. (6.19)

_(f%(dt)[u)*w‘l/?+(r(de)[u)*w‘l,]z—l—(rsin@(d(p)[ )x oy +H.c. (6.20)

(dr)[”(de) (f2 (dt) )*a)‘%]o—i— (f771 (dr)[”)*a)‘z,}l + (rsin@(d(;))[ﬂ)*(x)\%}3 +H.c. (621)
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25in 0/(dr), (d9)y+2rcos 0(d6), (d9)y = —(f%(dz)m)*wﬁ]‘hr(f%’(dr)[u)*wﬁf +(r(d6),) * o]

(6.22)
Para resolver as equacdes acima, vamos usar um ansatz baseado no caso comutativo usual [21]].

O ansatz se baseia em impor as seguintes relagdes para as componentes

)y = 0 (6.23)
oy = 0 (6.24)
Wy = %f’(dt)u (6.25)
o = —f3(do), (6.26)

Substituindo o ansatz nas equagdes (6.20) e (6.21) obtemos as seguintes restricdes

(rsinB(d9) ) x o +He. = 0 (6.27)

(rsin6(d9),) * @) +H.c. = 0 (6.28)

Além disso, tomando as componentes t = 1 e it = 2 na equacao (6.22]) obtemos as restri¢des
adicionais
25in0(dd)y = (f?)xw +H.c. (6.29)
2rcos0(dg)y = (r)xo*+H.c. (6.30)
13

Podemos utilizar as quatro ultimas equagdes para determinar as componentes @~ € a)ff’, que

sdo dadas por

o = —(f1)*(sin6)(d9)y (6.31)
w7 = —(r")*(rcos8)(de)y. (6.32)

Agora, note que desde que ndo obtemos nenhuma inconsisténcia, podemos dizer que de fato
nossas suposi¢des iniciais nos levaram as componentes modificadas da conexao de spin. Além
disso, podemos adicionar partes imagindrias nas solucdes para conexdo de spin, as equagdes
(6.23), (6.31) e (6.32) sem violar as restri¢cdes (6.18). Estes termos extras podem ser escolhidos

de tal forma que no caso comutativo usual estes tendam a zero. Logo, a classe de solucdes

que € obtida aqui € apenas um tipo particular de um grupo mais geral de solucgdes fisicamente
modificadas.

O tensor de Riemann (6.5)) pode ser generalizado diretamente, por substituir o pro-

2
]

+H.
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duto usual pelo produto estrela Moyal

RS, = )’ — 0y 0 + Nea (0f x 0 — 0  wfl”). (6.33)

A fim de obter as componentes ndo nulas do tensor de Riemann (6.33)), vamos usar as expressdes
das componentes da conexao de spin (6.23)), (6.31)) e (6.32). Ao efetuar os célculo, obtemos para

as componentes do tensor de Riemann

RY, = f'(dr)(dr)y (6.34)
R = f1f(d6),(dr)y (6.35)
RY, = —[f2f)(sin@)(dr),(d9)y, (6.36)
R2 = —f7 f(dr)(de), (6.37)

RIS, = —(f2 f) % (sin0)(dr)ju(d)y) +2([f2r "% (rcos ) — 2 xcos 6)(d0), (d9)y,
(6.38)

Ry, =2((r?(rcos 0) —r~ ' xcos 0)(dr) |y (d9)y) +2((r) ' x(rsin®) — fxsin0)(d6), (d9),).
(6.39)

Note que nas equagdes (6.38)), (6.39), houve a presenga de termos extras devido a ndo-comutatividade,

que se cancelam quando impomos o limite ® = 0. A generalizac¢do para o caso ndo-comutativo

do tensor de Ricci pode ser feito diretamente como antes, e as equacdes de movimento modifi-

cadas no vdcuo podem ser obtidas a partir da a¢do (6.16),
R+ He =0 (6.40)

Os cdlculos perturbativos usando o produto estrela levam a partes imagindrias nos termos de po-
téncias impares do parametro ndo-comutativo ®. Desde que estamos interessados numa teoria
de gauge ndo comutativa da gravidade, os campos de gauge, assim como a equac¢ao de movi-
mento (6.40)), estdo sujeitas a condicdo realidade, que vem diretamente da agdo (6.16)). Para este

propdsito, as componentes ndo nulas do tensor de Ricci sdo expressadas como

R)+H.c.=R)\é} +R):y + Ry, <&y +H.c. (6.41)

R +H.c.=R\% +RI2&y +R3«xey +H.c. (6.42)
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R34+ H.c.=RYey +R3 ey +R3 «éy +H.c. (6.43)

R3+H.c.=RYxey + R «é) + R «é&y + H.c. (6.44)

Para simplificar os cdlculos, vamos usar um sistema de coordenadas onde as componentes da

matriz ®"V fica dado por [[77,[103]

QMY = : (6.45)

-0
0

o o o o
©c o ® o
o o o o

com u,v=0,1,2,3 e ® ¢ um parametro constante|'| Apds efetuar os calculos, obtemos para as

componentes do tensor de Ricci até segunda ordem em ©

R)+H.c.= —%fif” rlff —®2f2f +0(0%), (6.46)

R+ He = —%lef” e #G)Zlef’ +0(8%), (6.47)
RR+Hce =—f+r(1-f+ %@2(1 —f)+0(8?), (6.48)
R3+H.c.=—f'sin@+(1—f)r 'sin@+ 4—36)2(1 — f)sin® +0(03). (6.49)

Com isto, podemos obter a solu¢c@o exterior usando a componente R% do tensor de Ricci. A

partir da equag@o de movimento (4.7)), obtemos

_ 1
RE+Hce =—f+r(1-f+ 4—3@)2(1 —f)+0(©* =0. (6.50)
Resolvendo a equag@o acima para a funcgdo f(r), obtemos a solucdo exterior modificada

2
£(r) :1_€ {1_®_] (6.51)

r 8r2

onde C € uma constante de integragdo. No caso usual a constante C € relacionada com a massa
M do buraco negro, por considerar corpos testes no regime de campos fracos, isto é, na teoria

Newtoniana da gravidade. No entanto, como as geodésicas do espago-tempo de Schwarzschild

! As componentes temporais do pardmetro ndo-comutativo nio foram consideradas pois pode ser mostrado que
iSso acarreta numa teoria com caracteristicas indesejaveis, como por exemplo uma Teoria Quantica de Campos néo
unitaria. [98,199}100]
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no caso nao-comutativo sao mais complicados [101], uma tal relacdo ndo pode valer. Logo,

vamos comentar as implicac¢des da estrutura modificada no caso da solugdo interior deformada.
6.3 Solucao Interior

Ap06s obtida a solugdo exterior, precisamos completar a andlise obtendo a solugdo
interior. Para este fim, vamos considerar como fonte de matéria o tensor momento-energia de
um fluido perfeito(comutativo) para as equagdes de movimento (6.11)). Para garantir a condi-
cdo de realidade devemos considerar a ag¢do (6.16) adicionada de campos de matéria. Logo, a
solugdo interior modificada pode ser obtida por resolver as equagdes de campo modificada :

G =R — lea R.+H.c.=16xT]. (6.52)
n w5 I
As componentes do tensor de Ricci ja foram obtidas na secdo anterior, e entdo falta calcular

apenas o termo
4R, +H.c.= (&) *xR)+&| *R| +&xR3+ & xR3) el + H.c. (6.53)

Note que as componentes do tensor de Ricci na equagéo (6.52)), sdo as calculadas nas expressdes
(6.41)-(6.44). Em particular, estamos interessados em determinar a componente 00 da equagdo

de movimento (6.52). Para este fim, basta considerar e calcular
R, +H.c.= (&)xRY+ &l «R} + &3+ R3+ &« R3)ed+H.c. (6.54)

Analogamente ao que € feito na sec¢do anterior, apds efetuar todos os cdlculos obtém-se para a

componente 00 :

GO =—f1,72 [r(l —f) {1 —~ %@%2” +0(0°). (6.55)

Vamos considerar como fonte de matéria para o campo gravitacional o tensor momento-energia

de um fluido perfeito(comutativo) 7\ = T\ft eﬁ, com

Ty = diag(—p,p,p,p). (6.56)

Substituindo as equagdes (6.55)) e (6.56) na equagdo de movimento (6.52), e apds efetuar uma

integracdo, obtemos
1
r(1—f) {1 — g@)Zr—z} = 2m(r) (6.57)

— 87 / dRR2p(R)+C, (6.58)
0



88

onde m(r) é chamado funcdo massa. Além disso, podemos definir as quantidades A = r? —

2 2 .
% —2rm(r)eX=r*— %, tal que a solugdo toma a forma f(r) = £.Logo, o elemento de linha
modificado pode ser escrito como

A X
ds® = _Edtz + Zdr2 +1*(d6* +sin® 0d¢?). (6.59)

Embora a presenca da corre¢do ndo-comutativa tenha modificado a singularidade no caso da
métrica de Schwarzschild usual (r¢ = 2M) de uma maneira ndo trivial, podemos ver que A

possui duas singularidades na coordenada radial r,

02
ry =m(r)+1\/m>(r)+ < (6.60)

E o horizonte interno r = r_. Mas este serd negativo r— < 0 e portanto ndo possui nenhum

significado fisico. Logo, no caso ndo-comutativo de fato ha apenas uma singularidade em r =

ry.
Uma implicacdo dos efeitos da nao-comutatividade pode ser obtido diretamente da

equacdo (6.60). Se restaurarmos as unidades, o raio do horizonte ;. pode ser escrito como :

2 2
re= 22 () + \/(l_pm(r)> + %, 6.61)

onde M, = % ~ 10~8kg é a massa de Planck e [, = fz_g; ~ 1073m é o comprimento de

Planck. A nao-comutatividade fornece uma corre¢do do raio de Schwarzschild da forma

zleff
ry & m(r), (6.62)
My

onde lefr = [, (1 + (%)2 32222 (r)) € o comprimento minimo efetivo. Para um buraco negro com
massa da ordem da massa de Planck m(r) ~ M), o comprimento minimo efetivo é da ordem de
logr =~ [ pt ?g_lzp

E esperado que os efeitos da ndo-comutatividade tornem-se relevantes nas escalas
de Planck, entdo, em principio, espera-se que estes efeitos prevalecam na escala de energia de
Planck Anc = E, ~ 10'9TeV. Neste caso, vemos que para um buraco negro com a massa de
Planck, a principal contribui¢do para o raio efetivo vem da solugdo de Schwarzschild usual,
sendo os efeitos da ndo-comutatividade 32 vezes menor. O raio efetivo do buraco negro é entao
um pouco maior do que o raio de Schwarzschild usual [esr =~ 1.031),.

Vamos considerar escalas de energia intermedidrios encontrados na literatura, onde

os efeitos da ndo-comutatividade tornam-se relevantes, desde que os efeitos da ndo-comutatividade

variam muito de um modelo para outro. Por exemplo, um limite na escala de energia Axc >
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10*TeV, é obtido por analisar corre¢des do momento magnético andmalo do elétron [102] le-
vando a uma estimativa para para o comprimento minimo efetivo da ordem de .t < 10~!?m.
Enquanto para um limite na escala de energia Axc > 10'!TeV & obtido por estudar o experi-
mento do magnetometro atdmico [103]], onde leva a um comprimento minimo efetivo da ordem
logr < 1072%m. Logo, vemos que a contribuicio de ®, quando calculadas com um menor li-
mite de energia, fornece um comprimento efetivo bem maior comparado com o comprimento
de Planck [, ~ 1073 m. Este comportamento pode ser tracado para o fato que os limites de
energia para ndo-comutatividade dependem do problema fisico que estd sendo analisado, bem
como da precisao dos resultados experimentais, onde as corre¢des da nao-comutatividade sdao
equipados com barras de erro dos dados experimentais.

Voltando para a nossa solu¢@o, podemos notar que o raio do horizonte corrigido
(6.60) é andlogo ao do buraco negro de Reissner-Nordstrom, um buraco negro carregado, no
caso usual [4, 3], onde A = r2 —2rM + Q2 e X =r2 na qual as singularidades da solucdo de
Reissner-Nordstrom sao

re =M+/M2— Q2 (6.63)

onde Q € a carga elétrica total do buraco e M sua massa total. Note que neste caso hd a presenca
de dois horizontes, um interno r = r_ e um externo r = r..

Logo, como a solucdo de Reissner-Nordstrom € obtida na presenca de um campo
elétrico na solug@o, é possivel fazer uma analogia entre os resultados (6.60) e (6.63)) para os
raios do horizonte para dar uma interpretacao fisica da ndo-comutatividade. A contribuicio de
® em ([6.60) é manifestada através de um campo se propagando no background, andlogo ao
efeito do campo elétrico na solugdo de Reissner-Nordstrom.

No entanto, a ndo-comutatividade produz um efeito oposto ao do campo elétrico
em Reissner-Nordstrom, no sentido de que em (6.63)) a presenca da carga elétrica leva a uma
diminuicdo do raio horizonte em comparacdo com o raio de Schwarzschild rg, enquanto a nao-
comutatividade em leva a um aumento do raio do horizonte. A interpretagao fisica deste
resultado € que o campo elétrico e ndo-comutatividade podem ser vistos, respectivamente, como
responsavel por uma forca/potencial, que faz com que o raio do buraco negro se torne menor e
maior, respectivamente. Este dltimo pode ser interpretado como uma confusio do espago-tempo

devido a ndo-comutatividade, levando a um efeito similar a um fluido incompressivel [[104]].
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7 TERMODINAMICA DO BURACO NEGRO

Finalmente, é determinado aqui as quantidades termodindmicas temperatura, entro-
pia e capacidade térmica para o buraco negro de Bufalo e Tureanu [106]]. Como j4 foi enfatizado,
ainda ndo é esperado um comportamento regular para sua temperatura. Porém, nada nos impede
de determinarmos quais as pequenas correcoes a solucao de Bufalo nos traz comparado com o

caso usual.

7.1 Temperatura

No capitulo anterior obtemos uma solugdo de um buraco negro do tipo Schwarzs-
child numa teoria de gauge da gravidade nao-comutativa [106]. A métrica obtida € estdtica e

esfericamente simétrica, e possui a forma

dr?
ds® = —f(r)dt> + — + r*dQ?, (7.1)
A 7
onde dQ? é a métrica de uma esfera bidimensional, e a funcéo lapso f (r) possui a forma
m[ ]!
=1-—|1-—— 7.2
fm=1-2h-2] 7.2

onde M € um parametro que estd relacionado com a massa total do buraco negro, e como vimos
©® ¢ uma constante que mede a ndo-comutatividade. O comportamento da fungdo lapso f(r)
estd sendo mostrado na figura 2] Note que a ndo-comutatividade torna-se relevante a medida
que aumentamos o parametro ndo-comutativo ®.

Vimos também que esta solucao apresenta duas raizes.

@2

ri:M 1:': 1+W

(7.3)

O comportamento das raizes r+ estd mostrado na figura (3| Note que o que seria o horizonte
interno r_ € negativo para M > 0 e portanto nao possui significado fisico, entdo de fato hd apenas
uma singularidade no caso ndo-comutativo. Podemos ver também que a ndo-comutatividade
trouxe um aumento do raio do horizonte em compara¢do com o valor usual, que corresponde,
no limite ® — 0 a singularidade usual exibida pela métrica de Schwarzschild nas coordenadas
usuais (7,7,0,0).

Para obter a temperatura Hawking para esta solu¢do, vamos empregar o formalismo
Hamilton-Jacobi que foi desenvolvido em [9] e revisado no segundo capitulo. Como vimos,

este método se baseia em tratar o horizonte de eventos como uma barreira de potencial tal
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Figura 2: Fungao lapso f(r). Note o desvio do caso cldssico a medida que o parimetro ®
aumenta. A linha vertical corresponde a localizacdo r = 2M do horizonte cldssico.
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Figura 3: As singularidades do buraco negro r+ como uma fun¢io do pardmetro
nao-comutativo ®. Note que r corresponde ao horizonte do buraco negro r; = 2M no limite
classico 8 — 0, e a singularidade nao fisica r— = 0 é removida.

que as particulas criadas proximas do horizonte podem escapar do buraco negro através do
tunelamento quantico. O método consiste em calcular a probabilidade de ocorrer o tunelamento.
Para este fim, € suficiente considerar somente eventos proximos do horizonte e com trajetorias

radiais, tal que tudo pode ser resolvido no plano t —r.

2= —f(rrP+ —. (7.4)

Por simplicidade, vamos considerar a perturbacdo de um campo escalar massivo ¢ que se pro-

paga no background definido pela métrica (7.4]). A equacdo de movimento do campo escalar é

a equacgao de Klein-Gordon
ng"VV Vo —m?p =0, (7.5)

onde m € a massa associada ao campo ¢.
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Usando a métrica ((7.4) a equacdo de Klein-Gordon nos leva a

2
=9+ L1320+ 39,119~ 3 f(7)9 = 0. 1.6

Se noés interpretarmos ¢ como uma fun¢do de onda semi-classica associado com as particulas
que sdo criadas no buraco negro, podemos resolver a equagao através do método WKB,

que consiste em usar o seguinte ansatz

m@a:apkﬁfmwy (7.7)

Substituindo o ansatz na equagio e expandindo o resultado em poténcias de A, obte-

mos par a a IMEnor or dem
(0.7 — F2(r)(0,.7)2 —m> f(r) =0, (7.8)

A equagdo ¢ a equagdo de Hamilton-Jacobi para uma particula de massa m, com . fazendo

o papel da acdo relativistica. Usando separagdo de varidveis, possui a solugdo:
F(t,r)=—ot+W(r), (7.9)

onde @ é uma constante de movimento que pode ser interpretado como a energia da radiacdo
emitida. Colocando a solug¢io (7.9) na equac@o (7.8]) obtemos que a fun¢do W (r) deve obedecer
arelacdo

/ e o —m2 (). (7.10)

Agora nés tomamos a expansdo de f(r) préximo do horizonte de eventos r,

Jr)=flr)+ 1 (ro)r—ry)+---, (7.11)

e entdo a parte espacial da acdo (7.10) toma a forma

_ r R —mf(ry)(r—ry)
ﬂ_/ﬁm (7.12)

(r—ry) ’
onde o primo denota derivada com respeito a coordenada radial . A dltima integral pode ser

resolvida usando o teorema de residuo que fornece o resultado

2T
= ) (7.13)
f'(rs)
A probabilidade de ocorrer o tunelamento e a particula escapar do buraco negro é dado por
I' ~exp(—2Im.#) =exp [— 4o } (7.14)
fira) ) '
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onde nés notamos que Im.# = ImW.

—o/T

Comparando a equagio com o fator de Boltzmann e , obtemos a tempe-

ratura do buraco negro

_ o f(ry)
2Im.7 arw
No nosso caso, com f(r) dado por (7.2)) e o raio do horizonte por (7.3)) obtemos para a tempe-

@2
1 VItae 1 -M
sm? T (7.16)

T (7.15)

ratura

Iy

Note que no limite cldssico ® — 0 nds recuperamos a temperatura do buraco negro no caso

usual. O comportamento da temperatura corrigida estd indicado na figura[d] Note que para gran-

M=
L

=] =1 [=]
e} I

[

o n 7 n n R n 1N
ol J.4 - 0.8 ul

Figura 4: A temperatura Hawking corrigida como dada pela equacéo (7.16)(grafico azul) x
temperatura Hawking do buraco negro classico(gréafico laranja), ambos em fun¢ao da massa
M Note que os efeitos da ndo-comutatividade prevalecem a medida que o buraco negro
evapora, como esperado.

des valores da massa as correcdes quanticas sdo negligencidveis, mas a medida que o buraco
negro evapora o desvio da situagdo cldssica torna-se notdvel. O efeito da ndo-comutatividade
torna-se dominante no estagio final de evaporacdo do buraco negro, como esperado. No entanto,
a ndo-comutatividade apresentada nesta solucdo apresentou resultados contrdrios daqueles es-
perados pela literatura. Ao invés do buraco negro ir resfriando até alcancar a temperatura zero,
sua temperatura aumenta continuamente a medida que evapora, divergindo quando M tende a
zero. De fato, podemos ver que a solugdo corrigida esquenta mais rdpido que o usual. Este
comportamento era esperado, pois para se obter esta solu¢do foi utilizado uma expansdo até
segunda ordem no parametro ndao-comutativo ©.

Porém, a fim de eliminarmos a divergéncia, iremos impor um “cutoff” na tem-

peratura, exigindo que o buraco negro evapore até sua massa alcancar a massa de Planck
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M, ~ 10~8kg. De fato, esta deve ser a menor massa que um objeto fisico poderia alcangar,
e entdo o buraco negro nao teria mais energia suficiente para emitir radiacao.

Com isto, podemos estimar a temperatura méxima alcangada pelo buraco negro
no fim de sua evaporacdo. Desde que a ndo-comutatividade é de fato uma contribui¢io muito
pequena, vamos expandir, até a segunda ordem em ® = 0, a expressao para a temperatura

emtornode ® =0 :

T~ — 4 © _; 1+ o (7.17)
H™=gam " 256mm3 ~ 5 32M2 )’ '

onde Ts., = 1/8nM é a temperatura usual para o buraco negro de Schwarzschild. Usando o
valor estimado para o pardmetro ® ~ 0.2/, veja [84], onde [, ~ 1073m é o comprimento de

Planck, o buraco negro ird alcancar a temperatura maxima :
TE™ = 1,00125Tsc;, (M), (7.18)

onde Ts.,(M),) é a temperatura para um buraco negro de Schwarzschild com a massa de Planck.
Como podemos ver, a maior contribui¢cdo vem da solucdo usual de Schwarzschild, sendo a nao-
comutatividade uma correcdo muito pequena, mesmo em escalas de Planck, onde estes efeitos

tornam-se relevantes.
7.2 Entropia e Capacidade Térmica

Como noés obtemos a temperatura, € imediato o célculo da entropia através da pri-

meira lei da termodindmica. A entropia € dada por

M
S= [ —. 7.19
. (7.19)

Usando a expressao para a temperatura (7.16), e efetuando a integragio, obtemos para a entropia

@2 @ @2
S = 2znM*{1 1+ ——— — _log |4M | 1 14+ ——
T { + +8M2 e og[ < + +8M2>]}

2 [re @
Escrevendo a massa em fung¢@o do raio do horizonte de eventos, podemos reescrever a entropia
da forma )
A 70 1
S - _ _ 1 4 — 7.21
s T et + 3. (.21

onde A = 47rri € a drea do horizonte de eventos, desde que o buraco negro é esfericamente
simétrico. Note que o primeiro termo em ([/.21)) € a lei das dreas de Bekenstein para a entropia,

e no segundo termo hd a presenca de uma correc¢do logaritmica devido a ndo-comutatividade.
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Estd claro da expressdo para a entropia ((/.21)) que no limite cldssico ® — 0, nds recuperamos a
entropia de Bekenstein-Hawking do buraco negro de Schwarzschild no caso usual.
Usando a expressdo para a temperatura corrigida (7.16)), obtemos a capacidade tér-

mica do buraco negro a partir da termodindmica usual

oM 4TM*©%V/ 02 + 8M?
oT 16V/2M3 — 8M2/O2 + 8M2 + ©2/02 + 8M2

G, (7.22)

e, —0=0
R -=-0=1/10
0=1/2

T T T T T T

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
M

Figura 5: Capacidade térmica do buraco negro como fun¢do do paradmetro ndo comutativo ©.
Note que o comportamento cldssico é recuperado no limite 8 — 0.

Novamente, no limite para o caso usual ® — 0 obtemos a capacidade térmica do
buraco negro de Schwarzschild Cs.;, = —87tM 2. Como no caso usual, a capacidade térmica para
a solucgdo corrigida é sempre negativa, o que mostra que mesmo com corre¢des ndo-comutativas
o buraco negro permanece instavel, como ja notado pelo resultado da temperatura. A capacidade
térmica do buraco negro diminui a medida que o buraco negro evapora, tendo a zero quando a
massa tende a zero. No entanto, como foi dito, a ndo-comutatividade impde uma regularidade
na temperatura, e portanto ndo podemos tomar a massa remanescente sendo zero, desde que
neste limite a temperatura diverge. Portanto, vamos considerar a massa remanescente como
sendo a massa de Planck. O comportamento da capacidade térmica estd mostrado na figura [3]
Note que a ndo-comutatividade trds uma diminui¢cdo da capacidade térmica com relacdo ao caso

usual, porém esta permanece negativa.
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8 CONCLUSAO

Assim, vimos que a ndo-comutatividade imposta a partir de uma relagdo nao-comutativa
para as coordenadas implica numa modificacao da algebra por substituir o produto usual de fun-
coes pelo produto estrela, que por defini¢ao € nio-local e contém termos de ordem infinita no
parametro ndo-comutativo ®. No entanto, para obter resultados fisicamente testdveis normal-
mente faz-se um truncamento na ordem desejada em ®. Porém, isto quebra a estrutura nao-local
induzida e entdo as caracteristicas de regularizacdo desejadas da nao-comutatividade nio sdo
observadas.

Entdo, para removermos os indesejaveis infinitos da teoria € necessario considerar
todos os termos da expansao do produto estrela ou mudar a interpretacdo do uso coordena-
das ndo-comutativas. Seguindo a ultima recomendag¢do, vimos que trabalhando com o uso das
quasicoordenadas, definidas como o valor médio dos operadores coordenadas, € possivel deter-
minar uma versao totalmente nao-comutativa da solucao de Schwarzschild, com um comporta-
mento regular na origem e em sua temperatura, sendo possivel dar uma descri¢do em todos os
estdgio de evaporagdo do buraco negro.

Com estas consideracdes, € esperado que o comportamento na origem € a tempera-
tura da solu¢@o de Bufalo e Tureanu ainda ndo apresente qualquer regularidade, visto que para
obter a solucao foi necessario fazer uma expansao perturbativa no parametro nao-comutativo,
quebrando a ndo-localidade induzido pela variedade ndo-comutativa. Porém, a solucdo ainda
apresentou muitas caracteristicas interessantes, como por um exemplo a presenga de um ho-
rizonte de eventos com um raio andlogo ao do buraco negro de Reissner-Nordstrom, sendo
possivel fornecer uma interpretacdo fisica para a nao-comutatividade. Além disso, detecta-
mos que o buraco negro esquenta mais rapidamente do que o caso usual, nas escalas em que
a ndo-comutatividade torna-se importante. Ao impor um cutoff para a massa do buraco negro,
conseguimos estimar qual o valor da temperatura maxima ao fim de sua evaporacdo. A entro-
pia ndo obedece estritamente a lei das Areas de Bekenstein-Hawking, hd um termo logaritmico
como corre¢do que vem devido ao uso da ndo-comutatividade, pelo menos até a ordem em ©
considerado. O buraco negro ainda permanece termodinamicamente instdvel, por possuir uma

capacidade térmica negativa em todo o seu processo de evaporagao.
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APENDICE A - BASES NAO-COORDENADAS

As expressoes fornecidas para os simbolos de Christoffel e o tensor de Riemann
foram feitas considerando-se uma base coordenada, cujos vetores da base sao dados pelas deri-
vadas parciais das coordenadas:

éy = 9y, (A.1)

ou equivalentemente para as bases 1-forma (para uma explica¢cdo detalhada sobre formas, pro-

dutos exteriores e derivadas exteriores, consulte, por exemplo, Carroll [20]:
0" = dx*. (A2)

Porém, esta ndo é a unica opcdo que temos. Poderiamos igualmente usar outro conjunto de
vetores base que ndo sdo relacionados diretamente com o sistema de coordenadas utilizado.
Podemos definir uma base ndo-coordenada é, (o indice latino serve para diferenciar a base ndo-
coordenada da coordenada) em cada ponto do espaco-tempo, exigindo que as componentes da

métrica nesta base sejam iguais aos da métrica de Minkowski:

8(8a,ép) = Nap, (A.3)

onde 1, = diag(—1,+1,+1,+1). A exigéncia acima vem do fato de que localmente o espago-
tempo torna-se plano, modelado pela métrica de Minkowski, como afirma o principio da equi-
valéncia. Isto significa que nessa base podemos subir e descer indices usando a métrica de
Minkoski. Escrevendo as componentes da antiga base em termos das componentes da nova
obtemos:

éu=ey“é,. (A4)
Os coeficientes ey, “ formam uma matriz invertivel que iremos chamar de tetrada ou campo
vierbein. As componentes da inversa de ey ¢, denotadas por e, sdo definidas através das
relacdes:

et 4oy @ = &Y, ey ‘et = 8. (A.5)

Podemos usar as relagdes acima para escrever as componentes do tensor métrico na base nio-

coordenada:
guv = et we¥ pMap. (A.6)

Poderiamos igualmente considerar uma base nio-coordenadas para 1-forma, deno-
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tada por . Esses vetores de base 1-forma podem ser relacionados com os vetores da base
vetorial através da relacdo:

6%, = 8¢ (A.7)
Uma consequéncia imediata € que a base 1-forma nao-coordenada esté relacionada com a base

1-forma coordenada 6% = dx* por:

1 = e 6%, (A.8)

6% = e, 0" (A.9)

Como localmente o espago-tempo € o de Minkoswki, podemos usar transformacdes

de Lorentz locais para fazer uma mudanga de base:
éq — éa’ =A“ a (X)éa, (A.10)

onde as transformacdes de Lorentz A?, sdo definidas como aquelas que preservam a métrica
de Minkowski:
A%y AP My, = Ny (A.11)

Entdo, n6és podemos fazer transformagdes de Lorentz em cada ponto do espaco-tempo e isto
ainda nao nos impede de considerarmos uma mudancga geral de coordenadas que, a0 mesmo

tempo, resulta numa lei de transformacao tensorial:

/
/! ! 8x“
b
TaIJ' by :Aa GWA b

dxV

ax”’

Ty, (A.12)

onde cada tipo de indice se transforma de maneira apropriada.

Assim, podemos usar tudo o que sabemos sobre tensores ao usar bases ndo-coordenadas,
a maior parte do trabalho é apenas colocar os campos vierbein nos lugares certos. A diferenca
crucial vem quando tentamos diferenciar objetos definidos em bases nao-coordenadas. No caso
usual, a derivada covariante de um tensor é dado por sua derivada parcial somado com termos de
correcdo envolvendo o proprio tensor e as componentes da conexdo I ﬁv,
(2.5). O mesmo procedimento continua valido para bases ndo-coordenadas, porém os coefici-

como Visto na equagdo

entes da conexdo sdo substituidos pela conexdo spin, denotado por @y ¢ ,(0 nome conexao spin
vem do fato que esses objetos podem ser usados para definir derivadas covariantes de spinores).

Para cada indice latino obtém-se um fator com conexdo spin da maneira usual:

V‘uXab:a“Xab‘i_wuaCch_a)ucbXac. (A13)

Da exigéncia que um tensor deve ser escrito da mesma maneira independente da
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A

base, podemos obter uma relacdo entre a conexao I'y;,,,

0s campos vierbein e conexado spin:
0y %y = eyt )TV, —e* pauer (A.14)
(n) b — €y € p ,LLA« e p ’ue/l . .

Desde que a conexao € introduzida a fim de garantir uma lei de transformacao ten-
sorial para a derivada covariante, € de se esperar que a conex@o de spin nio obedece a lei de
transformacao tensorial. Sob transformacao geral de coordenadas o indice grego se transforma
da maneira correta, como uma 1-forma. Mas sob transformacdes de Lorentz locais os indices

latinos se transformam de maneira nao-homogénea:
/ / . /
o =N Ay — A Iy A . (A.15)

A vantagem deste novo formalismo € porque torna-se possivel duas coisas novas: a
possibilidade de descrever spinores num espago curvo e tomar suas derivadas covariantes (que
ndo serd descrito aqui) e o outro € que este formalismo traz uma nova maneira de ver as coisas,
fornecendo uma interpretacao dos vdrios tensores como formas diferenciais. Por exemplo, um
objeto do tipo X;; “ pode ser pensado como um tensor misto de ordem (1,1) ou como um “vetor
calculado em 1-forma”. Esse objeto possui um indice grego covariante, que podemos pensar
como 1-forma, porém, note que para cada valor desse indice h4 um vetor. Analogamente,
um tensor Ay “p,antissimétrico nos indices U e v, pode ser pensado como um “tensor (1,1)
calculado em 2-forma”. A utilidade desse ponto de vista vem quando se considera derivadas
exteriores. Pensando em X, “ como vetor calculado em 1-forma podemos calcular sua derivada
exterior:

(dX)‘uva - a’uXVa_avX‘ua. (A.16)

Pode ser mostrado que o objeto acima de fato transforma-se como uma 2-forma
(isto €, de acordo a lei de transformacgdo de um tensor (0,2)) sob transformacgdes gerais, mas nao
transforma-se como um vetor sob transformacdes locais de Lorentz. Mas usando a conexao de

spin, pode-se fixar um termo em (A.16) a fim de que este se transforme como um tensor:
(dX)uva + (w /\X)'uva - a‘uXVa - 8\/Xua + w'uabXVb - wvabX‘ub, (A17)

onde o sinal ”A” denota o produto exterior entre formas.

Uma aplicacdo direta deste formalismo vem quando consideramos os tensores de
tor¢do e curvatura, que caracterizam qualquer conexdo. A tor¢cdo, com dois indices antissimé-
tricos, pode ser pensado como uma “vetor calculado em 2-forma”, Ty, “. A curvatura, sempre
antissimétrica em seus dois dltimos indices, € um “tensor (1,1) calculado em 2-forma”, R% buv-

Podemos suprimir indices em formas diferenciais expressando-os em termos de bases 1-forma:



100

e’ = ey “dx*, (A.18)

e a conexao spin 1-forma:
(Dab =y “bdx“. (A.19)

As expressdes para a tor¢ao e curvatura nesse formalismo sio:

T =de* + o'y NP, (A.20)

RYpy=do?,+ 0 - N\, (A.21)

Note que R, representa o tensor de Riemann inteiro, com os indices gregos su-
primidos. As equagdes acima sdo conhecidas como equacdes de estrutura de Cartan. Estas

equagdes sdo totalmente equivalentes as definicdes usuais. Por exemplo, para a tor¢ao:

Tt = T (A.22)
= ela(alueva_aveua‘i_w‘uabevb_wvabeub) (A.23)

A A
= F,uv - Fvw (A.24)

onde foi usado a expressdo (A.14)) para expressar os Fﬁv em termos dos campos vierbein e
conexao spin.

Todas as expressdes acima foram obtidas considerando-se uma forma geral para a
conexdo. Vamos ver o que a condi¢do particular de a conexdo ser dada pelos simbolos de Ch-
ristoffel implica. A exigéncia de um espaco livre de torgdo exige que (A.20) seja nulo; isto
ndo leva a qualquer considerac@o sobre os indices da conexdo spin. Compatibilidade métrica é
expressada como “’constancia covariante” da métrica, Vg = 0. Podemos ver no que isto implica
quando expressamos a métrica na base ndo-coordenada, onde suas componentes sdo simples-

mente 1gp:

Villay = uNab — Bu aleb — Ou  pMac (A.25)

— - a)“ab - C{)“ba . (A.26)
A anulagdo da expressdo acima implica:
Oyap = — Oupa- (A.27)

Assim, compatibilidade métrica implica antissimetria dos indices latinos na cone-

xao spin. As duas condi¢des juntas (livre de tor¢do e compatibilidade métrica) nos permite
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relacionar a conexao spin em termos dos campos vierbein através da expressao:
0%y NeP = —de”. (A.28)

O formalismo acima, de usar bases ndo-coordenadas, leva a grandes simplificagdes
em certos casos, incluindo o cdlculo do tensor de curvatura. Nao iremos fazer isto explicita-
mente aqui. Para um exemplo desse tipo de aplicagdo veja por exemplo Carrol [20]], onde é
calculado o tensor de curvatura para a métrica de Friedmann.

Na linguagem de bases nao-coordenadas, € possivel comparar o formalismo de co-
nexodes e curvatura em geometria Riemanniana com as teorias de gauge em fisica de particulas.
Em ambas as situacdes, os campos de interesse vivem em espacos vetoriais que sdo definidos
em cada ponto do espaco-tempo. No caso da Relatividade Geral (descrita pela geometria Rie-
manniana), os espacos vetoriais incluem o espaco tangente, 0 espaco cotangente e 0s espagos
vetoriais de dimensOes maiores construidos a partir destes. No caso de teorias de gauge, os
espacos vetoriais de interesse sao “internos”. A diferenca é que o espacgo tangente e seus rela-
cionados estdo intimamente ligados com a prépria variedade e sdo naturalmente definidos uma
vez que a variedade € estabelecida. Por outro lado, os espacos vetoriais internos podem ter as
dimensdes que nds quisermos, e tem que ser definidos de maneira independente sobre a varie-
dade. Na linguagem matematica, a unido de uma variedade base com espagos vetoriais internos
(definidos em cada ponto) € um “feixe de fibras” (do inglés fiber bundle).

Além da variedade base (no nosso caso, o espaco-tempo) e as fibras (espacos inter-
nos) € necessdrio assumir uma “estrutura de grupo”, um grupo de Lie que age sobre as fibras.
Sem entrar em detalhes, a estrutura de grupo para o fibrado tangente em um espago-tempo 4-
dimensional é geralmente GL(4,R), o grupo das matrizes 4x4 reais e invertiveis; se nds temos
uma métrica Lorentziana, este grupo se reduz ao grupo de Lorentz SO(3,1). Podemos introdu-
zir um espaco vetorial interno 3-D, que, supondo que estes sdo definidos através de rotagdes
espaciais, leva a estrutura de grupo SO(3) para este novo feixe. Um campo que vive neste feixe
serd denotado por (])A (x*), onde o indice A varia de 1 a 3; é um 3-vetor (um interno, ndo relacio-
nado com o espaco-tempo) para cada ponto da variedade. N6s podemos escolher qualquer base
que nds desejarmos para expressarmos as fibras; isto significa que nesse caso as ’quantidades

fisicas” devem ser invariantes sob transformagdes locais de SO(3):
o4 () = ¢ () = O ()9 (), (A29)

onde 04 4 (x*) é uma matriz de SO(3) que depende do espago-tempo. Estas transformagdes sdo
conhecidas como transformacgdes de Gauge, e teorias invariantes sob essas transformagdes sao

chamadas de “’teorias de gauge”.
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Na maioria das vezes niao € dificil fazer com que as quantidades fisicas sejam inva-
riantes sob transformagdes de gauge. A dificuldade surge quando derivadas parciais, tais como
A ¢*, sio considerados. Como a matriz oV, (x*) depende do espago-tempo, aparecerao termos
indesejados para a transformagdo da derivada parcial. A solu¢do € introduzir uma conexao cor-
reta a fim de eliminar o termo indesejado na lei de transformacao. Assim, podemos definir uma
conexao sobre o feixe fibrado como sendo um objeto A “A B, com “’dois indices de grupo” e um
indice de espago-tempo. Sob transformagdes gerais esse objeto se transforma como 1-forma,

enquanto que para transformagdes de gauge temos:
Ay = 0" 40P yA, 5 — O 53, 0" ¢ (A.30)
Com esta lei de transformacdo, a ’derivada covariante de gauge”:
Du¢* = 9u0" + A" 50", (A31)

transforma-se ’tensorialmente” sob transformagdes de gauge .

A nocdo de conexdo definidos sobre um feixe fibrado interno esta relacionado in-
timamente com a conexdo definidas sobre fibrados tangentes, especialmente no formalismo
ndo-coordenado que vimos acima. Por exemplo, note que a lei de transformagio (A.30) tem
exatamente a mesma forma que a lei de transformagdo para a conexdo spin (A.13). Podemos

ainda definir uma curvatura ou um “campo de forcas” que € um 2-forma:
FAp=dAt g+ A% - NAC g, (A.32)

exatamente como (A.21)). N6s podemos transportar paralelamente as coisas ao longo de cami-
nhos, e ha uma construcao andloga para o propagador paralelo.

E importante enfatizar a diferenca entre as duas construcdes acima. A diferenca
permanece no fato de que o fibrado tangente estd intimamente relacionado com bases locais
definidas sobre a variedade, enquanto os feixes fibrados estio relacionados com um espago in-
terno. Faz sentido dizer que um vetor no espago tangente em um ponto p “aponta em dire¢ao
a um caminho” que passa por p. Portanto, ndo ha analogias entre bases coordenadas para um
espaco interno: derivadas parciais ao longo de curvas nada tem a ver com vetores internos. A
associacdo de campos de gauge se torna muito mais natural, no entanto, ao utilizarmos cam-
pos vierbein, que relacionam bases ortonormais e bases coordenadas. O tensor de tor¢do, em
particular, € definido apenas para uma conexdo sobre o fibrado tangente, ndo para quaisquer
conexdes em teoria de gauge. Assim, hé diferentes usos da nocao de conexdo e devemos usa-la

em cada contexto adequadamente.
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