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RESUMO

Uma colorag@o dos vértices de um grafo G = (V, E) é propria se vértices adjacentes recebem cores
diferentes. Estudamos neste trabalho uma relaxacao desse problema, chamada de coloracao k-
impropria, onde, dado um inteiro positivo k, a cor de um vértice qualquer pode ser compartilhada
com até k de seus vizinhos. Uma vez que a coloragdo prépria € uma coloragio O-imprépria, a
coloragao k-impropria € igualmente um problema dificil, podendo-se, analogamente, abordar o
problema através do uso de heuristicas. Neste trabalho, introduzimos a versao k-impropria da
heuristica de coloragdo gulosa de grafos. Como se faz habitualmente, o estudo aqui almejava
estimar o pior desempenho dessa heuristica. Além de introduzir o conceito de Nimero de Grundy
k-impréprio, generalizamos o conceito de 7-dtomo, estudamos o parametro em arvores binomiais
e cografos, e apresentamos formulacdes de programacgdo por restricdes e programacao inteira,
ndo apenas para a coloragdo gulosa impropria, mas também para o Nimero de Grundy cléssico,

preenchendo um vécuo naquele estudo.

Palavras-chave: Coloragio gulosa. Coloragio defectiva. Coloragdo imprépria. Arvores binomi-

ais. Cografos. Programag¢ao matemaética.



ABSTRACT

A vertex coloring of a graph G = (V,E) is proper if adjacent vertices have distinct colors. In
this work, we study a relaxation of this problem, called k-improper coloring, in which, given
a positive integer k, each vertex can share its color with at most k neighbors. Since the proper
coloring problem is a O-improper coloring, this relaxation is as difficult as the classic coloring
problem, and thus it can be approached by the means of heuristics. Here, we introduce the
k-improper version of the greedy coloring heuristic. As usual, we aim to estimate the worst
case of this heuristic. Besides introducing the k-improper Grundy Number, we generalized the
concept of t-atoms as well as we investigated the k-improper Grundy Number for binomial trees
and cographs, and presented mathematical programming formulations for the improper and

proper Grundy Number (fulfilling a gap in this study).

Keywords: Greedy coloring. Defective coloring. Improper coloring. Binomial trees. Cographs.

Mathematical programming.
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1 INTRODUCAO

Os primeiros estudos sobre coloragcdo remetem ao cldssico problema de coloracao de
mapas. Nesse problema, as regides de um mapa s@o coloridas de forma que areas vizinhas sejam
coloridas com cores distintas. Investigando o menor nimero de cores necessarias para colorir
um mapa, Francis Guthrie propds a Conjectura das Quatro Cores (MACKENZIE, 2004). A
conjectura, hoje teorema (APPEL; HAKEN, 1989), afirmava que no maximo quatro cores seriam
necessdrias para colorir as regides de qualquer mapa de forma que duas regides adjacentes ndao
compartilhassem a mesma cor.

Dado um grafo G = (V, E), uma coloragdo é uma atribui¢do de rétulos (habitualmente
chamados de cores) aos vértices do grafo. Uma coloracdo € dita propria se vértices adjacentes
s@o coloridos com cores diferentes. O problema de coloragdo de vértices ¢ amplamente estudado
gragas a variedade de aplicacdes praticas. Além do problema de coloracao de mapas, problemas
de agendamento, de alocacdo de registradores, e de atribuicao de frequéncias a antenas de
telecomunicagdes podem ser modelados como problemas de coloracdo de grafos.

O problema classico de coloragdo consiste em determinar o0 menor nimero de cores
m necessarias para que um grafo admita uma coloragdo propria com m cores, m € chamado de
numero cromdtico. O nimero cromatico de algumas classes de grafos pode ser determinado em
tempo polinomial, mas, em geral, determinar o nimero cromatico de um grafo é um problema
NP-dificil (KARP, 1972).

O algoritmo guloso de colorag@o € uma estratégia de coloragcdo de vértices conside-
rando uma ordem dos mesmos, de forma que, uma cor i € atribuida a um vértice v na ordem
se i € a menor cor que nao estd presente em nenhum dos vértices vizinhos de v ja coloridos. O
nimero guloso préprio de um grafo G = (V, E), ou simplesmente nimero de Grundy de G, é
0 maior inteiro m tal que existe uma ordem de V(G) que, quando usada como entrada, leva o
algoritmo guloso a retornar uma coloracdo com m cores.

O tempo de resolugdo e qualidade de uma solugao sao fatores determinantes na
resolugdo de problemas como o de agendamento ou de alocacdo de registradores. Por isso, obter
boas solugdes em tempo habil é fundamental. A comparacao entre os nimeros cromatico e
guloso pode ser usada para verificar a qualidade de solugdes retornadas por algum algoritmo.

No problema de alocagdo de frequéncias a antenas de transmissao, as estagdes sao
dispostas em uma regido para garantir que os usudrios estejam conectados em toda a area. A

sobreposicao de sinais pode atrapalhar a recep¢do de um sinal através da geracao de ruidos.
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Alguns equipamentos toleram ruidos até um certo limite. Esse problema pode ser visto como
uma coloragdo de vértices k-imprépria.

A coloragdo k-impropria € uma relaxacdo do problema de coloracdo propria onde a
cor de um vértice qualquer pode ser compartilhada com no méximo k vizinhos. Determinar se um
grafo G = (V, E) admite uma coloragio k-imprépria com m cores é um problema NP-completo
(COWEN et al., 1997).

Neste trabalho, estudamos a heuristica de colorac¢do k-impropria gulosa. Como se
faz habitualmente, o estudo aqui almejava estimar o pior desempenho dessa heuristica. Além de
introduzir o conceito de Numero de Grundy k-impréprio, generalizamos o conceito de 7-dtomo,
estudamos o Numero de Grundy k-impréprio em drvores binomiais e cografos e apresentamos
formulacdes de programacao por restricdes e programacao inteira, ndo apenas para a coloragao
gulosa imprépria, mas também para o Nimero de Grundy cléssico, preenchendo um vicuo
naquele estudo.

Mais especificamente, definimos 7-4tomos k-improprios e provamos que a existéncia
de um 7-atomo k-impréprio € condicao necessdria e suficiente para que o nimero de Grundy
k-improprio seja pelo menos . O conceito de 7-atomo em coloragdes gulosas proprias foi
introduzido por Zaker (2006).

Para arvores binomiais, determinamos o valor exato do nimero de Grundy 1-
improprio nessa classe.

Para os cografos, determinamos o valor do nimero de Grundy k-impréprio em
cografos desconexos. Além disso, formulamos uma conjectura para o valor desse parametro
em cografos conexos e provamos a validade da conjectura para k = 1 e k = 2. Uma vez que,
na conjectura, o Nimero de Grundy k-improprio € expresso através de uma recorréncia, com o
objetivo de obter o valor exato do parametro, investigamos casos especiais de cografos conexos
tais como aqueles obtidos por: unido completa de dois grafos completos; unido completa de dois
grafos vazios, unido completa de um grafo completo e um vazio; e unido completa de grafos
formados pela unido disjunta de cliques.

Neste trabalho, propomos formulagdes em programagdo matemdtica dos problemas
de coloragdo gulosa prépria e impropria. Apresentamos uma formulagdo de programacao por
restric@o e uma de programacao inteira para cada problema. As formulacdes do problema de
coloragdo gulosa imprépria deram suporte aos estudos tedricos empreendidos neste trabalho.

Este documento estd organizado da seguinte forma. O Capitulo 2 apresenta a
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terminologia utilizada e os conceitos necessarios para a compreensdo do texto. No Capitulo 3,
a definicao do problema de coloragdo impropria e os resultados conhecidos sdo apresentados.
O Capitulo 4 € dedicado a introducdo e ao estudo do niumero de Grundy k-impréprio, onde os
resultados tedricos obtidos neste trabalho sdo apresentados. O Capitulo 5 é um trabalho em
colaboracdo com o Professor Tibérius Bonates. Neste, formulacdes em programacao matemaética
dos problemas de coloracdo gulosa prépria e impropria sdo apresentadas. Este texto é concluido

no Capitulo 6, com o resumo dos resultados e problemas em aberto.
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2 NOTACOES E TERMINOLOGIA
2.1 Conceitos basicos em teoria dos grafos

Um grafo G = (V,E) é formado por um par de conjuntos: de vértices V(G), ou
simplesmente V, onde V = {vy,...,v,}, e de arestas E(G), ou simplesmente E, onde E CV x V.
A cardinalidade de V é a ordem de G, denotado por n(G) ou n, enquanto que a cardinalidade de
E ¢é o tamanho de G, denotado por m(G) ou m.

A aresta {u,v} pode ser denotada por uv. Se uv € E, entdo os vértices u e v sdo
adjacentes e extremidades de uv. Se um vértice ¢ uma das extremidades de uma aresta, dizemos
que a aresta incide no vértice. Duas arestas sdo adjacentes se elas possuem uma extremidade em
comum. Se uma aresta possui duas extremidades iguais, entdo essa aresta ¢ chamada de laco.
Se duas arestas incidem nas mesmas extremidades u e v, entdo elas sio chamadas de arestas
miuiltiplas. Um grafo G € dito simples quando finito e ndo possui lacos nem arestas multiplas.
Apenas grafos simples sdo abordados neste trabalho, incluindo as defini¢des que seguem.

Um vértice u € V é vizinho de v se u e v sdo adjacentes. A vizinhanga Ng(v) de um
vértice v é conjunto de todos os vizinhos de v, e o grau de v é definido por dg(v) = |[Ng(v)|.
A vizinhang¢a de um conjunto S C 'V € a unido das vizinhangas de todos os vértices nesse
conjunto, i.e. Ng(S) = U,esNg(v). Quando estiver claro no texto, as notagdes N(v) e d(v) serdo
empregadas sem especificar o grafo. O menor e maior grau dos vértices de G sdo denotados por
0(G) e A(G), respectivamente.

Um isomorfismo de um grafo G simples para um grafo H simples € uma bijecao
f:V(G) — V(H) de forma que uv € E(G) se, e somente se, f(u)f(v) € E(H). Um grafo G é
dito isomorfo a H se existe um isomorfismo de G para H.

Um grafo H é um subgrafo de Gse V(H) CV(G) e E(H) C {uv € E(G) | u,v €
V(H)}.Se E(H) ={uv € E(G) |u,v € V(H)}, H é um subgrafo induzido de G. Se G nao tem
um subgrafo isomorfo a H, entdo G € livre de H. Um subgrafo de um grafo G é gerador se
contém todos os vértices de G e proprio se for diferente de G.

Um grafo € dito frivial se o conjunto de vértices contém apenas um vértice e vazio
se o conjunto de arestas é vazio. O complemento de um grafo G, denotado por G, é um grafo
G = (V,E) tal que V(G) = V(G) e, para todo par de vértices u,v € V, u # v, uv € E(G) se, e
somente se, uv ¢ E(G).

Um grafo G = (V,E) tal que Yu,v € V, uv € E é dito completo de ordem n e denotado
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por K,,. Uma clique de cardinalidade n € um conjunto de vértices em G que induz um grafo
completo K,,. Um conjunto independente ou estdvel S C V(G) é um conjunto de vértices que
induz um grafo vazio. A cardinalidade da maior clique em um grafo G ¢é representada por @(G)
enquanto que a cardinalidade do maior conjunto independente de G é representado por a(G).

Uma k-particdo de um grafo G é uma particao de V(G) em k subconjuntos de forma
que ndo ha arestas entre quaisquer dois vértices de uma mesma parte. Uma biparticdo de um
grafo G € uma 2-parti¢do de G. Se G admite uma biparticdo, entdo € chamado de bipartido. Dada
uma biparticao de um grafo G em dois subconjuntos X e Y, se todo vértice de X € adjacente a
todo vértice de Y, entdo G € um grafo bipartido completo.

Um caminho P = (vi,...,v,) em um grafo G é¢ uma sequéncia de vértices distintos
onde {(vi,v2),(v2,v3),...,(vp—1,vp)} € E(G). Os vértices v e v, sdo as extremidades de P
enquanto que vy, ...,V,_1 sd0 vértices internos de P. Um caminho qualquer de tamanho p €
representado por P,. Dois vértices estdo conectados se existe pelo menos um caminho entre eles.
Um grafo G € conexo se existe pelo menos um caminho entre quaisquer dois vértices distintos.
Caso contrdrio, o grafo € desconexo.

Um ciclo C = (vi,...,v,) em um grafo G ¢ um caminho onde as extremidades sdo
iguais, i.e. {(vi,v2),(v2,v3),...,(Vp—1,Vp), (vp,v1)} € E(G). Um ciclo de ordem 3 é chamado
de tridngulo. Um grafo G € aciclico se G € livre de ciclos. Se G ¢ aciclico, entdo ele € uma
floresta.

Se G ¢ aciclico e conexo, entdo ele € uma drvore. Um vértice de grau 1 em uma
arvore é chamado de folha. Uma drvore enraizada é uma arvore onde um vértice r € escolhido
como raiz. Alternativamente, o vértice raiz de uma arvore 7 é representado por r(7'). Para cada
vértice v de uma drvore enraizada, seja P(v) o Gnico caminho de r a v. O pai de v é o seu vizinho
em P(v) enquanto que seus filhos sdo seus outros vizinhos.

Uma drvore binomial é uma arvore enraizada definida como se segue (CORMEN et

al., 2009).

Definicao 2.1 (Arvore binomial). A drvore binomial B, é construida recursivamente da seguinte

forma:

um vértice, sei=0.
B =

uma drvore com raiz r cujos filhos sdao By,...,B;_1, sei> 0.
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Figura 1 — Exemplos de arvores binomiais
By

A arvore binomial By consiste de um grafo trivial. De maneira andloga, a arvore
binomial B,, consiste da unido disjunta de duas drvores B, com a adi¢cdo de uma aresta
conectando as suas raizes. A raiz de uma arvore binomial B, é denotada por r(B,). Uma drvore

binomial de ordem n é formada por 2" vértices. Observe que o maior grau de uma arvore B, € n.

2.2 Coloracao de vértices

Dado um grafo G = (V, E), uma coloragio, ou m-coloragdo, ¢ uma fungio ¢ : V(G) —
{1,2,...,m}, m € N. Os valores de {1,2,...,m} sdo chamados de cores. Uma m-coloracdo é
uma parti¢do dos vértices de G em subconjuntos S = {Sy,...,S,}, m € N, de V. A classe de cor
Si € o conjunto de vértices que sdo coloridos com a cor i. Uma coloracdo é prdpria se vértices
adjacentes sdo coloridos com cores diferentes, ou seja, se toda aresta de G incide em vértices em
classes de cor diferentes. Como cada vértice recebe apenas uma cor, S é uma parti¢ao de V(G)
em conjuntos independentes. O grafo G € dito m-colorivel se G admite uma m-coloragdo prépria.

A Figura 2 mostra um exemplo de coloracdo propria.

Figura 2 — Exemplo de coloragao propria

O niimero cromdtico de G, denotado por x(G), é o menor niimero m tal que G
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admite uma m-coloracio prépria. Determinar o nimero cromético de um grafo G é um problema
NP-dificil (GAREY; JOHNSON, 1979). Lund e Yannakakis (1994) mostraram que existe € > 0
tal que ndo existe algoritmo aproximativo com fator n¢ para determinar o niimero cromdtico de

um grafo a menos que P = NP.

Teorema 2.2 (Brooks (1941)). Seja G um grafo conexo tal que G ndo é um grafo completo ou

um ciclo impar. Entdo x(G) < A(G).

Observe que cada vértice v tem no maximo A vizinhos e, com isso, v possui em sua
vizinhang¢a no maximo A cores distintas. Portanto, A+ 1 cores sdo suficientes para colorir todos
os vértices de um grafo G. Brooks (1941) provou (ver Teorema 2.2) que no mdximo A cores sao
suficientes para colorir um grafo quando este ndo for um grafo completo ou um ciclo impar.

Dada uma ordenag@o 6 = (vy,...,v,) dos vértices de G, um algoritmo de coloragdo
online atribui cores aos vértices de G seguindo a ordem 6. Ao atribuir uma cor a um vértice v;,
as arestas ligando v; a vértices em {vy,...,v;_1} e suas cores sdo conhecidas. Uma vez atribuida,
a cor de um vértice ndo é modificada pelo algoritmo.

Seja ¢ uma coloragd@o prépria de G. Seja S C V(G) uma clique em G. Como
uv € E(G) para todos u,v € S, entdo pelo menos |S| cores serdo necessdrias para colorir S e
consequentemente G.

Dado um grafo G = (V,E), observe que 1 < x(G) < n sdo limites triviais para x(G).
Quando o limite superior € alcancado, cada vértice requer uma cor diferente. Por outro lado,
o limite inferior é alcancado quando |E| = 0. Pela defini¢do de a(G), |S;| < a(G) para cada

ie{l,...,x(G)}. Com isso, observe que n(G) < x(G).o(G) e, portanto, x(G) > Z(((?)

Algoritmo 1: Algoritmo Guloso de Coloragao Prépria
Entrada: Grafo G = (V,E) e ordem 6 = (v, vs,...,v,) sobre V(G)

Saida: Coloragdo prépria ¢ de G

inicio
parai=1,...,nfaca
c(vi) =k, tal que k € {1,...,n} é a menor cor ndo utilizada em
N(V,‘)ﬂ{V],...,vi_l}
fim
fim

Uma forma natural de colorir um grafo G € atribuir, vértice a vértice, a menor cor
que ndo estd presente em sua vizinhanga ja colorida. O Algoritmo 1, conhecido por algoritmo

guloso de coloragao ou simplesmente guloso, descreve essa estratégia intuitiva de coloracdo
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de vértices. O Algoritmo 1 tem como entrada um grafo G e uma ordenacdo de seus vértices.
Seguindo a ordem, o algoritmo atribui a cada vértice v € V a menor cor nao atribuida a nenhum
de seus vizinhos que o precedem.

Em uma colorag¢do de G com m classes de cores {Sy,...,S,}, um vértice v € S; é
um vértice de Grundy, ou vértice guloso, se v € adjacente a pelo menos um vértice na classe de

cor §;, para cada j <.

Definicao 2.3 (Coloracao Gulosa). Uma coloracdo de Grundy ou Coloracdo Gulosa é uma

coloragdo onde cada vértice v € 'V é um vértice guloso.

Todas as coloracdes geradas pelo Algoritmo 1 sdo coloragdes gulosas. Além disso, é
possivel observar que uma coloracdo € gulosa se, e somente se, a mesma puder ser obtida a partir
do algoritmo guloso de coloragdo.

O niimero de Grundy ou niimero guloso, denotado por I'(G), consiste no maior
nimero de cores que podem ser empregadas pelo algoritmo guloso. Isto é, I'(G) € o maior inteiro
m tal que G admite uma m-coloracdo de Grundy.

O ntimero de Grundy foi primeiramente definido no contexto de grafos direcionados
com aplicag@o a jogos por Grundy (1939). Acredita-se que esse parametro foi apresentado
pela primeira vez no contexto de coloracdo de grafos em (CHRISTEN; SELKOW, 1979). A
complexidade desse problema foi questionada em (JENSEN; TOFT, 1995) e respondida por
Goyal e Vishwanathan (1997), que mostraram que o problema de determinar o ntimero de Grundy
€ NP-completo para grafos quaisquer.

O algoritmo guloso pode ser utilizado como um algoritmo de Coloracdo Online.
A versao de Coloracdo Online que utiliza o algoritmo guloso € chamada Coloragdo First-Fit,
denotada por FF. Denota-se por FF(G), o comportamento do pior caso da coloragdo FF
em um grafo G. Um objeto de estudo da coloracdo FF € a determinagdo de limites para
FF(G). Entretanto, observe que FF(G) =I'(G). A Coloragdo Gulosa pode ser considerada
uma Coloracao Offline uma vez que toda a informacao do grafo e todas as ordens dos vértices do

grafo podem ser analisadas.

2.3 Grafos livres de P4

Os grafos livres de P4 sdo chamados de cografos. Essa classe de grafos foi introduzida

em (LERCHS, 1971) e (LERCHS, 1972) onde suas propriedades estruturais foram exploradas.
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Um algoritmo de tempo O(n?) para reconhecer um cografo foi apresentado em (STEWART,
1978). Uma série de caracterizagcdes e representacdes de cografos pode ser encontrada em
(CORNEIL et al., 1981).

A unido disjunta (U) € a operacdo que une os conjuntos de vértices e de arestas de
dois grafos G| e G>. A unido completa(+) € a operacdo que une dois grafos G| e G, conectando
cada par de vértices {u,v} onde u € V(G;) e v € V(Gz). A operagdo de unido completa G| + G2
corresponde a m

Corneil et al. (1981) mostraram que um cografo pode ser definido recursivamente
como segue:

e O grafo trivial € um cografo;
e Se G e G sdo cografos, entdo o grafo G = G U G, € um cografo;
e Se G e G; sdo cografos, entdo o grafo G = G| + G, é um cografo.

Além disso, Corneil et al. (1981) mostraram que todo cografo pode ser obtido a

partir de um conjunto de operacgdes finitas de unido disjunta e unido completa feitas a um grafo

trivial.

2.4 Programacio matematica

Dado um conjunto § C R", uma formula¢do matemadtica que descreve S pode ser
usada para obter diferentes elementos do conjunto S. Dada uma funcio f de S em R, um
problema de minimizagdo consiste em determinar o menor valor que f admite em S, isto é,
determinar z = min{f(x) : x € S}. A funcdo f é chamada de funcdo objetivo do problema
enquanto que o conjunto S é chamado de conjunto de solugdes vidveis.

Sejamn,m e Nea € R", a #0,d € R. A equagio da forma a'x = d é linear e o
conjunto de vetores x que a satisfazem é chamado de hiperplano. A inequacio da formaa'x <d
também € linear e o conjunto de vetores x que a satisfazem € chamado de semiespaco. Uma
funcdo f : R” — R é linear se ela pode ser representada na forma f(x) = ¢ ' x, para algum c € R".

Um poliedro € um conjunto P C R” definido pela interse¢cdo de um nimero finito
de semiespagos, ou seja, P é da forma {x € R" : al-Tx < b;, 1 <i<m}. Dada uma fung¢io linear
f(x) = ¢"x e um poliedro P C R”", um problema ou programa linear de minimizacio é definido
como sendo min{ f(x) : x € P}. As equagdes lineares aiTx < b; que descrevem P sdo chamadas
de restricoes. Comumente, considera-se que x > 0 sdo restri¢des de P.

Um problema ou programa linear inteiro de minimizag¢do € um programa linear em
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que x € Z", ou seja, z =min{ f(x) :x € Px € Z". }. Seja A € R"*™ a matriz cuja i-ésima linha é
0 vetor aiT, e b € R™ o vetor em que a i-€sima entrada é b;, | <i <m. A matriz A € chamada
de matriz de coeficientes das restricdes. O vetor b € chamado de termos independentes das
restri¢des e ¢ de vetor de coeficientes da fungdo objetivo.

Um problema linear inteiro de minimizagao pode ser representado da forma a seguir.

min  f(x)=c'x 2.1)
sujeito a: Ax<b (2.2)
x€Zn. (2.3)

2.5 Programacao por restricoes

A notacdo e os conceitos apresentados nesta secdo sdao baseados em (ROSSI et al.,
2006) e (DECHTER, 2003). Programagcdo por restricoes € um paradigma de programacdo. Um
problema de satisfagdo de restri¢des (PSR), assim como em um problema de programacao linear
inteira, tem como componentes varidveis de decisdo, seus dominios, e restricdes definidas sobre
estas varidveis. As restricdes sdo regras que impdem condi¢des aos valores que uma varidvel
pode assumir. No entanto, diferentemente do caso de programacdo linear inteira, existe uma
grande variedade na forma como as restri¢des podem ser expressas ou codificadas.

Um PSR de dominio finito, também chamado de rede de restricoes de dominio finito,
consiste de uma tupla P = (X,D,C) com X = (xj,...,x,) sendo uma sequéncia de varidveis
de decisdo, D = (Dy,...,D,) sendo uma sequéncia de dominios, e C = {Cy,...,C;} sendo um
conjunto de restricdes definidas sobre X. Assumimos que cada dominio D; € um conjunto
finito e que x; € D;, Vi € {1,...,n}. Associamos a cada restri¢do C; € C o conjunto vars(C;) C
{x1,...,x,}, que é chamado de escopo de C;. Se vars(C;) = {x;,,...,x; }, entdo C; C D;, X
-++ X Dj,. Em outras palavras, C; define um conjunto de tuplas vélidas para certo subconjunto
das variaveis.

Tipicamente, uma restricao € representada ndo por meio de uma enumeracao de
suas tuplas validas, mas de maneira implicita. Como exemplo, tomemos a restrigdo C; =
all-different(x;,...,x; ), a qual exige que todas as varidveis em seu escopo assumam valo-
res distintos. C; tem seu conjunto de tuplas vélidas representado implicitamente por meio dos
emparelhamentos de um grafo bipartido definido sobre vars(C;) U (Uk:1 Di,) que tem cardina-

lidade |vars(C;)|. Nesse emparelhamento, as extremidades das arestas na parti¢éo definida sobre
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<Ulr‘:1 Di,) representam o valor que cada varidvel em vars(C;) assume.

Uma solugdo s € Dy X --- X D,, de um PSR € uma instanciacio das varidveis X que
satisfaz s[vars(C;)] € Cj, para todo j € {1,...,t}, onde s[I], com I C {xi,...,x,}, € a tupla
obtida selecionando-se apenas as componentes de s correspondentes aos elementos de /. Um
PSR pode ter uma, vdrias, ou nenhuma solucao. As tarefas sobre um PSR sdo determinar se
existe uma solucao, achar uma ou todas as solugdes, descobrir se uma instanciagdo parcial das
variaveis pode ser estendida a uma solu¢do completa, e achar uma solug@o 6tima relativa a uma
func¢do de custo.

A resolu¢do de um problema de satisfacao de restri¢cdes se da através da aplicacao
de algoritmos de processamento que sdo divididos em duas categorias: busca e inferéncia.
Algoritmos de busca sdo caracterizados por buscas backtracking aprimoradas. Algoritmos
de inferéncia sdo implementados através de uma variedade de métodos de manutencdo de
consisténcia. Um algoritmo de manutencdo de consisténcia define condi¢des sob as quais €
possivel afirmar que uma varidvel x; ndo assume certo valor v € D; em nenhuma solu¢do do
PSR. A aplicagdo alternada de fixacdo de varidveis e algoritmos de manuten¢do de consisténcia
permite a enumeracdo completa das solu¢des de um PSR.

Dada uma varidvel x; que indica a qualidade de uma solucdo, o processo de enume-
racdo das solugdes pode ser incorporado a um esquema de branch-and-bound com o intuito de
obter uma solucdo 6tima. Toda vez que uma nova solucao for encontrada, uma restricao sobre x;
pode ser adicionada ao PSR de forma que solucdes futuras sejam melhores e o espaco de busca
seja reduzido. Se ndo existe solugdo satisfazendo a dltima restricao adicionada, entdo a ultima

solucdo encontrada € Gtima.
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3 COLORACAO IMPROPRIA
3.1 Definicao

Um grafo G é dito (m, k)-colorivel se seus vértices podem ser coloridos com m cores
de forma que cada vértice € adjacente a, no maximo, k vizinhos coloridos com sua mesma cor.
Alternativamente, uma (m, k)-coloragéo pode ser vista como uma particdo de V em m classes de
cores na qual cada classe de cor induz um subgrafo onde o grau maximo ndo excede k. Se um
grafo G é (m,k)-colorivel, entdo dizemos que G possui uma (m, k)-colora¢do ou uma coloragdo
k-imprépria com m cores.

Uma coloragdo k-improépria € uma generalizagdo da coloracdo propria e foi primei-
ramente apresentada em (ERDOS; HAINAL, 1967). Note que uma coloracdo prépria é uma
coloragao O-imprépria. A Figura 3 apresenta um exemplo de colorag@o 1-imprépria.

Figura 3 — Exemplo de coloragdo 1-imprépria
Vs

A

O ndmero cromadtico k-impréprio de um grafo G, denotado por x;(G), é o menor
m para qual G é (m,k)-colorivel. Um grafo G € dito (m, k)-colorivel iinico se todas as (m,k)-
coloragdes de G produzem as mesmas classes de cores. Dado um grafo G, se xx(G') < xx(G)
para cada subgrafo préprio G’ de G, entdo G € dito minimal quanto ao niimero k-cromdtico
ou xy-minimal. Se G é y;-minimal onde Y (G) = m entdo G é dito (m,k)-minimal. Um grafo
(m,0)-minimal € chamado de m-critico.

Um subconjunto S de V(G) é chamado de k-dependente se este induz um subgrafo
de G com grau no maximo k, i.e. |[N(v)NS| <k para todo v € S. O niimero k-dependente,
representado por o (G), indica a cardinalidade do maior conjunto k-dependente em G. Observe

7z

que um conjunto O-dependente &, simplesmente, um conjunto independente, ou seja o°(G) é
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o mesmo que a(G). Esse pardmetro foi investigado em (ANDREWS; JACOBSON, 1985),
(FRICK, 1993), (FRICK; HENNING, 1994), (HOPKINS; STATON, 1986), (MADDOX, 1988b),
e (MADDOX, 1988a).

Observe que um grafo admite uma m-coloracio k-improépria se seus vértices podem
ser particionados em m partes onde cada uma € k-dependente. Resultados sobre o problema
do conjunto méximo k-dependente podem ser encontrados em (FINK; JACOBSON, 1985) e
(DJIDJEV et al., 1992).

Primeiramente apresentado em (COWEN et al., 1986), a impropriedade de um
vértice v; € o nimero que indica a quantidade de vizinhos que estdao coloridos com a mesma cor
de v;. O conceito de impropriedade é usado para auxiliar no processo de atribui¢do da menor cor
disponivel a ser usada para colorir v;. Um grafo G é (m,k)-colorivel se seus vértices podem ser
coloridos com m cores onde a impropriedade de cada vértice nao ultrapassa k.

Com relagdo a uma coloragao k-impropria, um vértice v estd saturado quando sua
impropriedade € igual a k. Um vértice saturado ndo admite que nenhum vizinho a mais seja
colorido com sua cor. Na Figura 3 € possivel identificar que o vértice v, tem impropriedade
1, o que significa que ele compartilha a sua cor com um vizinho (o vértice v;). Desta forma é
possivel identificar se um vértice esté saturado e se ele pode compartilhar sua cor com mais um
vizinho. Dizemos que uma cor € saturada em um conjunto de vértices se pelo menos um vértice

do conjunto colorido com a cor € saturado.

3.2 Resultados conhecidos

O problema de coloragdo k-impropria teve suas primeiras aplicacdes apresentadas
no contexto de grafos planares em (COWEN et al., 1986). Se um grafo G é (m,k)-colorivel,
entdo ele também é (my, k;)-colorivel para todo par onde (my,k;) > (m,k), onde (a,b) > (c,d)

significaquea >ceb >d.

. oy - A+1
Teorema 3.1. Seja G um grafo com grau mdximo A. Entdo yi(G) < Lﬁ%w

Para coloracao prépria, o maior grau de um grafo G é um limite superior para o
numero cromatico de G, se G ndo for completo ou ciclo impar. O resultado do Corolério 3.1 foi

obtido de maneira independente em (LOVASZ, 1966) e (HOPKINS; STATON, 1986).
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3.2.1 Grafos planares e periplanares

Se um grafo G pode ser desenhado, ou em outras palavras admite uma representacao
gréfica, no plano, de forma que ndo ha cruzamento de arestas, entdo G € dito planar. Observe
que o desenho no plano de um grafo planar finito define regides, chamadas de faces, onde uma
delas € uma face infinita. Se G, planar, admite uma representacdo grafica onde todos os vértices
pertencem a face infinita, entdo G € dito periplanar.

A coloracgdo impropria de grafos planares e periplanares foi primeiramente estudada
em (COWEN et al., 1986), onde o Teorema das Quatro Cores foi generalizado. Cowen et al.
(1986) mostraram que ndo existe inteiro k em que todo grafo planar € (1,k) ou (2,k)-colorivel
e que existem grafos planares que ndo sdo (3, 1)-colorivel. Mostraram também que todo grafo
planar € (3,2)-colorivel. Finalmente, com isso e o Teorema das Quatro Cores, provaram que

grafos planares sdo (m, k)-coloriveis se, e somente se, ou (m,k) > (3,2) ou (m,k) > (4,0).
Teorema 3.2 (Cowen et al. (1986)). Todo grafo planar é (4,1)-colorivel.

O Teorema 3.2 é uma consequéncia do Teorema das Quatro Cores tendo em vista
que, se todo grafo planar é (4,0)-colorivel, entdo também o é (4, 1)-colorivel. Entretanto, esse

resultado foi obtido sem assumi-lo.
Teorema 3.3 (Cowen ef al. (1986)). Todo grafo periplanar é (2,2)-colorivel.

Os grafos periplanares sdo (m,k)-coloriveis se, e somente se, (m,k) > (2,2) ou
(m,k) > (3,0). O fato de que todo grafo periplanar é 3-colorivel segue do Teorema das Quatro
Cores. Cowen et al. (1986) mostraram que existe um grafo periplanar que ndo é (2, 1)-colorivel.

Entdo, com o Teorema 3.3, os limites inferiores para grafos periplanares sao estabelecidos.
3.2.2 Grafos (m,k)-coloriveis dinicos e y-minimais

Os resultados apresentados nessa sec@o foram obtidos por Frick e Henning (1994).

Dentre outros, foram obtidos resultados sobre grafos (m, k)-coloriveis tinicos e y;-minimais.

Teorema 3.4 (Frick e Henning (1994)). Sejam m > 2 e k > 1 inteiros e G um grafo (m,k)-

colorivel tinico. Entdo |G| > m(k+2) — 1.

Seja G um grafo (m,k)-colorivel dnico, a relagdo entre a quantidade de cores m,

a impropriedade k e sua ordem foi estudada em (FRICK; HENNING, 1994). O Teorema 3.4
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apresenta a ordem minima de um grafo para que este seja (m, k)-colorivel dnico. Além disso, é
1.
1)

mostrado que existe um grafo (m, k)-colorivel tnico de ordem m(k+2) — 1 para (m,k) > (2
Este resultado leva a um algoritmo que gera os grafos (m, k)-coloriveis tnicos para (m, k) > (2,

Teorema 3.5 (Frick e Henning (1994)). Sejam m > 2 e k > 0 inteiros. Entdo existe um grafo

(m,k)-colorivel vinico que também é (m,l)-colorivel unico para cada inteiro | com 0 <1 <k.

O Teorema 3.5 tem como resultado a constru¢do de um grafo (m, k)-colorivel que

tem a propriedade de ser (m,1)-colorivel para cada [ onde 0 <[ < k.

Teorema 3.6 (Frick e Henning (1994)). Para cada inteiro k > 0, o grafo estrela K11y €0

tnico grafo minimal (2,k)-colorivel.

O tdnico grafo minimal (2,0)-colorivel é o grafo completo K. O Teorema 3.6 é uma

generalizacdo desse resultado.

Teorema 3.7 (Frick e Henning (1994)). Sejam m > 2 e k > 0, e seja G um grafo (m,k)-minimal.

Entdo, §(G) > m— 1, e esse limite é o melhor possivel.
O Teorema 3.7 apresenta um limite inferior com respeito a0 menor grau de um grafo
(m, k)-minimal.

3.2.3 Grafos livres de triangulos

Um grafo G ¢€ dito livre de tridngulo se G € livre de K3. Em (SIMANIHURUK et al.,

1997b), f(m,k) é definido como a menor ordem de um grafo G livre de tridingulos de forma que

Xk(G) =m.

Lema 3.8 (Simanihuruk et al. (1997a)). Seja G um grafo livre de triangulos de ordem n > 7. Se
o1 (G) > n—3 entdo x1(G) <2.

Lema 3.9 (Simanihuruk ez al. (1997b)). Seja G = (V,E) um grafo livre de tridngulos de ordem
8. Entdo x1(G) < 2.

Simanihuruk ez al. (1997b) também mostraram a constru¢do de um grafo livre de

tridngulos de ordem 9 em que ¥;(G) = 3. Com isso e o Lema 3.9, chega-se ao Teorema 3.10.

Teorema 3.10 (Simanihuruk et al. (1997b)). A menor ordem de um grafo G livre de triangulos

em que X1(G) =3¢9, ou seja, f(3,1) =09.
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Teorema 3.11 (Simanihuruk et al. (1997b)). Para qualquer inteiro m > 4, f(m,1) > m>.
O Lema 3.9 e o Teorema 3.11 implicam o Corolario a seguir.

Corolario 3.12 (Simanihuruk et al. (1997b)). Seja m > 3. Se G é um grafo livre de tridngulos
com |V| < k> —1, entdo x1(G) < k—1.

Além disso, a caracterizacdo dos grafos livres de tridngulos de ordem 9, cujo nimero

1-cromético € 3, € um importante resultado apresentado em (SIMANIHURUK et al., 1997b).

Teorema 3.13 (Simanihuruk et al. (1997b)). A menor ordem de um grafo G livre de triangulos

com X1(G) = 4 é pelo menos 17.
Usando as provas dos Teoremas 3.11 e 3.13, o seguinte corolario € obtido.
Corolirio 3.14 (Simanihuruk et al. (1997b)). Para qualquer inteiro m > 5, f(m,1) > m?+ 1.

Em (MYCIELSKI, 1955), a construcdo de um grafo m-cromatico livre de tridngulos
com 2™ — 22 _ 1 vértices, para m > 2, é apresentada. Isso significa que f(m,0) < 2" —
2m=2 1. Com relagdo a um limite inferior, Chvital (1974) provou que f(4,0) = 11 e que
f(m,0) > (m—20—2) — 4 param > 4.

Teorema 3.15 (Simanihuruk et al. (1997b)). Para qualquer inteiro positivo n, existe um grafo G

livre de tridngulos com x1(G) = n.

Uma constru¢do de um grafo livre de tridngulos 1-cromdtico € apresentada na prova

do Teorema 3.15 em (SIMANIHURUK et al., 1997b).
Teorema 3.16 (Simanihuruk ez al. (1997b)). 17 < f(4,1) <28.

Do Teorema 3.13 e uma argumentacao sobre o Teorema 3.15, Simanihuruk et al.

(1997b) chegam aos limites apresentados no Teorema 3.16.
3.2.4 Grafos complementares

Dado um grafo G, o problema de coloragao de grafos complementares ou problema
Nordhaus-Gaddum consiste em explorar os limites para i (G) + xx(G) € xx(G) - xx(G), ou seja,
da soma e multiplicacdao do nimero cromético de grafos complementares. Esse problema foi
primeiramente apresentado no contexto de coloracdo propria de vértices em (NORDHAUS;

GADDUM, 1956).
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Teorema 3.17 (Simanihuruk et al. (1997a)). Seja G um grafo livre de triangulos de ordem n.

Entdo, 21(G) + x1(G) < {%-‘ +2.

Apresentado em (SIMANIHURUK et al., 1997a), o Lema 3.8 € usado com outros

resultados intermedidrios para provar o Teorema 3.17.

Teorema 3.18 (Maddox (1988b)). Se G ou G ¢é livre de tridngulos, entdo xi(G) + yi(G) <
e
Para grafos livres de tridngulos, o Teorema 3.18 foi obtido por Maddox (1988b).

Esse resultado foi melhorado para 6 (gw quando k = 1. Outras classes de grafos foram estudadas:

Teorema 3.19 (Achuthan et al. (1996)). Seja G um grafo livre de Py de ordem n. Entdo,
0(6)+0G) < 3] +2

n—1

A seguinte inequacdo x;(G) + xi(G) < {m-‘ foi sugerida como conjectura para
qualquer gratfo G em (MADDOX, 1988b). O resultado do Teorema 3.19 confirma a conjectura
quando k = 1.

Teorema 3.20 (Achuthan et al. (1996)). Seja G um grafo de ordem n. Entéo, yi(G) + xi(G) <

2n+2k+4
k+2

Achuthan er al. (1996) mostraram que a conjectura apresentada em (MADDOX,
1988b) ndo € valida para todos os grafos. Isso foi possivel através da construcdo de grafos
de ordem n em que x(G) + 1 (G) = [Zj%” + 3. Além disso, um limite superior fraco para

2(G) + xx(G), onde k > 1, é apresentado no Teorema 3.20.

Teorema 3.21 (Achuthan et al. (1998)). Se G é um grafo livre de Py, entdo x;(G) + xx(G) <
1
|

Os grafos construidos em (ACHUTHAN et al., 1996), para mostrar que a conjectura
de Maddox (1988b) nao € valida, possuem P4 como subgrafos induzidos. Entdo Achuthan ez al.
(1998), no Teorema 3.21, mostraram que a conjectura de Maddox (1988b) € valida para grafos

livres de Py.
Teorema 3.22 (Achuthan et al. (1998)). Para um grafo G de ordem n, x1(G) + x1(G) < 24,

O Teorema 3.22 apresenta um limite superior para y(G) + x1(G).
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3.2.5 Complexidade

Determinar se um grafo G admite uma (2,0)-coloragdo é equivalente a determinar
se G € bipartido e, portanto, pode ser decidido em tempo polinomial. Em (COWEN, 1993), foi
mostrado que, em geral, o problema de (2, 1)-coloragéo é NP-completo. Em uma extensio desse
resultado, Cowen et al. (1997) mostraram que o problema de decidir se um grafo é (2, k)-colorivel

€ NP-completo mesmo para grafos planares.

Teorema 3.23 (Cowen et al. (1997)). (i) Para qualquer positivo inteiro k, decidir se um
grafo planar é (2,k)-colorivel é NP-completo.

(ii) Decidir se um grafo planar é (3,1)-colorivel é NP-completo.

Teorema 3.24 (Cowen et al. (1997)). O problema de decidir se um grafo G é (m,k)-colorivel é

NP-completo para qualquer m > 3 e k > 0.

Para grafos gerais, o Teorema 3.24 é uma generalizacdo dos resultados sobre comple-
xidade do problema de colorag@o prépria e foi obtido em (COWEN et al., 1997). Além disso, foi
demonstrado que o problema de decidir se um grafo de grau méaximo 2(k+ 1) é (2, k)-colorivel

¢ NP-dificil.

Teorema 3.25 (Cowen et al. (1997)). Para qualquer constante de impropriedade k, existe um
€ > 0 de forma que ndo hd algoritmo polinomial que pode aproximar o niimero cromdtico

k-imprdprio com fator n® a menos que P = NP.

Uma redugdo do problema de coloragdo préprio e o resultado obtido por Lund e

Yannakakis (1994) levaram ao Teorema 3.25.
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4 COLORACAO GULOSA k-IMPROPRIA

Em uma coloragdo k-impropria com m classes de cor Sy, ...,S;;, um vértice v € S; é
chamado de vértice de Grundy k-improprio, ou vértice guloso k-impréprio, se v € proibido de
ser colorido com a cor da classe S, para cada j < i. Um vértice v € proibido de receber uma cor
J, se v é adjacente a pelo menos k + 1 vértices na classe de cor j ou se v € adjacente a um vértice

saturado nessa classe de cor.

Definicao 4.1 (Coloracao Gulosa Imprépria). Uma coloracdo de Grundy imprépria, ou Colora-

cdo gulosa impropria, é uma coloracdo onde cada vértice v €'V é um vértice guloso improprio.

A seguir, apresentamos uma generalizacao do Algoritmo 1 (Algoritmo Guloso de
Coloracgdo Propria). A heuristica gulosa de coloracdo imprépria tem como entrada uma ordem
0 dos vértices V(G) que serd utilizada no processo de atribui¢do de cores. No Algoritmo 1, a
escolha da cor a ser atribuida a um vértice v; se da através de uma averiguacgdo feita na vizinhanga
de v;. No contexto de coloracdo k-impropria, € possivel que a atribuicdo de uma cor j seja
permitida para um vértice v; (ele tem menos de k vizinhos coloridos com j), mas que esta
atribuicdo viole a impropriedade de um vizinho ja colorido com j. Por isso, o processo de
atribuicdo de cores em uma coloracio k-imprépria deve ser aprimorado.

Na verificagdo da atribuicdo de uma cor a um vértice v;, uma cor j ndo deve ser
atribuida a v; se hd em sua vizinhanga pelo menos k+ 1 vértices coloridos com esta cor ou se
existe em sua vizinhanca pelo menos um vértice saturado com a cor j. A heuristica gulosa de

coloragdo k-imprépria € apresenta no Algoritmo 2.

Algoritmo 2: Algoritmo Guloso de Coloragao k-impropria
Entrada: Grafo G = (V,E), ordem 6 = v}, vs,...,v, sobre V(G) e inteiro k

Saida: Coloragdo k-impropria ¢ de G
inicio
parav =vi,v,,...,v, faca
c(v) = j, com j sendo a menor cor tal que j ndo aparece em mais que k vizinhos

de v e a impropriedade de seus vizinhos coloridos com j é menor que k
fim

fim

Todas as coloracdes geradas pelo Algoritmo 2 sdo gulosas improprias e respeitam a
impropriedade de cada vértice. O maior niimero de cores utilizadas nessas coloragdes, conside-

rando todas as ordens possiveis de V(G), define o niimero de Grundy k-impréprio de G ou I'*(G).
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Mais precisamente, I'*(G) é o maior inteiro / tal que G admite uma colora¢io k-imprépria gulosa
com [ cores. Este trabalho estuda limites superiores de algumas classes de grafos especificas

como arvores binomiais e grafos livres de P;.

4.1 Resultados gerais

Lema 4.2. Seja G um grafo qualquer, entdo T'*(G) < {#W

Demonstragcdo. Suponha que, por absurdo, Fk(G) > [HLI-‘ . Seja u um vértice colorido com a

n

H—J + 1. A existéncia de u implica que existe uma classe de cor i, i < [HLJ + 1, com

cor [
menos de k+ 1 vértices. Como u ndo pode receber a cor i e ndo existem k + 1 vértices com a cor
i que pudessem ser adjacentes a u, isso implica que existe v colorido com i, uv € E(G), tal que
v possui k vizinhos com a cor i. Ora, isso implica que a classe de cor i tem pelo menos &k + 1

vértices, uma contradicao. O]

O Lema 4.2 apresenta um limite superior trivial para o nimero de Grundy k-
improprio e consequentemente para o nimero cromdtico k-improprio de um grafo G. Esse
limite € justo para grafos completos. Observe que quando uma coloracdo gulosa k-impropria

usar esses numeros de cores, ela € necessariamente otima.

Proposicdo 4.3. Se I''(G) = [HLI-‘ , entdo existem pelo menos ’V%-‘ — 1 vértices de grau pelo

menos k+ 1.

Demonstragcdo. Suponha que, por absurdo, existam no maximo [HLIW — 2 vértices de grau pelo
menos k+ 1. Logo hé pelo menos duas classes de cores, i e j, com i < j, sem nenhum vértice de
grau pelo menos k + 1. Considere u colorido com j. Como u ndo pode receber a cor i, entdo ou
u tem k+ 1 vizinhos de cor i, um absurdo, ou u € vizinho de um vértice v com cor i tal que v ja

possui k vizinhos da cor i, um absurdo, pois junto com u, v teria pelo menos k + 1 vizinhos. []

Considere uma coloragio k-imprépria gulosa de um grafo G = (V,E) e sejaC C V(G)
uma classe de cor. Se C possui um subconjunto dominante C' C C, ou seja, cada vértice de
V(G) \ C' possui um vizinho em C’, e cada vértice de C’ tem impropriedade k, entdo dizemos
que C € um conjunto rigido. Ao longo do texto, muitas vezes nos referiremos ao fato de C ser
um conjunto rigido para as cores superiores a cor de C na colorac¢do gulosa k-impropria. Em
outras palavras, a existéncia de C proibe a cor de C para quaisquer vértices que seguem C na

ordem de aplicac@o do algoritmo guloso.
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4.2 t-atomos k-improprios

Nesta secdo, nos generalizamos os resultados sobre 7-dtomos apresentados em (ZA-
KER, 2006). Para um inteiro k fixo, considere a familia Jz%tk, t=1,2,3,..., cujos elementos sdo
t-4tomos k-impréprios. As familias ¥ sdo definidas recursivamente da seguinte forma:

o ' ={Ki}

e Um elemento G € o7 é obtido a partir de um elemento H € sztk_ | da seguinte forma: Se
\V(H)| <k+1facam=k+1, sendo facam=1,k+1 <[ <|H|(k+ 1) e considere o
grafo K,, UH que deverd ser conexo ao final do processo a seguir.

1. Vv; € H, escolher F; C K,,, com |F;| = k+ 1;

2. acrescentar arestas no subgrafo induzido por {v;} UF; satisfazendo as duas condigoes:
a) Vx; € F;, dr(x;) <k;
b) o grafo induzido por {v;} UF; é conexo, tem pelo menos k + 1 arestas e caso v;

ndo seja vizinho de todo x; € F;, entdo Jx; € F;, vizinho de v; com df;(x;) = k.

Figura 4 — Exemplo de constru¢do de um 7-atomo 2-improprio onde m € fixado em 3.

A Figura 4 apresenta um exemplo de constru¢ao de um ¢-dtomo k-impréprio onde
k = 2. Veja que o conjunto F; é o mesmo para cada v; € H uma vez que m = k+ 1. Além
disso, todos os vértices de H obedecem as regras estabelecidas para a construcdo de um ¢-atomo
k-impréprio.

Observe que o niimero guloso k-impréprio do grafo K,,, U H é superior ao de H em
pelo menos uma unidade uma vez que o estavel K, pode ser colorido com uma cor e essa é
proibida de ser usada em H. Portanto, pela constru¢do de um #-atomo k-impréprio, 0 nimero

guloso k-impréprio de um ¢-dtomo k-impréprio € pelo menos ¢.
Teorema 4.4. Dado um grafo G, Fk(G) >t se, e somente se, G contém um t-dtomo k-improprio.

Demonstragcdo. Seja H um t-dtomo k-impréprio de G. Pela constru¢do de um f-atomo k-
improprio, pode-se checar facilmente que H pode ser colorido k-impropriamente com ¢ cores.

Logo, I'*(G) > 1, pois H é subgrafo de G. Agora considere um grafo G com I'*(G) > ¢. Vamos
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provar por inducdo em ¢ que G contém um ¢-dtomo k-impréprio. Sejam Cy,C, ..., C; as classes de
cores da colorag@o k-imprépria gulosa de G com ¢ cores. Uma classe de cor C;, 1 <i <¢, consiste
dos vértices coloridos com a cor i. Se considerarmos H = G\ C1, entdo obviamente T*(H) >¢—1.
Concluimos, por hipétese de indugdo, que H contém um (¢ — 1)-atomo k-impréprio F. Pela
defini¢do de ¢-atomos k-improprios, todo vértice em F colorido com uma cor ¢, ¢ > 1, tem pelo
menos k + 1 vizinhos em Cj ou € vizinho de um vértice de C; que tem pelo menos k outros
vizinhos em C;. Logo, € possivel obter um 7-dtomo através da exclusio de vértices em C; ou

arestas entre F' e Cy, se necessario, em G. O]

A seguir, investigamos a ordem de um #-4tomo k-impréprio e mostramos que deter-

minar se ['*(G) >t pode ser resolvido em tempo polinomial.
Teorema 4.5. Um t-dtomo k-impréprio tem no mdximo (k+2)' =1 vértices.

Demonstragcdo. Dados t e k inteiros, a ordem de um elemento da familia dtk € maximizada se,
a cada passo de sua construgiio, o tamanho do estavel K, ¢ maximizado. Seja H um elemento
de uma familia yf/‘, i €{l,...,t}. Dessa forma, para cada vértice de H, k+ 1 vértices sdo
adicionados a cada iteracdo i. Seja f(¢,k) uma fun¢do que retorna a ordem do maior z-4tomo
k-impréprio construido como descrito. Veja que podemos expressar f(¢,k) como a fungdo de
recorréncia f(t,k) = f(t — 1,k) + f(t — 1,k)(k+ 1). As manipulagdes algébricas a seguir nos

levam ao resultado como reclamado.

k) = fle—1k)+ft—1,k)(k+1)
= ft—1,k)(1+(k+1))
= ft—1,k)(k+2)

= (k+2)"!
O
O niimero de ¢-atomos k-impréprios de uma familia .7* é da ordem de 2(k+2)(H),

ou seja € finito a depender de ¢ e k.

Corolario 4.6. Para qualquer grafo G e um inteiro t fixo, determinar se T*(G) > t pode ser

resolvido em tempo polinomial.

Demonstracdo. Para determinar se existe uma coloracao de Grundy k-imprépria com ¢ cores,

procuramos diretamente por um z-atomo k-impréprio em G. E possivel determinar em tempo
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O(n?) se um grafo fixo com p vértices é um subgrafo de um grafo de ordem n. Pelo Teorema
4.5, um ¢t-atomo k-impréprio é da ordem de (k+2)/~!. Portanto, para pesquisar um ¢-4tomo em

~ 4 . t—1
G sio necessarios O(n*2)""") passos. O

4.3 Arvores binomiais

Nesta secdo, determinaremos o nimero de Grundy 1-impréprio para arvores bi-
nomiais. Dada uma drvore binomial B,, é sabido que I'(B,) = n+ 1 como foi mostrado em
(HEDETNIEMI et al., 1982). Uma ordem de coloracao de coloragdo dos vértices serd chamada
de binomial se a ordem dos vértices de B, € obtida da seguinte forma: inclui-se todos os vértices
da subdrvore By, em seguida de Bj, e assim sucessivamente, até B,_, sendo finalizada com
araiz de B,,, com os os vértices de cada subarvore B; sendo apresentados também em ordem

binomial.

Teorema 4.7. Dada uma drvore binomial B,, T'' (B,,) = {%—‘ para n > 0, e existe uma colora-

¢do 1-impropria gulosa de B, que atribui a cor T''(B,) a raiz de B,,.

Demonstragdo. A prova se da por indug¢do em n.

e Caso base: Paran € {0,1,2}, é facil de ver que I'' (Bg) = 1, T'(B)) = 1 e T (By) =2, e
que uma coloragdo 1-imprépria 6tima atribui a maior cor a raiz de B;, i = 0,1,2. Observe
que essas coloragdes podem ser obtidas usando a ordem binomial de B;.

e Hipétese de indugdo: Assuma que I''(By) = [%W vale para k < n, e que existe uma
colorag@o 1-imprdpria 6tima atribuindo a maior cor a raiz de By.

e Passo da indugdo:

Note que r(Bj,), a raiz de B, é vizinha de n outras raizes de drvores binomiais isomorfas a
Bo,Bq,...,B,_1. Considere agora uma ordem binomial dos vértices de B, e assuma, por
hipétese de indugdo, que as subérvores By, By, ..., B,_1 estdo otimamente coloridas, com
[%W cores, i = 1,...,n— 1, e com a maior cor ocorrendo em suas respectivas raizes.
Analisaremos dois casos.

Caso 1: n é par

Isso significa que r(By),r(By),...,r(By—1) receberam as cores 1,1,2,..., [g-‘ Nesse
caso, r(B,_1) e r(B,—2) terdo sido coloridos com uma mesma cor. Logo, r(B),) pode ser
colorido gulosamente com a cor {%W , COMOo queriamos provar.

Caso 2: n é impar
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Novamente, r(By),r(B1),...,r(B,—1) receberam as cores 1,1,2,..., [’z‘-‘ Nesse caso,
r(By,—1) e r(B,—») terdo cores distintas e a cor de r(B,_) ocorre uma tnica vez na
vizinhanga de r(B,). Temos que provar que essa cor pode ser atribuida a r(B,). Para
tanto, temos que provar que r(B,,_) ndo estd saturado. Ocorre que a subdrvore enraizada
em r(B,_1) possui também, pela defini¢éo recursiva de drvores binomiais, um vizinho ja
colorido que € a raiz de uma subdrvore isomorfa a B,,_», sendo este o vértice que possui a
maior cor em sua vizinhanga. Como a cor de r(B,_7) é distinta da cor de r(B,,—1), r(B,—1)
nao estd saturado para a cor [g-‘ que € igual a {%-‘ .

Esses dois casos completam a prova do Teorema.

4.4 Grafos livres de P4

Lembramos ao leitor ou leitora que um grafo sem Py induzido € dito livre de Py ou
cografo. Christen e Selkow (1979) determinaram o nimero de Grundy de um cografo G, obtido
a partir da unido completa ou disjunta de grafos G| e G2, em funcdo dos nimeros de Grundy de
G e G, como segue:

e I'(G) =max{I'(G),I'(G,)}, se G =G UGj;
e I'(G)=T'(G))+I'(Gy), se G =G|+ G».

Quando nao especificado de outra maneira, considere r e s as ordens de G e G,
respectivamente, onde r < .

O Teorema que segue trata do nimero de Grundy k-impréprio de cografos descone-

XO0S.
Teorema 4.8. Seja G = G| UG,. Entdo T"(G) = max{T*(G,),T*(G,)}.

Demonstragdo. Provaremos que I*(G) > max{I'*(G;),T*(G,)} e T*(G) < max{T*(G,),T*(G;)}
e o resultado segue.
1. TH(G) < max{T*(G,),T"(G»)}
Dada uma coloragio de Grundy k-imprépria de G com I'*(G) cores, a necessidade de uma
cor max{I**(G),T*(G,)} + 1 s6 seria justificada se novas arestas fossem adicionadas em
G1 ouem G, ou entre G| e G,. Uma vez que a unido disjunta nio cria novas arestas, entao
I'*(G) nio pode ser maior que max{IT'*(G;),T*(G,)}.
2. TH(G) > max{T*(G,),T*(Gy)}
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Como a unido das coloragdes gulosas de G| e G, com I'*(G) e I'*(G>) cores, respecti-

vamente, é uma coloracio gulosa k-imprépria de G com max{I'*(G),T*(G;)} cores, o
limite inferior estd provado.

Sejam 6; e 6, ordens do algoritmo guloso que usam, respectivamente, I*(G) cores

em G e Fk(Gz) cores em G,. Observe que G| e G ndo compartilham vértices e nem arestas

em G. Nio existe uma ordem que usa mais que max{I'*(G1),I*(G>)}, entdo usar as ordens 6; e

6, para colorir G| e G produz uma coloragio com I'*(G) cores. U

Considerando a unido completa de cografos, os estudos empreendidos permitiram
formular a conjectura que segue. Para enuncié-la considere a seguinte definicdo. Sejam G e G,
cografos, e G = G| + G;. Seja R um subgrafo de G tal que G\ R possui o maior nimero possivel
de Ki11’s que interceptam G; e G, (a0 mesmo tempo). Entre todas as escolhas possiveis para

G — R, considere aquela em que R maximiza T'*(R).

Conjectura 4.9. Sejam G| e G, cografos, G = G|+ Gy, G\ R e R tais como descritos acima.

Entdo T*(G) =T*(G\ R) +TX(R).

Observe que cada clique K| que intercepta G| e G, forma um conjunto rigido em
uma coloracao k-impropria gulosa de G, o que proibird a sua cor para qualquer outro vértice
de G. Dessa forma, cada Kj | € potencialmente colorido com uma classe cor. Por outro lado,
k+ 1 vértices € a menor cardinalidade possivel para qualquer conjunto rigido de G. Portanto, a
intuicdo na formulacao da conjectura advém do entendimento de que o maior nimero de cores
pode ser obtido através da construcdo de um nimero maximo de conjuntos rigidos, cada qual de
menor cardinalidade possivel, a fim de deixar o maior nimero possivel de vértices descoloridos,
e, em seguida, colorir de forma 6tima o grafo restante.

Na formulagdo da conjectura, a compreensao da apresentacdo dos conjuntos rigidos

¢ também importante.

Lema 4.10. Seja G = G|+ Gy, onde G e G, sdo cografos quaisquer. Seja L um conjunto rigido
em uma coloragdo k-imprépria de G. Se L é formado pela unido completa de uma clique K e

um conjunto estdvel S, com |S| > 1, entdo |L| = k+1 e K é um conjunto dominante.

Demonstracdo. Suponha que L seja colorido com a cor i. Observe que cada vértice u de K
possui impropriedade k, logo N (u);, = K \ {u} U S possui cardinalidade k. Portanto |L| = k+ 1.

Como a impropriedade de cada vértice em S é

K| < k, para que cor i esteja impedida em G\ L,
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€ preciso que qualquer outro vértice de G colorido com i viole a impropriedade de um vértice de

K. Logo K € um conjunto dominante. [

Na secdo 4.4.5, provamos a Conjectura 4.9 para quaisquer cografos nos casos k = 1
e k = 2. As subsec¢des que seguem tratam de unides completas de subclasses de cografos. Alguns

dos resultados 14 contidos serdo usados nas provas parciais da conjectura para os casos citados.

Lema 4.11. Seja G = G| + G», onde G e G, sdo cografos quaisquer. Para k =1, todo conjunto

rigido L que intercepta G| e G, é isomorfo ao Kj.

Demonstracdo. Seja L um conjunto rigido qualquer de C, uma coloragdo gulosa 1-imprépria
6tima de G. Se L intercepta G| € G, L contém um K;. Observe que uma cor qualquer i atribuida
a esse K, ndo pode ser usada em qualquer outro vértice de G| ou G, pois os vértices da clique
tem ambos impropriedade 1 e cada outro vértice de G € adjacente a pelo menos um deles. Logo,

L ¢é isomorfo ao K, e isso encerra a prova. [

Lema 4.12. Seja G = G| + Gy, onde G| e G, sdo cografos quaisquer. Para k = 2, todo conjunto
rigido L que intercepta G e G € isomorfo ao K3 ou ao K; > ou ao Ps, onde o vértice de grau 2

do P5 é universal.

Demonstragdo. Seja L um conjunto rigido qualquer de C, uma coloragdo gulosa 2-impropria
otima de G que intercepta G| e G,. Suponha que L contém uma aresta de G| ou G;. Logo, L
contém um K3 que intercepta G| e G,. Novamente, observe que uma cor qualquer i atribuida a
esse K3 ndo pode ser usada em qualquer outro vértice de G1 ou Gy, pois os trés vértices da clique
tem impropriedade 2 e cada outro vértice de G € adjacente a pelo menos um deles. Logo, L é
isomorfo ao K3. Suponha agora que L ndo contém qualquer aresta em G| ou G,. Portanto L é
bipartido, com uma particao em G| € uma outra particdo em G;. Seja u um vértice de L com
impropriedade 2. Como L ndo contém arestas de uma mesma parti¢ao, u tem 2 vizinhos v, w ndo
adjacentes na outra particdo que também pertence a L. Se u for universal, L € isomorfo ao P;.
Se u ndo for universal, entdo um de v ou w, ou ambos tem impropriedade k e portanto um outro
vizinho z, além de u, em L. Logo, como L ndo possui arestas em G ou Gy, esse conjunto u, v, w, z
induz um K5 >, com u € zem G e v e w em Gy, ou vice-versa. Como qualquer outro vértice G €

adjacente a um dos vértices desse K> 5, L € isomorfo ao K5 > e isso encerra a prova. O
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4.4.1 Unido completa de grafos completos e vazios

Nesta secao, abordamos classes de cografos conexos extremais com respeito ao

numero de arestas e usaremos esses resultados para provar a Conjectura 4.9 para o caso k = 1.

Teorema 4.13. Sejam G e G, grafos completos e G = G1 + G, com |V(G)| = n. Entdo T"(G) =
n
e

Demonstragdo. O grafo G é um grafo completo da ordem de |G|+ |G3|. Neste caso, todos os

vértices estdo conectados e independente da ordem escolhida o limite superior L“LLJ ¢ alcancado.
Isso porque cada classe de cor, exceto a maior cor, serd um conjunto rigido com exatamente

k+ 1 vértices. 0
Lema 4.14. Sejam G| e G, grafos vazios, G = Gy +G, e r = s. Entdo, parak > 1, T*(G) = B’—k-‘ :

Demonstracdo. Observe que, quando G| e G, sdo vazios, o resultado da unido completa € um
grafo bipartido completo. Um vértice v qualquer pode estar proibido de receber uma cor i em
duas situacdes. Caso tenha mais que k vizinhos coloridos com a cor i (e isso implica ter mais
que k vértices coloridos com a cor i na parti¢io oposta) ou tenha em sua vizinhanca um vértice
saturado colorido com a cor i (e isso implica ter k vértices coloridos com a cor i em sua propria
particdo). Uma ordem que alterna k vértices de uma particdo com k vértices da outra parti¢ao
satura sucessivamente 2k vértices do grafo com cada cor i utilizada. Isso impede que a cor i
seja usada no restante do grafo. Logo essa ordem utiliza {%-‘ cores para colorir G, e pelos

argumentos apresentados esse nimero € maximo. 0

Teorema 4.15. Sejam G| e G, grafos vazios, G=G1+ Gy, r <s, et = H-‘ Entdo, para k > 1,
TX(G) =1+ 8 onde

1, ses>kt,

0, caso contrdrio.

Demonstragdo. Seja H C G, com r vértices em cada particio. Pelo Lema 4.14, T*(H) = {%-‘ =
[i—‘ =t. Considere entdo uma coloracdo k-impropria 6tima de H com ¢ cores. Observe que todos
os vértices de G estdo coloridos. Se s < kt, como ndo hd k+ 1 vizinhos de qualquer vértice nao
colorido de G, com a cor ¢, todos os vértices de G, ndo coloridos podem receber a cor ¢, € iss0O

encerra o primeiro caso. Caso s > kt, observe que todos os vértices de G estdo saturados com as
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cores 1 at. Além disso, todos os vértices de G, que receberam as cores 1 at — 1 estdo saturados.
Os s — kt vértices ndo coloridos de G, ndo podem assumir cor menor ou igual a ¢, pois isso viola
a impropriedade de vértices de G1. Ao mesmo tempo, € possivel atribuir a cor 7 + 1 a todos eles.
Como a cor t + 1 ndo ocorre em G e G, € vazio, ela pode ser usada em todos os vértices ainda

nao coloridos de G». Isso encerra a prova. [

Observe que os dois valores obtidos nos teoremas precedentes, embora fagam uso de
notacgdo distinta, diferem em, no maximo, uma unidade.

Usamos o fato de que o pardmetro I'* é monotonico com respeito a subgrafos, ou
seja, T*(H) < T*(G) paratodo H C G, para extrair resultados para a unidio completa de quaisquer

cografos, considerando o caso k = 1.
Teorema 4.16. Sejam Gy e G, cografos, com r = s, e G = G| + G». Entdo, T''(G) =r = {ﬂ

Demonstragcdo. Observe que o grafo G = G| + G, com r = s, possui como subgrafo gerador
o cografo obtido pela unido completa de dois grafos vazios com o mesmo nimero de vértices.
Logo, como a inclusdo de arestas s6 pode incrementar o nimero de Grundy 1-impréprio, temos
que pelo Lema 4.14, r! (G) > {ﬂ . Porém, pelo Lema 4.2, esse valor € exatamente o limite

superior de qualquer grafo quando k = 1. Portanto, o teorema esta provado. 0

A seguir apresentamos um limite inferior de I'' (G) para grafos G obtidos a partir da

unido completa entre dois cografos com nimeros de vértices distintos.
Teorema 4.17. Sejam G| e G, cografos, com r < s, e G = G + G». Entdo, T'! (G)>r+1.

Demonstracdo. Novamente, observe que o grafo G = G| + G, possui como subgrafo gerador
o cografo obtido pela unido completa de dois grafos vazios, cada um com o mesmo nimero
de vértices de G| e Gj, respectivamente. Entdo, como o acréscimo de arestas apenas pode
incrementar o nimero de Grundy 1-impréprio de G, pelo Teorema 4.15, o nimero de Grundy

I-impréprio de G € pelo menos r+ 1. [

Usando o Teorema 4.16 obtemos o teorema a seguir, que consiste na prova da

Conjectura 4.9 para k = 1.

Teorema 4.18. Sejam G| e G, cografos quaisquer, comr < s e G = G|+ Gy. Seja R C G, tal
que |V (R)| = s —r e T'(R) é mdximo. Entdo, T'(G) = r +T'(R).



39

Demonstragdo. Pelo Teorema 4.16, € possivel colorir qualquer subgrafo induzido de G tomando
r vértices de G e r vértices de G» de maneira 6tima com r cores. Como cada vértice de G recebe
uma cor distinta, essa colora¢do ndo pode ser melhorada a ndo ser maximizando a coloragdo dos

s — r vértices restantes de G, que é representada pelo termo I'' (R). [
4.4.2 Unido completa de um grafo completo e um grafo vazio

Seja G = G1 + G, onde G| € um grafo completo de ordem r e G, € um grafo vazio

de ordem s.

Figura 5 — Unido completa de um grafo completo e um estavel.

G1 GZ

ui

A

Vi

70
>év2
N

A Figura 5 mostra como se dd a unido completa de G| e G,. Nesta subsecdo, ndo ha

hipotese sobre a relacdo de grandeza entre r e s.

Teorema 4.19. Sejam G| um grafo completo e G, um grafo vazio e G = G| + G,. Entdo

*(G) = {%-‘, se s < rk ou T*(G) = r+1, caso contrdrio.

Demonstragcdo. Considere o Lema 4.10. Para quaisquer tamanhos de cliques contidas em G e
conjuntos estaveis contidos em G, de forma que a soma de suas cardinalidades seja K+ 1, forme
conjuntos rigidos descritos no Lema 4.10. Seja H um subgrafo de G formado pelo maior nimero
possivel desses conjuntos rigidos. Se G \ H ndo possui vértices de G», entdo considere o grafo
H', como descrito a seguir. Se ndo hd em G\ H cliques de tamanho k+ 1, faga H' = H. Caso
contrério, forme H' pela unido de H com o maior nimero possivel de cliques de tamanho k + 1
de G\ H. Considere agora o grafo G\ H'. Se esse grafo ndo é vazio, ele é um grafo completo
com menos de k+ 1 vértices e uma cor € suficiente para colorir os vértices ainda nao coloridos.
A coloracgao produzida usa [k%-‘ . Se esse grafo é vazio, a coloragdo de G estd completa com

exatamente # cores. Em ambos 0s casos, o teorema esta provado.
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Se G\ H nio possui vértices de Gy, o fato de que H é maximo implica que, ou s > kr
e cada vértice de G| recebeu uma cor distinta; ou s < kr e G\ H tem no maximo k vértices. No
primeiro caso, r + 1 cores colorem G e no segundo caso, L‘*Ll-‘ cores colorem G, visto que em
ambos os casos uma cor ¢ suficiente para colorir os vértices ainda nao coloridos de G\ H.

Agora suponha que G \ H possui vértices de G| e G,. Como ndo é possivel formar
conjuntos rigidos como aqueles descritos no Lema 4.10, pois H é maximo, G \ H possui no
maximo k vértices. Portanto, uma cor € suficiente para colorir os vértices ainda ndo coloridos de

G. A coloragdo produzida usa {#W e isso encerra a prova do teorema. [

4.4.3 Unido completa entre um grafo obtido pela unido de cliques disjuntas e um grafo

vazio

O Teorema abaixo é exatamente a prova da Conjectura 4.9 para a classe de grafo
no enunciado. Para perceber isso, basta ver que as s cliques formam conjuntos rigidos que
interceptam G e G; e que o grafo R C G; € um grafo de cliques de tamanho méximo k, pela

definicao de G, e portanto pode ser colorido com uma tnica cor.

Teorema 4.20. Seja G = G| + G», onde G| = {K(} UKC% u--- UK(’;} e Gy é um grafo vazio. Se
p>sed=k, entdo Fk(G) = s+ 6 onde

I, sep>s,
S =

0, caso contrdrio.

Demonstragdo. Observe que existe H C G consistindo de s cliques de ordem k + 1 formadas
por uma clique de tamanho k em G| e um vértice em G,. Essas cliques requerem cores distintas,
uma vez que se uma cor i for usada para colorir uma clique de ordem & + 1, ela fica proibida

de ser usada no restante do grafo. Caso p = s, essa colorag@o k-impropria usa s cores € o limite

superior é alcangado, uma vez que n = sk+s e I¥(G) = Pkflk W =s.

Caso p > s, observe que os vértices em V(G) \ V(H) podem ser coloridos com uma
cor adicional. Recorde que para que uma cor i < I’*(G) seja usada e proibida no restante do
grafo G, deve existir pelo menos um vértice em cada parti¢do com a cor i. Quando isso nao
acontece, todos os vértices de G| ou de G, podem ser coloridos com a cor i. Entdo no maximo s

cores podem ser saturadas em G e, logo, I'* (G)=s+1. O

Teorema 4.21. Seja G = G| + G, onde G| = {Ké UKC% U--- UK5} e Gy é um grafo vazio. Se
p<sed=k, entaoT*(G)=p+1.
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Demonstragcdo. Observe que existe H C G consistindo de p cliques de ordem k + 1 formadas
por uma clique de tamanho k em G e um vértice em G;. Observe que cada clique de H requer
uma cor e que os vértices em V (H) NV (G)) estdo todos saturados e, portanto, uma cor adicional

¢ suficiente para colorir o restante dos vértices ndo coloridos em V(H) NV (G3). O

De forma andloga ao teorema que lhe precede, o Teorema acima é exatamente a
prova da Conjectura 4.9 para a classe de grafo no enunciado. Para perceber isso, basta ver que as
p cliques formam conjuntos rigidos que interceptam G € G, e que o grafo R C G, € um grafo

vazio, pois G, € um grafo vazio, e portanto pode ser colorido com uma tnica cor.
4.4.4 Unido completa de grafos de obtidos pela unido de cliques disjuntas

Sejam G e G, grafos formados pela unido disjunta de p e g cliques, respectivamente,
todas de mesma ordem. Logo, escreveremos G| = {K' UK?>U...UK?} e G, = {K' UK?U...U
K7}. Seja G = G| + G».

Vamos analisar o comportamento do nimero de Grundy k-impréprio no caso onde
todas as cliques sdo isomorfas ao K>, para diferentes valores de k. Para k = 1 e r = s, note que o
Teorema 4.16 € vélido. De forma andloga, o Teorema 4.18 aplica-se ao caso r < s. Entretanto,

no teorema abaixo, determina-se o valor exato do parametro.

Teorema 4.22. Seja G = G + G, um cografo onde G| = {K21 UK22 U--- UKé’}, G, = {K21 U
K3U---UK]}, com p < q. EntaoTH(G) = r+1.

Demonstragdo. Comegamos por observar que cada cor i utilizada em um vértice de G| € um
vértice de G, torna-se proibida para todos os outros vértices. Dessa forma, para um vértice v
qualquer em V (G3), é possivel proibir no maximo r cores. Seja o subgrafo H de G induzido
por r vértices de Gy e r vértices de G,. Note que, pelo Teorema 4.16, T*(H) = r. Veja que r
cores ficam proibidas de ser usadas nos vértices nao coloridos em G, e, portanto, todos podem
ser coloridos com a cor r+ 1 uma vez que nao € possivel saturar a cor r+ 1 nesse conjunto de

vértices. Isso encerra a prova do Teorema. [

No restante dessa secdo, examinamos o numero 2-impréprio de Grundy nos grafos
G =G+ Gy onde Gy = {K}UK;U---UKY}, Gy = {KJ UK3 U---UKJ}. Vamos considerar
diferentes valores de r e s, de maneira que a coloragdo proposta sature todos os vértices de

G. Observe primeiro que € possivel saturar um conjunto de vértices, se esse conjunto tiver
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pelo menos trés vértices, com intersecéo ndo vazia com V(Gp) e com V(G;). Diremos que um
conjunto com essas caracteristicas € um conjunto util. Além disso, observe também que como
[V(G1)| e |[V(G,)| sdo miiltiplos de dois, entdo s6 podemos encontrar conjuntos onde todos os
vértices estdo saturados quando |V (G)| for um miltiplo de dois e de trés, ou seja, |V (G)| deve

ser multiplo de 6. Essas duas observagdes serdo levadas em conta no que se segue.

Figura 6 — Cliques presentes na unido completa de dois grafos formados por unido de K.

(a) (b)
G G, G Gy
Ui Vi U Vi
N d DN
us3 u3 V3
Uy i; uy vy
us Vs

Teorema 4.23. Seja G = G + G,, onde Gy = {K} UK3U---UK}}, G, = {K} UK3U---UK]}.

Para k = 2 tem-se

r_JrsJ + ’Vr+smod6-‘, se g < 2p,

r—+1, caso contrdrio.
Demonstragcdo. Considere um conjunto de vértices com duas cliques de G; e uma clique de
G(i41) mod 2> COM i € {1,2}. Pelas observacdes feitas previamente, esse conjunto contém exa-
tamente dois conjuntos uteis (ver o exemplo na Figura 6a). Caso g < 2p, considere H um
subgrafo de G induzido por conjuntos de vértices de cardinalidade seis tais como descritos acima,
construido de forma a minimizar a diferenca entre V(H) NV (G) e V(H) NV (G,) (a Figura 6b
exemplifica tal escolha). E possivel colorir H com L%J 2 cores. Observe que todos os vértices
j4 estdo saturados de forma que n@o ha possibilidade de adicionar uma cor em H sem liberar
uma das cores ja utilizadas para uso nos vértices ainda nao coloridos. Além disso, observe que a
cardinalidade de V(G) \ V(H) pode ser dois ou quatro. Se |V(G) \ V(H)| = 2, entdo uma cor

adicional é suficiente para colorir esses vértices. Para |V(G) \ V(H)| = 4, temos que p = g e,
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portanto, ainda ha um conjunto ttil ndo colorido. Logo, duas cores adicionais sao necessarias e
suficientes para colorir o resto do grafo. Nos dois casos, essa tltima cor nao estd saturada. Esse
numero esta refletido no termo [%"dﬁ-‘ .

Caso g > 2p, note que, usando a coloragdo descrita anteriormente, € possivel cons-
truir r conjuntos uteis disjuntos contendo precisamente um vértice de G| e uma clique de G».
Isso nos permite usar r cores e isso € o melhor possivel para qualquer coloracdo 2-imprépria
gulosa restrita a G, tendo em vista que todos os vértices de G estdo saturados, € possuem
cores distintas. Para os s — 2r vértices ainda ndo coloridos de G», uma nova cor € suficiente e

necessdria. Essa coloragdo € 6tima visto que o nimero de cores € igual ao nimero maximo de

conjuntos uteis em G mais um. [l
4.4.5 Unido completa de cografos quaisquer

Nesta se¢do estudamos o nimero guloso 2-impréprio de um cografo qualquer obtido
a partir da unido completa de dois cografos. Diremos que um conjunto rigido L é um conjunto
saturado e que a sua cor € uma cor saturada. Ademais, cada vértice de L que tem impropriedade
k serd chamado de vértice saturado. Como L € um conjunto dominante (ndo necessariamente
minimal), observe que se L for colorido com i, a cor i ndo pode ser usada para colorir qualquer

outro vértice de V(G) \ L. Considere agora a seguinte defini¢éo:

Definicao 4.24. Dado um grafo G = G| + G, onde G e G, sdo cografos quaisquer, defina R
como sendo um subgrafo de G tal que G\ R é o maior subgrafo de G que pode ser fatorado com

K3’s que interceptam Gy e Gy, e I'*(R) é mdximo.

Observe que pela defini¢ao acima, R ndo possui K3’s que interceptam G € G,. Como
R € um cografo, R € bipartido ou R estd contido inteiramente em G; ou G».

Nesta se¢do, provaremos a Conjectura 4.9 para k = 2. Ou seja, mostraremos que
I?(G) =T?(G\R)+T?(R). A ideia da prova é que a coloracgiio 6tima pode ser obtida colorindo
inicialmente todos os K3’s, que interceptam as particdes G| e G, cada um com uma cor distinta,
e, em seguida, o restante do grafo de forma 6tima. Para facilitar a compreensdo da prova,
introduziremos uma nota¢do. Seja C uma coloracdo gulosa 2-imprépria. Dizemos que um K3
que intercepta G| e G, € bom se ele ¢ monocromatico e um K3 que intercepta as duas particoes
e ndo é monocromatico € dito defeituoso.

Pelo Lema 4.12, em um cografo, para k = 2, qualquer conjunto rigido possui no
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minimo trés vértices e no maximo quatro vértices, onde as cores saturadas por trés vértices
induzem um K3 ou um P; e as saturadas por quatro vértices induzem um K5 ;. Como um conjunto
rigido que contém um Pz, também possui um vértice universal, isso implica a existéncia de
vértices em G| e G produz necessariamente K3’s bons ou defeituosos. Essa observagdo nos

permite basear a prova na existéncia desses tipos de K3’s.

Lema 4.25. Seja C uma coloragdo gulosa 2-impropria 6tima com m cores e | K3’s bons. Entdo
existe uma coloragédo C' gulosa 2-impropria 6tima onde as | primeiras classes de cores sdo

formadas por K3’s bons.

Demonstracdo. Se todas as classes de cores sdo K3 bons, entdo a colora¢do C' é a prépria
coloragdo C. Dada a coloragéo C, seja L = {Ly,...,L;} um conjunto em que cada elemento é
uma classe de cor que induz um K3 bom. Para cadai=1,...,/, faca a classe de cor i de C ser
colorida com a cor de L;. Em seguida, considere, na ordem de C, uma a uma, as classes de
cores de C que ndo estdo em L e complete a coloragdo C’, usando as cores [ + 1,...,m, nessa

ordem. ]

Doravante, considere uma colorac¢io gulosa 2-impropria C onde todos os K3’s bons
recebem as menores cores. Pelo lema anterior, essa coloracao existe. Observe que, considerando
C, G pode possuir K3’s defeituosos. Os K3’s defeituosos podem ser bicrométicos ou tricroméaticos.

Vamos examinar primeiro o caso onde hd K3’s defeituosos bicromaticos.

Figura 7 — Classes de cores com cardinalidade trés que induzem dois K3 defeituosos.

(a) (b)
G G2 G G2
Uy Vi
up V2
us V3

Lema 4.26. Seja C uma coloragdo gulosa 2-impropria otima com m cores onde os K3’s bons
recebem as menores cores 1,...,1. Suponha que existem d K3’s defeituosos, bicromdticos
segundo C, coloridos com cores superiores a l. Suponha adicionalmente que todas as cores
que colorem esses K3’s induzem elas mesmas K3’s. Entdo existe uma coloragdo C' gulosa

2-impropria otima onde as | +d primeiras classes de cores sdo formadas por K3’s bons.
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Demonstragcdo. Seja D = {Dy,...,Dy} o conjunto dos K3’s defeituosos. Considere D e sejam i
e j as cores que colorem Dy, com [ < i< j. Como as classes de cores i € j s30 conjuntos rigidos
que induzem K3’s defeituosos, elas nio interceptam G| € G, a0 mesmo tempo. Porém, como D
intercepta G| e G2, podemos assumir sem perda de generalidade que a classe i estd contida em
G e que a classe j estd contida em G, (Figura 7a). Na Figura 7b € possivel observar que essas
classes induzem dois K3 defeituosos.

Seja K; um K3 defeituoso induzido pelos vértices uy, up, e vy e K32 outro induzido
por us, va, € v3. Veja que, se atribuirmos as cores i € j para K31 e KZ%, podemos transformar esses
dois K3’s defeituosos em dois K3’s bons. Considere agora a seguinte coloragdo C’ obtida a partir
de C. As primeiras / cores se mantém, porém atribua as cores / + 1 e / + 2 aos novos K3’s bons,
descolorindo os vértices que estavam anteriormente nessas classes. Em seguida, considere, na
ordem de C, uma a uma, as classes de cores restantes de C, ou seja {{+1,/+2,....,m}\ {i, j},
recolorindo-as com as cores [ 4 3, ...,m, nessa ordem. Observe que esse procedimento pode ser

aplicado a todo elemento de D, obtendo-se dessa forma uma coloragdo C' como anunciada. []

Figura 8 — Classes de cores com cardinalidade quatro que induzem dois K3 defeituosos.

(a) (b)
G Gy G2
uj @\ /@ Vi /@ Vi
. O/><\O ., ><\@ .,
u3 @\ /@ V3 /@ V3
s ><\@ V4 ><\@ V4

Doravante, podemos assumir que C é uma coloragao gulosa 2-imprépria onde todos
os K3’s bons recebem as menores cores e sem K3’s defeituosos bicromaticos tais que as duas

cores que os colorem induzem elas mesmas K3’s.

Lema 4.27. Seja C a coloracdo gulosa 2-impropria otima com m cores apresentada no Lema
4.26, onde os K3’s bons recebem as menores cores 1,...,l. Suponha que existem d K3’s defeituo-
sos, bicromdticos segundo C, coloridos com cores superiores a l. Suponha adicionalmente que

todas as cores que colorem esses K3’s induzem elas mesmas K> »’s. Entdo existe uma coloragdo
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C' gulosa 2-imprépria étima onde as | + d primeiras classes de cores sdo formadas por K3’s

bons.

Demonstracdo. Seja D ={Dy,...,Dy} o conjunto dos K3’s defeituosos. Considere D e sejam i
e j as cores que colorem Dy, com [/ < i < j. Como as classes de cores i e j sdo conjuntos rigidos
que induzem K3 »’s, as duas classes de cores interceptam G € G,. A Figura 8a apresenta um
subgrafo com duas classes de cores de cardinalidade quatro. A classe de cor i € formada pelos
vértices uy, up, vy, € vo € a j por us, ug, v3, € v4. Um K3 defeituoso que existe em um grafo
induzido por esses vértices ndo pode incluir dois vértices de uma mesma classe de cor em uma
mesma particdo uma vez que a coloracdo desse conjunto de vértices ndo seria 2-impropria. Com
1ss0, se ha um K3 defeituoso, este deve incluir dois vértices de classes de cores distintas em uma
mesma particdo (Figura 8b). Observe que os vértices uy, u3, € qualquer um de G, (suponha
v1) induzem um K3 defeituoso. Note também que os vértices up, u3, € vi formam um K3 que
intercepta G € G,. Os vértices uy, ug, v2, € vz formam um Kj > e também sao saturados. Logo
a partir de C, podemos obter a colorag¢do C’, onde as classes de cores 1,...,/ sdo iguais as de
C, acor [+ 1 colore uy, u3, e vi; a cor [ +2 colore uy, ug, vo, € v3. Em seguida, considere, na
ordem de C, uma a uma, as classes de cores restantes de C, ou seja {{+1,/+2,....m}\ {i, j},
recolorindo-as com as cores [ 4 3, ...,m, nessa ordem, e por tltimo colorindo v4, que recebera
uma entre as |C| cores, visto que C era 6tima. Observe que esse procedimento pode ser aplicado
a todo elemento de D, obtendo-se dessa forma uma coloracio C’ como anunciada.

]

A partir de agora, podemos assumir que C é uma coloracdo gulosa 2-imprépria onde
todos os K3’s bons recebem as menores cores e sem K3’s defeituosos bicromaticos tais que as
duas cores que os colorem induzem elas mesmas 2 K3’s ou 2 K> »’s. A seguir, examinamos um
dos casos onde ha K3’s defeituosos tais que as duas classes de cores que os colorem induzem um

Kse K.

Lema 4.28. Seja C uma coloracdo gulosa 2-impropria 6tima com m cores obtida pela aplicacdo
dos Lemas 4.25, 4.26 e 4.27, onde os K3’s bons recebem as menores cores 1,...,l. Suponha
que existem d K3’s defeituosos, bicromdticos segundo C, coloridos com cores superiores a l.
Suponha adicionalmente que todas as cores que colorem esses K3’s induzem elas mesmas um
K3 e um K; 5, onde a cor do K3 é menor do que a cor do K5 ». Entdo existe uma coloragdo (o

gulosa 2-impropria otima onde as | + d primeiras classes de cores sdao formadas por K3’s bons.
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Demonstragdo. Seja D ={D,...,D4} o conjunto dos K3’s defeituosos. Considere D; e sejam
i e jas cores que colorem Dy, com [ < i < j. Logo, a cor i colore um K3, que podemos, sem
perda de generalidade assumir que esta contido em G;. A Figura 9a apresenta um subgrafo com
as classes de cores i e j. Como a classe de cor i € um conjunto rigido para os vértices que lhe
sucedem na ordem de C, os vértices uy € us devem ter pelo menos um vizinho da classe de cor i.
Uma aresta formada por u4 (ou us) e qualquer outro vértice da cor i € suficiente para induzir dois
K3’s defeituosos. Suponha que essa aresta seja a que incide nos vértices u4 € u3 (Figura 9b).

Observe que os vértices uy, u», us, uq, vi, € v2 induzem dois K3’s defeituosos. Seja
K31 o K3 defeituoso induzido por uy, us, e vy € K32 o K3 defeituoso induzido por u3, ug, € vo. Se
atribuirmos as cores i € j para K31 e K%, podemos transformar dois K3 defeituosos em K3 bons.
Quanto ao vértice us, este pode ser colorido com a tltima cor. Observe que para obter a coloragdo
C’, 0s novos K3’s bons podem ser coloridos com as cores [ + 1 e [ +2, Em seguida, considere, na
ordem de C, uma a uma, as classes de cores restantes de C, ou seja {I+ 1,1+ 2,...,m} \ {i, j},
recolorindo-as com as cores [ + 3,...,m, nessa ordem, e por dltimo colorindo us, que recebera
uma entre as |C| cores, visto que C era 6tima. Observe que esse procedimento pode ser aplicado
a todo elemento de D, obtendo-se dessa forma uma coloracio C’' como anunciada.

]

Antes de examinar o caso em que existem K3’s defeituosos bicromaticos coloridos
com classes de cores de que induzem um K3 e um K5 >, vamos examinar como se apresentam as

classes de cores que induzem K3’s inteiramente contidos em um de G| ou G».

Lema 4.29. Seja C uma coloragdo gulosa 2-impropria étima obtida pela aplicagcdo dos Lemas
4.25,4.26, 4.27 e 4.28, onde os K3’s bons recebem as menores cores 1,...,l. Suponha que existe
um K3 defeituoso, bicromdtico segundo C, colorido com as cores i e j maiores do que [, tal que
a cor i induz um K3 contido em G| (ou Gy) e tal que existe vértice colorido j, j > i, em G, (ou
G1). Entdo, j é a maior cor de C e existe uma coloracdo C' gulosa k-imprépria de G onde as

[+ 1 primeiras cores sdo formadas por |+ 1 K3’s bons.

Demonstragdo. Considere as classes de cores i e j tais quais definidas no enunciado. Sejam u,
up e uz os vértices de G (sem perda de generalidade) coloridos com a cor i. Seja v um vértice
de G colorido com a cor j. Suponha que j ndo € a maior cor de C. Logo, j induz um conjunto
rigido com respeito ao grafo induzido pelas classes de cores superiores a j, incluindo a classe de

cor j. Como ndo existem mais K3’s defeituosos entre duas classes de cores que induzem K3’s, a
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classe de cor j induz um K 5. Porém, esse tipo de K3 defeituoso também j4 foi tratado no Lema
4.28 e portanto ndo ocorre em C. Logo, j € a maior cor de C. Podemos entdo recolorir v; com a
cor i e uz com a cor j. Observe que a classe de cor i tornou-se um K3 bom. Podemos aplicar o

Lema 4.25 a essa coloragdo, para obter a colora¢do C’ desejada. [

Figura 9 — Classes de cores i e j, onde i < j, com cardinalidade quatro e trés que induzem dois
K3 defeituosos.

(a) (b)
G1 G2 G2
ur (i)
u (i)
u3 .
”4@\ —D " —D Vi
Us @/ 7 V2 \@ Vo

Uma vez que examinamos o caso em que existem K3 defeituosos bicromaéticos
coloridos com classes de cores i e j com cardinalidades trés e quatro, onde i < j, resta estudar o

caso em que i > j, levando em conta os resultados do Lema 4.29.

Figura 10 — Classes de cores i € j, onde i > j, com cardinalidade quatro e trés que induzem um
K3 defeituoso.
(a) (b)

Gy Gy

OSSS
>
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Lema 4.30. Seja C uma coloragdo gulosa 2-impropria étima obtida pela aplicagcdo dos Lemas
4.25, 4.26, 4.27, 4.28 e 4.29, onde os K3’s bons recebem as menores cores 1,...,l. Suponha
que existem d K3’s defeituosos, bicromdticos segundo C, coloridos com cores superiores a l.
Suponha adicionalmente que todas as cores que colorem esses K3’s induzem elas mesmas um
K> 5 e um K3, onde a cor do K3 é maior do que a cor do K; ». Entdo existe uma coloragdo C’

gulosa 2-imprépria otima onde as | 4 d primeiras classes de cores sdo formadas por K3’s bons.

Demonstracdo. Seja D = {Dy,...,D;} o conjunto dos K3’s defeituosos. Considere D e sejam
i e jas cores que colorem Dy, com [ < j < i. Logo, a cor j colore um K5 >. Podemos, sem perda
de generalidade, assumir que a classe de cor i, que induz um K3 estd contida em Gi. A Figura
10a apresenta um subgrafo com as classes de cores i e j onde i > j. Os vértices de j em Gy
podem, ou ndo, ter vizinhos em i. Se qualquer vértice de j em G tiver pelo menos um vizinho
em i, entdo i e j induzem dois K3’s defeituosos que podem ser transformados em K3’s bons. De
forma semelhante ao que fizemos no Lema 4.28, podemos obter uma colora¢do C’ reclamada no
enunciado.

Se, porém, os vértices de j em G ndo tiverem nenhum vizinho em i, entdo i e j
induzem apenas um K3 defeituoso formado por quaisquer dois vértices de i com qualquer vértice
de j em G,. Suponha que os vértices u4, us, € v2 induzem esse K3z defeituoso que por sua vez é
colorido com a cor j e, portanto, passa a ser um K3 bom. Veja que se colorirmos o vértice v e
mais dois vértices quaisquer nao coloridos de G, o vértice vy fica saturado e a cor i é proibida
de ser usada em G1. Por outro lado, como ndo héa cor superior a i em G, (pelo Lema 4.29), a
cor i passa a ser maior cor de um vértice em G;. Colocando o vértice u3 como dltimo vértice na
ordem e aplicando o Lema 4.25, podemos obter uma colora¢io C’ como reclamada no enunciado.

Essas modificacdes sdo apresentadas na Figura 10b. [

Observe que, exceto pelo Lema 4.29, todos os K3’s defeituosos tratados pertencem a
duas classes de cores saturadas. O préximo Lema trata do caso onde apenas uma dessas classes

esta saturada.

Lema 4.31. Seja C uma coloracdo gulosa 2-impropria 6tima obtida pela aplicacdo dos Lemas
4.25,4.26, 4.27, 4.28, 4.29 e 4.30, onde os K3’s bons recebem as menores cores 1,...,1. Suponha
que existe um K3 defeituoso, bicromdtico segundo C, colorido com as cores i e j maiores do I,
com i < j tal que a cor i tal que j é a maior cor de C. Entdo, existe uma coloragdo C' gulosa

k-impropria de G onde as | + 1 primeiras cores sdo formadas por | + 1 K3’s bons.
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Demonstracdo. Podemos supor que j ndo estd saturada, pois todos os casos em que i e j estdo
saturados foram tratados. Seja u, v e w esse K3 defeituoso. Como a unido das duas classes de
cores i e j possui pelo menos 4 vértices, podemos recolorir u,y € w com a cor i € os vértices
restantes da unido entre i € j com a cor j. Observe que i continua sendo uma cor saturada. Além
disso, como j é a maior de C, o nimero de cores permanece inalterado. Agora, podemos aplicar o

Lema 4.25 a essa nova colorag@o para obter a colora¢do C’ reclamada. Isso encerra a prova. [

A aplicagdo sucessiva dos Lemas 4.25, 4.26, 4.27, 4.28, 4.29, 4.30 e 4.31 produz uma
coloracdo C sem K3’s defeituosos bicromdticos. Passamos entdo a examinar os K3’s defeituosos
tricromaticos. Um K3 defeituoso tricromatico tem cada um de seus vértices colorido com uma

cor diferente. O Lema que segue prova a inexisténcia desse tipo de K3.

Lema 4.32. Seja C uma coloragdo gulosa 2-impropria étima obtida pela aplicagdo dos Lemas

4.25, 4.26, 4.27, 4.28, 4.29 e 4.30. A coloragdo C ndo contém Kz defeituosos tricromdticos.

Demonstragdo. Considere um K3 defeituoso tricromético formado pelos vértices u colorido com
i, v colorido com j e w colorido com /. Suponha sem perda de generalidade que u e v estdo em
G e w estd em G. Como ha duas entre as cores i, j e [ que estdo saturadas, hd pelo menos
uma entre i € j que estd saturada. Suponha que i estd saturada. L.ogo existe uma aresta entre u e
algum outro vértice u; colorido também com i. Se u| pertence a G, temos que u, u; € w formam
um K3 defeituoso bicromatico, um absurdo. Logo, u; pertence a G,. Agora, u, v e uy formam

um K3 defeituoso bicromadtico, um absurdo. Essas duas contradi¢des encerram a prova. [
Podemos passar entdo a prova da Conjectura 4.9 para o caso k = 2.
20 — T2 2 2 _ [G\R]
Teorema 4.33. I'°(G) =I"*(G\R) +I*(R), onde I“(G\ R) = =5~

Demonstragdo. Seja C uma coloracio gulosa 2-impropria 6tima obtida pela aplicagdo dos Lemas
4.25, 4.26, 4.27, 4.28, 4.29, 4.30 ¢ 4.31 com FZ(G) cores. Seja {1,...,l} as cores de C que
colorem os bons K3’s. Seja G \ R o grafo induzido pelas classes de cores {1,...,/}. Observe que
como C ndo possui K3’s defeituosos, todos os K} que interceptam G; e G estdo em G\ R. Logo,
G \ R é maximal com respeito a essa propriedade e pode ser fatorado por K3’s que interceptam
Gy e Gp. Como |[V(G\R)|=1x3 e G\ R admite uma coloragdo 2-imprdpria com [, que é o
limite superior para um grafo com essa quantidade de vértices, temos que I'>(G\ R) = [. Para
completar a prova, I2(R) = I'2(G) — I, caso contririo C nio seria 6tima, visto que as coloragdes

de G\ R e R sio independentes. Finalmente, como C é uma coloragio 6tima, R maximiza I'>(R)
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entre todas as escolhas de R que produzem [/ bons K3’s. Esse conjunto de fatos completam a

prova do teorema.



52
5 FORMULACOES MATEMATICAS

Neste capitulo, introduzimos modelos para os problemas de coloracio gulosa préprio
e impréprio. Apresentamos uma formulacao de programacao por restricdo e uma de programagao

inteira para cada problema.

5.1 Coloracao gulosa propria

Vamos denotar por C o conjunto de cores que podem ser usadas para colorir um
grafo G. Em um problema de coloragdo prépria, até n cores podem ser utilizadas e, por isso,

C={l,...,n}.
5.1.1 Formulagdo de programacdo por restricoes

As varidveis inteiras deste modelo tem dominio entre 1 e n. A varidvel z é do tipo
inteiro e representa a maior cor usada na coloracdo do grafo. O conjunto representado por P,
denota o conjunto de cores proibidas para v e as varidveis cor, indicam a cor com que um vértice

v deve ser colorido.

maxz (5.1
s.a

z = max{cor,:vEV}, (5.2)

P, = | {cor}, Wwev (5.3)

ueN(v)

cor, = min C\P, YveV (5.4)

: e {l,...n} (5.5)

cor, € A{l,...,n}, YvevVv (5.6)

P, € {l,....n}", Yy eV. (5.7)

A expressao (5.1) determina que o numero de cores usadas deve ser maximizado. A
varidvel z tem seu valor definido através da restri¢do (5.2) que determina que z assuma o valor da
maior cor usada na colora¢do. Observe que o conjunto de restri¢des (5.3) define cada varidvel P,

como sendo a unido das cores que aparecem na vizinhanca de v.



53

As restrigdes (5.4) forgam que as varidveis cor,, assumam o menor valor do conjunto
obtido através da diferenca entre o conjunto de cores possiveis e o conjunto de cores proibidas
para v. Além disso, elas expressam a propriedade de uma coloracdo de Grundy. Como a
formulag@o busca uma coloragdo de Grundy com o maior nimero de cores, o valor da varidvel z

¢ o nimero de Grundy na solu¢do Stima.

5.1.2 Formulagdo de programagdo inteira

Todas as varidveis desse modelo sdo bindrias. As varidveis x{, indicam se o vértice v

€ colorido com a cor c. Cada varidvel z. indica se pelo menos um vértice € colorido com a cor c.

max ) z (5.8)
ceC
S.a
Z X = 1, YweV (3.9
ceC
e <Y x5, VeeC (5.10)
veV
x4x <oz, V{u,v} €e E,¥NceC (5.11)
c—1
X 0> 1=y - Y X Ve V,VeeC (5.12)
d=1 ueN(v)
x, € {0,1}, YWweV,VeeC (5.13)
2 € {01}, Ve eC. (5.14)

A funcdo objetivo (5.8) indica que o nimero de cores deve ser maximizado. As
restri¢des (5.9) expressam que cada vértice deve ser colorido com uma cor. As restri¢cdes (5.10)
expressam que z. = 0 caso nenhum vértice seja colorido com a cor c. As restri¢des (5.11)
proibem que vértices adjacentes sejam coloridos com a mesma cor.

As restri¢des (5.12) forcam que as varidveis x{, = 1 quando uma cor c estiver dispo-
nivel para um vértice v. Se hé algum vértice na vizinhanca de v colorido com c, essa restricao
néo forga, pelo termo },en(,) X;,» que a varidvel xj = 1 e a restri¢do (5.11) garante que xj; = 0.
Se um vértice v € colorido por alguma cor d, d < c, essa restri¢do € folgada para todo ¢, ¢ > d,
e ndo for¢a que xj, = 1 em razdo do termo 22;11 x4. Por outro lado, veja que, se hd uma cor ¢
disponivel para um vértice v, ou seja, v ainda nao foi colorido e ndo tem vizinhos coloridos com

¢, v é forcado a ser colorido com cor c e esta € a menor disponivel para v. Note que o conjunto
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de solucdes que satisfazem as restricdes (5.9) - (5.14) € precisamente o conjunto de solu¢des que
representam as coloragdes gulosas de um grafo G.

As restri¢des (5.13) e (5.14) definem que as varidveis do modelo sdo binérias.
5.2 Coloracao gulosa k-imprépria

Como visto anteriormente, uma coloragcdo gulosa k-imprépria usa no maximo LHLJ

cores. Por isso, C = {1, ey L{i—l-‘ } para os modelos desta secao.
5.2.1 Formulagdo de programacgdo por restricoes

No modelo para o problema de colorag¢do gulosa k-imprdpria, em relacdo ao modelo
da secdo 5.1.1, hd a introducdo das varidveis g5, € um ajuste nas restri¢des (5.3), que estabelecem
o conjunto de cores proibidas para um vértice v. As varidveis ¢ possuem dominio {1,...,n—1}
e indicam a quantidade de vértices na vizinhanga de v coloridos com a cor c¢. As restri¢des (5.2)

e (5.4) - (5.7) também sdo restricdes desse modelo.

maxz

sa (5.2), (54)—(5.7),

4, = HueN():cor,=c}l, YWwevYeeC  (5.15)

ceP, & q€2k+l\/<cor1,7éc/\ \/ qft:k/\coruzc>, YWweVVeeC (5.16)
ueN(v)

4, € {l,....n}, WevveeC. (5.17)

As restrigdes (5.15) estabelecem que cada varidvel g, deve assumir valor igual ao
numero de vizinhos de v que sdo coloridos com a cor c.

As restri¢des (5.16) indicam as regras necessdrias para que uma cor seja proibida
para um vértice. Para que a solu¢@o do problema respeite a regra de impropriedade, € necessario
expressar que uma cor ¢ estd proibida para um vértice caso este tenha em sua vizinhanga mais
que k vizinhos coloridos com c¢. Além disso, uma cor ¢ estd proibida para um vértice v, se hd em
sua vizinhanga um vértice u saturado com a cor ¢ € v ndo contribui para tal saturacdo. Se isso
ndo for levado em conta, a regra de impropriedade seria violada para o vértice u (u seria colorido

com a cor c e seria vizinho de mais que k vértices coloridos com c¢).
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Figura 11 — Exemplo de coloragio onde I'' (G) = 3

VS.

Vi .7@ V3

V2 @—@ V4

No exemplo apresentado na Figura 11, se os vértices v € v5 nao sao coloridos com a
mesma cor, entdo vs pode receber a cor de algum dos vértices na vizinhanga de vy. Neste caso,
no maximo duas cores poderiam ser usadas para colorir G de maneira gulosa 1-impropria.

O grafo apresentado € um exemplo onde a coloracdo requer o uso dos termos
q,>k+1e (corv #cA Vuenw) qu =k Ncor, = c> das restricdes (5.16). Considere os valores
assumidos pelas varidveis g5, P,, e cor, na solucdo correspondente a coloracdo da Figura 11.
Observe que 2 € Py pois qﬁ > 2. Note que v; estd saturado com a cor 1, mas v4 ndo contribui
para isso. Entdo, 1 € P4 pois cory # 1 /\q} =1Acor; = 1. Se a cor 1 estivesse disponivel para
o vértice v4, entdo cory seria obrigada a assumir o valor 1, devido a restri¢do (5.4). Mas, isso

implicaria que a restricdo de impropriedade de v; seria violada.
5.2.2 Formulagdo de programacdo inteira

As varidveis x{, p$, e z. tem o mesmo significado das varidveis do modelo de
programacao inteira para o problema de coloragdo gulosa propria. As varidveis bindrias y;, sao
adicionadas nesse modelo para indicar se um vértice v possui em sua vizinhanga mais que k
vértices coloridos com a cor c. Ha também a inclusio das varidveis bindrias w}, para indicar se
um vértice v estd saturado com a cor c.

As restri¢des (5.9) e (5.10) também sdo restricdes desse modelo.



maxzg

S.a

(INW)[=K)y,

(k+1)y,

(o C C C
x\)?yV?Wv?pV

<c

(5.9), (5.10),
> Z xi_ka
ueN(v)
< Y x,
UEN(v)

< X,
< Y x5,

v

IN

m IN IN IV IV

m

ueN(v)

Y X —k+1,
UEN(v)

Wt Y wh
ueN(v)

C
Yvs

c c
u Xy

w
1—py,
j

{0,1},
{0, 1},

YweV,VeeC

YweV,VeeC

YweVVeceC

Ywe V. VeceC

YweVVeeC

YweVVeeC

YweV,VeeC

Ve V,¥{vu} e E\NceC

YweV,VeceC

YweV,VeeC,Vd <c

YweV,VeceC

VeelC.
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(5.18)

(5.19)

(5.20)
(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)
(5.25)
(5.26)
(5.27)
(5.28)
(5.29)

As restricoes (5.18) e (5.19) sdo encarregadas de determinar os valores das varidveis

y. Cada restri¢ao em (5.18) forca que y$ deve assumir o valor 1 quando o vértice v tem mais

que k vizinhos em sua vizinhanga coloridos com a cor c. Isso acontece sempre que o termo

Yuen() Xy —k > 1. Arestrigdo (5.19) for¢a que y;, = 0 quando, na vizinhanga de v, a quantidade

de vértices coloridos com a cor ¢ é menor ou igual a k.

As restrigoes (5.20), (5.21), e (5.22) sdo responsdveis por determinar os valores que

as varidveis w{, podem assumir. A restri¢ao (5.20) for¢a que w{, = 0 se v ndo € colorido com a

cor c. A restri¢do (5.21) garante que w{, = 0 quando menos que k dos vizinhos de v assumem a

cor c. Devido a restricao (5.20), exatamente um dos termos do lado esquerdo de (5.22) é nulo

em qualquer solugdo vidvel. Se x{, = 0, temos w{, = 0 e (5.22) é trivialmente satisfeita. Por outro

lado, se v € colorido com a cor ¢ e k de seus vizinhos também o sdo, entdo (5.22) forca wj, = 1.

Lembramos ao leitor ou leitora que um vértice v € proibido de ser colorido com
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uma cor ¢ em duas situacdes. A primeira, quando a cor ¢ aparece em mais que k vértices na
vizinhanga de v. A segunda, quando v tem um vértice # em sua vizinhanca saturado com a cor
¢ por vértices em N(u) \ {v}. As restri¢oes (5.23), (5.24), e (5.25) determinam os valores das
varidveis p. Cada uma dessas varidveis assume o valor 1 quando pelo menos uma das situagdes
descritas anteriormente € estabelecida.

Quando um vértice v ndo possui mais que k vizinhos coloridos com a cor ¢ nem é
vizinho de um vértice saturado sem sua contribuicdo, entdo a restri¢do (5.23) forca que p§, = 0.
Se uma dessas situagOes acontece, entdo a restri¢do (5.23) permite que p|, assuma valor 1. As
restrigdes (5.24) e (5.25) forcam p$ = 1 quando alguma dessas situagdes acontecem. Note que a
restricdo (5.25) ndo forca p$ = 1 quando v € colorido com a cor c. Isso mantém a cor ¢ permitida
para os vizinhos de um vértice saturado que contribuem para essa saturacao.

As restrigdes (5.26) estabelecem que um vértice nao pode ser colorido com uma cor
proibida. As restricdes (5.27) garantem que os vértices sao coloridos com a menor cor permitida
uma vez que proibem uma cor ¢ para v caso haja alguma cor d < c disponivel. As restri¢cdes

(5.28) e (5.29) definem que as varidveis do modelo sdo bindrias.
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste capitulo, resumimos os resultados obtidos no desenvolvimento desta disserta-
cdo. O objetivo da dissertacdo era o estudo da heuristica de colorag@o gulosa para o problema de
coloragdo k-impropria de grafos. Como se faz habitualmente, o estudo aqui almejava estimar
o pior desempenho dessa heuristica. Além de introduzir o conceito de Nimero de Grundy
k-improprio, generalizamos o conceito de -dtomo, estudamos o pardmetro em arvores binomiais
e cografos, e apresentamos formulacdes de programacio por restricoes e programacao inteira.
Nao apenas apresentamos formulagdes para a colora¢do imprépria, mas também para o Nimero
de Grundy cléssico, preenchendo um vécuo nesse estudo (esses resultados estdo nos Capitulos 4
e)).

Mais especificamente, definimos 7-dtomos k-impréprios e provamos que a existéncia
de um 7-atomos k-impréprios € condi¢do necessdria e suficiente para que o nimero de Grundy
k-improprio seja pelo menos 7. Esse estudo pode prosseguir com a investigacdo do uso da no¢ao
de r-dtomo k-improprios para a determinagdo do nimero de Grundy k-improprio para quaisquer
grafos.

Para arvores binomiais, determinamos o valor exato do nimero de Grundy 1-
improprio nessa classe. A determinagdo do ntimero de Grundy k-improprio, k > 1, das arvores
binomais permanece como um problema em aberto.

Para os cografos, determinamos o valor do nimero de Grundy k-impréprio em co-
grafos desconexos e formulamos uma conjectura (a Conjectura 4.9) para o valor desse parametro
em cografos conexos. Embora, o caso geral da conjectura permaneca como problema em aberto,
provamos a validade da conjectura para k = 1 e k = 2. Deixamos também como problema em
aberto o estudo dos impactos algoritmicos da Conjectura 4.9), nos casos em que ela € verdadeira.

Uma vez que, na conjectura, o Nimero de Grundy k-impréprio € expresso através de
uma recorréncia, investigamos casos especiais de cografos conexos, com o objetivo de obter o
valor exato do parametro para as classes estudadas.

No que se refere as formulagdes em programacido matematica, as do problema de
coloragdo gulosa imprdpria deram suporte aos estudos tedricos empreendidos neste trabalho.
Pode-se aprofundar o estudo destas, testando as formulacdes de programacao por restri¢des e
programacao inteira a fim de compara-las. Além disso, investigando resultados computacionais
de instancias de alguma aplica¢do do problema.

Finalmente, para trabalhos futuros, além da busca de solu¢des para os problemas em
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aberto aqui relatados, podemos nos perguntar: 1) sobre outras heuristicas para o problema de
coloracdo k-imprdpria, 2) a respeito da complexidade parametrizada dos problemas de colorag¢ao

k-improéprias e de seus duais; e 3) a determinacio desses parametros em outras classes de grafos.
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