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"A Matemadtica, vista corretamente, possui nao
apenas verdade, mas também suprema beleza."

(BERTRAND RUSSELL)



RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo principal apresentar o Teorema de Hurwitz sobre a
aproximac¢do de nimeros irracionais através de numeros racionais utilizando uma constante
associada ao valor de v/5 para as aproximagdes. Para isso, serdo relembrados inicialmente alguns
conhecimentos sobre Teoria dos Numeros, tais como divisibilidade e congruéncias modulares,
bem como alguns teoremas acerca de niimeros primos e inteiros que podem ser escritos como
soma de dois quadrados. Posteriormente, serdo apresentados o reticulado dos nimeros inteiros
e algumas das propriedades de seus pontos, assim como alguns teoremas geométricos sobre
tais pontos. Em uma tdltima parte serd desenvolvida a sequéncia de Farey em conjunto com os
circulos de Ford, para apresentacdo dos teoremas sobre aproximacao de irracionais por racionais

e, assim, demonstrarmos o teorema de Hurwitz.

Palavras-chave: Reticulado inteiro. Fra¢des de Farey. Circulos de Ford. Teorema de Hurwitz



ABSTRACT

The present work aims at presenting Hurwitz’s theorem on rational approximations of irrational
numbers, using a constant associated with the value of \/5 for the approximations. For this,
some knowledge about Number Theory, such as divisibility and modular congruences, will be
developed, as well as some theorems about primes and integers that can be written as a sum of
two squares. Subsequently, we shall present the lattice points of the plane, together with some
of their basic properties, as well as some geometric results involving them. In the last part, the
Farey sequences will be developed in conjunction with Ford’s circles. This machinery is needed
for presentation of theorems about approximation of irrationals by rationals and, thus, allow the

presentation of the proof of Hurwitz’s Theorem.

Keywords: Lattice points. Farey’s sequence. Ford’s circles. Hurwitz’s Theorem
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1 ALGUNS PRELIMINARES DE TEORIA DOS NUMEROS

No presente capitulo serd apresentado o reticulado dos nimeros inteiros, ou seja,
os pontos do plano cartesiano que possuem coordenadas inteiras e suas propriedades. Para
isso serdo apresentadas algumas nogdes pertinentes 2 Teoria dos Niimeros como divisibilidade,
ideais, nimeros relativamente primos e congruéncias modulares. Seguimos, essencialmente,

(NETO\ 2013)), na qual as demonstracdes ndo apresentadas podem ser encontradas.

1.1 Divisibilidade, Ideais e MDC

Comegamos com a seguinte

Definicao 1.1.1 (Divisibilidade). Sejam a,b € Z, com b # 0, dizemos que b divide a (escrevemos
b | a) quando existe um inteiro c tal que a = bc. Nesse caso, também podemos dizer que b é

divisor de a ou que a é um muiiltiplo de b.

A proposicao a seguir coleciona alguns resultados elementares sobre divisibilidade,

os quais serdo utilizados livremente ao longo dessa dissertagao.

Proposicao 1.1.1. Dados inteiros ndo nulos a, b e c, sao vdlidas as seguintes propriedades sobre

divisibilidade
(i) a|a, paratodo a € Z.
(ii) Sea|l, entdo a= +1.
(iii) Se a | b, entdo |a| < |b|.
(iv) Sea|beb]|a, entdo |a| = |b|
(v) Sea|beb]|c, entdoalc.
(vi) Sea|bealc, entdoa|(mb+ nc), para todos os inteiros m, n.

Para demonstrarmos nosso primeiro teorema a respeito de divisibilidade, faremos
uso de um axioma conhecido como o
Principio da Boa Ordenacao (PBO): Se X C N € um conjunto ndo vazio, entdo X

possui um menor elemento. Em outras palavras, 3 ng em X o qual todo x € X satisfaz ny < x.



Teorema 1.1.1 (Algoritmo da Divisdo). Dados inteiros a e b, com b > 0, existem unicos inteiros

gertaisquea=qb+re0<r<|b|.

Demonstracdo. Seja X = {a—qb;q € N,a—gb > 0}, um subconjunto de Z. Temos que X é
ndo vazio, pois quando ¢ = 0 temos a — 0b, portanto, a € X. Pelo PBO, o conjunto X possui um

menor elemento ry, tal que ro = a — gob para algum gg € Z. Se ry > b, entdao
a—(qo+1)b=ro—b>0

garante que ro — b € X, com ro — b < ry, contrariando a minimalidade de r(. Portanto, existem
r,q € Z,com0<r<b,taisquea=qgb+r.

Para a unicidade, consideraremos a existéncia de inteiros ¢’ e ’ tais que
a=qgb+r=qgb+7r.

Entao,

b(g—q)=r—7v = b|(r—7);
mas, como 0 < r,7/ < b, devemos ter r — ' = 0, ou seja, r = ¥/, 0 que por sua vez garante que
qg=7. [

O teorema anterior, que, como observamos, ¢ conhecido como o Algoritmo da
Divisdo, tem uma grande importincia em Teoria dos Nimeros, pois garante a existéncia de um
quociente ¢ e um resto r na divisdo de um inteiro dado a por um inteiro ndo nulo e também dado
b. Mais a frente, veremos a importancia do resto em uma divisao quando definirmos uma nova
relacdo, chamada de congruéncia modular. Para seguirmos com nosso propdsito, necessitaremos

trabalhar com a nog¢do de ideal e suas propriedades.

Definicao 1.1.2. Um conjunto ndo vazio I de inteiros é dito um ideal quando a seguinte condicdo
for satisfeita:

a,.Bel = ma+nBel, Vmn e Z.

Proposicao 1.1.2. Os ideais de 7 sdo os conjuntos da forma mZ = {n € Z; m | n}, para algum

mée N,

Demonstrag¢do. Mostremos primeiro que mZ é ideal de Z. Para tanto, dados inteiros o, 3 € m-Z,
temos que m | o e m | B. Entdo, conforme foi visto na se¢do anterior, m | (ra + sf3), para todos

r,s € Z, de sorte que ro. + sf3 € mZ. Portanto mZ é um ideal.
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Agora, seja I um ideal de Z. Se I = {0}, entdo I = 0Z. Se I # {0}, entdo, como
x el —x €1, temos que I contém inteiros positivos. Tome, pelo PBO, o menor inteiro
positivo m em I. Como [ € ideal, temos claramente que / contém os multiplos de m, isto é,
mZ C I. Reciprocamente, se x € I, o algoritmo da divisdo garante a existéncia de g, r € Z tais
que x = mq—+r,com 0 < r < m. Entdo, como r = 1 -x+ (—g)m, com m,x € I, temos (novamente
pelo fato de [ ser ideal) que r € 1. Portanto, a minimalidade de m garante que r = 0 e, dai, que

x €mZ. Assim, I C mZ. [ |

O conjunto mZ € também conhecido como o conjunto dos multiplos do inteiro m e

servird de auxilio para demonstramos o préximo resultado. Para tanto, precisamos da seguinte

Definicao 1.1.3. Chamamos de mdximo divisor comum (abreviamos mdc) dos inteiros ndo
nulos ay, a,. .., ay, denotado mdc(ay,ay,...,a,), ao maior dos divisores comuns de ay, ay,. . .,

ay. Os inteiros ay, ay, ..., a, sdo ditos relativamente primos quando mdc(ay,ay, ... ,a,) = 1.

Teorema 1.1.2 (Bézout). Dados inteiros ndo nulos ay, ay, ..., a, se

.

1

n

aixiy xi € Zyparal <i< n},
=1
temos que S = dZ, onde d = mdc(ay,ay,...,a,). Em particular, existem inteiros ry, ra, ..., ry
tais que

mdc(ay,ay,...,a,) = ayry +axry+ ...+ apry.

Demonstracdo. E imediato verificar que S é um ideal de Z. Também, S contém inteiros positivos,
como, por exemplo, a% =aix;+axx;+...+apx,, comx; =aj; exy =...=x, =0. Logo, existe
um inteiro positivo d tal que S = dZ. Em particular, d = a r; +axry + ...+ ayry, para certos
inteiros ry, ry, ..., ry; também, como a; € S = a; € dZ, temos que d | ay, ap, ..., ay.

Seja, agora, d’ um divisor comum de ay, as, ..., a,, digamos com a; = d’'q; para
1 <i < n. Entao,

d=airi+arn+...+taur,
/ / /
=dqiri+dqr+...+d gy,

:d/(qlrl +q272+"-+QnFn)7

de sorte que d' | d e, em particular, d’ < d. Assim, d é o mdc de ay, ay, ..., a,. [ |

A seguir temos alguns coroldrios do teorema anterior.
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Corolario 1.1.1. Sejam ay,as,...,a, inteiros ndo nulos e d seu mdc(ay,az,...,a,). Sed €N,

entdo d' | ay,az,...,ay, se, e somente se, d' | d.

Corolario 1.1.2. Sejam ay,as,...,a, inteiros ndo nulos e d = mdc(ay,ay, . ..,a,). Entdo, d =1

se, e somente se, existem inteiros r,ry, ...,y tais que ajry +axry+ ... +aur, = L.

Corolario 1.1.3. Sejam ay,ay,...,a, inteiros ndo nulos. Se d = mdc(ay,ay,...,a,), entdo
a a a

mdc(j,ﬁ,...,j‘) =1.

A préxima consequéncia do Teorema [I.1.2]¢ suficientemente importante para que

também a chamemos de

Teorema 1.1.3 (Euclides). Sejam a,b,c inteiros tais que a,c # 0 e a | bc. Se mdc(a,c) =1,

entdo a | b.

Demonstragdo. Pelo Teorema de Bézout, existem inteiros r e s tais que 1 = ra + sc. Multipli-
cando essa igualdade por b, obtemos b = r(ba) + s(bc). Como a | ba e, por hipétese, a | bc,

concluimos que a | b. |

Proposicao 1.1.3. Sejam a e b inteiros ndo nulos tais que mdc(a,b) = 1. Se ¢ é um inteiro tal

que al|ceb]|c, entdoab|c.

Demonstra¢do. Como a | ¢, existe g € Z tal que ¢ = ag. Como b | ¢ = aq e, por hipétese,
mdc(a,b) = 1, o resultado anterior garante que b | g, digamos, ¢ = br, com r € Z. Portanto,

¢ =aq = a(br) = (ab)r, o que nos leva a concluir que ab | c. [

Definicao 1.1.4. Um inteiro positivo p diz-se primo quando possui exatamente dois divisores

positivos, a saber 1 e p. Em particular, p > 1.

Um inteiro a > 1 que ndo € um primo, € chamado de composto. Nesse caso, a pode

ser escrito como produto de dois nimeros inteiros maiores que 1.
Proposicao 1.1.4. Seja p um primo e sejam a e b inteiros ndo nulos.
(i) Se pta, entdo mdc(a,p) = 1.

(ii) Se p | ab, entdo p |a ou p | b.
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Demonstragdo.

(i) Se p1a, entdo, como p é primo, o tnico divisor comum de a e p é 1. Portanto, mdc(a, p) = 1.

(ii) Se p | a, entdo o teorema esta provado. Caso contrario, pelo item (i) temos que mdc(a, p) = 1.

Portanto, pelo teorema de Euclides, p | b. |
Corolario 1.1.4. Se p | aya; .. .ay, entdo p | a; para algumk, 1 < k < n.

Demonstragdo. O resultado segue imediatamente do item (ii) da proposi¢do anterior, usando

inducdo sobre o nimero de fatores do produto aja; .. .ay. |
Teorema 1.1.4. Todo inteiro n > 1 possui um divisor primo.

Demonstragcdo. Se n é primo, entdo nada hd para demonstrar. Se n > 1 ndo € primo, entdo, como
todo inteiro possui uma quantidade finita de divisores maiores que 1 (o que estd garantido pela
propriedade (iii) de divisibilidade), podemos tomar k como o menor desses divisores. Se k nao é
primo, entdo podemos decompd-lo como um produto de dois inteiros menores que k € maiores
que 1. Um qualquer desses fatores seria, entdo, um divisor de n menor que k e ainda maior que

1, contrariando a minimalidade de k. Portanto, k deve ser primo. [ |

Pelo teorema anterior, podemos concluir que todo nimero pode ser escrito como um

produto finito de nimeros primos. Por sua importancia, apresentamos esse fato como um

Corolario 1.1.5 (Euclides). Todo inteiro n > 1 pode ser escrito com um produto de niimeros

primos.

Demonstracdo. Argumentemos por indugdo. Se n € primo, nada ha a fazer. Se n > 1 ndo é
primo, tome um divisor primo p de n. Aplicando a hipétese de indugdo a % (que € menor que n €

maior que 1), concluimos que % = p1 ... Pk, para certos primos py, ..., p. Portanto,

n=p-—=ppi---Pk

n
p
um produto de primos. |

A seguir, temos mais um importante resultado devido a Euclides.

Teorema 1.1.5 (Euclides). O conjunto dos niimeros primos é infinito.
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Demonstragdo. Seja P o conjunto dos ndmeros primos. Se hd uma quantidade finita de nimeros
primos, entdo P = {py,p2,...,pn}, para certos primos py, ..., p,. Sejam = pips...p,+ 1.
Pelo teorema anterior, m deve possuir um nimero primo como divisor, digamos p. Por sua vez,
esse primo p nao esté listado no conjunto P, pois m deixa resto 1 quando dividido por py, para
todo indice 1 < k < n. Mas isso contradiz o fato de que P € o conjunto de todos os primos. Logo,

P ndo pode ser finito. [

Antes de demonstramos o Teorema que € considerado a pedra angular da

Teoria dos Nuimeros, precisamos da seguinte generalizacdo imediata do item (ii) da Proposicao

L14

Lema 1.1.1. Se ay,as,...,a, € N e p é um primo tal que p | aya; .. .ay,, entdo existe 1 <i<n
tal que p | a;. Em particular, se ay,ay, ...,a, forem todos primos, entdo existe 1 < i < n tal que

p = a;.

Teorema 1.1.6 (Fundamental da Aritmética). Todo inteiro n > 1 pode ser escrito como um
produto de poténcias de niimeros primos distintos. Além disso, essa decomposicdo é uinica, a

menos de uma permutagdo de seus fatores.

Demonstragdo. Pelo Corolario todo inteiro n > 1 pode ser escrito como um produto de

primos. Entdo, agrupando os primos repetidos, temos que n = p‘f‘1 pgz e p,f"‘, com py, ..., Pk
primos dois a dois distintos e ¢, ..., 0 € N. Isso garante a existéncia da decomposi¢ao.

Para a unicidade, suponhamos que n admite uma outra decomposi¢do como acima,

digamos
n=pp...pit= q[f‘qu...qf’.
Suponhamos também, sem perda de generalidade, que p; < ... <preq; <...<q;.

Como p; | n, temos que py | qlf ! qu . .q? '. Pelo lema anterior, existe 1 < j </ tal

que p; = g;. Por outro lado, como g | n, temos que q; | p{' p3° ... p,f"‘ e, novamente pelo lema

anterior, existe 1 <i < k tal que g = p;. Desse modo,
Pl =4j=>q1=Dpi > Pl,

o que implica que p; = g1. Dai

B2

“=pl'qs ...qf’.

_ 01 00 Q
n=pypy ---Pi
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Mostraremos, agora, que & = f3;. De fato, se a; < B, entdo

-
p...pl=py lqu...qlﬁ’,

de modo que p; | ¢5%...q;". Argumentando como anteriormente, existiria 2 < i <[ tal que
P1 = ¢i, 0 que é um absurdo. Analogamente, se ¢ > f; teremos um absurdo similar, de sorte
que o = f.

Assim, temos a igualdade

n
—al:pgz...p,?k:qu...q?’.

Py
Raciocinando por indugdo (e aplicando a hipétese de indugdo a —;-), concluimos que k —1=17—1
Py

(logo, k=1)e pi=gq;, a; = P;para2 <i < k. [
1.2 Congruéncia modular

Passaremos, agora, a estudar um novo tipo de relacdo conhecida como congruéncia
modular. Assim como a defini¢do de ideais, a no¢ao de congruéncia modular nos ajudara forte-
mente com alguns resultados a respeito dos ndmeros inteiros, especialmente quando tentarmos

descobrir quais sdo os inteiros que podem ser escritos como soma de quadrados.

Definicao 1.2.1. Dados inteiros a,b,m, com m > 1, dizemos que a é congruente a b, modulo

m e escrevemos a = b (modm), quando m | (a — b).
O resultado a seguir revela a importancia do conceito de congruéncia.

Proposicao 1.2.1. Dois inteiros a e b sdo congruentes modulo m se, e somente se, deixam o

mesmo resto na divisdo por m.

Demonstragdo. Pelo algoritmo da divisdo, temos a =mq;+ri e b=mgy+r,com0 <ry,rm <
m. Assim,

a—b=m(q1 —q2)+ (r1 —r2),

de sorte que m | (a — D) se, e somente se, m | (r; —ry). Mas, como 0 < |r; — rp| < m, segue que

m | (a— b) se, e somente se, r; = r. [

A seguir, listamos algumas propriedades importantes do conceito de congruéncia.
Assim como com as propriedades de divisibilidade, elas sao de facil demonstracao e, portanto,

suas provas serdo omitidas.
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(i) a=a(modm).

(ii) Se a =b(modm), entdo b = a(modm).
(iii) Se a=b(modm) e c =d (modm), entdo a+c = b+d (modm) e ac = bd (modm).
(iv) Se a =b(modm), entdo a" = b" (modm).

Com o auxilio dessa formalizacdo inicial de congruéncias, demonstraremos a seguir
alguns teoremas que nos ajudardo a descrever precisamente quais nimeros naturais podem ser

escritos como somas de dois quadrados.

Definicao 1.2.2. Dados inteiros a, b e m, com m > 1, dizemos que a é o inverso de b, modulo

m se a congruéncia ab = 1 (modm) se verificar.

Teorema 1.2.1. Sejam dados inteiros a e m, com m > 1. Se mdc(a,m) = 1, entd@o a possui um

tnico inverso, modulo m.

Demonstracdo. Como mdc(a,m) = 1, o Teorema de Bézout garante a existéncia de inteiros b e
¢ tais que ab + cm = 1. Desse modo, considerando que ab+cm = 1 (modm) e m = 0 (modm),
as propriedades de congruéncias listadas acima dao facilmente ab = 1 (modm).

Suponha, agora, que tenhamos ab; = 1 (modm) e ab, = 1 (modm). Entdo, ab; =
aby (modm) e, dai, m | a(by — by). Mas, como mdc(a,m) = 1, sabemos que essa divisibilidade

implica m | (b; — by) ou, o que é 0 mesmo, by = by (modm). |
A nogdo de inverso médulo m permite apresentar uma demonstragdo simples do
Teorema 1.2.2 (Wilson). Se p é um niimero primo, entdo (p —1)! = —1 (mod p).

Demonstragdo. Se p = 2,3, o teorema € de verificacdo € imediata. Suponha, pois, que p > 3.

Se X ={1,2,...,p— 1}, entdo o teorema anterior garante que todos os elementos
de X possuem um tnico inverso médulo p. Além disso, 1 e p — 1 sdo os Unicos elementos que
coincidem com seus inversos.

De fato, se a € X é tal que a> = 1 (mod p), entdo p | (a+1)(a—1) e, como p é
primo, temos que p | (a+1)oup|(a—1). Sep|(a+1),entdoa =—1= p—1(modp); por
outro lado, se p | (a— 1), entdo a = 1 (mod p).

Agora, arranje os fatores do produto (p—1)!=1-2...(p— 1) de modo que cada

a € X\ {l,p— 1} fique adjacente a seu inverso multiplicativo, médulo p. Assim fazendo,
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obtemos

(p—l)!:1-(p—1)~a1b1~...~akbk,

comk = % e aib; =1(modp) para 1 <i< pT_3. Entdo, olhando a igualdade acima mddulo p,
obtemos
(p—1)!'=1(-1)=—1(modp).
[ |
A seguir, colecionamos outro resultado elementar, mas muito importante, sobre
congruéncias.

Teorema 1.2.3 (Pequeno Teorema de Fermat). Sejam p um primo e a um inteiro tal que p 1 a.

Entdo, a?~' = 1 (mod p).

Demonstragdo. Para 1 <k < p—1, é claro que p t ka. Também, se la = ka (mod p), para certos
1 <1 <k<p—1,entdo terfamos que p | a(l —k) e, como mdc(a, p) = 1, viria que [ = k (mod p),

o que é um absurdo. Portanto, 1 <1 < k < p— 1 implica la # ka (mod p).

Segue do pardgrafo anterior que os inteiros a,2a, ..., (p — 1)a formam um conjunto
de p — 1 inteiros dois a dois incongruentes médulo p. Assim, a,24,...,(p — 1)a sdo congruentes
modulo p, em alguma ordem, aos inteiros 1, 2, ..., p— 1, de forma que

a-2a...(p—1)a=1-2...(p—1)(modp).

Entao,
a'(p—1)!=(p—1)!(modp)
e, como (p— 1)! e p sdo relativamente primos, concluimos com o auxilio da Proposi¢ao m

que a?~! = 1 (mod p). |

De agora, até o final desta secdo, analisamos o problema da representacdo de um

natural como soma de dois quadrados. Para tanto, precisamos da seguinte

Definicdo 1.2.3. Dado x € R, sua parte inteira, denotada | x|, é definida por | x| = max{n €

Z;n < x}. Em outros termos, |x| =n<n<x<n-+1.

Na demonstragdo do resultado a seguir, utilizaremos do principio da casa dos
pombos: se A e B sdo conjuntos finitos tais que |A| > |B| e f : A — B é uma fungdo qualquer,

entdo existem a,d’ € A distintos, tais que f(a) = f(d').
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Teorema 1.2.4 (Thue). Seja p um primo. Para qualquer inteiro a tal que p t a, existem x,y €

{1,2,...,[\/p]} tais que ax = y (mod p).

Demonstragdo. O conjunto S={0,1,2,....|/p]} x{0,1,2,...,[/p]|} tem (|/p]| +1)* pares
ordenados. Como ,/p < |,/p|+ 1, temos p < (|/p| + 1)? portanto, S possui mais de p
elementos.

Seja, agora, A = {ax —y; (x,y) € S} e consideremos dois casos separadamente:
(i) Se existirem pares ordenados distintos (x1,y1), (x2,y2) € S tais que ax; —y; = axy — ya,
entdo ax; —y; = ax; —yz (modp). (ii) Se ax; —y; # ax, — y, para todos os pares ordenados
distintos (x1,y1), (x2,y2) € S, entdo |A| = [S| > p. Dai, pondo B = {0,1,2,...,p— 1}, temos
Al > p=|B

; definindo f : A — B como a funcdo que associa a0 nimero ax —y o resto de sua
divisdo por p, o principio da casa dos pombos garante a existéncia de pares ordenados distintos
(x1,¥1), (x2,¥2) € S tais que ax; —y; = axy — y, (mod p).

A partir de ax; —y; = ax; —y; (mod p), obtemos a(x; —x2) = y; —y2 (mod p). Sendo
x=|x; —x2| e y=|y1 — y2], temos (x,y) € S. Podemos excluir a possibilidade que x =0 ou
y =0, desse modo x,y € 1,2,...,|/P]

Supondo primeiro que x = |x; — x| = 0, entdo x; = xp. Assim a(x; —x3) =0 =
y1 —Y2 (mod p). Desde que y,y2 € 1,2,...,|,/p], sabemos que y;,y> < p, portanto, devemos
ter y; = y», contrariando (x1,y1) # (x2,¥2).

Supondo agoray = |y; — y2| =0, entdo y; = y,. Desse modo, a(x; —x;) =0 (mod p).
Se pta, entdo x; —x; = 0(mod p). Seguindo a mesma 16gica anterior, concluimos que x; = x5,

também contrariando (x1,y;) # (x2,y2). Portanto devemos ter ax = +y (mod p) [

A seguinte consequéncia do Teorema de Thue € o primeiro passo para investigar os

inteiros que podem ser escritos como soma de dois quadrados.

Teorema 1.2.5. Se existe um inteiro a tal que a*>+ 1 = 0 (mod p), entdo p pode ser escrito como

soma de dois quadrados.

Demonstragdo. Inicialmente, se existe um inteiro a tal que a?+1=0 (mod p), entdo p 1 a, pois
se p | a, entdo a> = 0 (mod p), ou seja, a> +1 = 1 (mod p). Pelo Teorema de Thue, existem x, y €
{1,2,...,\/P]} tais que ax = y (mod p); logo, a>x* = y* (mod p). Por outro lado, a congruéncia
@’ +1 = 0(mod p) implica a’x> 4+ x> = 0(mod p). Entdo, y> 4 x> = a’x*> +x*> = 0(mod p), de

sorte que existe um inteiro k tal que x> +y*> = kp. Resta mostrar que k = 1. Para isso, como
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1 <x,y <,/p,temos que
2
2<x*+y*<2(y/p)" =2p,

isto é, 2 < kp < 2p. Entdo, kp = p, de sorte que k = 1. [ |

Teorema 1.2.6 (Euler). Um niimero primo p > 2 pode ser escrito como soma de dois quadrados

se, e somente se, p = 1(mod4).

Demonstracdo. Uma vez que todo inteiro n é congruente a 0, 1, 2 ou 3, médulo 4, € imediato
verificar que n”> = 0 ou 1 (mod4), sendo congruente a 0 se e s6 se n for par. Assim, se p > 2 é

primo (logo, fmpar) e p = x> +y?, entdo
p=x*+y*=0,10u2(mod4) = p=1(mod4).

Reciprocamente, suponha que p = 1(mod4). A fim de mostrar que p pode ser
escrito como soma de dois quadrados, € suficiente, pelo teorema anterior, mostrar que existe
a € 7 tal que a®> = —1 (mod p). Para tanto, usando o fato de que p — [ = —I (mod p) para todo

[ > 1, obtemos

p-nr=12 (O () L o-26-1)
—1.2 (pT_l)(—p—_1> (—2)(—1) (mod p)

Agora, o Teorema nos da (p —1)! = —1(mod p). Portanto, sendoa=1-2... (’%1) e

p = 4k+ 1, os cdlculos acima fornecem —1 = (—1)%*a? (mod p). Isso é o mesmo que a’> =

—1(mod p), conforme desejado.
Precisamos, agora, do seguinte resultado auxiliar.

Lema 1.2.1 (Euler). Se a e b sdo inteiros positivos que podem ser escritos como somas de dois

quadrados, entdo o produto ab também pode ser escrito como soma de dois quadrados.
Demonstracdo. Sejam a = x> +y* e b =72+, com x,y,z,t € Z.. Entio,
ab = (X +y*) (2 +1%) = P2+ 22+ y P 4y
= (2% + 2xyzt +y*1%) + (B2 — 2xyzt +y*2%)

= (xz+yt)* + (2t —yz)*.
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Para o que segue, € conveniente termos a préxima defini¢do a nosso dispor.

Definicao 1.2.4. Um inteiro a é livre de quadrados se, para todo inteiro m > 1, tivermos que

m? 1 a.

Teorema 1.2.7. Um inteiro positivo n pode ser escrito como soma de dois quadrados se, e
somente se, cada fator primo p de n tal que p =3 (mod4) ocorre com expoente par na fatoragdo

de n.

Demonstragdo. Sejan = 2% pix‘ . p,‘f"q? b .q? '"a decomposic¢do de n em fatores primos com

oc,oc,-,ﬁj >0, pi=1(mod 4) e g; = 3(mod 4), paratodos 1 <i<kel < <L

Inicialmente, afirmamos que se f3; for par para todo 1 < j </, entdo n pode ser
escrito como soma de dois quadrados. De fato, pelo Teorema[I[.2.6|cada p; pode ser escrito como
soma de dois quadrados. Temos ainda que se o for par, entdo 2% = (2%/2)2 4 02. Por outro lado,

se a for fmpar, entdo 2% = (2(#~1)/2)2 1 (2(¢=1)/2)2_para encerrar, como cada f8; = 2¢;, com

B

cj € Zparal < j </ entdo g jj = (q;j )2 +02. Assim, aplicando o lema anterior vérias vezes,
concluimos que n pode ser escrito como soma de dois quadrados.

Reciprocamente, para mostrar que cada 3; é par se n puder ser escrito como soma de
dois quadrados, € suficiente assumir que n pode ser escrito como soma de quadrados e mostrar
que,se B; > 1,entdo B; >2e % também pode ser escrito como soma de dois quadrados. Suponha,
pois, que n = ¢ +d?, com ¢,d € Z, de sorte que ¢> +d*> = 0(modg;). Se d % 0(modg,), entdo
mdc(d,q;) = 1, de sorte que d ¢ invertivel médulo ¢;. Sendo f o inverso de d médulo ¢;,
temos que ¢ +d?> =0(modg;) = (cf)*+1=0(modg;). Portanto, os teoremas e
garantem que ¢; = 1 (mod4), contrariando a hipétese de que ¢; = 3 (mod4). Assim, devemos ter

d =0(modgq;) e, analogamente, ¢ = 0 (mod ¢;). Entdo, concluimos que n = ¢>+d? =0 (mod q?),

2 2
(logo. ;= 2)e s = () + ()" _

Para concluirmos esta se¢do, mostraremos que todo primo da forma 4k + 1 € escrito

como soma de dois quadrados de uma tnica maneira.

Teorema 1.2.8. Se p é um primo da forma 4k + 1, entdo existem tinicos inteiros x,y tais que

x<yep:x2+y2.

Demonstracdo. Suponha que existam inteiros positivos a, b, x, y tais que p = a® +b* = x> +y°.

E imediato que a, b, x e y sdo todos primos com p e menores que \V/P-
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Pelo teorema podemos tomar inteiros 1 < ¢,z < p tais que xz = y(mod p) e

ac = b(mod p). Afirmamos que ¢ = z ou ¢ +z = p. De fato, como xz = y (mod p), temos

p=x*+y* =+ (x2)? = x*(Z2 +1) (mod p),

2= — (mOdP), de sorte que p | (Zz _ CZ);

e, daf, 72 = — (mod p). De modo anélogo, obtemos ¢
assim, p | (z—c)oup | (z+c). Como 1 <¢,z < pimplica —p < z— ¢ < z+c¢ < 2p, concluimos
quez—c=0o0uz+c=p.

Se ¢ = z, as congruéncias xz = y (mod p) e ac = b(mod p) garantem que
bxz = acy = ayz(mod p),

logo, bx = ay (mod p). Mas, como 0 < a,b,x,y < \/_ temos 0 < bx,ay < p e, consequentemente,

bx = ay. Desse modo,
bx\ 2 X\ 2 X\ 2
p:x2+y2:x2+<—> :<—> (a2+b2):<—> D,
a a a

x_ _ C o _
de sorte que = = l e, portanto, x = a. Dai, bx = ay implicay = b.
Se z+ ¢ = p, podemos argumentar de forma anédloga a acima para concluir sucessi-

vamente que bx = —ay (mod p) e bx + ay = p. Entao,

(ax—by)* + p* = (ax — by)* + (bx+ay)* = (a* +b*) (x> +y*) = p*

implica ax — by = 0, ou seja, ax = by. Por fim,

p =bx+ay
xp = bx* +axy = bx* + by* = b(x* +y?) (L.1)
xp=bp

Portanto, temos que x = b e podemos concluir que y = a. |
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2 O RETICULADO DOS NUMEROS INTEIROS

Um reticulado € o conjunto dos pontos do plano que t€ém coordenadas inteiras em
relagcdo a um sistema ortogonal de coordenadas fixado.

Esse conjunto de pontos serd de extrema importincia para trabalharmos nossos
resultados a seguir, principalmente as propriedades da sequéncia de Farey no préximo capitulo.
Para mostrarmos a importancia do reticulado, veremos agora um teorema de extrema importancia

e que nos ajuda a calcular a drea de qualquer poligono apenas usando pontos desse conjunto.

2.1 O Teorema de Pick

Para demonstrarmos o teorema de Pick, o demonstraremos inicialmente para um
triangulo cujos vértices sdo pontos do reticulado e ndo ha pontos do reticulado em seu interior.

Desse modo, seguiremos com a defini¢ao.

Definicao 2.1.1. Chamamos de triangulo primitivo todo tridngulo de vértices em pontos do

reticulado que ndo possuem pontos do reticulado em seu interior ou lados.

Mostraremos inicialmente que a drea de um tridngulo primitivo é igual a 1/2. Para
isso, relembraremos a seguinte formula de cdlculo da drea usada em geometria analitica para um
tridngulo de vértices (x1,y1), (x2,¥2), (x3,¥3).

x|
1 1
S 2 1|=5 | (X132 +X2y3 +X3y1 — X1y3 — X2)1 — X3)2)] -

x3 y3 1

Como os vértices sdo pontos do reticulado, entdo cada valor de x e y acima € um ndmero inteiro,
portanto a expressdo em paréntesis € um inteiro. Garantimos que o resultado acima € pelo menos
1/2, uma vez que a expressdo em paréntesis serd nula somente se os trés pontos forem colineares,
mas como estamos tratando de um tridngulo de coordenadas inteiras, entdo a expressao em
paréntesis € pelo menos 1. Para mostrarmos que a drea do tridngulo primitivo é exatamente
1/2, colocaremos um tridngulo 7 em um retdngulo R como mostra a figura a seguir. Como
podemos observar na imagem, e generalizando, cada retingulo R possuird 4 pontos do reticulado
como vértices, [ — 4 pontos em seus lados que ndo sdo vértices, onde / é a quantidade de pontos
nos lados do retangulo, e k pontos no seu interior. Particionando R em # tridangulos primitivos,

teremos que a soma de todos os angulos desses triangulos serd dada por n180°. Por outro lado,
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Figura 1 — O triangulo T.

os quatro vértices do retingulo somam 360°, cada ponto nos lados, que ndo sdo vértices, soma

180° e cada ponto no interior do retdngulo soma 360°. Portanto, temos que
n180° =360°k+ 180°(1 —4) +360°,

ou seja,

n=2k+1-2.

A férmula acima nos garante que a quantidade de tridngulos primitivos na parti¢do de R depende
somente da quantidade de pontos nos lados e no interior do retangulo.

Agora particionaremos o retangulo R em n tridngulos primitivos de drea % cada,
primeiro dividindo-o em quadrados com vertices nos pontos do reticulado e posteriormente

tracando as diagonais desse quadrado, como mostra a figura abaixo. Como os n triangulos

Figura 2 — Parti¢do de R.

possuem drea igual a %, podemos concluir que
. n
Area de R = >

Considerando 71,73, ...,T, sendo os n triangulos em nossa parti¢do inicial, para a obtencao da

expressdo n = 2k +1 — 2, e denotando (7;) como sendo a drea do tridngulo T;, temos que

(T,) > =, parai=1,2,....n (2.1)

M| —

Por outro lado, como 7; preenche R,

2

1

(1) = (T0) + () +.. 4 () = 22)
=1
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E pelas equacdes (2.1)) e (2.2) podemos concluir que

()=(Th)=...=(Ty) =

B[—

em particular temos que (7) =

Teorema 2.1.1 (Pick). Seja R um poligono qualquer com vértices em pontos do reticulado
inteiro. Suponha que haja q pontos do reticulado no interior de R e p pontos nos lados desse

poligono, excluindo os vértices. Entdo,

AreadeR:q—l—g—l.

Demonstracdo. Para demonstrarmos esse teorema faremos uso do reticulado inteiro.

Figura 3 — O poligono R.

Desse modo, se ha g pontos interiores em R e p pontos nos lados de R, entdo cada
ponto interior € também vértice de um tridngulo primitivo e cada um desses vértices possui um
angulo de 360°, portanto, ha g360°. Cada ponto no lado, que ndo € um vértice do poligono R,
também € vétrice de um tridngulo primitivo e cada um desses pontos possui um angulo de 180°,
portanto, hd (p —v)180°. Por iltimo, como a soma dos dngulos internos de um poligono é dado

por (v—2)180°, entdo o nimero n de tridngulos primitivos que dividem R é
180°n = ¢360° + (p —v)180° + (v —2)180°
= q360° + p180° — v180° + v180° — 360° (2.3)
= q360° + p180° — 360°
e, ao dividirmos por 360° ambos os lados de @), obtemos

n

—1
2 2
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portanto,

AreadeR:q—i—g—l

Para a demonstracdo desse teorema assumimos sem prova a existéncia da decom-
posicdo de um poligono em tridngulos primitivos. Para a demonstracdo de que existe tal
decomposicao, pode-se consultar o apéndice do capitulo 5 de (HONSBERGER, |1970, p. 35).

Existe uma relagdo entre o teorema de Pick e a relacao de Euler para poliedros, bem
como um equivalente a esse teorema para o caculo do volume de poliedros. Essas informacdes

podem ser encontradas em (MENESES) ).

2.2  Outros resultados interessantes
2.2.1 O Teorema de Browkin

O Teorema de Browkin afirma que, para todo inteiro positivo n, existe um quadrado
no plano que contém exatamente n pontos do reticulado em seu interior. Para demonstrarmos
esse resultado, mostraremos inicialmente que dois pontos distintos do reticulado ndo possuem o
mesmo valor pela funcio

Wiy ¥

flx,y) = 3

1
x+y\/_—§‘+

Sejam dois pontos distintos (a,b), (c,d) do reticulado, vamos supor inicialmente
que f(a,b) = f(c,d). Ao tirarmos o médulo na igualdade f(a,b) = f(c,d) obtemos inteiros
p, q, 1, s €{—1,1} tais que

p(a—i—b\/——%) +q<a¢§—b—?> :r(c+d\/_—%) +s (cﬁ—d-?)

agora separando a parte racional da parte irracional, teremos

pa—%—qb—rc—i—%—ksd:\/§<I’d+sc—§—l’b—qa+%> (2.4)

para obtermos a igualdade na equacdo (2.4), devemos ter

pa—qb—rc+sd+¥:o 2.5)

assim como,
q—Ss
3

rd +sc — pb—qa+ =0 (2.6)
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como 0s termos nas equacoes li e ID representam inteiros, entdo as fragdes 52 e 4= se
reduzem a inteiros de modo que os denominadores devem ser iguais a 2, 0, —2, devido a escolha

de p, g, r, s, portanto, a Unica opg¢ao é
r—p=0 e g—s=0=— p=r e qg=s

As equagdes (2.5) e se reduzem a
pa—gb—rc+sd=0 e rd+sc—pb—qa=0

Desse modo, ao multiplicarmos a primeira por p e a segunda por ¢ e subtraindo a segunda da
primeira obtemos

20—Vt Pla—c) =0
p-(a—c)+q-(a—c) o0

(a=)(p*+4¢*) =0
e como p,q € {—1,1}, entdo nos dd 2(a—c) =0 = a = ¢, que consecutivamente nos
mostra que b =d.
Para concluir a nossa demonstragao primeiro temos que entender qual a interpretagdo
geométrica de f(x,y). De fato, os comprimentos d;, d, do ponto (x,y) do reticulado para as

retas L : x—i—y\/_ — % =0ely: x\/g—y — \/T§ = 0, respectivamente. Assim,

x~|—y\/§—%

di| =

1
- 2|d1| = x+y\/§—§’

Analogamente, obtemos

Wioy- L

2|dy| = 3

entdo a fungdo f(x,y) =2|d;|+2|dz|, ou seja, f define o perimetro do quadrildtero formado por
dy, dy, Ly e Lr. Agora tomando a sequéncia de pontos p1, pa,...,Pn,-... do reticulado ordenados
por f, onde p — 1 é o ponto onde f atinge seu menor valor no reticulado, p; é o segundo e assim
em diante, e usaremos a notacao a, para representar o valor de p, por f. Consideraremos as
fungdes h(x,y) = x(1+v3) +3(V3—1) = 3= zeglr,y) =x(1-v3) +y(1+V3) — 3+ 5=

e considerando as quatro retas
h(xay) :j:anJrl e g(xay) ::l:an+l

temos que obviamente & (x,y) = a1 é paralela a h(x,y) = —a,+1, assim como g(x,y) = a,+1 é

paralela a g(x,y) = —ay1, como mostra a ﬁgura abaixo. Como observado na figura e também
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E" B8

E* =%

b=a

h ==
o r "n+l

Figura 4 — O quadrado formado pelas retas h(x,y) = ta,41 e g(x,y) = ta,41.

analisando os coeficientes angulares de i(x,y) e g(x,y), vemos que suas retas sdo perpendiculares,
formando assim um quadrado.

Podemos finalmente demonstrar o

Teorema 2.2.1 (Browkin). Para todo inteiro positivo n existe um quadrado no plano que contém

exatamente n pontos do reticulado em seu interior.

Demonstragdo. Se um ponto (x,y) do reticulado possui valor por (x,y) de modo que |h(x,y)| <
an+1, entdo o ponto (x,y) estd entre as retas paralelas a(x,y) = a,+1 e h(x,y) = —a,+1. Vemos
similarmente que |g(x,y)| < a,+1 se, e somente se, 0 ponto (x,y) estd entre as retas paralelas
g(x,y) = a4 e g(x,y) = —a,41. Portanto, o ponto (x,y) pertencerd ao quadrado se, e somente

se, as duas desigualdades forem satisfeitas

|h(x7y)| <dpt1 e |g<X,y)| < dpt1 (2.8)

0 que equivale dizer que

h(x,y) — g(x,y)
2

‘ h(x,y) +g(x,y)

5 ‘ + ' ‘ < dpii (2.9)
uma vez que |h(x,y) +g(x,y)| = £(h(x,y) + g(x,y)) e [h(x,y) — g(x,y)| = £(h(x,y) — g(x,y)).

Desse modo, considerando os casos em que temos a(x,y), g(x,y), h(x,y), —g(x,y), —h(x,y), g(x,y)
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e —h(x,y),—g(x,y), ao retirarmos os médulos, teremos que

2 2

‘h(x,y) ;8(x,y) ’ + ‘h(x,Y) ;g(x,y) ' )
‘h(x,y) +8(x,y) ’ i ‘h(x,Y) —g(x,) ' _ ig(xj)l (2.10)

assim concluindo que (2.8) ¢ equivalente a (2.9)

Substituindo a expressdo para h(x,y) e g(x,y) e simplificando obtemos que | f(x,y)| <
an+1, portanto, (x,y) pertence ao quadrado se, e somente se, |f(x,y)| < a,+1 € como os pontos
P1, P2,---, Pn €stdo ordenados, como mencionado anteriormente, esses n pontos satisfazem a

condi¢do acima e temos exatamente n pontos no interior do quadrado. |
2.2.2 O Teorema de Schinzel

O teorema de Schinzel se baseia no nimero r(n) de solugdes inteiras (x,y) da

equagdo

onde

r(n) =4(d) —ds)

sendo d; a quantidade de divisores de n da forma 4k + 1 e d3, a quantidade de divisores de n da
forma 4k + 3. Usaremos esse resultado sem demonstracdo. Utilizaremos também a caracteriza¢ao

dos inteiros que podem ser escritos como soma de dois quadrados.

Teorema 2.2.2. Para todo inteiro positivo n, existe um circulo no plano passando por exatamente

n pontos do reticulado.

Demonstragdo. Consideraremos os casos em que n € par ou n € impar separadamente, mostrando

que

(1) Para n = 2k, o circulo de centro (%,0) € raio % -572 passa exatamente por n pontos do

reticulado;

(i) Para n =2k+ 1, o circulo com centro (%,O) e raio % -5k passa por exatamente por n pontos

do reticulado.

Entdo, para cada nimero par 2k, consideraremos as solugdes inteiras da equagdo

x?+y? =5k1 (2.11)
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Todos os divisores de 5! sdo poténcias de 5, portanto, sdo da forma 4k + 1. Como de 50 q 5k-1

ha k poténcias de 5, entdo o nimero de solucdes de (2.11)) € dado por
r(55 1) = 4(k—0) = 4k

e essas solucdes sio dadas por 2k pares (x,y) e 2k pares (y,x). E como 5¥~! é fmpar, entdo no

par (x,y) um dos valores é par e o outro impar. Desse modo, para cada ponto (p,q) do reticulado
) | =) ) .

que pertence ao circulo de centro (5,0) eraio 5 -5 2, temos que (g, p) ndo pertence ao circulo.

De fato,

1 , 5!
(P—E) +(g=0)"=——

(2.12)
(2p—1)*+(29)* =5
e temos que (2.11)) e (2.12) nos dao que as solugdes procuradas sido da formax =2p—1ey=2gq,
portanto, a primeira coordenada impar e a segunda par. Isso nos mostra que, das 4k solucdes da
equacao s6 podemos considerar as 2k solugdes da forma (x,y) = (2p — 1,2¢), concluindo
que ha exatamente n = 2k pontos do reticulado no circulo.
Considerando agora que para cada ndimero impar 2k + 1, o ndmero de solugdes

inteiras de

x4yt =5% (2.13)

é r(5%K) = 4(2k +1 — 0) = 8k +4, entdo as 8k + 4 solugdes sdo 0s pontos que possuem uma das
formas

(6y), (=), (=5,5), (=x,=y), (15x), (5 =x), (=3%), (=3, —%) (2.14)
Se um dos termos € nulo, entdo as solu¢des reduzem-se apenas a quatro nimeros dessa lista,
assim como se x =y. Como o lado direito de é igual a 5%, devemos ter uma das entradas
de (x,y) par e a outra impar, portanto, x # y. Entretanto, se uma das entradas de (x,y) € zero,

teremos as quatro solugdes
(0,5%), (0,—5%), (5%,0), (—5%,0) (2.15)

e, consequentemente, as 8k + 4 solucdes sdo 8k do tipo (2.14) e quatro do tipo (2.15).

Agora, considerando o ponto (p,¢) do reticulado sobre o circulo com centro (%,0) e

| k
raio 3 - 5%, temos que

1 2 ) 52/(
-5 +@—-0)"=—
(p 3) (4=0) 9 (2.16)
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De[2.13|e[2.16/temos x =3p — 1 e y = 3¢, ou seja, x = —1 (mod3) e y = 0(mod3). Como

5% = 25% = 1¥ = 1 (mod3),

segue de (2.14) que as tnicas possiveis solugdes de (2.13)) sdo (x,y) e (x,—y) e de (2.15)) a tnica
possivei solucde é (—5*,0), se k é impar, onde —5* = 1(mod3), ou (5%,0), se k é par, onde
5 = 1(mod3). Portanto, totalizam 2k + 1 solugdes. Assim, o circulo passa por 2k + 1 pontos do

reticulado. u
2.2.3 O Teorema de Kulikowiski

O Teorema de Kulikowiski estende o Teorema de Schinzel do plano para o espago.

Teorema 2.2.3. Para todo inteiro positivo n, existe uma esfera contendo exatamente n pontos do

reticulado em sua superficie.

Demonstragdo. Inicialmente, pelo Teorema[2.2.2] o plano z = 0 possui um circulo
(x—a)’+(y—b?=c

contendo exatamente n pontos do reticulado. Consequentemente uma esfera que contenha esse
circulo tem pelo menos n pontos em sua superficie.

Agora, considere a esfera de equagdo
(x—a)+ (-0 +(z—V2)* = +2

ou, 0 que é 0 mesmo,

(x—a)l+(y—b)+22—22V2 =72 (2.17)

Mostremos que ela possui exatamente n pontos de coordenadas inteiras em sua superficie.
Pela demonstragdo do Teorema[2.2.2] temos que a,b,c sdo niimeros racionais tais
que a = % ou %, b =0 e ¢ é o raio da esfera. Desse modo, os valores inteiros de (x,y,z) nos
dao valores racionais na equacao , exceto em —2z\/§. Portanto, ndo h4 inteiros x,y, z que
satisfacam a equacdo, a menos que z = 0. Como visto anteriormente, hd exatamente n pontos da

esfera que pertencem ao reticulado e ao plano z = 0. |
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3 FRACOES DE FAREY

Nessa parte do trabalho, falaremos sobre uma sequéncia especifica, cujas propri-
edades nos ajudardo a demonstrar teoremas geométricos a partir de propriedades artiméticas
dos nimeros inteiros. Essa sequéncia, conhecida como sequéncia de Farey, possui uma histéria
bastante curiosa, segundo (HARDY; WRIGHT, 1938]). Apesar da sequéncia levar seu nome,
Farey ndo era matemdtico, mas um gedlogo e conjecturou, na Philosophical Maragzine de 1816,
o item (ii) do Teorema [3.1.2] que fora demonstrado por Cauchy. Porém, em 1802, Haros havia

apresentado uma demonstracdo para todo o Teorema [3.1.2]

3.1 Sequéncias de Farey

Construiremos uma tabela onde cada linha apresentard a n-ésima sequéncia de
Farey, que serd representada por F,. A constru¢do se dard do seguinte modo: na primeira linha
escreveremos as fracdes 0/1 e 1/1. Paran = 2,3, ..., usaremos a seguinte regra: para a n-ésima

. s, . . . ~ ! ~
linha da tabela escreveremos a (n — 1)-ésima linha, mas inserindo as fra¢oes Zig, entre as fracoes

% e %;, quando b+ b’ < n. Na tabela abaixo, mostramos Fy, para 1 <n < 7.

Fu: 01
11
0 11
12z 1
Fy: 01121
13231
Fu: 0111231
1 4323 41
Fe 01112132341
& 1 543525734351
. 0111121323451
[t - = = = - = = - - = = - -
1654352534561
g, 01 111212314325345°6]1
. 2111 12123143253456¢6]1
176547 3572753745671

Figura 5 — A sequéncia de Farey.

Como podemos observar, cada uma das linhas da tabela possui primeiro termo igual

a

el [ =

e ultimo igual a % A seguir, apresentaremos alguns resultados que trazem propriedades
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gerais dos termos dessa sequéncia.

Teorema 3.1.1. Se n > 1, entdo ndo hd dois termos consecutivos de F, possuindo o mesmo

denominador.

Demonstragdo. De fato, temos que se b > 1 e 7 € o termo sucessor de 7 em Fy, entdo a+ 1 <

¢ < b, portanto,

a a a+1 ¢

- < < < - 3.1

b b-1 b b -1
nos mostra que 3“5 estd entre a/b e ¢/b, contradizendo o fato de § e ; serem consecutivos em
F,. [

Teorema 3.1.2. Se a/b, c/d sdo fragdes consecutivas de F,, entdo bc —ad = 1

Demonstrag¢do. Vemos facilmente que é verdade para n = 1.Supondo ser verdade para a (n— 1)-
ésima linha. Qualquer fragéo consecutiva da n-ésima linha é uma das opgdes a/b, d’ /b’ ou
a/b, (a+d)/(b+b")ou(a+d)/(b+b"), d /b, onde a/bed /b sao fragdes consecutivas da
(n—1)-ésima linha. Como a’b —ab’ = 1, temos que b(a+d') —a(b+b') =d'b—ab’ = 1, asim

comod (b+b')—b'(a+d)=db—ab =1. O que concretiza a prova por indugao. |
Corolario 3.1.1. Cada a/b na tabela é uma fracdo propria, ou seja, mdc(a,b) = 1
Corolario 3.1.2. As fracoes de cada linha F, estdo dispostas em ordem crescente.

Teorema 3.1.3. Se % e % sdo dois termos de F,, de modo que ndo exista outro termo de F,, entre

essas fracoes, entdo

a atc| 1 < 1
b b+d| bb+d) ~ bn+1)
e
c atc|_ 1 < 1
d b+d| db+d) ~ dn+1)
Demonstragdo. Temos que
a a+c| |ad—bc| 1 1

b b+d| bb+d) bb+d) = b(n+1)

devido ao teorema|3.1.2fe ao fato de que b+d > n+ 1. A segunda expressdo pode ser demons-

trada analogamente. |
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3.2 Oscirculos de Ford

Nesta sec¢do, utilizaremos fracOes de Farey para apresentar um novo ente matematico
chamado de Circulos de Ford. Tais circulos sdo criados a partir da escolha de dois inteiros p, g

primos entre si, onde cada circulo C(p,q) criados por esses dois inteiros terd raio igual a 2—(1]2 e

p 1
L
<Q’ 2612)

A figura abaixo apresenta um exemplo dos circulos de Ford e nela podemos observar

serd centrado no ponto

a sequéncia de circulos tangentes entre si. E obvio que existem circulos que nao se tangenciam,

mostraremos a frente quando h4 a tangéncia entre esses circulos.

Figura 6 — Os circulos de Ford.

A sequéncia de Ford se assemelha a sequéncia de Farey pelo fato de trabalharmos
com fragdes préprias, ou seja, em que mdc(p,q) = 1. Devido a esse fato, usaremos os teoremas
j& demonstrados a respeito das propriedades da sequéncia de Farey, mas antes iremos enunciar a

tangéncia dos circulos como um teorema.

Teorema 3.2.1. Sejam C(p,q) e C(p',q’) dois circulos de Ford. Se p/q, p'/q sdo termos

consecutivos da sequéncia de Farey, entdo C(p,q) e C(p',q’) séo tangentes.

Demonstracdo. De fato, comecaremos calculando a distincia entre os centros de C(p,q) e

A AN A T
2o(P_P L b 32
(q q’> +<2q2 261’2) G2

Agora calculando a soma dos raios de C(p,q) e C(p',q’) temos

C(p',q'), assim

1 1

22 22 ©-5)

S =



e, por ultimo, calculando a diferenca entre (3.2)) e o quadrado de (3.3)) obtemos que
2 2 2
d*— 5% = E_p_/ + L_L — L_FL
g q 2612 2 qu 2q2 2q12

2 2
_ (2) PP (p_) 4
q 9  \¢ 44%q"

_pq? _prlad P

- qz q/2 6]2 q/2 q2 q/2 q
(pd —p'g)*—1
24>

2 12

q
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(3.4)

E como é sabido, pelo teorema (i), que se p/q, p'/q sdo termos consecutivos de F;, entdo

pq —p'q =1, e a expressio em se reduz a
d>—s* =0=|d| =|s|

portanto, d = s garante que C(p,q) e C(p’,q’) sdo tangentes.

O fato de p/q, p'/q’ serem termos consecutivos de F, é o que garante a tangéncia.

Assim, podemos usar a sequéncia de Farey para criar os circulos de Ford. Os circulos de Ford

possuem grande importancia, pois suas tangencias ao €ixo-x constroem os nimeros racionais.
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4 O TEOREMA DE HURWITZ
4.1 Aproximacoes de irracionais por racionais

Teorema 4.1.1. Se n é um inteiro positivo e x um niimero real, existe uma fragdo §, tal que
< o
x —_—— —
bl = b(n+1)
Demonstragdo. Pelo teorema|3.1.3] temos que

1 1
= blbrd) = b+ 1) 1)

a a-+c
b b+d

Sendo um nimero real x tal que § < x < $£5. Entdo, ainda pelo teorema 3.1.3} temos que

a a a+c 1
_ < |2 4.2
‘x bl = |b b+d|” bn+1) *2)
e a expressdo (4.2) nos mostra o que desejavamos. |

Agora, com uso do teorema anterior, demonstraremos 0 nosso primeiro teorema
acerca da aproximagao de nimeros irracionais a partir de nimeros racionais. Tal teorema é
devido a Dirichlet e histéricamente foi o primeiro teorema sobre aproximagdo de nimeros

irracionais, devido a isso estamos o apresentando neste trabalho.

Teorema 4.1.2 (Dirichlet). Se & é um niimero irracional, entdo hd uma infinidade de fragoes §

tais que
1

a
—— < =
‘ﬁ bl = b2

Demonstragdo. Pelo teorema|.1.1}, para qualquer inteiro n > 0 podemos achar um a, € um b,

com 0 < b, < n, tais que
1

e <

e supondo que (4.3) é valida para uma quantidade finita de inteiros, deve existir um k tal que

4.3)

an ay
——| > -—= 4.4
‘ bn| ~ ' by @
e como & é um nimero irracional, afirmamos que
a
’ ~ >0,
by

ou seja, podemos achar um n suficientemente grande tal que

1 Ay
- < _
n+1 by
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Portanto,
ai a, 1 1 ay
— L <|E-——=|< < <|§E—— 4.5
bk _‘5 b, _b(n+1)_n—|—l ‘g bk 45)
0 que € um absurdo, logo devemos ter uma infinidade de inteiros n para os quais € valido
an 1 1
—— | << 4.6
‘ b by(n+1) b% 9
|

O resultado acima nos mostra que se tomarmos uma fragdo com denominador 10,
entdo a aproximacao do nimero irracional terd um "erro"menor que um centésimo, caso o
denominador seja 1000, entdo a aproximacao racional terd um erro menor que um miilionésimo.

Portanto, quanto maior o denominador, mais préxima serd a nossa aproximacao racional.

4.2 O teorema de Hurwitz

Lema 4.2.1. Se x e y sdo inteiros positivos, entdo apenas uma das duas desiguladades

1>1<1+1) 1>1(1+1>
xy — V5 \x2 0y ) x(x+y) T V/5\x 0 (x+y)?

pode ser vdlida.

Demonstragdo. Essas duas desigualdades podem ser escritas como
Voxy >y +x%, Vox(x+y) > (x+y)? 4+ 2%

Somando essas igualdades, obtemos v/5(x* + xy) > 3x% + 2xy + 2y?, portanto, 2y* —2(v/5 —

Dxy+(3— V5 )x2 < 0. Multiplicando-as por 2 e reescrevendo-as, temos
497 —4(V5—Dxy+ (5-2V5+1)x* <0,

ou seja, (2y — (v/5—1)x)? < 0. Para x e y inteiros positivos a desigualdade anterior é impossivel,

pois v/5 é irracional. ]
Teorema 4.2.1 (Hurwitz). Dado qualquer niimero irracional &, existem uma infinidade de

nimeros racionais g para os quais

1
V542

‘5—3' < 4.7)
q
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Demonstragdo. Seja n um inteiro positivo. Existem duas fragdes consecutivas a/b e ¢/d em F,,
de modo que a/b < £ < ¢/d. Provaremos que pelo menos uma das fragdes a/b, c/d, (a+
¢)/(b+d) servird como p/q em (4.7). Mostraremos isso por contradi¢do. Assumindo inicial-

mente que & < (a+c¢)/(b+d), vamos supor que

¢ > 1 atc £ > 1 £ >
b2V5 bt+d T (b+d)2/5 d - dzf
Adicionando a primeira com a terceira desiguladade e a primeira com a segunda desigualdade,
obteremos
c_ag 1 n 1 atc a S 1 n 1
d b~ d%/5 b5 bt+d b~ (b+d)2V/5 b5
Portanto,
I c¢b—ad c a. 1 1+1
bd bd —d b~ ,Vr
e
1 (a+c)b—(b+d)a - 1 /1 N 1
b(b+d) b(b+d) —V5\p2 (b+d)?)’

Essas duas desigualdades contradizem o lema [4.2.1], portanto, pelo menos uma das fragoes
a/b, c¢/d, (a+c)/(b+d)servem como p/qem ({@.7). De maneira andloga pode-se demons-
trar o caso em que & > (a+c¢)/(b+d). Desse modo, mostramos a existéncia de alguma fragéo
p/q satisfazendo ao teorema. Para mostrarmos a infinidade de fracdes p/q satisfazendo o nosso
teorema, uma vez que p/q depende da escolha de n como mostrado acima. Desse modo, faremos

uso do teorma [3.1.3] onde teremos

'g——‘ )d bl

onde a/b < & < ¢/d. Agora vamos supor que alguma fragdo p;/q satisfaz (4.7)). Entdo ’5 p -

1 1 2

a—+c a< n <
“dn+1) bn+1) " n+1’

b+d b

¢ a-+tc
d b+d

é positiva e podemos escolher n > 2/ ‘5 . A sequéncia de Farey de ordem n produz uma

fragéo p/q satisfazendo (4.7) de tal modo que

2
btfeticoa)

Isso nos mosrta a existéncia de uma infinidade de nimeros racionais p/q que satisfaz (4.7) desde

que, dado um racional, podemos encontrar outro que estd proximo de &. |

Teorema 4.2.2. No teorema a constante \/S é o valor que otimiza a expressdo. Em

outras palavras, o teorema ndo é vdlido caso o \/5 seja trocado por qualquer outro niimero real

m > /5.
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Demonstracdo. Precisamos exibir um & para o qual v/5 néo pode ser substituido para grandes

valores. Portanto, tomemos & = (1+/5)/2, entio

(x=&) <x— 1_2\/5) =x>—x—1.

Para inteiros p,g com g > 0, temos que

o
59 5w
P op 1, >
?—5—1 =?Ip ~Pq9—q"]

a expressio a esquerda em (4.8)) é diferente de zero, uma vez que & e v/5 — & sio

irracionais. A expressao ‘ »’ —pq— qz‘ ¢ um inteiro ndo negativo. Portanto
p p 1
‘——gH——g—Fﬁ’Z—z (4.9)
q q q

agora supondo que tenhamos uma sequéncia infinita de nimeros racionais p;/g;, com g; > 0, e

um nuimero real positivo m de modo que

1
mq ;%

(4.10)

&_5‘ <
qi

entdo ¢;§ — qu, <pi <q&+ qu, e isso implica que existe apenas um numero finito de p;
correspondente a cada ¢;. Desse modo, temos que g; — o quando i — co. Assim, por (4.8),(4.2)

e pela desigualdade triangular, temos que

b
qi

; 1 1
&—5+¢§‘ <— (—2+ﬁ)
qi mq; \mgq;
ou seja,

1
m<—2+\/§
mqi

e, portanto,
1
m < lim —5 +v/5= /5.

= M



5 CONCLUSAO

Entao conclui-se que o reticulado dos niimeros inteiros apresenta propriedades que
o torna uma ferramenta importante para a demonstracdo de teoremas geométricos e, como
podemos ver em (MENESES] ), também constitui uma ferramenta pedagdgica poderosa para a
compreensao do calculo de dreas de poligonos utilizando malhas quadriculadas com o uso do
teorema de Pick.

Pode-se observar também em (NORTHSHIELD, ) que os circulos de Ford sdo entes
geométricos importantes devido as suas tangéncias, pois tais tagéncias constroem geometrica-
mente o conjunto dos nimeros racionais, podendo assim ser um referéncial geométrico para
se trabalhar o conjunto dos nimeros racionais com alunos de nivel médio. No trabalho citado,
podemos verificar a existéncia das tangéncias das esferas de Ford, ou seja, uma equivaléncia
entre as tangéncias dos circulos de Ford.

Conclui-se também, como mostra (HONSBERGER, |1970), que ao associarmos as
fracoes da sequéncia de Farey as coordenadas dos pontos do reticulado inteiro, podemos nao
somente demonstrar as propriedades de tal sequéncia e mostrar a existéncia dos circulos de Ford,
mas também podemos trabalhar com aproximac¢do de niimeros irracionais por nimeros racionais,
desenvolvendo assim os teoremas de aproximac¢do, conforme (NIVEN; ZUCKERMAN;, 1960).
Isso torna o célculo do valor aproximado de nimeros irracionais uma op¢ao vidvel para alunos
de nivel médio, uma vez que pode-se auxiliar na resolucao de algum problema que envolva o uso

de ndmeros irracionais.
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