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“Is this what it feels like to end ?
I do not know, for this is not our end.”

(Kindred - League of Legends)



RESUMO

Uma b-coloracdo de um grafo G com k cores € uma coloragao propria dos vértices de G tal que,
em cada classe de cor existe um vértice que possui vizinhos com todas as demais k — 1 cores.
Esse vértice € chamado de b-vértice. Neste trabalho propde-se um algoritmo enumerativo, ou
seja, que lista todas as solucdes vidveis para o problema da b-coloracdo e outro algoritmo que
faz uso de cortes para encontrar o nimero b-cromético de um grafo. Como alguns algoritmos,
muitas vezes fornecem apenas a solugdo 6tima ou um solucao vidvel, a mesma pode nao ser
capaz de resolver o problema. J4 com todas as solugdes vidveis em maos, ndo hd a necessidade
de buscar maneiras de se obter apenas outra solu¢do. Ambos os algoritmos foram testados em
grafos no padrao DIMACS, e se demonstraram bastante eficazes. Os testes foram realizados
em grafos com cinco densidades diferentes, e foram executados em ambos os algoritmos. O
algoritmo responsavel por encontrar o nimero b-cromatico, que é o mesmo da enumeragao
completa, porém com cortes, teve seu tempo de execugao bastante diminuido, demonstrando que

as técnicas de poda sdo eficientes.

Palavras-chave: B-coloracdo. Algoritmo enumerativo. Otimiza¢do combinatdria



ABSTRACT

A b-coloring of a graph G with k colors, is a proper coloring of the vertices of G, in such a way
that in every color class there is a vertex adjacent to all other k — 1 colors classes, such vertex is
called b-vertex. In this paper is proposed an enumerative algorithm for the b-coloring problem,
which lists all viable solutions for the problem and an algorithm that finds the b-cromatic number
of a graph using prunning techniques. Some algorithms often give only the optimal or one viable
solution, and that solution may be not capable to solve the problem. With all the solutions found,
there is no need to search for other ways to find just one another solution. Both algorithms
were tested with graphs using the DIMACS pattern, and they showed to be very effective. The
tests were peformed using graphs with five different densities, and they were executed on both
algorithms. The algorithm responsable to find the b-cromatic number, which is the same as the
full enumeration but uses prunning, had its time reduced drasticaly, showing that the prunning

techniques are effective.

Keywords: B-coloring. Enumerative Algorithm. Combinatorial Optimization.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo resolver o problema da b-coloragdo e encontrar o
nimero b-cromdtico através de uma enumeracdo utilizando a técnica de forga bruta. O problema
da b-coloragdo ja vem sido bastante explorado no tocante da teoria dos grafos, porém pouco
explorado na drea de otimizacao.

A b-coloracgao procura colorir um grafo G de tal forma que maximize o nimero de
b-vértices. Esses b-vértices serdo os representantes das k cores que serdo utilizadas na coloragao,
cada um possui apenas uma cor e a sua vizinhanga deve possuir as demais k-1 cores, para que
seja uma b-colorac¢do apropriada.

Problemas que envolvem a estruturacio de cadeias de proteinas e cadeias de DNA
pode ser resolvidos com a ajuda da b-coloracdo, afim de encontrar a estrutura que seja mais
adequada. Ambas estruturas (proteinas e DNA) podem ser representadas por grafos, onde cada
atomo que as compdem representam os vértices e as ligagdes quimicas entre eles representam
as arestas. Com isso, resolvendo o problema de b-coloracido, o mesmo pode ser aplicado com
intuito de encontrar a estrutura mais adequada.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira, no capitulo 2, € feita uma breve
revisao sobre os conceitos bdsicos necessdrios para um melhor entendimento deste trabalho. No
capitulo 3, o problema é explorado em detalhes. No capitulo 4, alguns trabalhos voltados para o
problema de b-coloragdo em teoria dos grafos, e também € apresentado o primeiro modelo de
programagao linear inteira para o problema de b-colorag@o. No capitulo 5, € demonstrado como
a enumeragdo para resolver o problema de b-coloragdo foi efetuada, assim como as estruturas
e técnicas utilizadas. No capitulo 6, os resultados obtidos sdo discutidos afim de demonstrar a

viabilidade das técnicas utilizadas neste trabalho. E por fim no capitulo 7,
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2 PRELIMINARES

Algumas defini¢Oes bésicas que sdo necessarias ao leitor para o bom entendimento
do tema sdo apresentadas neste capitulo. Sdo utilizadas nota¢des padrdo de teoria dos grafos e
programacdo matematica, o leitor que possui conhecimento basico nestas dreas pode se dirigir
diretamente ao capitulo 3. Entretanto para o leitor ndo familiarizado e por questao de completude

do texto, estas nogdes basicas serdo apresentadas a seguir.

2.1 Teoria dos Grafos

Um grafo simples G = (V, E) consiste de um conjunto de vértices V, ndo vazio e
finito, e um conjunto de pares ndo-ordenados E, e finito, sobre este conjunto V, chamado de
conjunto de arestas. Faca n e m serem as cardinalidades dos conjuntos V e E, respectivamente.

Dois vértices i e j sdo adjacentes se, existe uma aresta que liga o vértice i ao vértice j.

3

Figura 1 — Exemplo de um grafo, onde V = {1,2,3,4,5,6} e E ={(1,2),(1,5),(2,5),(2,3),
(3,4),(4,5),(4,6)}
Fonte: O Autor

Uma cliqgue em um grafo G é um subconjunto de vértices S, sendo que para todo par
de vértices distintos u,v € S, exista uma aresta e entre eles (ARORA; BARAK, 2009). Ao maior
k tal que o grafo G tem uma clique com k vértices, damos o nome de niimero de clique de G e o
denotamos por ®(G).

Um conjunto estdvel de G = (V,E) é um conjunto de vértices S, no qual nenhum par
de vértices de S é adjacente. O coeficiente de estabilidade de G é a(G) = |max{S C V| S é um

, onde |S| denota a cardinalidade de S (KORSHUNOV, 1974).

conjunto estavel }
Para cada vértice v € V, fagca N(v) ser a vizinhanga de v, i.e., o conjunto de vértices

adjacentes a v. Dizemos que v domina w se N(w) C N(v) (MALAGUTI; MONACI; TOTH,

2011). A anti-vizinhanga de um vértice v é denotada por N(v), e representa o conjunto de
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Figura 2 — Exemplo de um grafo com 23 cliques com 1 vértice, 42 cliques com 2 vértices, 19
cliques com 3 vértice (triangulos azuis claro e escuro) e 2 cliques com 4 vértices
(4reas azuis). Neste exemplo, ©(G) = 4.
Fonte: O Autor

Figura 3 — Os pontos azuis forma um conjunto independente méaximo. Neste exemplo o/(G) =9
Fonte: <https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/bd/Independent_set_graph.gif>

vértices ndo adjacentes a v em G. O grau de um vértice v em um grafo G é cardinalidade
de N(v). O grau de um vértice v é denotado por deg(v). O grau maximo de um grafo G, é
denotado por A(G) = max{deg(v)|v € V(G)} em G e o grau minimo de um grafo, é denotado
por 6(G) = min{deg(v)[v € V(G)} em G.

2.2 Coloracao

Dado um grafo G = (V,E), uma colorag@o prépria é uma atribui¢do de cores a seus
vértices de tal maneira que, vértices adjacentes recebem cores distintas. Uma k-coloragdo de
G € uma coloragdo prépria que utiliza um conjunto de k cores, uma k-coloracdo também pode
ser vista como uma particdo de V em k conjuntos estaveis. Cada subconjunto estavel de uma
k-coloragdo € chamado de classe de cor  MALAGUTI; MONACI; TOTH, 2011). Ao menor
inteiro k para o qual o grafo G = (V, E) admite uma k-colora¢do, chamamos de nimero cromatico

de G e o denotamos por X (G). O problema de coloragdo consiste em dado um grafo de entrada,


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/bd/Independent_set_graph.gif
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determinar x(G), ou seja, determinar o menor niimero de cores necessarias para colorir o grafo.
O problema de coloragdo faz parte dos problemas cldssicos da classe NP-Dificil,
esses problemas sdo dificeis de serem resolvidos tanto pelo ponto de vista tedrico, quanto

computacional.

Figura 4 — Coloracdo de um grafo que utiliza 3 cores.
Fonte: O Autor

2.3 Algoritimos Exatos e Enumerativos

Algoritmos exatos em ciéncia da computacao e em pesquisa operacional, sdo algorit-
mos que sempre fornecem a solugdo 6tima para um determinado problema. O exemplo mais
emblemadtico de um algoritmo exato é um algoritmo que enumera todas as solu¢des possiveis,
este tipo de algoritmo € chamado de enumerativo. Esse tipo de algoritmo antigamente ndo era
uma boa alternativa, devido ao fato que ele checa todas as possiveis solugdes e retorna a 6tima, e
os computadores da época ndo eram capazes de resolve os problemas em um tempo vidvel. Mas
com o passar do tempo, os computadores ganharam mais poder computacional e capacidade de

memoria, tornando esses algoritmos cada vez mais vidveis de serem utilizados.

2.4 Problemas de otimizacio

Muitos problemas importantes e praticos podem ser expressos como problemas de
otimizagdo. Tais problemas envolvem encontrar a melhor solu¢do dentro de um conjunto de
solucdes de acordo com um critério pré-definido, representando por um fun¢@o que valora cada

uma das possiveis solugdes. Esta € chamada de funcdo objetivo e o conjunto de solucdes €
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chamado de conjunto vidvel para o problema. De maneira geral podemos definir um problema

de otimizagdo como min,c 9 f(x) onde f € a funcdo objetivo e 2~ o conjunto vidvel.

2.5 Programaciao matematica

Programacdo matemdtica é uma abordagem para resolver problemas de otimizacao
que visa modelar as decisdes presentes no problema como varidveis matemadticas e utilizar

igualdades e desigualdades para modelar as relagdes entre estas decisoes.

2.6 Problemas inteiros

Um problema de programacdo inteira é um problema de otimiza¢do modelado com
programacdo matematica no qual algumas ou todas as varidveis estdo restringidas ao conjunto
dos nimeros inteiros, entretanto as restri¢des e funcao objetivo sdo lineares. Neste contexto, o

conjunto das possiveis decisdes ndo € um conjunto convexo, mas € formado por diversos pontos.

2.7 Busca em profundidade

O algoritmo de busca em profundidade realiza uma busca sem informacdes, que se
expande através do primeiro né filho da arvore de busca, e se aprofunda cada vez mais, até que o

alvo de busca seja encontrado ou se chegue em um n6 folha.

Figura 5 — A numeragdo em cada n6 representa a ordem que o algoritmo faz durante a busca.
Fonte: O Autor
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2.8 Cortes de poda

Chamamos de cortes de poda, uma restricao ou conjunto de restrigcdes que permite
eliminar da busca por uma solu¢do 6tima um né6 da arvore de decisdo. Com a utilizagdo destes
cortes, a complexidade geral do algoritmo é reduzida. Ao se utilizar as técnicas de cortes, o

espaco de busca do resultado deve ser diminuido sem alterar a acurdcia do resultado.

Figura 6 — Ordem em que os nés sdo visitados com a utilizacdo de cortes.
Fonte: O Autor



18

3 PROBLEMA

Neste capitulo o problema a ser tratado neste trabalho serd descrito formalmente.

3.1 Problema da b-coloracao

Uma B-coloragdo de um grafo G com k cores é uma coloragdo prépria para os
vértices de G tal que, em cada classe de cor existe um vértice que possui vizinhos com todas as
demais k-1 cores, esse vértice € chamado de b-vértice (KRATOCHVIiL; TUZA; VOIGT, 2002,
traduzido pelo autor).

O niimero b-cromdtico b(G) de um grafo G é o maximo k para que G possua uma
b-coloragcdo com k cores (IRVING; MANLOVE, 1999).

Este trabalho € dedicado a determinar o nimero b-cromético para um grafo dado de
entrada. Para encontrar o nimero b-cromatico, todas as b-coloracdes validas sdo encontradas
através de uma enumeracao, e logo apds, encontramos a solu¢do com o maior nimero de

b-vértices e determinamos o nimero b-cromatico.

Figura 7 — Exemplo de uma b-coloracdo, onde os vértices 3,5,7 e 8 representam b-vértices. Este
grafo utiliza 4 cores para a b-coloragdo.
Fonte: O Autor

3.2 Uso da b-coloracao voltado para a saiide

A b-coloragdo foi usada por Elghazel et al. (2006) nos hospitais da Franca para
otimizar o processo de clustering e como uma alternativa para o Diagosis Related Groups
(DRG). Foram usados alguns dados sobres os pacientes como: natureza dos tratamentos, exames

médicos, diagndsticos e também dados sobre o préprio paciente para a diferencia¢do dos clusters.
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A b-coloracdo foi usada para determinar os grupos que formariam os clusters. Clustering
(agrupamento) € o processo de dividir um conjunto de objetos em grupos, ou clusters, de tal
maneira que todos os objetos de um determinado grupo possuam caracteristicas semelhantes, e

objetos de grupos distintos ndo possuam caracteristicas semelhantes.

3.3 Motivacao

A b-coloragdo pode ser utilizada em diversas aplicagdes de diferentes dreas, alguns
trabalhos que podem ser encontrados sdo: bioinformadtica (problemas de cadeia de DNA),
Elghazel et al. (2006) na saide (agrupamento de estadias de hospitais), Dekar e Kheddouci
(2008) em servigos web (composicao de algoritmos baseados em b-coloracdo) e Gaceb et al.
(2008) em automatizacao (reconhecimento de documentos para os correios).

Neste trabalho o CPLEX ¢€ utilizado como um testador para a verificacdo de uma
coloracdo vélida. Os algoritmos FullEnum e SolveMax que serdo explorados no capitulo 5,
apenas fazem chamadas ao CPLEX quando se chega em uma folha (possivel solu¢do), ou
seja, ambos funcionam corretamente independente da forma em que as possiveis solugdes sao
verificadas. Em trabalhos futuros € visado a substituicdo do CPLEX por uma heuristica capaz de
efetuar a b-coloragio.

A meta deste trabalho é resolver o problema de b-coloracdo de maneira a obter
diferentes solu¢cdes com o maior nimero de b-vértices possiveis. E uma vez com todas as
solugdes obtidas através da enumeragao, serd possivel obter o nimero b-cromético de um grafo G
qualquer. Essas coloracdes serao aplicadas no contexto da 4rea da satide, em cadeias de proteinas
e cadeias de DNA, no qual a estrutura de ambas podem ser representadas por um grafo, e em
seguida podemos determinar uma b-coloracio para definir qual serd a estrutura mais apropriada

para ser usada em sua formacao.
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4 TRABALHOS RELACIONADOS

Neste capitulo serd feita uma revisdo da literatura existente sobre o problema. De
antemao, avisamos o leitor que esta revisdo € focada em métodos para resolver o problema de b-
colora¢do como um problema de otimizacdo. Neste contexto, temos poucos resultados publicados
na literatura, visto que este € um problema novo, considerando o aspecto da otimizac¢do. Apesar
de pouco tratado sobre o ponto de vista da otimizacao, este € muito estudado sobre o prisma de
teoria dos grafos.

Lima e Carmo (2018), fazem um agrupamento de algoritmos exatos para o problema
da coloracao de grafos. Alguns dos algoritmos apresentados pelos autores sdo: Algoritmo de
Brelaz, que € um algoritmo de Branch and Bound baseado no algoritmo DSATUR, que também
¢ de autoria de Brelaz. Algoritmo de Lawler, que utiliza das técnicas de programacgdo dindmicas
para encontrar o nimero cromatico de um grafo e o algoritmo de Mehrotra e Trick, que utiliza
da técnica de Branch and price para encontrar conjunto independente ponderado maximo de um
grafo através de sua coloracdo, uma adaptacdo desse problema também pode ser encontrada no
artigo dos autores Malaguti, Monaci e Toth (2011).

Irving e Manlove (1999) apresentam um limite superior para o problema do nimero
b-cromdtico de um grafo G, o grau-m. O grau-m de G, denotado por m(G), é o maior inteiro
para o qual existe um conjunto de m(G) vértices de G, com grau maior ou igual a m(G) — 1
(IRVING; MANLOVE, 1999). Irving e Manlove (1999) também provam que encontrar o nimero
b-cromdtico é NP-Dificil. Este € um trabalho de grande influéncia no tocante no problema de
b-coloragao, por isso € citado aqui, mesmo ndo sendo um artigo que trata o problema sobre o
prisma de otimizagao.

Existem poucos trabalhos que abordam a b-colorac¢do no prisma da otimizacdo, um
deles € o trabalho de Koch e Marenco (2018). Koch e Marenco (2018) apresentam o primeiro
modelo exato voltado para o problema da b-coloracdo. Apesar de também apresentar heuristicas
para encontrar as solugdes, o trabalho de Koch e Marenco (2018) é uma abordagem exata para o
problema da b-coloragdo.

O modelo de 4.1 a 4.7 foi apresentado pelos autores de Koch e Marenco (2018).
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max Y d. 4.1)
ceC

Y xe=1 Vvev 4.2)

ceC

Xpe FXpe < 1 YweENVceC “4.3)

e <Y Xud VveVVedeCc#d (4.4)

weN(v)

de <Y 2ue VeeC (4.5)
vevV

Xyes Zve € {0,1} VveVVceC (4.6)

d.€{0,1} VeeC 4.7)

A formulagdo de (4.1) a (4.7) faz uso das varidveis binarias x,. € z,c VveveVc e C,
onde C denota o conjunto de cores vidveis, com a seguinte interpretacdo, x,. = 1 se e somente se
o vértice v possuir a cor ¢, € z, = 1 se e somente se x,, = 1 e v for um b-vértice na coloracdo
induzida por x. Por fim temos a varidvel d. (c € C), tal que d. = 1 se existir algum b-vértice com
acorc.

A funcdo objetivo (4.1) faz com que o modelo maximize o nimero de b-vértices, as
restricdes (4.2) garantem que o vértice v possua apenas uma cor, as restricoes (4.3) garantem que
noés adjacentes ndo possuam a mesma cofr, as restricdes (4.4) garantem que z,,. seja escolhido caso
xyc for um b-vértice, as restri¢Os (4.5) garantem que d. seja escolhido caso z,. = 1, as restri¢coes
(4.6) e (4.7) sdo de integralidade.

Como o objetivo deste trabalho € a construcdo de um algoritmo enumerativo, alguns
estudos foram feitos em métodos enumerativos, para que melhores resultados possam ser obtidos.
Um trabalho que pode ser citado é o de Ostergard. (2002), que apresenta um novo algoritmo para
encontrar a clique méxima dos graus dos vértices, do menor para o maior. Além de empregar

técnicas de paralelismo e cortes para limitar o espago de busca.



22
5 ENUMERACAO

Como o objetivo deste trabalho € construir um algoritmo que seja capaz de enumerar
todas as solucdes para uma b-coloragio, € feita uma enumeracao sobre uma estrutura de drvore
de decisdo bindria, onde cada ramificacdo a direita de um né representa a nao inclusdo e uma
ramificac@o a esquerda representa a inclusdo de um vértice para representar um b-vértice de
uma cor. Esta drvore, entretanto, nunca € gerada por nosso algoritmo de enumerag¢do, ao invés
disso, € utilizado um algoritmo similar a busca em profundidade para percorrer toda essa arvore
e decisdo e construi-la de maneira implicita. Ao final desta enumeragdo, obtemos além de todas
as solucdes vidveis, o nimero b-cromdtico para um grafo dado de entrada.

Observe que esta arvore de decisdo escolhe os b-vértices para cada classe de cor,
assim as folhas representam os conjuntos de vértices que devem se tornar b-vértices. Note que
isso ndo significa que temos uma b-coloragao vélida, ainda € necessario checar se este conjunto
de vértice pode conduzir a uma b-coloragdo valida ou ndo. Mais adiante sera discutido como este
problema problema € resolvido. A seguir serdo apresentados os algoritmos enumerativos, um
que faz uso de cortes de poda e outro que nao faz uso de cortes de poda. Para tornar a explicacao
mais coerente dividimos a introducdo desse algoritmo em duas partes: o algoritmo que realiza a
enumeracao total e o algoritmo que realiza apenas o cédlculo do nimero b-cromaético.

A fungdo responsdvel por construir todas as folhas da arvore é a Enumeration. O
primeiro n6é contém a ordem no qual os vértices serdo visitados e serd a raiz da arvore, e 0s
demais formardo o restante da arvore a medida que forem necessdrios. Antes de descrever como
essa busca € realizada, sera descrito a estrutura de dado utilizada.

Para representar cada n6 da arvore, foi definida a estrutura TreeNode, que também ¢
responsavel pela constru¢cdo implicita da arvore. Cada TreeNode possui uma lista de b-vértices,
uma lista de candidatos (vértices que ainda serdo visitados), e dois booleanos, que dizem se o
no ja gerou os filhos esquerdo e direito. A lista de b-vértices indica quais vértices representam
b-vértices, a lista de candidatos indica qual o préximo vértice dard sequéncia a enumeracao.
Partindo da raiz, que possui como b-vértices uma lista vazia, e todos os vértices como candidato,
temos trés forma de iteragao:

o [teracoes que geram filhos a esquerda
E criado um novo TreeNode que é possui seu booleano marcado como falso, indicando
que o mesmo € filho a esquerda. Sua lista de b-vértices € composta por todos os b-vértices

de seu pai e adicionalmente o primeiro vértice da lista de candidatos de seu pai. A lista de
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Figura 8 — Grafo com 4 vértices e a ordem = {4,1,3,2}. Os vértices em azul representam os nds
que se encontram na pilha e sdo os b-vértices atuais, os verdes representam os nds que
ja foram visitados e os em vermelhos os nés que ainda serdo visitados. Obs: Apenas
os nds em azul se encontram em memoria.

Fonte: O autor.

candidatos deste TreeNode € composta por todos os vértices da lista de candidatos de seu
pai, com excecdo do primeiro vértice. Apds sua criacdo esse TreeNode é armazenado na
pilha, uma posi¢do acima de seu pai. Esta iteracdo corresponde ao algoritmo 1.

e [teracoes que geram filhos a direita
Da mesma forma que as iteracOes a esquerda, também € gerado um novo TreeNode, porém
o booleano é marcado como verdadeiro. A lista de candidatos deste TreeNode é construida
da mesma forma que nas iteracdes a esquerda, e sua lista de b-vértices, o primeiro vértice
da lista de candidatos de seu pai , ao contrdrio dos filhos a esquerda, ndo iréd fazer parte da
lista de b-vértices. Esse TreeNode também € armazenado na pilha uma posi¢ao acima de
seu pai. Esta iterac@o corresponde ao algoritmo 2.

e [teracoes sem filhos
Ao se chegar em uma folha, a funcdo Colorable € utilizada, essa funcao € responsavel por
fazer as chamadas ao CPLEX que determina se o problema possui solucao ou ndo. Uma
vez com a solu¢do em maos, caso a mesma exista, ela sera guardada em um arquivo. O
retrocesso do algoritmo faz com que todas as possibilidades sejam testadas, obedecendo a
seguinte 16gica, ao seguir pelo caminho da esquerda o vértice u ird fazer parte da solugdo,
e ao seguir pela direita ndo. Quando nio ha mais caminhos a serem seguidos em um né, o
mesmo volta para seu pai e verifica se ainda hd caminhos, caso haja, aquele caminho serd

visitado e um novo ramo serd gerado.
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Em ambas as iteracdes esquerda e direita, os candidatos sao passados de pai para
filho, e a lista dos filhos € composta por todos os candidatos exceto o primeiro de seu pai.
Quando um filho é gerado e armazenado na pilha, seja ele esquerdo ou direto, a variavel
booleana correspondente no pai, terd seu valor modificado para verdadeiro, indicando que
aquele caminho ja foi percorrido. Esses booleanos irdo servir para o funcionamento correto do

retrocesso (backtracking).

Algoritmo 1: ConstruirFilhoEsquerdo
Entrada:
Saida: Um novo n6 (TreeNode)
Dados:
Resultado: Constréi um TreeNode usando os dados do TreeNode que efetuou a chamada
a esta funcdo.
1 t <—new TreeNode(this, esquerdo);
2 Marque o filho esquerdo como construido;
3 retorne t;

Algoritmo 2: ConstruirFilhoDireito
Entrada:
Saida: Um novo n6 (TreeNode)
Dados:
Resultado: Constréi um TreeNode usando os dados do TreeNode que efetuou a chamada
a esta funcao.
1 t +—new TreeNode(this, direito);
2 Marque o filho direito como construido;
3 retorne t;

5.1 Enumeracao completa (Full Enum)

O método que realiza a enumeraciao completa das solucdes, este chama-se FullEnum.
Como ja foi abordado anteriormente, o método utiliza os principios da busca em profundidade.
Esse método considera todas as folhas geradas pela enumeragdo até mesmo 0s casos que
obviamente ndo irdo gerar um solu¢do adequada, como por exemplo, todos os vértices fixados

como b-vértices. A descri¢do detalhada deste algoritmo € feita no algoritmo (3).
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Algoritmo 3: Enumeragao completa (fullEnum)
Entrada: Grafo G
Saida: Todas as b-coloragdes possiveis de G
Resultado: Enumeracdo completa de um grafo G qualquer.
numNos < 0,nivel <— 0,numFolhas < 0;

1 faca
2 se pilha[nivel] ndo tem filhos entao
3 escreva o conjunto de b-vértices;
4 testarColoragao(b-vértices, qtdBvertices);
5 incremente numNos;
6 decremente o nivel atual da pilha;
fim
7 se pilha[nivel] tem filho esquerdo entao
8 t < pilha[nivel|.construirFilhoEsquerdo();
9 pilha[nivel + 1] < t;
10 incremente numNos;
11 incremente o nivel atual da pilha;
12 continue;
fim
13 se pilha[nivel] tem filho direito entao
14 t < pilha[nivel|.construirFilhoDireito();
15 pilha[nivel + 1] < t;
16 incremente numNos;
17 incremente o nivel atual da pilha;
18 continue;
fim
19 decremente o nivel atual da pilha;

enquanto nivel /= 0,

5.2 Solve max

Além da Enumeracao completa, o outro método é o SolveMax, que faz uso dos
cortes de poda, esse método retorna apenas o nimero b-cromético, diferente da enumeracdo
completa que fornece todas as soluc¢des vidveis. Para ndo gerar , ou melhor ndo percorrer, todas
as solucdes, este algoritmo faz uso de cortes de poda serdo abordados de uma maneira mais

profunda na secao 5.3 e a descricao do algoritmo € detalhada no pseudo-codigo (4).

5.3 Cortes utilizados

O método SolveMax (4) faz uso desses cortes para que possa encontrar 0 nimero
b-cromatico de forma mais eficiente. Esses cortes ndo necessariamente serao utilizados em todos

os ramos da arvore, como por exemplo o corte (5.3.2), que € usado exclusivamente em ramos a



26

Algoritmo 4: Enumeragdo com cortes(solveMax)

N QA B AW -

10
11
12
13

14
15

16
17
18
19

20

Entrada: Grafo G

Saida: Nimero b-cromatico de G

Resultado: Encontrar o nimero b-cromatico de um grafo.
numNos < 0,nivel < 0,numFolhas < 0;

faca

se pilha[nivel] ndo possui filhos entao
escreva o conjunto de b-vértices;
testarColoracgdo (b-vertices, qtdBvertices);
incremente numNos;
decremente o nivel atual da pilha;
fim
e pilha[nivel] tem filho esquerdo entao
t <— pilha[nivel].ConstruirFilhoEsquerdoComCortes();
se t.qtdBvertices > 0 entao
pilha[nivel+1] < t;
incremente numNos;
incremente o nivel atual da pilha;
continue;
fim

172]

fim
se pilha[nivel] tem filho direito entao
t <— pilha[nivel].ConstruirFilhoDireitoComCortes();
se t.qtdBvertices > 0 entao
pilha[nivel+1] « t;
incremente numNoS;
incremente o nivel atual da pilha;
continue;
fim

fim
decremente o nivel atual da pilha;

enquanto nivel /= 0;

esquerda da arvore. Em alguns casos eles podem ndao modificar o ramo de forma alguma. Mas

nos casos em que eles sao utilizados, o processo de enumeracao se torna mais rapido devido

ao fato de que nao serd necessario executar o algoritmo do CPLEX em varios ramos que nao

fornecerdo uma solucdo. Caso ndo houvesse esses cortes, o algoritmo seria obrigado a testar

todas as folhas da drvore em busca de uma solucdo vidvel, inclusive os que nunca serdo capazes

de fornecer uma solugdo. Os cortes que serdo abordados nas proximas subsecoes fazem com

que o problema se torne mais facil de se resolver e consequentemente otimizando o algoritmo.

Serdo utilizadas algumas abreviagdes: C para a lista de candidatos, B para a lista de b-vértices e

BS como sendo o ndmero de b-vértices da melhor soluc@o encontrada, observe que o método
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SolveMax precisa armazenar este valor.
5.3.1 Remover de C e B, todo vértice de grau < BS

Um dos cortes mais simples leva em conta o grau dos nds que estdo em C e B,
podemos remover de C e B todos os vértices que tem grau menor que BS, uma vez que estes nao

sao b-vértices em uma b-coloracdo com mais de BS cores. Este serd chamado de Corte0O1.
5.3.2 Remover todo vértice u de C, tal que N(u)C N(v) e uv¢ E

Caso um vértice vértice v € B para algum v € B seja escolhido para ser um b-vértice,
€ 0 mesmo possa continuar representando seu papel na solu¢do, nenhum vértice u de sua anti-
vizinhanga e que esteja contido no conjunto C, pode ser dominado por ele, uma vez que u e v
teriam cores distintas e nenhum vizinho de u pode ter a cor de v. Esse corte € valido apenas para
filhos gerados a esquerda da arvore, devido ao fato de que os membros de C, serdo escolhidos

como b-vértices na solugdo atual. Este corte ¢ chamado de Corte02.
5.3.3 |C|+|B| <BS

Se o tamanho conjunto de vértices candidatos e b-vértices somados, ndo possua
vértices o suficiente para gerar uma uma nova solucao que seja melhor que a solugdo atual ja

encontrada, ndo ha por que seguir esse ramo da arvore. Este corte serd chamado de Corte03.
5.3.4 Se existir um vértice veB, tal que d(v) < |BI

Se algum vértice escolhido para ser um b-vértice ndo possuir grau suficiente para
ser realmente um b-vértice, 0 mesmo ird gerar uma soluc¢do invdlida, esse ramo ndo deve ser
visitado. Este corte serd chamado de Corte04.

Os cortes apresentados sdo utilizados durante a cria¢ao dos filhos direito ou esquerdo,
para que ndo seja alocado um né na pilha que ndo seja utilizado. O novo né sé € alocado
caso o mesmo ainda possui b-vértices em sua lista depois que os cortes forem efetuados. Os

pseudo-codigos (5) e (6) demonstram o funcionamento da utilizacdo dos cortes.
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Algoritmo 5: ConstruirFilhoEsquerdoComCortes

o 0 Nt AR W -

-
L

Entrada: TreeNode pai

Saida: Um TreeNode filho com possiveis cortes em B ou C
t < newTreeNode(this, false);
Marque o filho esquerdo como gerado.;
B < t.getBvertices();

C < t.getCandidatos();

bnum < Tamanho de B;

cnum < Tamanho de C;

Corte01(B, C);

Corte02(C);

Corte03(B, bnum);

Corte04(cnum, bnum, t);

retorne t;

Algoritmo 6: ConstruirFilhoDiretoComCortes

o 0 N N Nt AR W =

=
<

Entrada: TreeNode pai

Saida: Um TreeNode filho com possiveis cortes em B ou C
t < newTreeNode(this,true);

Marque o filho esquerdo como gerado.;
B < t.getBvertices();

C < t.getCandidatos();

bnum < Tamanho de B;

cnum < Tamanho de C;

Corte01(B, C);

Corte03(B, bnum);

CorteO4(cnum, bnum, t);

retorne t;

5.4 Teste de Coloracao Valida

Para finalizar a descricdo de ambos os algoritmos, € necessario detalhar como a

verificacdo de uma coloragdo valida € realizada. Veja que o algoritmo descrito até agora sé

enumera possiveis conjuntos de b-vértices, ainda € necessario testar se existe uma coloragdo para

a qual estes sdo b-vértices.

O modelo de (5.1) até (5.6) é usado como um teste, ele informa se, dado um

conjunto de b-vértices, existe ou nao uma b-coloragao para o grafo. O teste é realizado quando a

enumeragdo chega em uma folha da drvore, uma vez que elas representam uma possivel solucio.

Para a realizacao dos testes, o CPLEX ¢ utilizado, mas a melhor opcao talvez seja

uma outra enumeracao para lidar com a distribuicao de cores.

Para a criacao deste modelo, foram utilizadas como base as ideias encontradas no
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trabalho de Campélo, Corréa e Frota (2004), que demonstra um modelo de representantes para o
problema da b-coloracio.

O modelo (5.1) até (5.6) utilizado neste trabalho faz uso de uma variavel binaria x,,,
que indica que a cor do vértice u € representada pela cor do vértice v. A mesma tem seu valor
igual a 1 se, o vértice u é representado por v, e 0 caso contrério.

A funcdo objetivo (5.1) faz com que o modelo maximize o nimero de b-vértices, as
restricdes (5.2) garantem que algum vértice da anti vizinhanca de v seja capaz de representa-lo.
As restricoes (5.3) garantem que todo b-vértice seja capaz de representar outros vértices. As
restricoes (5.4) garantem que o vértice v nao possa representar dois vértices adjacentes. As
restri¢oes (5.5) garantem que existe um vértice com a cor de v na vizinhanga de u. E por fim
as restri¢cdes (5.6) fazem com que o vértice s6 possa representar alguém se ele fizer parte dos

b-vértices.

max Z Xpv (5.1)
veV

Xpy + Z X =1 YveV (5.2)
ueN(v)

Xy = 1 VveERB (5.3)

Xou + X0 < 1 Yuw € E 5.4)
Z Xyw > Xy X — 1 VvueV (5.5)

weN(V)NN(v)

Xou < Xyy VveVue N(V) (5.6)
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6 RESULTADOS

Os testes a seguir foram realizados em um computador com processador Intel Core
17 8550U (1.8GHz), 12GB de memoéria RAM, 8MB de memoria cache, sistema operacional
Windows 10. Como era necessdrio utilizar o sistema operacional Linux para a execugao do
CPLEX, os testes foram realizados com a ajuda de uma maquina virtual (Oracle VM VirtualBox

versdo 6.0) criada com 4GB de RAM e o sistema operacional Ubuntu.

6.1 Instancias

O autor utilizou um programa, onde é escolhido o nimero de vértices e qual a
densidade do grafo, a densidade do grafo € a razdo de suas arestas, pela quantidade de arestas de
uma clique de mesma quantidade de vértices. A saida do algoritmo sdo os arquivos no padrdao
DIMACS, contendo as informagdes sobre os grafos gerados.

Center for Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science (DIMACS),
possui competi¢des voltadas para desenvolvimento tedrico e aplicacdes praticas de matematica
discreta e ciéncia da computagdo. O padrio estabelecido pela DIMACS foi utilizado para que as

instancias seguissem um padrdo bem estabelecido.

6.2 Full Enumeration

Pode-se observar na tabela 1, que o modelo apresentado na secdo 5.4 foi capaz
de listar todas as solugdes vidveis de grafos de tamanho pequeno em um tempo considerdvel.
O modelo tende a ter uma execu¢do mais demorada com grafos que possuem uma densidade

mediana e menor tempo de execucdao com densidades muito altas.

6.3 SolveMax

Com a utilizacao dos cortes ocorreu uma grande queda em relagdo ao tempo neces-
sario para que as mesmas instancias que foram utilizadas nos testes do FullEnum pudessem ser
resolvidas. As instancias que demoraram mais para serem resolvidas ainda continuam sendo as
com densidade mediana e mediana-alta, mas no caso das medianas os tempos foram reduzidos

significativamente.
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Tempo percorrido por densidade - FullEnum
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Figura 9 — Gréfico contendo o tempo percorrido para cada instancia do FullEnum, agrupados
por densidade.

Fonte: O autor

Tempo percorrido por densidade - SolveMax
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Figura 10 — Grafico contendo o tempo percorrido para cada instancia do SolveMax, agrupados
por densidade.
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Fonte: O autor
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Porcentagem de cortes por densidade

Densidade 105
70 4 Densidade 25%
—— Densidade 50%
&0 4 — Densidade 75%
Densidade 90%

50 -

Figura 11 — Porcentagem de cortes realizados em cada instincia durante a execug¢do do SolveMax,
agrupados por densidade.

Porcentagem

Fonte: O autor
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Figura 12 — Comparag¢ao do tempo percorrido para grafos com densidade 10%
Fonte: O autor
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Figura 13 — Comparagdo do tempo percorrido para grafos com densidade 25%
Fonte: O autor
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Figura 14 — Comparagao do tempo percorrido para grafos com densidade 50%.

Fonte: O autor
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Figura 15 — Comparagdo do tempo percorrido para grafos com densidade 75%.

Fonte: O autor
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Figura 16 — Comparagao do tempo percorrido para grafos com densidade 90%.

Fonte: O autor

34



35

7 CONCLUSOES

Apesar de que o FullEnum possui um tempo de execugao bastante elevado, 0 mesmo
pode ser tratado para que se torne vidvel a sua utilizacdo. Os cortes de poda demonstrados neste
trabalho se demonstram eficazes, e conseguem reduzir consideravelmente o espago de busca para
que o SolveMax possa ser resolvido de maneira mais eficaz. Da mesma maneira que o SolveMax
utiliza cortes para encontrar o nimero b-cromdtico, alguns deles podem ser utilizados durante
0 FullEnum, para que o mesmo tenha seu tempo de execugdo e espago de busca reduzidos e
obtendo os mesmos resultados. Como os dois algoritmos FullEnum e SolveMax, ndo dependem
do testador que serd usado, em trabalhos futuros pretende-se efetuar a substituicio do CPLEX

por um método combinatdrio capaz de efetuar a b-coloragao.
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APENDICE A - TABELAS DE RESULTADOS
FullEnum | N Vértices | N Arestas | FO | Tempo Percorrido | Solu¢des Encontradas
Inst 05_10 5 2 2 0.019897 1
Inst 05_25 5 6 2 0.003123 2
Inst 05_50 5 12 3 0.120529 2
Inst 05_75 5 16 4 0.021256 1
Inst 05_90 5 16 4 0.003398 1
Inst_07_10 7 8 3 0.180261 4
Inst_07_25 7 14 3 0.211872 9
Inst_07_50 7 22 4 0.199191 5
Inst_07_75 7 28 4 0.151244 2
Inst_07_90 7 38 6 0.134157 1
Inst 10_10 10 4 2 1.400376 2
Inst 10_25 10 22 3 1.481568 12
Inst 10_50 10 48 5 0.132364 38
Inst 10_75 10 74 7 0.053329 6
Inst 10_90 10 80 7 0.18409 4
Inst_12_10 12 16 3 0.462182 14
Inst_12_25 12 40 4 0.560114 59
Inst_12_50 12 62 5 0.594275 93
Inst_12_75 12 98 7 0.443554 129
Inst_12_90 12 122 9 0.201826 2
Inst 15_10 15 12 3 3.106914 7
Inst 15_25 15 44 4 6.561939 110
Inst 15_50 15 86 6 7.485786 227
Inst 15_75 15 144 9 5.289624 414
Inst 15_90 15 182 9 2.28556 72
inst_16_10 16 28 4 9.409044 16
inst_16_25 16 68 6 16.115704 298
inst_16_50 16 116 7 20.542768 882
inst_16_75 16 176 9 13.855399 1566
inst_16_90 16 222 12 3.392622 19
Inst_18_10 18 36 4 724.690857 55
Inst_18_25 18 86 6 888.625061 1282
Inst_18_50 18 152 8 880.034119 5494
Inst_18_75 18 234 10 383.739014 1577
Inst_18_90 18 286 13 242.676743 12
Inst 20_10 20 34 4 176.703949 43
Inst 20_25 20 84 6 324.949982 830
Inst 20_50 20 180 8 633.085999 18693
Inst 20_75 20 288 11 176.148849 1755
Inst 20_90 20 340 13 72.667458 234
Inst_21_10 21 44 4 4856.410645 118
Inst_21_25 21 116 7 5592.432617 2371
Inst_21_50 21 200 9 9335.09668 13614
Inst_21_75 21 324 12 5546.230957 8994
Inst_21_90 21 392 12 2436.87793 128

Tabela 1 — Tabela com os resultados do método FullEnum em grafos gerados aleatoriamente.
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SolveMax | N Vértices | N Arestas | F.O. | Tempo Percorrido | Solu¢gdes Encontradas | % de cortes
Inst 05_10 5 2 2 0.000936 2 75
Inst 05_25 5 6 2 0.118187 1 40.625
Inst 05_50 5 12 3 0.002323 1 50
Inst 05_75 5 16 4 0.025934 1 46.875
Inst 05_90 5 16 4 0.003019 1 46.875
Inst_07_10 7 8 3 0.053115 1 74.219
Inst_07_25 7 14 3 0.004857 1 49.219
Inst_07_50 7 22 4 0.046013 2 41.406
Inst_07_75 7 28 0 0.03498 0 64.062
Inst_07_90 7 38 6 0.002256 1 49.219
Inst 10_10 10 4 2 0.001284 1 99.219
Inst 10_25 10 22 3 0.003085 1 50
Inst 10_50 10 48 5 0.022256 1 49.219
Inst 10_75 10 74 7 0.016752 1 74.219
Inst 10_90 10 80 7 0.047968 1 45.508
Inst_12_10 12 16 3 0.025247 2 74.976
Inst_12_25 12 40 4 0.059611 2 49.561
Inst_12_50 12 62 5 0.198324 1 47.412
Inst_12_75 12 98 7 0.805938 2 32.178
Inst_12_90 12 122 9 0.01189 1 84.351
Inst 15_10 15 12 3 0.021853 1 99.408
Inst 15_25 15 44 4 0.044083 2 49.997
Inst 15_50 15 86 6 0.187238 2 49.844
Inst 15_75 15 144 9 0.300035 2 49.454
Inst 15_90 15 182 9 3.503145 1 38.971
inst_16_10 16 28 4 0.019344 2 98.654
inst_16_25 16 68 6 0.095057 3 49.992
inst_16_50 16 116 7 0.868106 1 49.435
inst_16_75 16 176 9 16.238522 2 34.679
inst_16_90 16 222 12 0.97833 1 49.097
Inst_18_10 18 36 4 0.217977 2 81.242
Inst_18_25 18 86 6 0.406286 3 49.987
Inst_18_50 18 152 8 4.055124 1 49.462
Inst_18_75 18 234 10 85.601212 1 34.25
Inst_18_90 18 286 13 8.298862 1 48.773
Inst 20_10 20 34 4 0.212138 2 94.629
Inst 20_25 20 84 6 3.829465 3 49.997
Inst 20_50 20 180 8 877.319458 1 33.705
Inst 20_75 20 288 11 444.226227 1 33.806
Inst 20_90 20 340 13 8.458164 1 84.013
Inst_21_10 21 44 4 0.431105 2 99.644
Inst_21_25 21 116 7 3.425662 4 49.995
Inst_21_50 21 200 9 150.984695 3 48.932
Inst_21_75 21 324 12 918.585266 2 37.403
Inst_21_90 21 392 12 3.809371 1 96.625

Tabela 2 — Tabela com os resultados do método SolveMax em grafos gerados aleatoriamente.
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