UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA DE TELEINFORMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA DE TELEINFORMATICA
MESTRADO EM ENGENHARIA DE TELEINFORMATICA

JOSE LEONARDO ESTEVES DA SILVA

HISTOGRAMA DE QUADRATURA EM TOMOGRAFIA DE ESTADO QUANTICO
DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA

FORTALEZA
2018



JOSE LEONARDO ESTEVES DA SILVA

HISTOGRAMA DE QUADRATURA EM TOMOGRAFIA DE ESTADO QUANTICO DE
MAXIMA VEROSSIMILHANCA

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pos-
Graduagdo em Engenharia de Teleinformatica
do Centro de Tecnologia da Universidade
Federal do Ceard, como requisito parcial a
obtencdo do titulo de mestre em Engenharia
de Teleinformética. Area de Concentracio:
Eletromagnetismo Aplicado

Orientadora: Profa. Dra. Hilma Helena
Macedo de Vasconcelos

FORTALEZA
2018



Dados Internacionais de Catal ogagéo na Publicacéo
Universidade Federal do Ceara
Biblioteca Universitaria
Gerada automaticamente pelo médulo Catal og, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

S58h Silva, José Leonardo Esteves da.
Histograma de quadratura em tomografia de estado quéntico de méxima verossimilhanca/ José
Leonardo Esteves da Silva. — 2018.
46f. : il. color.

Dissertacéo (mestrado) — Universidade Federal do Ceara, Centro de Tecnologia, Programa de Pos-
Graduacdo em Engenharia de Teleinformatica, Fortaleza, 2018.
Orientagdo: Profa. Dra. Hilma Helena Macedo de Vasconcel os.

1. Tomografia de estados quanticos. 2. Histograma. 3. Estados do tipo gato Schrodinger. 4. Estados de

vécuo comprimido. 5. Estados de Fock. I. Titulo.
CDD 621.38




JOSE LEONARDO ESTEVES DA SILVA

HISTOGRAMA DE QUADRATURA EM TOMOGRAFIA DE ESTADO QUANTICO DE
MAXIMA VEROSSIMILHANCA

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduacdo em Engenharia de Teleinformética
do Centro de Tecnologia da Universidade
Federal do Ceard, como requisito parcial a
obtencdo do titulo de mestre em Engenharia
de Teleinformética. Area de Concentracio:
Eletromagnetismo Aplicado

Aprovada em: 20 de julho de 2018

BANCA EXAMINADORA

Profa. Dra. Hilma Helena Macedo de
Vasconcelos (Orientadora)
Universidade Federal do Ceara (UFC)

Profa. Dra. Liliana Sanz de la Torre
Universidade Federal de Uberlandia - (UFU)

Prof. Dr. Jodo Batista Rosa Silva
Universidade Federal do Ceara - (UFC)



A Deus. Aos meus pais, Arimatéia e Maria da

Conceicao, e a minha filha Maria Jade.



AGRADECIMENTOS

Agradeco a Deus, pela dadiva da vida e fortalecimento diério.

A Profa. Dra. Hilma Helena Macedo de Vasconcelos, pela paciéncia e excelente
orientagao.

Ao Dr. Scott Glancy, que apesar de estar distante, sempre foi prestativo, ajudando
com valiosas sugestoes e referéncias.

Aos professores Dr. Rubens Viana, Dr. Jodo Batista e Dr. Jonas Soderholm, pelas
importantes contribui¢des em minha formacao e pelos conselhos indispensaveis na realizacao
desse trabalho.

A minha filha Maria Jade, que foi minha inspiragdo e fortaleza nos momentos mais
dificeis.

Aos meus pais, Arimateia e Maria da Conceigdo, € ao meu irmao Rai, pelo amor e
apoio sempre oferecidos.

Aos colegas do Grupo de Informacgdo Quantica (GIQ): George, Paulo Régis, Luis
Paulo, Samy Clever, Claudomir, Daniel, Ranara, Glaucionor, Franklin, Geovan, Antdnio, Sergio
Tahim, Aleksxandar Stojanovic (In Memorian), Natalia e Gisele, pela amizade e pelos momentos
de grandes reflexoes.

A essas grandes pessoas que sempre me apoiaram: Marciana Siqueira, Natdlia
Moreira, Wellington Martins, Christian Gama, Prof. Dr. Cezar Amadrio, Francisco Daniel,
Antonio Elias, Auristela Abreu, Aurelice Abreu, Aurelucia Abreu e aos meus avos Joao Batista,
Margarida, Mazé e Francisco Hondrio.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de

Pessoal de Nivel Superior — (Brasil) CAPES — Cédigo de Financiamento 001.



“O conhecimento torna a alma jovem e diminui
a amargura da velhice. Colhe, pois, a sabedoria.
Armazena suavidade para o amanha.”

(Leonardo da Vinci)



RESUMO

A tomografia de estado quantico visa determinar o estado quantico de um sistema a partir de
dados medidos e ¢ uma ferramenta essencial para a ciéncia da informag¢do quantica. Quando se
lida com estados quanticos da luz de varidveis continuas, a tomografia é frequentemente feita
medindo-se as amplitudes de campo em diferentes fases 6pticas usando deteccdo homddina. A
medicao homddina em fase de quadratura produz uma variavel continua, de modo que, para
reduzir o custo computacional da tomografia, os pesquisadores frequentemente discretizam as
medi¢des. Mostramos que isso pode ser feito sem degradar significativamente a fidelidade entre
o estado estimado e o estado verdadeiro. Nesta dissertacdo estudamos diferentes estratégias para
determinar as larguras de caixa do histograma. Mostramos que o tempo de computagdo pode
ser significativamente reduzido com pouca perda na fidelidade do estado estimado, quando os
operadores de medic¢do correspondentes a cada caixa do histograma sao integrados na largura da

caixa.

Palavras-chave: Tomografia de estados quanticos. Histograma. Estados do tipo gato Schrodin-

ger. Estados de vacuo comprimido. Estados de Fock.



ABSTRACT

Quantum state tomography aims to determine the quantum state of a system from measured data
and is an essential tool for quantum information science. When dealing with continuous variable
quantum states of light, tomography is often done by measuring the field amplitudes at different
optical phases using homodyne detection. The quadrature-phase homodyne measurement outputs
a continuous variable, so to reduce the computational cost of tomography, researchers often
discretize the measurements. We show that this can be done without significantly degrading the
fidelity between the estimated state and the true state. In this thesis, we study different strategies
for determining the histogram bin widths. We show that computation time can be significantly
reduced with little loss in the fidelity of the estimated state when the measurement operators

corresponding to each histogram bin are integrated over the bin width.

Keywords: Quantum state tomography. Histogram. Cat states. Squeezed vacuum states. Fock

states.
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1 INTRODUCAO

Estimar um estado fisico desconhecido com alta precisdo € um dos maiores desafios
atuais da drea de Informacao Quantica. A Tomografia de Estados Quanticos (TEQ) busca estimar
o estado quantico de sistemas preparados em um mesmo estado desconhecido. Os primeiros
avangos nas pesquisas nessa area foram publicados no final da década de 80 e eram relacionados
a investigacdo da funcdo de Wigner. E mostrado em (1) que a densidade de probabilidade da
quadratura do campo medida experimentalmente € a projecdo integral da fun¢cdao de Wigner
em um plano vertical definido pela fase do oscilador local. Procedimentos como o uso de
detec¢do homddina para a obtengdo das distribuicdes marginais das diferentes fases opticas
foram fundamentais para a criacdo de diversos métodos de reconstrucio do estado quantico, pois
possibilitaram o uso de sistemas computacionais cldssicos para efetuar estimativas de fendmenos
de natureza quantica.

Em TEQ, uma colecdo de sistemas quanticos, preparados no mesmo estado quéntico
desconhecido, sao medidos em uma base escolhida de um conjunto completo de medicdes. Os
resultados dessas medicdes sdo usados para aferir o estado do sistema. Um tratamento bastante
utilizado em TEQ para estimar o estado do sistema é a maxima verossimilhanca, que procura no
espaco das matrizes de densidade candidatas aquela que maximiza a probabilidade de ocorréncia
dos dados experimentais obtidos (2). A otimiza¢do desse problema pode ser feita por diferentes
algoritmos iterativos, entre eles o algoritmo RpR (3) e o algoritmo do gradiente ascendente
regularizado (AGAR) (1). Em nosso trabalho, o processo de otimizac¢do segue um critério de
parada desenvolvido por Glancy, Knill e Girard (4).

A tomografia em sistemas de varidveis continuas pode apresentar erros estatisticos
decorrentes das flutuagdes associadas as quadraturas. Logo a forma como o estado € estimado
influencia diretamente no comportamento da fidelidade. O uso da maxima verossimilhan¢a reduz
consideravelmente esses erros, ja que esse método € assintdticamente convergente. Quando
lidamos com tomografia homddina, que geram valores continuos, precisamos de um proces-
samento computacional consideravel a medida que aumentamos o espaco de Hilbert usado na
reconstru¢cdo do estado. Muitos pesquisadores discretizam os resultados das medi¢des para
reduzir o volume de dados e agilizar o cdlculo da reconstrucdo. Esse trabalho discute como
escolher uma estratégia de discretizag@o de tal forma que as caixas usadas nos histogramas nao
sejam nem muito pequenas, nem grandes demais. O objetivo é mostrar que € possivel encontrar

uma largura de caixa que reduz o tempo de cdlculo e o uso de memoria, mas fornece uma boa
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representacio da distribuicdo subjacente.

Esta dissertacdo estd organizada da seguinte forma: no Capitulo 2, temos uma breve
revisdo de conceitos fundamentais da mecanica quantica; no Capitulo 3, apresentamos alguns
estados quanticos da luz utilizados nos experimentos numéricos; o capitulo 4 discute tomografia
homdédina de méxima verossimilhanga e os dois métodos utilizados para determinar a largura de
caixa dos histogramas; no Capitulo 5, detalhamos os experimentos numéricos e os resultados

obtidos. Apresentamos nossas conclusdes e consideracdes finais no Capitulo 6.
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2 MECANICA QUANTICA
2.1 Introducao

A fisica no inicio do século XX parecia bem estabelecida e completa, principalmente
devido as teorias de Newton e Maxwell. Entretanto, alguns experimentos, como experimentos
com a radiacdo de corpo negro (5) e o experimento de Stern-Gerlach (6), ndo podiam ser explica-
dos pelas teorias existentes. Essas teorias classicas ndo conseguiam reproduzir os resultados dos
experimentos observados e, com isso, surgiu a necessidade de compreender de maneira mais
precisa a natureza das particulas microscopicas. Para ajudar a entender tais fendmenos, Paul
Dirac estabeleceu um formalismo matemaético para reproduzir estados e operacdes relacionados
com aspectos dessa natureza (7).

O trabalho de Planck, Bohr, de Broglie, Schrodinger, Heisenberg e outros levou ao
desenvolvimento de uma nova teoria intitulada fisica quantica. A fisica cldssica sustenta de
maneira eficaz a escala macroscopica de planetas, pares de moléculas, baixas velocidades, entre
outros objetos, mas € imprecisa numa escala quantica de atomos individuais, como elétrons e
fotons.

O fisico Richard Feynman observou que computadores classicos s6 conseguiriam
simular o funcionamento de sistemas quanticos com um custo exponencial em termos de tempo
computacional. Para Feynman, havia uma necessidade de se construir um computador que
executasse preceitos da mecanica quantica. O primeiro a propor um modelo para a mdquina de
Turing quantica foi David Deutsch, através dos modelos de circuitos quanticos (8).

O mundo quantico fundamenta-se por postulados que s@o a base inicial para a
compreensao dessa pesquisa. Para iniciar esta dissertacao apresentamos estes postulados retirados

das paginas 80 a 88 do livro de Nielsen e Chuang (9).

2.2 Os Postulados da Mecanica Quantica

A estrutura matematica que descreve os sistemas quanticos € validada pelos seguintes

postulados:

Postulado 1: Para qualquer sistema fisico isolado, hd um espaco de Hilbert

associado a ele, definido como espaco de estados do sistema. Tal sistema serd completamente
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caracterizado pelo seu vetor de estado, um vetor unitdrio no espago.
Em computacdo quantica, o sistema quantico mais simples € o qubit e seu espaco de

estados € bidimensional. Seja
1 0
0) = ell) = 2.1)

uma base ortonormal desse espaco. Todo vetor arbitririo neste espaco pode ser escrito na forma:
W) = al0) +b|1), (2.2)

onde a e b sdo nimeros complexos. Essa notagdo foi criada por Dirac, onde |y) é denominado
ket e seu complexo conjugado, (|, recebe o nome de bra. Tal estado deve ser unitdrio de modo
que se tenha |a|? 4 |b|> = 1, sendo esta a condi¢do de normalizagio para os vetores de estado.

Como |a|?> + |b|? = 1, podemos escrever a Eq. (2.2) da seguinte forma:

|w) = cos (g) 0) 4+ €'? sen (g) 1), (2.3)

de modo que os parametros 6 e ¢ sdo suficientes para descrever o vetor de estado, que é um
ponto na superficie da esfera de Bloch. Essa esfera de raio unitario € um recurso utilizado para
visualizar o estado de um qubit, pois nos fornece uma representagdo do estado em trés dimensdes

como mostrado na figura abaixo.

Postulado 2: A evolucdo de um sistema qudntico fechado é representada por uma
transformagdo unitdria. Se o estado inicial do sistema for |y) em um tempo ty, entdo esse estado

se relaciona com um estado |W') do sistema em t pela atuagdo de um operador unitdrio U

v') =Uly) 2.4)

de modo que U depende somente de t| e t».

Postulado 2’: A evolucdo temporal de um sistema qudntico fechado é descrita pela

equacao diferencial de Schrodinger, dada por:

dly)
dt

Hy) = in Y7 (2.5)

onde h é a constante de Planck dividida por 21 e H é o Hamiltoniano do sistema. Se o operador

que descreve a energia do sistema (H ) é conhecido, logo a equacdo é suficiente para descrever o
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Figura 1 — Representacdo da esfera de Bloch
para um qubit.

~

N\

Fonte: (7).

estado quantico |y(t)).

Postulado 3: As medicdes quanticas sdo representadas por operadores de medida
M,, que agem no espaco de estados do sistema. O indice m descreve os possiveis resultados
das medicdes. Se o estado de um sistema imediatamente antes da medigdo é dado por |y), a

probabilidade do resultado da medida ser m é

p(m) = (y|M;My|y). (2.6)

Apos a medicdo, o estado do sistema serd da forma:

My |y)

: (2.7)
\ (WIMM,, | )
Os operadores de medigdo satisfazem a relagdo de completeza:
Y MM, =1, (2.8)

em que I é a matriz identidade no espaco de estados. Pela relacdo de completeza, a soma de
todas as probabilidades geradas por esses operadores de medicdo deve ser igual a 1:

1=Y p(m) =Y (WM} M,|v). (2.9)

m

Muitas vezes lidamos com sistemas compostos de dois ou mais sistemas fisicos

distintos. Para esses casos, precisamos descrever o sistema composto em termos de seus sistemas
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componentes. O postulado a seguir mostra como o espaco de estados de um sistema composto

se relaciona com os espagos de estados dos sistemas individuais.

Postulado 4: O espaco de estados de um sistema quantico composto é o produto
tensorial de todos os espacos dos sistemas quanticos individuais. Para um sistema composto de

n sistemas individuais, temos:
(Vo) @[Y1) @ ... ® W) (2.10)
2.3 Matriz Densidade

O operador densidade ou matriz densidade (p), € uma formulacao alternativa da
mecanica quantica para representar estados quanticos. Essa formula¢ao € matematicamente
equivalente a abordagem que usa vetores de estado. A maior vantagem dessa formulagdo € que
ela descreve estados mistos, enquanto vetores de estado s6 podem ser usados para descrever
estados puros.

Se um sistema quéntico estd em um estado puro descrito pelo vetor de estado |y),
escrevemos o operador densidade desse sistema como p = |y) (y|. Se ndo tivermos essa situagao,
significa que p é um estado misto ou uma mistura de estados. No caso de uma mistura estatistica

de estados, a matriz densidade p € um operador hermitiano escrito na seguinte forma:

p=).piPi. (2.11)

onde p; sdo as probabilidades associadas a cada estado da mistura e p; os operadores densidade
individuais desses estados.
Para distinguir os casos citados acima, relacionamos o trago da matriz densidade com
a pureza do estado da seguinte forma: um estado quantico arbitrario p € dito puro se Tr(pz) =1,
caso tenhamos Tr(p?) < 1 esse estado serd um estado misto (10).
Um operador p € um operador de densidade associado a algum emsamble de estados
quanticos se e somente se p satisfizer as seguintes propriedades:
1. (Condigéo sobre o traco) O traco da matriz densidade deve serigual a 1. (Tr(p) =1).
2. (Condicao de positividade) (¢|p|@) > 0, onde |@) é um estado arbitrdrio no espago de

estados. Ou seja, p ¢é positivo.
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2.4 Medidas POVM

O postulado 3, que trata de medic¢des gerais, apresenta duas regras distintas: uma
descreve a estatistica das medidas e a outra descreve o estado do sistema logo apés a realizagdao
das medi¢des. Em alguns casos, as probabilidades relacionadas aos diferentes resultados das
medicdes € mais relevante do que o proprio estado final do sistema. Para esses casos, introdu-
zimos e utilizamos uma ferramenta matematica conhecida como formalismo POVM (Positive
Operator-Value Measure). Esse formalismo nos permite determinar as probabilidades sem o
conhecimento exato dos operadores de medida.

Pelo postulado 3, a probabilidade de obter o resultado m, dado que foi realizada a

medicdo correspondente ao conjunto de operadores M,, em um estado p, € dada por

p(m) = (y|M;\My|y). (2.12)

Vamos definir um operador I1,, = M} M,,,, tal que o conjunto IT,, obedece as seguintes condicdes:
Y. 1L, =1¢eIl, > 0. Esse conjunto é denominado POVM e os elementos do conjunto sdo
conhecidos como elementos POVM.

Conhecer os elementos POVM ¢ suficiente para determinar as probabilidades de um
experimento. Por outro lado, se conhecemos apenas esses operadores I1,,,, ndo conseguimos
determinar os operadores de medida M,,, pois existe uma familia de operadores distintos tal que

MM, =T1,,.
2.5 Fidelidade

A fidelidade avalia o qudo préximos no espaco de Hilbert sdo dois estados quanticos.
Embora ndo seja uma medida sobre matrizes densidade, ela ajuda a estabelecer uma relacao de
proximidade entre essas matrizes no espaco de estados (9). Para calcular a fidelidade € necessario
saber a priori que tipos de estados temos em maos, ou seja, se estamos lidando com estados puros
ou mistos. A fidelidade entre dois estados quanticos € uma estimativa probabilistica: quanto mais
préximo de 1, mais idénticas serdo as matrizes densidade analisadas. A fidelidade é comumente
utilizada em informacdo quantica e também em tomografia de estados quanticos.

Quando temos dois estados puros, |y1) e |y»), a fidelidade entre esses dois estados é

definido pelo médulo do produto interno entre eles:

F(ly)(wil, lva) (v2]) = [(w1|y2)|. (2.13)
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Esse conceito € facilmente estendido para o caso onde um dos estados € misto e o outro € puro.

Nesse caso, temos:

F(ly1)(wil,p2) = vV [{wilp2|w1)|. (2.14)

A generalizacdo da Eq. (2.13) para dois estados mistos foi feita por Richard Jozsa em 1994 (11).
Essa generalizacdo deve obedecer a quatro axiomas:

1. 0<F(p1,p2) <1,e F(p1,p2) = 1 se e somente se p; = ps.

2. F(p1,p2) = F(p2,p1)-

3. Se p; é um estado puro, entdo a Eq. (2.13) € vélida.

4. F(p1,p2) é invariante por transformagdes unitdrias no espago de estados.

As Egs. (2.13) e (2.14) poderiam ser escritas, em uma generalizacdo direta para

estados mistos, na forma F(p;,p2) = Tr(p;1,p2). No entanto, esta formulagio ndo satisfaz o
axioma 1.

Uma forma de escrever a fidelidade entre dois estados mistos é dada por:

F(p1,p2) =Try/p,* p2p)”>. (2.15)

Vale ressaltar que esta ndo € a unica forma de definir a fidelidade entre dois estados mistos.
Qualquer férmula criada que satisfaga os axiomas acima pode ser usada para medir a fidelidade
entre estados mistos (12).

Em nosso trabalho, utilizamos essa fidelidade para verificacdo da proximidade entre

o estado verdadeiro e o estado reconstruido.
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3 ELEMENTOS DE OPTICA QUANTICA
3.1 Introducio

O advento do laser e o desenvolvimento da teoria quantica de coeréncia dptica de
Glauber promoveram um avanco no estudo das propriedades quanticas da luz. A quantizacio
do campo eletromagnético (13) levou a uma compreensdo mais clara sobre as flutuagdes do
vacuo (flutuacdes associadas a energia do ponto zero). Esse foi o ponto de partida para o
desenvolvimento da Optica Quantica.

A teoria formal da quantiza¢do da luz foi desenvolvida na década de 1920, mas
durante muito tempo os esfor¢os foram voltados para os cédlculos dos espectros dos atomos e
ndo para a investigacao dos efeitos associados a luz. Esse cendrio mudou completamente em
1956 com os experimentos de Hanbury Brown e Twiss. Esses experimentos sdo considerados a
primeira tentativa séria de medir as flutuacdes na intensidade da luz em escalas curtas de tempo.

E razoével esperar que caracteristicas quanticas sejam observadas em todos os
estados da luz, ja que a teoria que descreve a luz quanticamente € mais fundamental do que a
teoria que a descreve classicamente. Entretanto, observar as caracteristicas quanticas da luz é, no
geral, uma tarefa ardua.

Iremos agora fazer uma apresentacdo de alguns desses estados, enfatizando suas

propriedades nao-classicas.

3.2 Oscilador harmonico

A quantizag@o do oscilador harmonico cléssico € feita associando-se a x e p (posi¢do

e momento) operadores hermitianos que satisfazem a relacdo de comutacao candnica.
(X, p] = ih. (3.1)

Com isso, o0 Hamiltoniano pode ser escrito como

)
|
H= §—m + Smo’e, (3.2)

onde m e m representam a massa € a frequéncia associadas a H. Usando a seguinte transformagao

linear

2= 2};’@ (a+aﬁ) (3.3)
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h
5 — 4— AT) 3.4
p 2mm (a “ ) (3.4)
escrevemos 0 Hamiltoniano como:
JUCENN
H=ho (aa + §> , 3.5)

onde da" = # é o operador de nimero. As varidveis do oscilador harmdnico sdo continuas, pois

o seu espago de Hilbert de dimensao infinita é descrito por observaveis de espectro continuo.

3.3 Estado de Numero

Atuar o operador a (@") em um estado com n fétons, leva a um estado um nivel
abaixo (acima), com n — 1 (n+ 1) fétons. Por isso o operador d (@) recebe o0 nome de operador
de destrui¢do (criagdo) ou operador de abaixamento (levantamento).

Os estados de nimero, também conhecidos como estados de Fock, sdo estados que
possuem nimero de fétons bem definido e completa indefinicao na fase do campo, e siao os
autoestados do operador ndmero (14): /i|n) = n|n).

Podemos obter o estado de niimero ao atuar o operador de criagcdo n vezes no estado

de vacuo:

n) = 10). (3.6)

Estes estados s@o ortogonais

(nilmg) = Sum, (3.7
c Cumprem
Y. (el =T, (3.8)
nk:0

de maneira que a norma destes autovetores € finita, formando um conjunto completo de vetores
de base para um espaco de Hilbert (15).
As propriedades estatisticas da luz sdo caracterizadas pelo parametro de Mandel (16),

dado por:
(An)* —(n)

On = <I’L> s

(3.9)
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onde (An)? = (n?) — (n)? é a variancia associada ao nimero médio de f6tons, (n).

Para Q,, = 0 a estatistica é dita Poissoniana. Esse € o caso dos estados coerentes
(laser ideal), que possuem caracteristicas preditas pela fisica cldssica e sio nomeados como
estados quase-cléssicos. Para 9, > 0, a luz € chamada Super-Poissoniana e exibe ruido de
contagem de fétons maior do que o ruido da luz coerente. Como nao ha propriedades quanticas
nesses estados, eles sdo extritamente estados classicos. Para Q, < 0, a estatistica de fétons €
definida por uma distribuicdo Sub-Poissoniana. Esses estados tem ruido menor que o da luz

coerente e nao possuem propriedades cldssicas. Sdo exclusivamente estados quanticos.

3.4 Estados Coerentes

No ano de 1963, o fisico Roy J. Glauber apresentou uma teoria quantica geral sobre
a coeréncia optica, que lhe rendeu um prémio Nobel de Fisica em 2005. Tal formulacido o
consolidou como pioneiro da definicdo de estado coerente (13).

Um estado coerente € gerado pela atuacdo de um certo operador unitario, chamado

operador deslocamento, definido por
D(a) = '~ (3.10)

no estado de vacuo:

o) = D()|0). 3.11)

Estes estados s@o os autoestados do operador de aniquilacio (16):

ala) = ala). (3.12)

Os autovalores o sdo niimeros complexos, de modo que podemos expressar |o| = ae ™, em
que || indica a intensidade do deslocamento a partir da origem do espaco de fase e 6 indica a
direcdo do deslocamento.

Um estado coerente expandido na base de nimero € expresso da seguinte forma (17):

oo
\aP

"L

o) =e” n). (3.13)

Estados coerentes obedecem a seguinte relacdo de completeza (18):

/\(x oc]—:]I, (3.14)
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formando um conjunto supercompleto. Isso significa que estados coerentes possuem um sub-
conjunto completo: qualquer vetor pode ser expresso em termos de estados coerentes em mais
de uma forma e deixando de lado certos estados coerentes. Estados que formam um conjunto
supercompleto, ndo podem ser ortogonais entre si. Dessa forma, dois estados coerentes distintos

|a) e |B) tem produto interno definido por:
1 *
(lB) =exp | = (lal* +IB[") +o"B) |, (3.15)

tal que
(B> = e 12 PP, (3.16)

Esses dois estados sdo aproximadamente ortogonais no limite |o¢ — | > 1.

O niimero médio de fétons de um estado coerente |a) é dado por:
(ali|a) = |or]?. (3.17)

A probabilidade de deteccao de n fétons nesse estado obedece a distribui¢ao de Poisson (15):

2n
™ —jap (3.18)
n!

2
P(n) = |(nfa)|” =
Para o estado coerente, o valor esperado do campo elétrico tem a forma da expressao
classica. As flutuagdes do campo sdo as mesmas em qualquer instante do tempo, de modo que o
campo € tdo proximo de um campo cldssico quanto € possivel para qualquer estado quantico (19).
O principio da incerteza de Heisenberg (20) define restricdes no produto das incerte-

zas de varidveis complementares, tais como posi¢do ¢ momento. Para o caso das quadraturas de

campo, X; e X», a relagdo de incerteza de Heisenberg é dada por

P 1
AX1AXy > 7 (3.19)

onde X e X, sdo operadores hermitianos definidos como:

o
_ L
=3 <a+a ) (3.20)
A 1 A A.L
X =— (a—a'> (3.21)
21

com [)?1 ,XQ] = i/2. Estados que satisfazem a igualdade na expressdo (3.19) sdo chamados de
estados de minima incerteza. Os estados coerentes sdo estados de incerteza minima e possuem

flutuacdes iguais nas duas quadraturas.
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§(&) =l
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Estados comprimidos também sdo estados de minima incerteza, mas com a incerteza
2

(&r@-£@?)]

em uma das quadraturas reduzida, ao custo do aumento da incerteza na outra quadratura (21).

Para obtermos um estado comprimido ideal, atuamos o operador unitirio de compressao (22)
Y

|@,&) = D(a)$(£)]0).

(3.22)

no estado de vacuo e depois aplicamos o operador deslocamento sobre essa compressao:

apresentado na Figura 2.

(3.23)
Em (3.22), & = re'®, com r sendo o pardmetro de compressio, variando no intervalo [0,00). O

representa o angulo entre o eixo da elipse e o eixo da quadratura e o¢ a amplitude complexa como

Figura 2 — Representacdo no espago de fase de
um estado comprimido.

X5
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Fonte: (14).
operadores S e D na ordem inversa:

Uma outra forma de obtermos um estado comprimido é através da atuacdo dos

1&.B) = S(£)D(B)]0).

Como esses operadores ndo comutam, teremos 0 mesmo estado se (15)

(3.24)
o = coshr B — e*Psenhr B*.

(3.25)
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Estados comprimidos sdo estados ndo-classicos, e, consequentemente nao podem ser escritos
como uma mistura estatistica de estados coerentes. Em nosso trabalho, utilizamos um dos muitos

estados comprimidos: aquele obtido a partir do vacuo pela aplicagdo do operador de compressao:

&) =5(5)10). (3.26)

Esse estado € denominado estado de vdcuo comprimido. O nimero médio de fétons nesse estado
¢ dado por

(n) = senh?r > 0. (3.27)

Como consequéncia da compressdo, o vacuo comprimido possui apenas pares de fotons. A

probabilidade de se obter um par de fétons obedece a seguinte expressao:

P(2n) = (2:) Coslh : (tanzhé >2n. (3.28)

A vari@ncia associada a (n) no vdcuo comprimido é, por sua vez, dada por

(An)? =2((n) + (n)?). (3.29)

Como a variancia € maior do que o nimero médio de f6tons, a distribuicdo estatistica do nimero

de fétons nesse estado é uma distribuicdo Super-Poissoniana.

3.6 Estados Gato de Schrodinger

Dodonov, Malkin e Manko foram os primeiros a mencionar os estados opticos do
tipo gato de Schrodinger (17). Esses estados recebem esse nome gragas ao famoso experimento
mental proposto por Erwin Schrédinger em 1935 e sdo definidos como superposicdes de dois

estados coerentes de mesma amplitude, mas fases opostas (23):

o (o)) = ———— (|- @) +|ar)), (3.30)

VN ()

em que Ny (&) =2+ 2cos¢ e~2%" & o fator de normalizacdo. No limite de grandes amplitudes,

| — ) e |o) se tornam macroscopicamente distinguiveis. Na base de niimero, ¥y ()) € escrito

na forma: )
—a?/2 e n
_ ¢ i) &
Wy (00)) = Nq)(a),;)(( 1) +e >m|”>' (331)
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A distribuicao de fétons em um estado de gato Scrhodinger depende da fase relativa
entre os dois estados coerentes. Se ¢ = 0, temos um estado com um nimero par de fétons,
denominado estado de gato par. Se ¢ = 7, temos um estado cujo nimero de fétons € impar e
que é chamado de estado de gato fmpar. Se ¢ = 7, temos os estados de Yurke-Stoler. Esses trés

estados citados sdo os autoestados do quadrado do operador de aniquilagio com autovalor o>
@t Wy () = [Py (). (3.32)

Para um estado de gato par, o nimero médio de f6tons é dado por:

. 1 " 1 2 2
<lpo\a’aylpo>:< N(a)> ( N(a)>(e2|°‘ +2e7 U L 1)|a)?, (3.33)

enquanto que para um estado de gato impar, temos

ata _ 1 ' 1 62|a|2_ e—z\a\z 2
(Wrlaa|¥r) (—N(a)> ( NM)( 2e 29 L el (334)

A distribui¢@o de probabilidade do nimero de fétons para um estado de gato par é
dada por: i
—a? y2n
P(n) = % (3.35)
onde n € par. Para esses estados temos O, > 0, ou seja, uma estatistica de fétons super-
Poissoniana. Para estados de gato impares, a distribuicdo de probabilidade é
De=®

Pn)=———,
(=1

(3.36)

onde n € impar. A estatistica de fétons desses estados € sub-Poissoniana, pois temos Q, < 0 (19).

Para se reconstruir um estado de gato usando tomografia, precisamos de uma grande
quantidade de medi¢des homddinas para obter a distribuicdo de probabilidade da quadratura x
em cada fase do oscilador local de 0 a . De posse desses dados, construimos um histograma da
quadratura usando tamanho de caixa, nimero de medi¢des e numero de fases do oscilador local
finitos. Para que possamos reconstruir a probabilidade de deteccdo de n f6tons, conhecendo a
distribui¢do do nimero de fétons do estado, P(n), precisamos que cada histograma tenha uma

ordem de 4 x (P(n))~2 pontos (24).
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4 TOMOGRAFIA DE ESTADOS QUANTICOS
4.1 Introducio

Estimar o estado de sistemas fisicos quanticos tem sido uma das principais formas
de compreender a natureza quantica desses sistemas. Pela mecanica quantica, sabemos que nao
€ possivel duplicar copias perfeitas de um sistema qualquer, com o objetivo de efetuar vérias
medi¢des no mesmo estado (25). Além disso, cada medi¢do perturba o sistema e consequente-
mente altera as informagdes contidas no estado. Essas foram algumas das razdes que levaram ao
desenvolvimento da Tomografia de Estados Quanticos (TEQ).

Inferir o estado de um sistema quantico usando medi¢des € um problema fundamental,
mas ndo ¢ um problema que data do inicio da teoria quantica. A primeira abordagem sistemadtica
desse problema se deu apenas em 1957 com o trabalho de Fano. A primeira técnica para
reconstruir a matriz de densidade de um estado Optico foi baseada nas observagdes de Vogel e
Risken, em 1989, de que as distribui¢des de probabilidade obtidas na detec¢do homddina € a
transformada de Radon da fun¢do de Wigner (26). Como a transformada de Radon € utilizada
na tomografia cldssica, surgiu o termo tomografia quantica. Essa técnica foi demonstrada
experimentalmente pela primeira vez em 1993 (27).

A TEQ € uma técnica para determinar um estado quantico desconhecido. Para isso,
medi¢des sdo realizadas em cada membro de um conjunto de sistemas quanticos preparados no
mesmo estado desconhecido. Cada sistema é medido em uma base escolhida de um conjunto
completo de medicdes. O estado desconhecido € estimado usando os resultados dessas medicdes.
Essa estimativa pode ser feita usando varios métodos, tais como inversao linear, inferéncia

Bayesiana e mdxima verossimilhanga.

4.2 Deteccao Homédina

Ao se fazer detec¢des em sistemas coerentes, utiliza-se uma modelagem caracterizada
pelo uso de um outro feixe de luz, que é referéncia e denominado oscilador local. Se o oscilador
local possuir a mesma frequéncia do sinal a ser medido, o0 método de deteccao € denominado
deteccdo homddina, caso contrdrio, essa técnica é denominada detecc¢do heterédina (28). A
deteccao homddina mede a amplitude de qualquer componente de fase de um modo de luz.

A figura abaixo ilustra a detec¢éio homddina. O sinal a ser medido Eg(¢) e o oscilador
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local E (1) se encontram em um divisor de feixe 50/50.

Figura 3 — Representacdo da técnica de detec¢do homddina.

f J dt
Eg(1)

[
ﬂb’ (1)

Fonte: (1).

N_ = |og|(de " +a"e®) com @ e a sendo os operadores de aniquilagio e criagio,
respectivamente, e |o | o médulo da amplitude do estado coerente.

Assim a deteccdo homddina ndo é apenas uma ferramenta ideal para medir a estatis-
tica de fétons, mas também pode ser utilizada na reconstru¢do da matriz densidade completa,
permitindo obter a maxima informacao possivel do estado quintico conforme os préprios princi-

pios da mecanica quantica.

4.3 Tomografia Homddina de Maxima Verossimilhanca

A estimativa de maxima verossimilhanca (EMV) se destaca por ser ndo-enviesada
quando o niimero amostral tende ao infinito, além de se tornar mais eficiente com o aumento da
populacdo amostral (29).

Vamos considerar N sistemas quanticos, cada um preparado em um estado 6ptico
descrito por uma matriz densidade py (estado verdadeiro). Em cada experimento i, medimos a
quadratura de campo de um dos sistemas em alguma fase 6; de um oscilador local (um sistema
de referéncia preparado em um estado coerente de alta amplitude). Cada medicdo estd associada
a um observdavel Xgi = X cos 0; + Psen 6;, onde X e P sdo andlogos aos operadores de posi¢io
e momento, respectivamente. Para uma dada fase 6;, medimos um valor de quadratura x;,
resultando nos dados {(6;,x;)[i=1,...,N}.

O resultado da i-ésima medic@o estd associado a um elemento POVM I1(x;|6;) = IT;.
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A partir dos dados, a funcdo de verossimilhanca de uma matriz de densidade candidata p é

N
Z(p)=[]Tr(p), (4.1)
=1

onde Tr(pIL;) é a probabilidade, quando medimos com a fase 6;, de obter o resultado x;, de
acordo com a matriz de densidade candidata p.

A EMV procura pela matriz de densidade que maximiza a verossimilhanc¢a na Eq.
(4.1). Geralmente, € mais conveniente maximizar o logaritmo da verossimilhanca (o "log-

verossimilhanga") (30):
N

L(p) =InZ(p) = ¥ In[Tr(IT;p)], (4.2)

i=1
que é maximizado pela mesma matriz de densidade que maximiza a Eq. (4.1). A EMV ¢
essencialmente um problema de otimizag¢ao de uma fungao, e como a funcao log-verossimilhanga
€ concava (31), a convergéncia aproximada para uma solugdo unica serd alcancada pela maioria

dos métodos iterativos de otimizacao.

4.4 Algoritmos de Otimizacao

Em nossas simula¢des numéricas, usamos um algoritmo para a maximizacao da
verossimilhanca que comeca com iteracdes do algoritmo RpR (32) seguido por iteracoes de um
algoritmo de gradiente ascendente regularizado (AGAR). Mudamos de um algoritmo para o outro
porque uma desaceleragdo é observada no algoritmo RpR apés cerca de (f + 1)2 /4 iteragdes,

onde 7 + 1 é a dimensdo do espaco de Hilbert. No AGAR, p(k“) tem a seguinte parametrizagao:

Pl ) (VPW+A4)(v/p® +AT)

- (4.3)

Tr | (/P +4)(v/p® +47)|

onde p*) é a matriz de densidade encontrada pela iteracfio anterior, e A pode ser qualquer matriz

complexa com as mesmas dimensodes do estado p. A Eq.(4.3) garante que p(k+1) € uma matriz
de densidade para qualquer A. Em seguida, usamos a estratégia de otimizac¢ao de programagao
quadrética sequencial (33), em que A € escolhida para maximizar a aproximacao quadrética
do log-verossimilhanga, de tal forma que Tr(AA*) < u, onde u ¢ um nimero positivo ajustado
pelo algoritmo para garantir que o log-verossimilhanca aumente a cada iteragdo. Para parar as
iteracdes, usamos o critério proposto em (4), que estabelece que L(pyz) — L(p*) < 0,2, onde
L(ppmr) é o maximo do log-verossimilhanga, o que garante a convergéncia para um estado cujo

log-verossimilhanga € muito préximo da méxima verossimilhanca.



30

As medi¢des homédinas realizadas na TEQ geram valores continuos. E uma pratica
popular discretizar o resultado da medicao, pois isso pode reduzir consideravelmente o tamanho
dos dados e agilizar o cédlculo da reconstrucdo. No entanto, a discretizagdo necessariamente
causa perda de parte da informacgdo contida nas medi¢des originais. Como devemos escolher
uma estratégia de discretizacdo de tal forma que as caixas usadas no histograma ndo sejam muito
pequenas nem grandes demais? Caixas maiores reduzirdo o tempo de cédlculo e a memoria, mas
caixas menores fornecerdo uma melhor representagcdo da distribui¢do subjacente. Discutiremos

nas proximas secdes duas estratégias de escolha do tamanho da caixa.

4.5 Regra de Referéncia Normal de Scott

Histogramas sio importantes estimadores de densidade amostral em estatistica. Sao
estimadores de densidade ndo paramétricos que sdo derivados a partir da contagem dos pontos
em caixas. Vdrias formulas para determinar a largura de caixa do histograma foram propostas,
cada uma delas adequada a diferentes formas de distribuicdes (34).

Em 1979, Scott derivou uma férmula recomendando uma largura de caixa para
discretizar os dados amostrais de uma funcdo de densidade de probabilidade f para uma dnica
varidvel aleatéria x (35). A largura de caixa recomendada é

1/3

6 , 4.4)

W= |— -
- oo o1 \2

s J25 f(x)?dx
onde a primeira e a segunda derivadas de f devem ser continuas e limitadas e s € o tamanho da
amostra. Como nao conhecemos f em um experimento, consideramos uma distribui¢cdo normal.

Para um f normal, temos

/ = (4.5)
X)“dx = , .

—oo 4\/mo3

onde o € o desvio padrdo da distribuicao. Combinando as Egs. (4.4) e (4.5), obtemos a largura

de caixa recomendada para uma distribui¢do normal:
h=3506s""/3 (4.6)

Essa formula € conhecida como regra de Scott e € ideal para estimar f (minimizando o erro
médio quadrético total) em cada fase se os dados forem normalmente distribuidos. Em nossas
simulacdes calculamos um tamanho de caixa separadamente para as medi¢cdes de quadratura de

cada fase e usamos o desvio padrao da amostra imparcial no lugar de ©.
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Embora a regra de Scott seja ideal para cada fase, pode ndo ser ideal para a tomografia
homddina porque estamos estimando a matriz densidade e ndo a distribuicdo da quadratura de
cada fase individualmente. Temos também que muitos estados Opticos interessantes nao tem
distribui¢des de quadratura normais, por exemplo, estados de gato. Na verdade, esperamos que a
largura das caixas esteja relacionada ao nimero de fétons em um estado quantico. Isso é esperado
porque estados com numeros de fétons mais altos tem mais detalhes em suas distribuicdes de

quadratura e esses detalhes ndo devem ser eliminados pela discretizacdo.

4.6 Formula de Leonhardt

Em tomografia no espaco de fase, um ndmero finito de fases de referéncias se faz
necessdrio para uma boa amostragem de um estado quéntico. As medidas de quadratura devem
ser feitas em fases 6 que estdo no intervalo [0,7]. Se consideramos d fases de referéncia,

podemos tomar angulos igualmente espacados dados por:

_th

O =" (4.7)

onde k € um nimero inteiro que vai de 0 a d — 1. Para cada fase medida via detec¢do homddina,
obtemos uma varidvel continua (x|6). Mediante o nimero de medi¢des em cada dngulo, podemos
construir histogramas de quadratura. Essa ideia foi apresentada em 1997 pelo fisico alemao Ulf
Leonhardt e foi usada na reconstrucdo da distribuicao de fétons de um estado gato de Schrodinger
usando seis fases de referéncias. Um histograma para cada fase foi construido a partir da
contagem das medidas de quadratura pertencente a cada caixa de largura fixa. Logo, a precisdao
na reconstrucdo dos elementos da matriz densidade estimada estd diretamente relacionada
a largura de caixa do histograma. Variagdes no tamanho da caixa gera variagdes nos erros
estatisticos (28).

Leonhardt afirma que se desejamos reconstruir uma matriz de densidade de um
estado com 7 f6tons, precisamos de uma largura de caixa mais estreita que g, /2, onde g, é dado

por
T

= ———, 4.8
1 V2n+1 4.8)

Este resultado foi mostrado inicialmente em (36) e foi obtido a partir da aproximagdo semicldsica
para as funcdes de padrao de amplitude na amostragem do estado quantico. Leonhardt recomenda

usar o nimero maximo de fétons na Eq. (4.8), no entanto, muitos estados ndo tem ndmero
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méximo de fétons, e mesmo que um estado tenha um nimero méximo de fétons, ndo € possivel
obter esse nimero com certeza através da tomografia. No lugar do niimero maximo de f6tons,
usamos o numero de fétons 7 no qual o espaco de Hilbert € truncado e também @ uma estimativa
do nimero médio de f6tons. O truncamento deve ser escolhido antecipadamente e ser grande o
suficiente para garantir que a probabilidade de py conter mais de ¢ fétons seja muito pequena.

Estimamos o nimero médio de fotons a partir das medidas de quadratura, conforme descrito no

proxima sec¢ao.
4.7 Estimativa do Numero Médio de Fotons

Para usar a féormula de Leonhardt para escolher a largura de caixa do histograma,
precisamos estimar o nimero médio de fétons no estado medido a partir do conjunto de dados
de quadratura de fase. Usamos o estimador dado pelas Refs. (37) e (38). Para encontrar um
estimador, calculamos primeiro o valor médio de ()A(g)z, calculado em média sobre 0, tratando 6

como se fosse aleatorio e uniformemente distribuido entre O e 7.

A

<(X9)2> = (2200529 + (XP+PX)cosBsend +ﬁzsen29> (4.9)

A fase 6 é independente de X e P, entdo podemos calcular o valor esperado sobre 6 da seguinte

forma, considerando Prob(6) a probabilidade associada a 6:

T
((Xg)?) = </0 (X2 cos? 0 + (XP + PX)cos O sen 0

+ﬁ2sen29)1>rob(9)d9> (4.10)

((X)?) = </0ﬂ(f(2cos29—|—(f(ﬁ—l— PX ) cos O sen O
+[A’2sen29)%d9> 4.11)
_ % (R2+P?). (4.12)

Como o operador de niimero, em fun¢do dos operadores de posi¢cdo e momento, é dado por

(X2 +P*—1), (4.13)

| =

A=
obtemos
1, 0wy A
() =5 (R2+PH 1) (4.14)

1
2
-3 (4.15)
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Assim, calculando o valor esperado de (Xp)?, obtemos o niimero médio de fétons (7). Podemos

estimar (/1) pela média de todas as medi¢des de quadratura na amostra (37, 38):

(i) Ly ! (4.16)
n)=—y xi—= .
N&ET Y

onde a barra acima de (/) distingue nossa estimativa do nimero médio de f6tons do verdadeiro
nimero médio de f6tons. Observamos que quando 6 estd uniformemente distribuido de [0, 7),
os valores individuais de 6 ndo sdo necessdrios para calcular W

Como usamos estados quanticos conhecidos em nossos experimentos numéricos

idealizados, podemos calcular exatamente o nimero médio de fétons em cada estado. Isso pode

ser usado para verificar o quao precisa € a estimativa usando Eq. (4.16).
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5 EXPERIMENTOS NUMERICOS E RESULTADOS
5.1 Experimentos numéricos

Em espacos de Hilbert com dimensao infinita é impossivel estimar todos os para-
metros necessarios para reconstruir o estado. Neste caso, € preciso limitar o espaco, através
do truncamento do nimero de fétons, para podermos estimar todos os pardmetros desse sub-
espaco (39).

Nossos experimentos numéricos simulam medicdes homddinas dpticas de modo
unico (1) de trés tipos de estados: (1) superposicdo de estados coerentes de fases opostas
| — o) + |a¢) (chamados de “estados de gato”), (2) estados de vacuo comprimido e (3) estados
de Fock. Esses estados sdo estados de dimensdes infinitas no espaco de Hilbert e por isso
truncaremos o espago em ¢ fétons. Para melhor simular um experimento real, esses estados puros
sofrerdo uma perda de fétons de 0,05, passando por um meio com transmissividade de 0,95
antes da medicao. Cada estado considerado € representado por uma matriz de densidade py na
base de ¢ fotons.

Para calcular a probabilidade de obter o resultado da medicao homdédina x, ao
medirmos o estado py com fase 6, representamos nao s6 todos os estados, mas também todas as
medicOes na base de nimero de fétons de um espago de Hilbert truncado em ¢ fétons. Se |x) é o
autoestado da quadratura x com autovalor x, e U(0) é o operador unitdrio de evolugdo de fase,
entdio, para uma medida homédina ideal, temos T1(x|0) = Y7, U(8)"|x) (x|U(6). Consideramos

também a ineficiéncia dos detetores de fotons através da substituicdo do projetor por:

S

I(x|6) = 1Ei(n>TU(9)T|X><X|U(9)Ei(n> (5.1)

~

onde 7 € a eficiéncia do detector e E;(1) sdo os operadorer de Krauss associados (3). Sistemas
de deteccdo homddina de ultima geracao tém eficiéncia N = 0,9 (40), entdo usamos este valor
em nossas simulagdes. Utilizando essa estratégia, podemos corrigir a ineficiéncia do detector a
medida que estimamos o estado. Também utilizamos em nossas simulacdes a amostragem de
rejeicdo da distribui¢do dada por P(x|0) para produzir amostras aleatérias dos resultados das
medi¢des homddinas (41).

Para escolher as fases em que as medi¢des homddinas sdo realizadas, dividimos o
meio-circulo superior uniformemente em m fases entre 0 e T e medimos N /m vezes em cada fase,

onde N € o numero total de medi¢des. Em todas as simulagdes, usamos m = 20 e N = 20.000.
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Para garantir um tinico méximo da fun¢do de verossimilhanca, precisamos de um conjunto de
operadores de medi¢ao informacionalmente completo (o conjunto de medicdes € suficiente para
reconstruir o estado), que pode ser obtido se usarmos ¢ + 1 fases diferentes para reconstruir um
estado que contenha no médximo ¢ fétons (28).

Para quantificar o qudo similar um estado reconstruido p é de um estado verdadeiro
pv, usamos a fidelidade definida em (2.15). Calculamos a fidelidade entre o estado reconstruido
e o estado verdadeiro para quatro situacdes diferentes: (i) o estado € reconstruido usando
os resultados continuos de medi¢cdo homddina, ou seja, sem discretizacdo; (ii) o estado €
reconstruido usando histogramas com larguras de caixa previamente escolhidas (iii) o estado
€ reconstruido usando histogramas com larguras de caixa dadas pela regra de Scott (35); e
(iv) o estado € reconstruido usando histogramas com larguras de caixa dadas pela férmula de
Leonhardt (28).

Para construir os graficos mostrados na préxima se¢ao, para cada escolha de pa-
rametros, simulamos 100 experimentos de tomografia, fazendo 100 estimativas de matriz de
densidade. A fidelidade mostrada nos gréficos é a média aritmética das 100 fidelidades dos
estados reconstruidos. A meia largura das barras de erro sdo os desvios padrao da amostra de

100 fidelidades.

5.2 Resultados

Para estudar o desempenho das diferentes estratégias de discretizag@o, calculamos a
fidelidade entre o estado verdadeiro e os estados estimados usando essas estratégias. Abaixo,
PpML2 representa o estado estimado sem discretizacdo, Py € estimado usando histogramas de
larguras especificas e escolhidas aleatoriamente, pscort € estimado com larguras dadas pela regra
de Scott € Preonhardt € €stimado com larguras calculadas usando a formula de Leonhardt.

Nosso primeiro resultado € mostrado na Figura 4. O estado considerado é um estado
de gato com amplitude & = 1, onde « € a amplitude do estado coerente da superposi¢do. O
estado € reconstruido em um espago de Hilbert truncado em ¢ = 10 f6tons. A probabilidade de
um estado de gato com & = 1 ter mais de 10 fétons é de apenas P(10) = 3,77 x 10719, O método
de Scott encontra uma largura de caixa ideal para cada fase considerada, tal que reportamos
aqui a largura de caixa média calculada usando as larguras encontrada nas diferentes 20 fases
usadas. Para esse caso da Figura 4, a média da largura de caixa para o método de Scott € de

0,35. Quando escolhemos a largura da caixa aleatoriamente, usamos como valor méximo 0, 34,
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Figura 4 — Fidelidades entre os estados verdadeiros e os estados estimados em fungdo da
largura do bin para um estado de gato com amplitude &t = 1 e perda de f6tons de
0,05. O espago de Hilbert € truncado em ¢ = 10 f6tons. Cada conjunto de pontos
com a mesma cor e forma de marcador corresponde a um diferente conjunto de
dados. A largura média da caixa para o método de Scott é 0,35.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

que € a largura encontrada utilizando a Eq. (4.8) para t = 10, o nimero de fétons para o qual
truncamos o espaco de Hilbert. Para todos os casos, cada operador representa uma medida que
ocorre no centro da caixa. Os dados brutos indicam F(py12,p), a fidelidade média entre o
estado verdadeiro e o estado reconstruido sem a discretizagdo. Na Figura 4 cada conjunto de
pontos corresponde a um conjunto de dados diferente. Vemos que conjuntos de dados diferentes
tem um comportamento semelhante a medida que alteramos a largura da caixa. Como podemos
ver nesta figura, os maiores valores de fidelidade correspondem ao caso em que nao usamos
discretizac¢do, como esperado. Também vemos que larguras de caixa menores resultam nas mais
altas fidelidades. No entanto, mesmo as maiores larguras testadas resultam em uma perda de
fidelidade de apenas 0,005 comparado com o caso que usa os dados brutos.

O préximo conjunto de resultados € apresentado na Figura 5, onde temos a fidelidade
em funcao da largura de caixa para estados de gato com amplitudes o = 1 e @ = 2. Os estados
sdo reconstruidos em um espaco de Hilbert com 7 = 15 fétons. A probabilidade do estado de

gato com o = 2 ter mais de 15 fétons é de P(15) = 3,29 x 10~". A primeira coisa que podemos
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Figura 5 — Fidelidade média em fun¢do da largura de caixa para estados de gato com am-
plitudes @ =1 e oo = 2. O espago de Hilbert é truncado em ¢ = 15 fétons. As
larguras médias de caixa para o método de Scott sdo 0,35 (estado de gato com
a = 1) e 0,64 (estado de gato com o = 2).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

notar neste grafico € que a fidelidade para um estado de gato com o = 1 € sempre maior que a
fidelidade para um estado de gato com & = 2, incluindo o caso quando ndo usamos discretizagao.
Isso é esperado, pois o estado com & = 2 requer mais parametros para descrever efetivamente
sua matriz densidade na base de nimero de fétons, portanto, para uma determinada quantidade
de dados existe uma incerteza estatistica maior.

Para uma determinada largura de caixa, a fidelidade das estimativas do estado de
gato com o = 2 € sempre menor do que a fidelidade das estimativas do estado de gato com ¢ = 1.
Isso também € esperado, pois o estado com & = 2 tem mais oscilagdes em sua distribui¢cdo de
probabilidade, ou seja, mais informacdes sdo perdidas quando as caixas s@o maiores. A largura
média de caixa para o método de Scott € 0,35 para um estado de gato com a = 1 e 0,64 para um
estado de gato com o = 2. A largura de Leonhardt indicada na Figura 5 € obtida usando ¢ = 15,
o numero de fétons em que o espaco de Hilbert é truncado, na Eq. (4.8).

A Figura 6 mostra a fidelidade como uma fungdo da largura de caixa para um
estado de vacuo comprimido cuja quadratura comprimida tem uma varancia de 3/4 da variancia

do vicuo. Usamos um espago de Hilbert com 15 f6tons para reconstruir esse estado. Neste
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Figura 6 — Fidelidade média em func¢ao a largura de caixa para um estado de vicuo compri-
mido cuja quadratura comprimida possui variancia de 3 /4 da variancia do vicuo.
O espago de Hilbert € truncado em ¢ = 15 fotons. A largura média das caixas
para o método de Scott é 0,25.

1F T T T T T T=T T=T=TT"T T T T T T T T"T"T"T T T T T T T T"T"T"T T T T T T T T"T"T"T T T T T T T=T=TT"T T T T T T T TTT"T2]
> 3
0.99F .
0.98f .
[J] 5 i
L o097
©
9
© 0.96fF .
T
i
0.95F i
o.0ak —o—Flpyy5:0) i
—8—Flpy0)
003k |~ FlPscon ) i
092 1 L | R N N T N T L L | I T A L. L 2 2 2 2 2 29
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Leonhardt
L L L t=15 ]
Dados Scott Largura da Caixa
Brutos

Fonte: Elaborado pelo autor.

gréfico, estendemos a largura do compartimento até 1,05 para ajudar a visualizar a diminui¢do
da fidelidade quando a largura de caixa aumenta. Usando uma largura de 1,05 temos uma perda
de fidelidade de cerca de 0,07, enquanto a perda quando usamos a largura ideal de Scott (0,25) é
de cerca de 0,0002.

Até agora, como mencionado anteriormente, o operador de medicdo em cada caixa
representa uma medida que ocorre no centro da caixa. Isso significa que o operador de medi¢ao
I1; associado a caixa i permite calcular a densidade de probabilidade de obter um resultado de
medi¢do no centro da caixa i quando calculamos Tr(IT;p). Apesar dessa aproximagao ser util
para larguras de caixa pequenas, devemos encontrar uma forma de melhorar nossas analises.
Para isso, vamos considerar operadores que representem uma medida que ocorre em qualquer
lugar ao longo da caixa. Para obter esses novos operadores, integramos numericamente 0s
operadores de medicao ao longo da largura de cada caixa do histograma. Com esses operadores
de medigdo integrados, o cdlculo de Tr(IT;p) nos dé a probabilidade de obter um resultado de
medi¢do em qualquer lugar na caixa i. Identificaremos cada caso adicionando [POVM-Centro] e
[POVM-Integral] nas legendas dos graficos.

Incluimos também na nossa analise o calculo da férmula de Leonhardt usando o
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Figura 7 — Fidelidade média em funcdo da largura de caixa para um estado de gato com
amplitude @ = 1. O espago de Hilbert € truncado em ¢ = 10 fétons. Para este

estado, (n) =0,6093 e (/i) = 0,6109, dando uma largura de caixa pela férmula
de Leonhardt de 1,05. A largura média das caixas para o método de Scott é 0,35.
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nimero médio de fétons estimado. Essa largura serd usada para estimar pPp eonharde € €m seguida
a fidelidade entre py € Preonhardt S€rd calculada. Lembramos que Leonhardt recomenda que a
largura da caixa seja menor do que o valor calculado usando o nimero maximo de fétons na Eq.
(4.8), mas aqui usamos a estimativa da média do nimero de f6tons em vez do niimero maximo
de fétons.

As Figuras 7 e 8 mostram as fidelidades médias como funcdes da largura de caixa
para estados de gato com amplitudes @ = 1 e o = 2, respectivamente. A Figura 9 examina um
estado de vacuo comprimido cuja quadratura comprimida tem uma variancia de 3 /4 da variancia
do vacuo. Note que para os estados de gato, quando o aumenta, a largura de caixa de Scott
também aumenta, o que € certamente indesejavel pois as distribui¢des de quadratura contém uma
estrutura mais fina quando aumentamos o valor de . Esses graficos mostram que a integragao
dos operadores de medi¢cdo ao longo da largura de cada caixa melhora consideravelmente as
fidelidades em todos os casos. Também podemos ver que a sugestdo de Leonhardt, usando a
estimativa do nimero médio de fétons, pode ser usada com seguranga como um limite superior
para a largura de caixa.

Como visto na Eq. (4.6), a regra de Scott fornece larguras de caixa proporcionais
ao desvio padrao da amostra. Como os estados com um ndmero maior de fétons podem ter um

desvio padrao maior, o método de Scott produzird larguras de caixa maiores. Isto € indesejavel
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Figura 8 — Fidelidade média em funcdo da largura de caixa para um estado de gato com
amplitude @ = 2. O espago de Hilbert € truncado em ¢ = 15 f6tons. Para este

estado, (n) =3,1978 e (/i) = 3,1983, dando uma largura de caixa pela férmula
de Leonhardt de 0,58. A largura média das caixas para o método de Scott é 0,64.
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porque estados puros contendo muitos fétons possuem caracteristicas mais delicadas em suas
distribuicdes de quadratura. Em outras palavras, esperamos que o método de Scott seja menos
eficiente para esses casos. Por outro lado, esperamos que o método de Leonhardt tenha um
melhor desempenho, ja que ele usa o nimero médio estimado de fétons para calcular a largura
de caixa. Podemos ver claramente o comportamento esperado de ambos os métodos para um
nimero maior de fétons na Figura 10, onde usamos um estado de Fock para verificar essa nossa
afirmacao.

Todos os métodos de discretizac@o aqui considerados fornecem estimativas de fide-
lidade muito mais répidas, como podemos ver nas Figuras 11 e 12, sem perda significativa da
fidelidade entre os estados estimados e os estados verdadeiros. Os tempos médios relatados aqui
incluem quaisquer célculos necessarios para determinar a largura desejada da caixa usando os
dados homddinos originais, a constru¢do dos histogramas e a estimativa da matriz de densidade
de médxima verossimilhan¢a. Todas as simula¢des foram implementadas usando o programa

Matlab sendo realizadas em um computador i3 dual-core de 3.7 GHz com 4 GB de RAM.
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Fidelidade média em fun¢do da largura de caixa para um estado de vdcuo compri-
mido cuja quadratura comprimida possui variancia 3 /4 da variancia do vacuo. O
espago de Hilbert é truncado em ¢ = 10 fGtons. Para este estado, (n) = 0,0167 e
W =0,0162, dando uma largura de caixa pela férmula de Leonhardt de 1,54. A
largura média das caixas para o método de Scott € 0,25.
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— Fidelidade média em funcdo da largura de caixa para estados de Fock com

diferente nimero de foétons n. As larguras das caixas pela férmula de Leonhardt
$30 0,56 (n =4), 0,46 (n = 6), 0,40 (n = 8) € 0,36 (n = 10). As larguras médias
das caixas para o método de Scott sdo 0,69 (n =4), 0,82 (n = 6), 0,95 (n = 8),
and 1,05 (n = 10).
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Figura 11 — Tempo médio de reconstru¢ido em fun¢do da largura de caixa para um estado de

Tempo Médio (s)

gato com amplitude ot = 1. O espaco de Hilbert € truncado em ¢ = 10 fotons. A
largura de caixa pela formula de Leonhardt € 1,05 e a largura média das caixas
para o método de Scott é 0,35.
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Figura 12 — Tempo médio de reconstru¢do em funcao da largura de caixa para um estado

Tempo Médio (s)

de véacuo comprimido cuja quadratura comprimida possui varidncia 3/4 da
variancia do vacuo. O espacgo de Hilbert é truncado em ¢ = 10 f6tons. A largura
de caixa pela férmula de Leonhardt € 1,54 e a largura média das caixas para o
método de Scott € 0,25.
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6 CONCLUSAO

Utilizamos experimentos numéricos idealizados para gerar dados simulados e rea-
lizamos tomografia por médxima verossimilhan¢ga em dados amostrais provenientes de estados
de gato, estados de vacuo comprimido e estados de Fock, com e sem discretiza¢do. Estimamos
as fidelidades entre os estados reconstruidos e os estados verdadeiros. Usamos dois métodos
diferentes para escolher a largura de caixa: os métodos de Scott e Leonhardt. O nosso estudo
usou operadores de medi¢des calculados usando a quadratura exatamente no centro de cada caixa
e integrando os operadores de medicdes ao longo do comprimento da caixa.

O método de Scott calcula uma largura de caixa ideal para cada fase, com base no
tamanho e no desvio padrao da amostra. Este método funciona bem para estados Gaussianos
e estados com um ndmero pequeno de fétons. Estados com maior nimero de fétons t€ém
distribuicdes de quadratura com desvios padrao mais altos, dando maiores larguras de caixa para
cada fase. Implementamos o método de Scott para distribuigdes Gaussianas, mas se tivermos
algum conhecimento prévio sobre o estado e sua distribui¢do, podemos adaptar a regra de Scott,
usando distribuicdes mais apropriadas na Eq. (4.4). Isso pode ser explorado em um trabalho
futuro.

O método de Leonhardt recomenda o uso de uma largura de caixa menor do que
gn/2, onde g, diminui com a raiz quadrada do nimero de f6tons no estado que estd sendo
reconstruido. Como em um experimento real ndo sabemos a média do nimero de fétons no
estado considerado, estimamos o nimero médio de f6tons usando os resultados das medi¢des
de quadratura. Mostramos que o método utilizado para encontrar o nimero médio de fétons a
partir dos resultados das medicdes de quadratura fornece resultados precisos. Verificamos isso
ao comparar o nimero médio estimado de fétons com o numero médio real de f6tons para os
estados de gato e para os estados de vacuo comprimido.

Descobrimos também que integrar os operadores de medi¢ao sobre a largura de
cada caixa do histograma melhora significativamente a fidelidade. Usando essa estratégia, a
formula de Leonhardt estabelece com seguranca um limite superior para a largura de caixa e
os dois métodos utilizados fornecem uma estimativa estatistica mais rapida sem perder muita

informacao.
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