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“A vida em seus métodos diz calma”

(D1 Melo)



RESUMO

Em Very Special Relativity: uma proposta de violacao de Lorentz, estuda-se o modelo de
violacdo de Lorentz, idealizado por Andrew G. Cohen e por Sheldon L. Glashow, em suas
diversas caracteristicas e aplicacdes. O inicio deste trabalho € uma breve revisdo de conceitos de
Relatividade Restrita e de Teoria de Grupos, associada com a constru¢do do grupo de simetria
da "Very Special Relativity", focando-se no subgrupo préprio SIM(2) do grupo de Lorentz
e na replicabilidade das propriedades da Relatividade de Einstein por esse novo paradigma.
Posteriormente, aprofunda-se nas correcdes dessa nova modelagem para a equacdo de Dirac, em
especial no operador nao-local que carrega a correcdo e o surgimento da massa do neutrino de
maneira natural. Em seguida, realiza-se uma discussdo sobre como o modelo em questdo reage a
interacdes eletromagnéticas, revisando ideias de campos de calibre e explorando acoplamentos
minimos do campo eletromagnético. Para, entdo, propor um termo de acoplamento ndo-minimo
tentando-se reproduzir o Oscilador de Dirac. Por fim, espera-se motivar futuros trabalhos com
o modelo de Glashow e Cohen ou outras ideias de violacao de Lorentz, além de reforcar a

importancia da Teoria de Grupos na fisica de altas energia contemporanea.

Palavras-chave: Violacao de Lorentz, Grupos de Simetrias, Neutrinos, Very Special Relativity,

Relatividade Restrita, Acoplamento ndo-minimo, Oscilador de Dirac.



ABSTRACT

In Very Special Relativity: a idea of Lorentz violation, we address the new relativity theory
proposed by Andrew G. Cohen and Sheldon L. Glashow, its various applications and unique
features. In the beginning, we briefly review the main concepts of Special Relativity and Group
Theory, tools needed for building the Very Special Relativity (VSR) symmetry group, especially
SIM(2), a proper subgroup of Lorentz group, which replicates all fundamental properties of Eins-
teinian Relativity. Subsequently, we deepen the corrections of the Dirac Equation, specifically
nonlocal operator that carries out such corrections and the naturally appearance of the neutrino’s
mass. After that, we discuss how the Cohen and Glashow’s model operates as electromagnetic
interactions are taken into account; in this regard, we refer to ideas of gauge fields and explore
minimal coupling of electromagnetic fields for VSR. With these two notions, we can propose a
nonminimmal coupling term in an attempt to replicate the Dirac Oscillator potential. Finally, we
expect this work to encourage future productions in Very Special Relativity or in other models of
Lorentz Violation, besides we expect to extol the importance of Group Theory in the high-energy

physics.

Keywords: Lorentz violation. Symmetry Groups. Neutrinos. Very Special Relativity. Special

Relativity. Nonminimal coupling. Dirac Oscillator.
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1 INTRODUCAO

Depois do século XX, a Teoria de Grupos tornou-se parte fundamental da fisica,
tanto os grupos discretos no estudo de cristais quantos os grupos continuos para o estudo de
particulas elementares.

O grupo de Lorentz, em particular, esta nas bases de grande porcao da fisica con-
temporanea, principalmente o Modelo Padrao (SCHWICHTENBERG, 2018) e a Relatividade
Geral (RINDLER, 2016). Existem, todavia, uma série de situacdes em que essas modelagens,
muito bem sucedidas em vastidao de casos, ndo correspondem aos resultados experimentais. O
problema da massa do Neutrino (LICCIARDI, 2007), da matéria escura (Rubin; Ford W. KENT,
1970) e da Hierarquia (KIM et al., 2003) sdo alguns exemplos. Sendo assim, cria-se um campo
propicio a inovacdes tedricas e fenomenoldgicas.

Um modelo promissor proposto por Glashow e Cohen é a "Very Special Relati-
vity"(COHEN; GLASHOW, 2006a), abordagem na qual o grupo de Lorentz ndo é fundamental
para a descri¢do da natureza, um subgrupo do grupo de Lorentz possui tal funcdo, ou seja um
modelo de violacao de Lorentz.

O novo grupo de simetria deve ser escolhido de forma a reproduzir os resultados
da Relatividade Restrita e, ainda assim, ser uma violag¢do da simetria de Lorentz para haver
espaco para solucionar problemas ja citados. A VSR foi elaborada, mais especificamente, para
solucionar o problema da massa do neutrino, visto que a principio o neutrino é uma particula sem
massa e esta ja foi medida experimentalmente por causa do fendmeno de oscilagdo de neutrino
(ADAMSON et al., 2011).

Neste trabalho, propde-se a constru¢do do modelo de Glashow e Cohen, além de
uma discuss@o de uma possivel aplicagdo dessa nova modelagem para o potencial do oscilador
de Dirac sempre embasando os desenvolvimentos em grupos e simetrias.

O oscilador de Dirac € um sistema quantico e relativistico, idealizado em (MOSHINSKY;
SZCZEPANIAK, 1999), que possui solucdo analitica e reproduz os resultados do oscilador quan-
tico no limite ndo-relativistico (CAVALCANTE, 2008).

A estrutura do trabalho inicia-se em uma revisao de tpicos importantes de Teoria de
Grupos, em especial, da Teoria de Lie de grupos continuos. Em seguida, uma aplicac@o desses
conceitos para discutir a Relatividade Restrita e a "Very Special Relativity" finalizam o capitulo
dois.

Ja no terceiro capitulo, constréi-se a equacdo de Dirac para férmions livre para a
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Relatividade Restrita e para a VSR, utilizando as ideias do segundo capitulo juntamente com o
formalismo lagrangiano para campos.

Por fim, estuda-se como a equacdo de Dirac € alterada por termos de interacio para
entender como um potencial eletromagnético altera o comportamento de férmions no paradigma
do VSR. A base dessa andlise sdo os campos e grupos de calibre, método utilizado na constru¢ao
interagdes na Teoria Quantica de Campos.

Adotou-se essa ordem e estrutura de capitulos para valorizar a Teoria de Grupos € as

simetrias na descri¢ao de particulas elementares e suas interacoes.
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2 TEORIA DE GRUPOS E VSR
2.1 Introducao

No século passado, Emmy Noether demonstra seus dois teoremas (NOETHER;
TAVEL, 2005), estabelecendo uma relac¢ao direta entre simetrias e uma grandeza conservada.
Com isso, as simetrias ganharam ainda mais importancia para Fisica.

Em paralelo, a compreensdo sobre transformagdes de referenciais viveu duas épocas
bem distintas na histdria da Fisica, sendo a primeira a relatividade de Galileu, base de toda a
mecanica nao-relativistica, inclusive da Mecanica Quantica, tendo como principal caracteristica
o tempo absoluto.

Einstein, de maneira contemporanea a Noether, estabeleceu, baseada nas simetrias
das Equacoes de Maxwell, a Relatividade Restrita (RINDLER, 2016). Uma consequéncia de
grande importancia € a Transformada de Lorentz como ente matemdtico de mudanca entre
referenciais inerciais (NETO, 2010). Essa, por sua vez, pode ser melhor estudada com o forma-
lismo matematico da Teoria de Grupos, em particular dos grupos de Lie, ou grupos continuos
e diferencidveis (TUNG, 1985). Sendo o Grupo de Lorentz o conjunto das Transformadas de
Lorentz.

Foi no contexto de Teoria de Grupos que Cohen e Glashow propuseram o VSR como
uma nova relatividade (COHEN; GLASHOW, 2006a), relacionada a um subgrupo préprio do
grupo de Poincaré (grupo de Lorentz mais o grupo das translacdes), tal que ainda seja preservada

a relacdo de dispersao de Einstein (RINDLER, 2016), dado por p, p* ou
E? = m*c* + P2, 2.1)

Na qual, E € a energia, m a massa, p o momento e ¢ é a velocidade da luz.

Para construcao da "Very Special Relativity"s@o necessarios, portanto, conhecimen-
tos de Teoria de Grupos e simetrias, em particular do grupo de Lorentz. Este capitulo trata de
uma revisao desses contetdos e do desenvolvimento do grupo relacionado ao VSR seguindo a
linha argumentativa de Glashow e Cohen.

Sempre utilizando a chamada notac¢ao de Einstein para soma com indices letras do
alfabeto latino representando variacdo entre 1, 2 e 3 e letras gregas representando variacdes entre

0,1,2¢e3.



12
2.2 Simetrias e grupos

Para entender as relacdes entre simetrias e grupos, as definicOes a seguir sao necessa-

rias (SCHWICHTENBERG, 2018).

Definicao 2.2.1 Seja fungdo genérica F de uma conjunto de varidveis {Ay,A2,A3,...,Ap} com
F=F(Ay,A,...,Ay). F édita invariante se, dada uma transformacdo tal que {A1,Az,As,....,A, } —

{A",AL AL ... ALY, entdo
F(A1, A, .., An) = F(A}, A, .. AL). 2.2)

Definicao 2.2.2 Duas equacdes sdo ditas covariantes se elas tomam a mesma forma em diferen-

tes referenciais inerciais.

Definicao 2.2.3 Um sistema é dito simétrico sobre uma classe de transformagoes se as fungoes

que o caracterizam sdo invariantes sobre essas transformagoes.

Sendo invariantes, covariantes e simetrias trés conceitos semelhantes e igualmente
revelantes para toda a Fisica, desde invariancias mais simples como a conservagdo da ener-
gia de um sistema massa-mola até a quebra espontanea de simetria do mecanismo de Higgs
(SCHWICHTENBERG, 2018), tem-se interesse em desenvolver mecanismos matematicos para
tratar adequadamente esses dois conceitos. A Teoria de Grupos, uma drea bastante ampla da
matematica, € capaz descrever e trabalhar os conceitos em questao.

A base dessa teoria € uma estrutura algébrica denominada de Grupo, tem-se entdo a

seguinte defini¢do, (TUNG, 1985)

Definicio 2.2.4 Define-se um grupo (G,-) com G sendo um conjunto dotado de uma opera¢do
(+), frequentemente chamada de multiplicagdo de grupo, com as seguintes propriedades,

1. Fechamento: a-b € GV a,b € G;

2. Associatividade: a-(b-c) = (a-b)-cV a,b,c € G;

3. Elemento identidade: e | a-e =e-a=aVa € G;

4. Inversividade:Va€ G Ja~ €G | a-a” =a -a=e.

A fundamental ligacdo entre as quatro defini¢des anteriores sdo as transformacoes,
essenciais para definicao tanto de invariancia e covariancia quanto de simetria. Em adicao, as

classes de transformacdes mais relevantes para Fisica podem ser entendidas como um grupo,
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tendo em vista que as quatro propriedades necessdrias para caracterizar um grupo sdo facilmente
satisfeitas para um enorme variedade de classes de transformacdes.

Por exemplo, uma translacio espacial por uma distancia n € R em uma dimensao
pode ser expressa por uma matriz de ordem um 7 (n), dai pode-se mostrar que essa matriz satisfaz

as condi¢des de grupo. Sejam n,m,l € R, tem-se

(

T(n)+T(m)=T(n+m),

[T(n) +T(m)] +T(1) = T(n+m+1) = T(n) +[T(m) + T(1)]:

T(n)+T(0) =T(0) +T(n); |
| T(n)+T(=n) =T(=n)+T(n) =T(0).

+T
+T

A forma matricial com a qual o grupo de translagdes foi exposto é apenas uma
possibilidade para este grupo especifico. Qualquer outro conjunto que opere de modo equivalente

¢ uma descric@o para o grupo em questdo, devido a defini¢do de grupos (2.2.4). Com isso em

mente, o conceito de representacdo se faz necessario (HALL, 2015).

Definicio 2.2.5 Seja um grupo (G,-), uma representacdo D deste grupo associa uma matriz

quadrada D(g) a cada elemento de G, isto é,
D
¢ G2 Do) 2.3)

Nota-se que esse conceito de representacdo forma um grupo que possui comporta-
mento semelhante ao original, tendo em vista que D(g1)D(g2) = D(g182) (NETO, 2010).

Dados os postulados da relatividade de Einstein, o espagco-tempo € equivalente em
todos os pontos (RINDLER, 2016), em outras palavras, as transformagdes de referenciais sao
parametrizadas por uma varidvel continua e, por isso, os grupos de interesse da Fisica de altas
energias sao os grupos continuos e diferencidveis (TUNG, 1985). Essa classe de grupos foi
estudada pelo matemético noruegués Sophus Lie, que introduziu o conceito de grupos de Lie.

Uma definicao formal e completa desses grupos, todavia, sai do escopo deste trabalho,
tendo em vista que passa por ideias como variedade diferencidvel e mapeamentos suaves, 0
estudo de uma classe reduzida dos grupos de Lie € suficiente. A natureza matricial dos elementos
do grupo e a parametrizacao continua e diferencidvel desses sao caracteristicas hibeis para as
analisar a maior parte dos fendmenos fisicos. Assim, as sutilezas derivadas da definicdo mais

formal desnecessdrias. Com isso tem-se a seguinte definicao (TUNG, 1985),

Definicao 2.2.6 Grupo de Lie cldssico é um grupo matricial que pode ser parametrizado de

forma continua e analitica.
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Por causa da continuidade e da propriedade analitica pode-se pensar um elemento
de grupo como uma soma infinita de elementos infinitesimais partindo da identidade. Com isso

pode-se escrever (SCHWICHTENBERG, 2018):

¢(®) = lim (]H—igX)n — exp (i0X). 2.4)

n—yoo
Onde ® é o pardmetro do grupo, ou o conjunto de pardmetros continuos do grupo, i®X/n
simboliza um elemento infinitesimal do grupo G em questdo, I € uma matriz identidade e g
pertence a G.

A ideia de trabalhar com os termos X, nomeados elementos da dlgebra ou geradores
do grupo, é promissora por omitir a dependéncia de com os pardmetros @, assim apresentando
uma andlise de caracteristicas mais basilares dos grupos. Com essa motivagdes inicia-se o estudo

dos geradores reescrevendo (2.4) no teorema (SCHWICHTENBERG, 2018),

Teorema 2.2.1 Se g € G, onde (G,-) é um grupo de Lie de N dimensées, portanto, sendo os
pardmetros do grupo @ = (@1, @y, ..., Wy ), os geradores (X ) do grupos sdo dados por
dg
Xi=—i——| N>jeN* 2.5
j d(l)j . =] (2.5)
Associado a isto defini-se Algebra de Lie,
Definicao 2.2.7 Seja (G,-) um grupo de Lie, entdo sua dlgebra de Lie g é o conjunto de todas

as matrizes X que satisfazem a equagdo (2.4).

Constata-se que g € um espago vetorial sobre o corpo dos reais ou dos complexos
com uma operagdo bindria ([, |), os chamados parénteses de Lie. Isso posto, o fechamento do

espaco vetorial pode ser reescrito como (HALL, 2015),
| Xa, Xp] = ifapeXe. (2.6)

Nota-se que para grupos matriciais, e por consequéncia os grupos de Lie Classicos, a operagao
bindria é equivalente ao comutador ([,]), pela referéncia (HALL, 2015).
Nomeia-se f,;. de constante de estrutura, sendo esta de enorme importancia, pois

caracteriza o grupo independente da representacdo, dado o seguinte teorema (HALL, 2015):

Teorema 2.2.2 Seja uma representacdo I1 de um grupo de Lie matricial (G,-), cuja a dlgebra é
g com X e Y pertencem a esta, a representagdo da dlgebra IT é definido por IT' : X — IT'(X),
entdo

IT ([X,Y]) = [IT (X),IT (Y)] . (2.7)
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2.3 Rotacoes tridimensionais

Com as informagdes da secdo anterior, constrdi-se os grupos de Lie classicos SO(3)
e SU(2), ambos podem descrever rotagdes em trés dimensdes e a diferenga entre eles tem papel
fundamental na descri¢do de particulas.

O grupo SO(3) é formado pelas matrizes reais de rotagdo em trés dimensdes or-
togonais e de determinante um. Usando as matrizes de rotagdo de Euler (TAYLOR, 2002)
para descrever uma rotagcdo genérica em trés dimensdes utiliza-se trés rotagdes independentes,
tem-se que uma rotacdo genérica pode ser escrita como fun¢do de Ry, R, e R3 associadas a trés

parametros 61, 6, e 63, na forma

1 0 0

Ri(61)=|0 cos® —sinb; |; (2.8)
0 sinB; cos6;
cos6, 0 sinb,

Ry(6,) = 0 1 0 | (2.9)
—sin6, 0 cosH
cosB; —sin6; O

R3(63) = | sin@; cos6; 0O |- (2.10)

0 0 1

Com isso, os geradores pela equagdo (2.5) sdo da forma,

0 O 0

Ji=10 0 —i [|; (2.11)
0 i 0
0 0

hL=10 0 0 |; (2.12)
—i 0 0
0 —i O

J3=|i 0 0 |- (2.13)
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Dessa forma a dlgebra pode ser dada pela relacdo de fechamento com constante de
estrutura €., o simbolo de Levi-Civita para trés dimensodes. Segue da equacgdo (2.6) (HALL,
2015),

VasJp] = i€apcJe, (2.14)

Ja SU(2) € o grupo das matrizes U complexas de ordem dois, unitarias com determinante um,
sendo a condicdo de unitariedade (UTU =1) e a operacio A" para uma matriz A é o complexo
conjugado da matriz A transposta.

Para uma matriz U os quatro elementos que a constituem implicam em oito varidveis,
para a condi¢do de unitariedade consegue quatro equagdes relacionando essas oito varidveis. J4
com o determinante consegue-se a quinta relacdo. Com isso, existem trés parametros para esse
grupo.

Para calcular os geradores, aplica-se a equagdo (2.4) para uma matriz U e seu

transposto conjugado, em seguida explora-se a condi¢cdo de unitariedade,

U'U=(I—-ioXo+..) I +ioX,....) = (2.15)
I=1+io, (X, ~X})+0(2) (2.16)

Como @, € um parametro livre, os termos de todas as ordem devem se anular de
maneira independente, sendo assim X, = XZ. Aplicando essa nova condi¢do para geradores,
tem-se

a b—ci

0, X, = (2.17)
b+ci d

Para a condicao de determinante um, os geradores tem de ter traco nulo, pois toda
matriz unitdria € diagonalizavel por uma transformacao de semelhanca (NETO, 2010). Portanto,

usando a equacdo (2.4)

SUS™! = Sexp(4)s™! (2.18)

AZ
= S(1+A+7+...) s~! (2.19)

A2
— (1+SAS—1+SE S—1+...>. (2.20)
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Nota-se que cada elemento SA"S—1 ¢ diagonal, sendo assim, cada elemento de SU S—1 é uma

exponencial, portanto

US| — exp(a) 0

0 exp(b)

Finalmente,

det (SUS™!) =exp(trA) =1 =

trA = 0.

Onde trA € o traco da matriz A. Entao os geradores sdo descritos como,

a b—ci
waXa -
b+ci —a

2.21)

(2.22)
(2.23)

(2.24)

Ao eliminar os pardmetros @,, @ € ®. obtém-se as matrizes de Pauli como geradores,

0 1

o1 = 5 (2.25)
1 O
0 —i

o) = ; (2.26)
i 0
1 0

03 = (2.27)
0 -1

Se o geradores forem adotados como as préprias matrizes de Pauli, o fechamento da
algebra fornece,

(O, Op) = 2i€4pOc. (2.28)

. o,
E possivel, contudo, escolher X, = 7“ para reproduzir a constante de estrutura do
grupo SO(3), vide
C, Op .
[7" ﬂ = it (2.29)
Por causa do teorema (2.7), SO(3) e SU(2) sdo representagdes de um mesmo grupo,
quando utiliza-se SU(2) disse que a representagdo € espinorial, ja para SO(3), a representacao €

vetorial.



18
2.4 Transformada de Lorentz

A Relatividade Restrita fixa a velocidade da luz para todo referencial inercial (RIN-
DLER, 2016). Uma implicagdo que surge dai é a promog¢do do tempo para coordenada, ou
seja, cada ponto do espago-tempo possui um valor de tempo especifico. Matematicamente,
significa que espago ndo € mais euclidiano tridimensional com tempo constante, € sim, um
espaco-tempo quadridimensional de Minkowski (em homenagem ao matematico alemao Her-
mann Minkowski que estudou o espaco em questdo). Nessa nova estrutura, o equivalente ao

elemento de comprimento do caso euclidiano é o chamado Intervalo, dado por

ds = \/MuydrtdrY (2.30)

Onde, as coordenadas sdo dadas pelo quadrivetor R = (x°,x', x2, x*) = (ct,x,y,z) e

Nuv foi escolhido como um elemento do tensor de Bjorken-Drell (V) (NETO, 2010), métrica

para o espaco de Minkowski escrita como,

1 0 0 O
0 -1 0 O
N = (2.31)
0 0 -1 O
0 0 0 -1

Para explorar e caracterizar a transformacdo acompanha-se a referéncia (NETO,
2010). Inicia-se pela manipula¢io da equacdo (2.30) utilizando a invariincia de ds>. Uma

mudanca de varidvel € o primeiro passo para tal,

Nuvdxtdx¥ = nyydx'*dx’"v (2.32)
Nuv % 3);: dxP dx°
= MNpo = nuv%%- (2.33)
Diferenciando em relacio a x* e usando a simetria de indice de Nuvs
2./u v /U Y
nuv%%jtnw%%:o: (2.34)
2.1 v 2.1
2nw% % —0= % —0. (2.35)

A ultima passagem € permitida devida ao fato da métrica ser diagonal com de-

terminante nao-nulo e da hipdtese fisicamente coerente de inversibilidade da transformacao
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(' = x=x—x'). Com isso,

M =AM XY+ gt (2.36)

Onde A*, e a* sdo elementos de matrizes. Uma transformacio da forma (2.36), é similar a uma
rotacao, trecho linear (A“ v) , e de translag@o, trecho constante (a"). A principio, impde-se o

termo translacional nulo, dessa forma conclui-se,
!
xH=AH, xY, (2.37)

Ou na forma diferencial,

dx'* = A" dx”. (2.38)

Retomando a invaridncia do Intervalo dado por (2.30),

ds? = ds* = Nuvdxtdx" = T[HVANP dxPAY, dx*
= Mpr = nuvA“pAvA (2.39)
= N =ANA. (2.40)

Finalmente, pode-se com facilidade expressar as novas simetrias da relatividade
de Einstein por uma transformada A. Opta-se por descrever um movimento para direcao
preferencial e sem rotacdo uma transformacdo chamada "boost”. Para esse fim, utiliza-se

B=V/c,y=1/+/1—B2%eV =dx/dt a soma explicita descrita pelas equagdes (2.38) e (2.39)

fornece
y By 0 O
- 0 0
Al | 7PT Y (2.41)
0 0 1 0
0 0 0 1

Porém, A ndo € unicamente definida, tendo em vista que uma rota¢do nas coordenadas
espaciais também satisfaz as equacdes (2.37) e (2.39). De modo mais geral percebe-se essa nao
unicidade em (2.39) para (p = A = 0), pois

(A00)2 - (Al 1)2 - (A22)2 - (A33)2 =1
= (M%) =14 8;A (AT
= (A%)*>1

=A% >1 ou A% < —1. (2.42)
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Ademais, o determinante de A também ndo é unicamente definido, por causa de

(2.40), observa-se que

N = ANA = detN = det (KNA) N
detN = (detA)* detN =

detA = £1. (2.43)

Com (2.42) e (2.43), segrega-se as transformacdes em quatro tipos com bases nessas

equagoes (SCHWICHTENBERG, 2018).

Tabela 1 — Classificagdo da transfor-
mada de Lorentz

1 1 | |
[ AN AU AR A1

detA | +1 -1 —1 +1
AV | <41 <41 21 =1

Fonte: (SCHWICHTENBERG, 2018).

Por outro lado, impondo a invariancia das equagdes de Maxwell sobre transformagao
de Lorentz, pode-se obter a ortogonalidade da transformacao. Sejam as equacdes de Maxwell no

sistema gaussiano (NETO, 2010):

FHY = 477er (2.44)
IuFY* 49 FIY 49y FM =0 (2.45)

Onde F é o tensor eletromagnético - com F*V = dHAY — dYAH, com A o quadrivetor potencial- e
J é a quadricorrente. A invariancia de (2.45) ndo fornece muita informagao sobre a transformacao,

contudo a equagdo (2.44) fornece

4r
uFMY = —=j" = (2.46)
4w
A u _ :
At RN Y GFH0 = — AV,
=AM G =8 = Ay A =5} = (2.47)
AA=1 (2.48)

Onde 5& € o delta de Kronecker, portanto a transformada de Lorentz € ortogonal.
Com o vasto arcabouco tedrico construido nesta se¢do é possivel prosseguir para a
compreensao do conjunto das transformadas de Lorentz como um grupo Lie, podendo assim

obter uma estrutura essencial que independe da representagcdo de grupo.
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2.5 Grupo de Lorentz

O primeiro passo para construcdo do grupo de Lorentz € garantir que as transforma-
¢oes de Lorentz formam um grupo, no entanto € suficiente mostrar que as transformagao com
caracteristica L1 sdo grupo, o chamado grupo de Lorentz homogéneo, pois os demais grupos
pode ser acessados via inversdes discretas. Para tanto, A tem que respeitar 2.2.4, é conveniente
aqui interpretar os "boosts” como as rotacdes de angulos hiperbdlicos, por exemplo o equivalente

de (2.41) ¢
coshy —sinhy O

(2.49)

0
—sinhy coshy O O
Ax) = 0

0 0 1
0 0 0

p—

A substitui¢do do pardmetro 3 por x é coerente, porque Y e 7 sdo tais que a relac@o

fundamental das fun¢des hiperbdlicas,

cosh? ¥ —sinh? y =1
- By’ =1

Além de estar coerente com os dominios das fungdes cosh e senh, pois cosh(x) <
Il VxeR,comof <1 —y>1.

Com essa nova notagdo, as propriedades exigidas pela defini¢cdo 2.2.4 sdo facilmente
visualizadas, haja vista a independéncia entre as direcdes espaciais observada tanto nos "boosts”
quanto nas rotagdes. Outrossim, a defini¢do 2.2.6 também € obedecida, uma vez que as rotagdes
e os "boosts" sao definidas para todos os valores reais. Possui-se, portanto, um grupo de Lie
chamado de homogéneo de Lorentz, sendo o conjunto das matrizes rotacao e "boost” em trés
dimensoes.

Por conseguinte, € natural a construcdo dos seis geradores, trés para cada grau de
liberdade das rotagdes e trés para cara grau de liberdade dos "boosts”, desse novo grupo de Lie.

Na secao 2.3 ja foram discutidos as rotagcdes especiais e seus geradores, com a

mudancga para um espaco de Minkowski a constante de estrutura ndo se altera e os geradores sao



da forma,

0

0
J =

0

0

0

0
J =

0

0

0

0
J3 =

0

0

o o o O

o O

S O o O
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(2.50)

(2.51)

(2.52)

Para os "boosts", opta-se por usar a inversa de (2.5) no célculo dos geradores, pois

€ mais conveniente obter as transformadas de Lorentz para o referencial do observador vide

(BELICH et al., 2007). Os geradores (K), por consequéncia, sdo

K =

K> =

—i

0

)

o o o O

o o o o

S O O O

0

0
0
0

S O O O

S O o O

(2.53)

(2.54)

(2.55)
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Os geradores possuem as seguintes relacdoes de comutagao:

[Jav-]b] = igabc-]c
[Ka,Kb] = —i€&pcJc - (2.56)
[Ka7-]b] = &K,

Pode-se reparametrizar J e K como N = (J, & iK,)/2 de forma a adquirir relagdes semelhantes

a (2.6) (SCHWICHTENBERG, 2018), com isso

[Nj)N;r] - i'gabczvc+
[N, N, | =igmeN; - (2.57)
[NS.N,]=0

Com as equagdes de coeficientes de estrutura pode-se entender o grupo de Lorentz
para diversas representacoes com maior facilidade, isto significa a possibilidade de garantir
a simetria de Lorentz para as mais diversas particulas somente impondo que a equacdo de
movimento, 1é-se equacio de campo, seja covariante sobre transformacdes derivadas de alguma
representacao do grupo de Lorentz.

Para uma representagio espinorial do grupo de Lorentz, a parametrizacio N* &
muito ttil, haja vista que dois tipos distintos de geradores N* e N~ comutam e cada um possui
coeficiente de estrutura semelhante ao grupo SU(2). Ou seja, o grupo de homogéneo Lorentz pode
ser pensado como dois grupos de SU(2) juntos, caracteristica de uma representacdo espinorial
(NETO, 2010).

Essa representacdo € usada para descrever particulas com spin meio (RYDER, 2014).
Cujos os geradores s@o uma releitura da matrizes de Pauli, sendo esta representacdo o emprego
direto do grupo de Lorentz como dois grupos SU(2) juntos. A traduc@o matematica dessas

particulas para geradores é

1 N, =0
(an) ~ (077} Ou .Oq (258)
NJ_I? :>Ja:7€Ka:—l7
€
1 NF=0
(0,5) - o) o - (2.59)
Na :7 j]azjeKa:lj

Cabe pontuar que, por causa da defini¢do de representacao 2.2.5, as representagdes

espinoriais ndo sao unicamente definidas.
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E necessdrio, entio, um objeto que parte se transforme como (2.58) e parte como
(2.59), esses sdo chamados de bi-espinores, dai usando a equagdo (2.4) tem-se por (SCHWICH-
TENBERG, 2018),

io, 0 —0,0¢
/ exp ( ) exp ( ) 0
X\ 2 2 X (2.60)

N ] aea a “
& 0 exp(lc2 >exp(62¢)

Com 6, e ¢, sendo os parimetros da transformacdo e S(A) € a transformada de Lorentz para

1 1
espinores. Por causa da diferenca entre (O, 5) e (5,0) os elementos ) e & sdo ditos de
quiralidade esquerda e direita, respectivamente (RYDER, 2014).

Pode resumir (2.60) pelas duas equagdes,

¥ =S(A)Y; (2.61)
¥=51A)Y (2.62)

Onde S(A), S~! (A) sdo as transformada de Lorentz espinoral, sua inversa e  é um bi-espinor.
Vale ressaltar que ndo héd termo mistos, portanto a matriz S € diagonal.

Dissecando a equacdo (2.60), os termos em funcdo de 6,, transformam os dois
espinores da mesma forma e se relacionam com as rotacdes, pois nas equacoes (2.58) e (2.59) os
J, s@o iguais. Por outro lado, os termos em fun¢@o ¢ na transformada espinorial, esté relacionado
com os "boost". Ou seja, se a velocidade relacionada ao ”boost” sofrer uma inversdo (v — —v),

o termo que tinha quiralidade direita passa a ter esquerda e vice-versa (RYDER, 2014).

2.6 Grupos da Very Special Relativity

A quebra de simetria de Lorentz € parte de diversas abordagens que procuram
resolver os problemas da Fisica contemporanea de altas energias, o diferencial de Cohen e
Glashow ¢ a substituicdo do Grupo de Poincaré por um subgrupo préprio do mesmo que ainda
preserva a relacao de dispersao de Einstein.

O grupo das translacdes no espaco-tempo de Minkowski possui papel fundamental,
porque a simetria em relagdo as transformacdes desse grupo acarretam na conservagdo do
quadrimomento P = (E/c, P), isto é, a dispersdo de Einstein (2.1). Esse resultado, nada mais é,
que a aplicacdo do Teorema de Noether para o grupo das translagoes (SCHWICHTENBERG,
2018).
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Com esse objetivo, qualquer um dos seguintes grupos: T(2), E(2), HOM(2) e SIM(2),
em adic@o ao grupo das translacdes espaco-temporais, pode se enquadrar como "Very Special
Relativity” (COHEN; GLASHOW, 2006a).

Os subgrupos proprios de Lorentz citados acima sdo descritos por seus geradores da
forma subsequente: T(2) € o grupo cujo os geradores sdo 7 = K| +J, e 7o = K —Ji, E(2) tem
como geradores 7|, T» € J3, HOM(2) possui os geradores de T(2) acompanhados de K3, por fim
SIM(2) € constituido pelos geradores de HOM(2) em conjunto com J3. Nota-se que a escolha
dos geradores implica em uma dire¢@o preferencial, adotou-se o eixo Z para tal.

Estes quatro subgrupos possuem a interessante propriedade de retornar ao grupo de
Lorentz quando ha a imposi¢do de uma ou mais simetrias P, T, CP e CT. Com simetria P sendo
invariancia por inversio das coordenadas espaciais (transformacdo de paridade), simetria T sendo
invariancia por inversdo temporal, simetria CP sendo invariancia simultanea por transformagao
de paridade e por inversdo de carga, finalmente simetria CT sendo invariancia simultinea por
inversdo de carga e de tempo (COHEN; GLASHOW, 2006a).

Nesse conjunto de quatro possibilidades de VSR, uma caracteristica de E(2) se
destaca, o quadrivetor n* = (1,0,0, 1) é invariante para as transformagdes desse grupo. Observa-
se que,

n' =exp[—i(t1¢' + 08 +730)]n (2.63)

Separando os elementos de cada gerador, tem-se trés equagoes

n' = exp(—it &Hn =n; (2.64)
n' = exp(—itnl?)n=n; (2.65)
n' = exp(—iJ30)n=n. (2.66)

Como T(2) € subgrupo de E(2), entdo n também € invariante para T(2). Para T(2) e
E(2) pode-se construir um operador covariante e local que quebre a simetria de Lorentz partindo
de n. Por outro lado, HOM(2) e SIM(2) ndo possuem tensores invariantes, portanto nao se pode
construir um operador que a simetria de Lorentz.

Ou seja, todos os operadores locais covariantes para SIM(2) ou HOM(2) também sdo
covariantes para Lorentz. Isso somado a garantia da dispersdo de Einstein como consequéncia
da simetria de translacdo e da quantizacdo do momento por operador diferencial (GRIFFITHS,

2005), entdo o tnico invariante que pode construido é p, p#, relacionado a massa, exatamente
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como na Relatividade Restrita. Essa equivaléncia € crucial, visto que € possivel mostrar que para
0 VSR, a velocidade da luz € invariante para todos os referenciais, ocasionando todos os efeitos
mais usuais da Relatividade Restrita (COHEN; GLASHOW, 2006a).

Vale ressaltar que, o desenvolvimento feito adiante sobre o VSR, baseia-se o grupo
SIM(2), pois esse € o subgrupo com maior nimero de geradores, além disso os demais subgrupos
sao subgrupos préoprios de SIM(2). Com isso, toda simetria preservada para SIM(2) também ¢é
preservada para T(2), E(2) e HOM(2).

A maior vantagem, porém, da modelagem em questdo é na constru¢do de um
operador invariante SIM(2) que quebra a simetria de Lorentz. Para tal o termo ndo-local é
escolhido como (COHEN; GLASHOW, 2006b)

My

Onde, o operador 1/(n- d) é equivalente ao operador integral (MALUF et al., 2014)
— = / exp(—and)da. (2.68)
0

Novamente, essa escolha é feita tendo em vista que n se transforma para SIM(2) e
HOM(2). Como n € invariante para as transformagdes originadas pelos geradores de E(2), para

HOM(2) e SIM(2) s6 ocorre a transformacao derivada de K3.

n — exp(—ilK3)n =exp({)n (2.69)

= n — exp(&)n. (2.70)

Cabe destacar que a representacdo utilizada nédo foi espinorial, vide que n € um
quadrivetor e o geradores foram apresentados como J, € K.

Essa escolha de operador (2.67) serd melhor entendida no contexto da equacgao de
Dirac e do neutrino. Durante os proximos capitulos, com a construcdo de uma equagdo de Dirac
SIM(2) o operador nao-local torna-se mais convincente.

Todavia, as particularidades do VSR foram suficientemente descritas para justificar a
constru¢do de uma equacao de movimento baseada nessas propriedades. Pode-se, portanto, com-

parar as previsodes tanto do VSR quanto da Relatividade Restrita com os dados experimentais.
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3 PARTICULA DE SPIN-1/2 LIVRE
3.1 Introducao

No contexto do agitado século XX, logo apds a Mecanica Quantica e a Relatividade
Especial se firmarem, emerge a Mecanica Quantica Relativistica (MQR), com ela o fisico inglés
Paul Dirac e a equacdo que leva seu nome. Os principais €xitos dessa modelagem foram a
aparicao natural do spin e da helicidade, além da grandiosa previsdo do pdsitron (antiparticula
do elétron) e com isso o conceito de antimatéria.

Os grandes feitos da MQR nao a exime de falhas, estas sio amplamente conhecidas,
cabe destacar a incoeréncia entre o conceito de mar de Dirac - fundamental para a consisténcia da
teoria - e os bdsons, tendo em vista que esse tipo de particula nao segue o Principio da exclusdao
de Pauli (GRIFFITHS, 2005). Tal fato, dentre outras novidades na fisica de particulas no meio
do século XX, favoreceu a criacao de um novo paradigma, a Teoria Quantica de Campos (TQC)
e seus infinitos graus de liberdade tomaram o lugar de MQR.

Essa modelagem mais moderna possui resultados extremamente acertados com
observagdes experimentais modernas e constitui um arcabougo tedrico mais completo pra lidar
com as mais diversas particulas elementares observadas na atualidade, tanto que essa € uma das
bases para o Modelo Padrao (MP) - este é um dos alicerces da fisica tedrica de altas energias
contemporanea.

Mesmo com uma aparente substituicdo, a mecéanica de Dirac ainda descreve férmions
- particulas de spin semi-inteiro - para sistemas de poucas particulas. Dessa forma as aplicacdes
para matéria condensada, sobretudo para o grafeno (DARTORA et al., 2015), formam um
ambiente propicio para exploracdo. Outra possibilidade sdo estudos de fisica além do Modelo
Padrao, esses ocorrem das mais diversas formas com objetivos distintos, por exemplo o estudo
de oscilacdes de neutrinos em ondas gravitacionais de (DVORNIKOV, 2019).

Neste capitulo, a equagdo de Dirac serd construida por dois métodos chegando a
resultados equivalentes, uma abordagem historica e a abordagem de campos cldssicos. Nesta,
serdo utilizadas as ideias de Teoria de Grupos anteriormente citadas para construir duas equagdes
de Dirac para uma particula livre, a primeira covariante de Lorentz e a segunda SIM(2) covariante.
Para reforcar a escolha do operador Ny, SIM(2) covariante, dado pela equacdo (2.67), a ultima

secdo tem como objetivo discutir o surgimento de massa para o neutrino.
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3.2 Equacao de Dirac

A primeira tentativa mais notdvel para a unido da Mecanica Quantica com a Rela-
tividade Restrita € a proposta por Oskar Klein e Walter Gordon em 1926 com a equagdo de
Klein-Gordon. Sendo essa uma aplicacdo direta da relacdao de dispersdo relativistica na equacgao
de Schrodinger seguindo a quantizacdo do momento. Encontra-se uma equagao de onda de
segunda ordem tanto no tempo quanto na posi¢ao.

Apesar de muito intuitivo, esse modelo apresenta dois problemas estruturais: a
energia ndo € positiva definida e a densidade de probabilidade também nao o é. Depois dessa
primeira experiéncia falha de construcao de uma MQR, Dirac desenvolve suas ideias partindo da
equacdo de Schrodinger, da relagdo de dispersdo relativistica e de um hamiltoniano (H) definido
linear no momento. Uma equagdo espinorial de primeira ordem e covariante € o resultado do
trabalho do inglés.

Para chegar nessa equacdo parti-se da quantizacdo do momento e da equagao de

Schrodinger da forma mais genérica (GRIFFITHS, 2005),

ls
Hy = ih—": 3.1)
Py =—inV\P. (3.2)

O truque de Dirac foi impor um hamiltoniano de primeira ordem que tenha como
quadrado a relacdo de dispersao de relativistica (2.1) quantizada (ALDROVANDI; PEREIRA, ),

tendo em vista que dH /dt = 0 implica que HY = E¥ tem-se

2 —
—hZ%—tgj = (—h2C2V2 +m2c4> V= (3.3)
2
[m + (%) } v=0 (34)

Onde o operador L] o chamado d’alambertiano, dado por
Oy = dydty.

A equacdo (3.4) acima € exatamente a equagdo encontrada por Klein-Gordon (NETO,

2010), contudo o operador hamiltoniano teste de Dirac € de primeira ordem da forma,
H = cp+ Bmc? (3.5)

Desse modo, ndo possui o problema da densidade de probabilidade negativa (GREINER, 2003).
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Por causa da condicdo de que a o hamiltoniano escolhido por Dirac deve reescrever
a equagdo (3.4) quando aplicado duas vezes, tem-se a seguintes condigdes sobre & e B (NETO,

2010):
0l 0 + 0, 0y = 28,

o+ Ba, =0 : (3.6)
02 = B2 =0

Dadas as condi¢Ges, é simples ver que nem o, nem B sdo ndmeros, todavia é

suficiente que

0 o, I O
O = B= (3.7)
o, O 0 —I

Pode-se, entdo, escrever o hamiltoniano de Dirac como,

Loy o 2
zhw = <lhcaV—|—ﬁmc ) v (3.8)

Ou de forma covariante, multiplicando a equagdo acima f3, dividindo por ¢ e colocando na
notacdo relativistica,
Bihdyy = (—ihﬁ&% - mc) Y=
in (yoao + yOaﬁ) ¥ =mey = (3.9)
(ihy* 9y —mc) y =0

Onde as matrizes de Dirac Y sdo dadas por,

I 0 0 o

-1 —-oc% 0

Sendo (3.9) a equacgdo de Dirac na sua forma mais famosa.

3.3 Lagrangiana de Dirac

Uma forma mais moderna de chegar nos resultados da sec¢do anterior € tomar como
base os grupos de simetria da teoria em questdo para construir uma densidade lagrangiana e
depois usar as equacoes de Euler-Lagrange para encontrar a equacao com informagdes sobre a
dindmica do sistema, essa metodologia é uma abordagem de campos cléssicos, interpretando a

equagdo de onda como equagdo de campo.
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O primeiro passo para constru¢do dessa densidade lagrangiana € a compreensao das
invariancias da equacgdo de Dirac. Ou seja, quais grupos de simetria estdo relacionados com
ela. Tendo em vista que a novidade da MQR € uma descricao relativistica de uma particula
quantica o grupo de simetria € o grupo de Lorentz. Resta saber qual a representacdo do grupo a

o . — . 1 ~
ser utilizada. Sendo a equacdo de Dirac direcionada a particulas de spin 7 logo a representacdo

2
I'* (RYDER, 2014).

1 1
de (—, 0) ) (O, 5) do grupo de Lorentz, a representag@o espinorial numa representagdo quiral

Sabendo o grupo de simetria e sua representagdo, tem-se, agora, que considerar as
caracteristicas essenciais para uma densidade lagrangiana eficiente, vale ressaltar que pelo do
Principio de Hamilton (GOLDSTEIN et al., 2001) para um dado sistema a lagrangiana ndo é
unicamente definida, logo a densidade lagrangiana também ndo o é.

A densidade lagrangiana é uma funcgao real - pois observa-se valores reais de energias
-, uma fung¢do apenas do campo e de suas primeiras derivadas - por que a equagdo de Dirac é de
primeiro grau. Assume-se também uma funcdo local por simplicidade (RYDER, 2014).

Reunindo todas essas caracteristicas pode-se definir os invariantes para construcao

da lagrangiana. Sendo a fun¢do de onda na forma espinorial,

po | X (3.11)

5

Onde &, yx sdo espinores de quiralidade direta e esquerda, respectivamente, e ¥ é chamado de

bi-espinor que se transforma por (2.60). Tem-se entdo quatro invariantes sao dados por

L=x"¢
L=E&y (3.12)

Iy = XTauGV“X

Comoy=0"=1ec%=—0,.
Os quatro invariantes possuem como caracteristicas comuns o fato de duas quirali-

dades sempre estarem pareada. Tanto /1 quanto I sdo consequéncias diretas da diferenca de
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quiralidade entre os espinores & e ). Por exemplo para 03 com ¢ de parAmetro, tem-se

cosh <£> + sinh (9) 0
= 2 2 ; N (3.13)
0 cosh <§> —sinh (5)
/ cosh <§> — sinh <§> 0
1= SN E: (3.14)
0 cosh (E) + sinh <§)

=) ),
exp( 2> . (3.15)

0
exp(
X = o\ | X
0 exp<2>

Por fim, é esta explicito que x''&’ = ¥ 7€, tendo em vista, que as exponenciais se

w|~s
N————

cancelam. Pode-se, portanto, transcrever essas duas relacdes em fungdo de W, o simples produto
P ¢ suficiente, ao multiplicar por I'Y ndo h4 alteracio, escreve-se assim o termo ¥ ToW.

Onde I" sdo as matrizes de Weyl,

0 oH 0 oH
= e Ty = (3.16)
ot 0 ot 0
Comoy=0"=6"=Ie %= —0%=0,.

Por outro lado, em I35 e I o termo 8# ole 8u o* sdo diferenciais na forma espinorial
e se comportam como spinores de dois indices (SCHWICHTENBERG, 2018), alterando a quira-
lidade dos espinores, reforcando sempre que as quiralidades opostas ficam pareadas. Novamente,

os dois invariantes podem ser resumidos pelo produto W TjI'** du'P', o chamado termo cinético,

WL, ¥ = (x* 5) (1) ; (:u (;“ 9 (x g) (3.17)
NV
— <%’r §1> 0# o, (% 5) (3.18)

= x'6*ux+ETco*,E. (3.19)
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Com isso, a fungdo densidade lagrangiana (.Z’) pode ser escrita resumindo (3.12) e

escolhendo as constantes corretas tem-se
L = —mc¥T)W +ihP'TH9, ¥
= L =¥ (—mc+inT*oy ) ¥ (3.20)

Onde o termo ¥ = ¥T? é chamado de bispinor adjunto. Utilizou-se integracio por partes
eliminando o termo de fronteira para simplificar a densidade lagrangiana (GOLDSTEIN et al.,
2001).

Como equagdo de Euler-Lagrange para campos € dada por (SCHWICHTENBERG,

2018) 5 5
< d (%L

i (5) =0 (20

Onde ¢ € o campo em questdo e ¢ € a derivada temporal do campo. Aplicando este resultado

para equacio (3.20) com ¢ = W, tem-se a seguinte equacio,
(—me+inl* oy ) ¥ =0 (3.22)

Se ¢ =, encontra-se a equagdo para o bispinor ajdunto.

Agora uma discussdo se faz necessdria, a divergéncia entre a equagdo de Dirac
com as matrizes I' de Weyl e com as matrizes de y de Dirac intriga. Todavia, a referéncia
(SREDNICKI, 2007) esclarece que na (3.9) a fun¢do de onda (y) é diferente da equagdo da
funcdo de onda ¥ na (3.22). A primeira trata-se do chamado campo de Dirac, j4 o segundo de
um campo de fermidnico genérico da forma espinor com quiralidade esquerdo ) depois espinor
com quiralidade . Ambas as estruturas sdo equivalentes, pode-se, portanto, escolher a que for
mais conveniante para cada situacdo. Ressalta-se que ambas as representacdes sdo espinoriais.

Essa equidade torna-se mais visivel quando se enfatiza a relacdo entre a as matrizes

Y e I', dada pela transformacao de semelhangca (ALDROVANDI; PEREIRA, ),

1 (I -1
™ =UyU"" com U:ﬁ o (3.23)

Portanto, usando a equacao (3.23) e a (3.9) e o resultado com (3.22), tem-se
(ihduy* —m)y=0=
ihd U™ 'TFU y = my =
ihdy T*Uy =mUy =
Uy=VY. (3.24)
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Nesta secdo, conseguiu-se partir de uma representacdo do grupo de Lorentz para
escrever a equacao de movimento de um férmion sem nenhuma interacao externa, discutindo

aspectos relevantes sobre quiralidade e sutilezas sobre a utilizacdo da equacao de Dirac.

3.4 Equacao de Dirac para VSR

Nesta secdo, Aplica-se um processo andloga a se¢do anterior pra o grupo SIM(2), a
fim de encontrar uma equacao de Dirac livre corrigida por um termo nao-local. Sabendo que
todos os termos que sdo invariantes para Lorentz também o sdo para o VSR j4 inicia-se a nova
densidade lagrangiana com os dois termos da equagao (3.20).

O novo termo deve ser ndo-local, dadas as consideracdes da secdo 2.6 sobre os
operadores SIM(2) e Lorentz invariantes. Uma pista sobre por onde comecar a constru¢ao do
termo invariante em questao € o vetor n € a equacdo (2.69). Outro ponto a ser analisado € qual
representacdo espinorial adotada, opta-se por acompanhar os termos (3.12), ou seja, utiliza-se
como base a representagdo quiral e as matrizes I'V.

O operador ndo-local pode ser explorada partindo do termo nP/nQ, onde P e Q sdo
quadrimomentos de duas particulas, no contexto de um decaimento de duplo de particulas de spin
nulo (COHEN; GLASHOW, 2006a). Essa fracdo ¢ invariante para E(2), dada a transformacao
de n, e servird de inspiragdo para constru¢do do termo invariante SIM(2).

Testa-se o operador Ny = ny, /(n-d) baseado nas semelhancas com a fragio invariante
de E(2), atentando-se a quantizacdo do quadrimomento dada pelas equagdes (3.2) e (3.1).
Observa-se que N, transforma-se para SIM(2), da mesma forma que o operador dy, para Lorentz.

Sendo assim, o termo invariante é dado por ¥ 1 T'T*N, 'Y e alagrangiana de Dirac livre €
A
& :-mwwﬁW+me%@w+m?wﬂwMAE>
A
2’:qﬁﬂkmwmw(@+jwﬂw. (3.25)

Aplicando a equacdo (3.21) de Euler-Lagrange para campos da se¢@o anterior, a

equacao de Dirac SIM(2) covariante €
) A
—me+ihil* ( dy + EN“ ¥Y=0 (3.26)
Ou, com as matrizes de Dirac,

{ﬂm+mw<%+%MO}W:0 (3.27)
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O fator A é uma constante relacionada a intensidade das corre¢des ocasionados pelo
modelo de Cohen e Glashow. Por causa do sucesso do Modelo Padréo, A deve ser pequeno. Essa

escala serd discutida na secao seguinte, junto com a massa do neutrino.

3.5 Massa do Neutrino

Desde de sua idealizag@o no inicio da década de trinta por Wolfgang Pauli (SOLO-
MEY, 1997) , o neutrino tem sido uma particula especialmente complicada para fisica. Em 2019,
no contexto do Modelo Padrdo de particulas, os neutrinos podem ser de trés tipos: Neutrino do
elétron, do mution e do tau, mas a massa € um problema ndo importa o tipo o neutrino.

Sendo todos os neutrinos particulas de quiralidade puramente esquerda, nao € pos-
sivel construir termos como /1 e I como (3.12), ou seja, neutrinos ndo possuem massa pelo
Modelo Padrdao. Nao se considerou o termos de Majorana, haja vista a ndo conservacdo do
nimero leptonico na abordagem (PAL, 2011).

Contudo, devido a um fendmeno chamado de oscilacdes de neutrinos, estabelecida
por Maki, Nakagawa e Sakata em (MAKI ez al., 1962), a massa do neutrino passa a ser ndo-nula
(LICCIARDI, 2007). Uma diversidade de experimentos podem ser realizados com objetivo de
medir direta ou indiretamente a massa do neutrino, por exemplo o experimento KATRIN do
Instituto de Tecnologia Karlsruhe (KIT), uma colaboragdo internacional que encontrou um limite
superior de massa para neutrinos (AKER ef al., 2019).

Para o VSR, a massa do neutrino surge de forma simples e direta, pois o operador
nao-local se transforma como quadrimomento e ndo some quando impde-se a quiralidade do
neutrino puramente esquerda. Fazendo & = 0, tem-se ¥ somente com o termo de quiralidade

esquerda, logo na equagdo (3.26) o termo de massa pode ser ignorado, tornando-se
'“(a A ¥Y=0 3.28

Pode-se usar a equagdo acima para encontrar uma equacgao semelhante a (3.4), de

forma a retornar a dispersdo de Einstein, basta aplicar o termo I' (av + ENV> , COmo segue
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rv (av + %N\,) IR (aﬂ + %Nu) ¥=0= (3.29)
A A2
TYTH | 0vdu + 5 (OvNy +Nyoy) + 2NNy | ¥ =0= (3.30)

I A A2
(v im0 [ o)+ 2| w05 G
(O Iy +A)¥ =0. (3.32)

Neste processo, utilizou-se algumas propriedades tanto das matrizes I'*, do operador d,, e do

operador N, as propriedades usadas sdo

( 1 1 1
TV = E[F“F"]—FE{F“F"}:n“V—I—E[FF‘FV]
TH Y] = — [[VT®
T, 1) =~ [rr¥ .
ntn, =0

Com {, } sendo o anticomutador, dado por {A,B} = AB+ BA.

Utilizou-se, além disso, o fato do produto de um termo simétrico nos indices com
um termo anti-simétrico nos indices na soma de Einstein ser nula. Todas as propriedades
apresentadas em (3.33) sdo de simples demonstragdo utilizando as defini¢des de I'*, N, e ny.

Examinando a equacdo (3.32), observa-se que a constante A atua como o termo
de massa na equacdo (3.4). Portanto, a massa do neutrino estd no centro das propriedades
"Very Special Relativity", nao sé por possuir uma explicagdo natural nesse modelo, mas o
limite superior da massa do neutrino também € limite superior dos efeitos do VSR, isto é, a
modelagem de Glashow e Cohen, além de possivelmente revolucionar a fisica de neutrinos,

possui falseabilidade relativamente simples de ser testada.
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4 ACOPLAMENTO MINIMO E NAO-MINIMO SIM(2)-COVARIANTE
4.1 Introducio

O sucesso do modelo, em especial da construcdo da massa do neutrino, motiva a
aplicacdo da VSR para outros casos. Constata-se que a exploracao desse novo modelo pode
ser dividas em duas classes. A primeira é da VSR replicando resultados bem conhecidos pelo
Modelo Padrao para estimar as corregdes e discutir possiveis verificagcdes experimentais - como
pode ser observado em (MALUF et al., 2014), com o estudo do potencial do d&tomo de hidrogénio,
e em (ALFARO; RIVELLES, 2013b), com a andlise do comportamento de campos de calibre
ndo abelianos. A segunda sio discussdes sobre diversos problemas do Modelo Padrdo, avaliando
possiveis efeitos da simetria SIM(2) na solucao desses problemas, por exemplo: a possibilidade
de VSR no setor da matéria escura (AHLUWALIA; HORVATH, 2010) e da aplicacdo desse
modelo para descrever o axion, particula de interacio relacionada a simetria CP forte (BUFALO;
UPADHYAY, 2017).

Seguindo o primeiro tipo de pesquisa, neste capitulo serd discutido a relacao entre
a simetria SIM(2) com o potencial do oscilador de Dirac, desenvolvido por Moshinsky e
Szczepaniak (MOSHINSKY; SZCZEPANIAK, 1999).

Para a equacido de Dirac covariante de Lorentz esse potencial induz um hamiltoniano
linear tanto no momento quanto na posi¢ao, além de possuir solu¢do analitica. Tornando-se,
assim, um tema recorrente na fisica contemporanea vide a aplicacdo para um espago-tempo
ndo-comutativo de cordas cosmicas (CUZINATTO et al., 2019) e a constru¢do de hamiltonianos
isoespectarais para o oscilador de Dirac (HARITHA; CHAITANYA, 2019).

A estrutura deste capitulo é composta pela contextualizacdo do Oscilador de Dirac e
seus aspectos matematicos e fenomenoldgicos, pela revisdo de teorias de calibre e eletromag-
netismo, pelo desenvolvimento de um acoplamento minimo para o VSR e, por fim, por uma
discussao sobre um possivel termo de intera¢do que carregue um acoplamento ndo-minimo

similar ao acoplamento do Oscilador de Dirac.

4.2 Oscilador de Dirac Lorentz covariante

A base para o potencial de Moshinsky e Szczepaniak € o oscilador harmoénico, um

problema fundamental da fisica classica (GOLDSTEIN et al., 2001) que possui um equivalente
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quantico igualmente importante (GRIFFITHS, 2005). A caracteristica comum para ambos 0s
casos é o termo de momento e de posicao sdao fungdes quadraticas.

A 1ideia do Oscilador de Dirac, entdo, € a construcao de um hamiltoniano que seja de
primeira ordem no quadrimomento e no quadrivetor posi¢do, para tal utiliza-se uma interagao
eletromagnética, mais especificamente, um acoplamento ndo-minimo do tipo p — p — imwp7
(MOSHINSKY; SZCZEPANIAK, 1999), onde @ ¢ uma constante. Com isso pode-se reescrever

a equagao do hamiltoniano de Dirac (3.5) como
H = 6 (p— imo?B) + Bmc?. (4.1)

Vale pontuar que o termo mais usual para descrever uma interacao eletromagnética
€ o chamado acoplamento minimo dado por P — P — ¢gA, onde P é o quadrimomento, A o
quadripotencial e g a carga. Assumiu-se, entdo, uma particula neutra, pois o termo de interesse €
linear na posicao.

Na notacao covariante fica mais simples de visualizar o elo do acoplamento nao-

minimo com 0 uma intera¢ao eletromagnética (GREINER, 2003). Segue,

(zh)/” Iy — [Vu W] FHY — mc) v=0 (4.2)
Ou na forma lagrangiana,
Locp = (zhy“a — [yu,yv} —mc) v=0 (4.3)
Onde k é uma constante chamada de momento magnético andmalo, expandindo o termo de F*Y
tem-se,
T P = T (ke - ) @4
= S (mnF) (4.5)
= % (27’07’aFO“ + Y F ) (4.6)
- ?K ( GE + }/aybsabB‘) (4.7)

Impondo campo magnético nulo e retornando da equagao (4.2) a (4.1),

(ihy“&u _ikGE — mc> w=0= 4.8)
) 0 = R
ih ([3— + BocV) Y= <+n<o¢E +mc> v (4.9)
dct
ih%l]/ = [—ihcﬁﬁ —ick@BE + ﬁmcz] v (4.10)

Hy = [c& (ﬁ— iKﬁE) +mc2] v @.11)
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Comparando a equacao (4.11)com a (4.1) € suficiente que E= mo7/x. Pode-se,
entdo, afirmar que o oscilador de Dirac aparece quando um férmion neutro € exposto a um campo
elétrico radial e linear em 7.

Interessante citar que um campo elétrico linear, nada mais é do que campo no
interior de uma distribuicao de carga uniforme e esférica, uma aplicacao direta da Lei de Gauss
(CAVALCANTE, 2008).

J4 o termo de interacdo completo [}/ﬂ, yv} FHY_ pode ser interpretado como o efeito
residual da interacdo entre um campo eletromagnético com uma particula neutra formada por

elementos carregados (ROMERO et al., 1999).

4.3 Teoria tipo Proca e simetrias de calibre

Como apresentado na secdo anterior, a relagdo entre o oscilador de Dirac e o eletro-
magnetismo € intima. Sendo assim, antes de discutir precisamente o acoplamento ndo-minimo na
forma SIM(2) covariante para um campo espinorial € necessario estabelecer uma estrutura formal
para interagOes eletromagnéticas. A interpretacdo baseada em campos de calibre é altamente
conveniente para estudar interacoes, utilizando-se do formalismo lagrangiano e da teoria de
grupos para construir os termos de interagdo (ALDROVANDI; PEREIRA, ).

O processo de constru¢do dessa lagrangiana parte de um campo ¢ e considera uma
grupo de simetria interna (G, -) com elementos exp[i6,X?|, nomeado de grupo de calibre. Utiliza-
se técnicas de calculo variacional para calcular a variacdo da densidade lagrangiana e, pelo
principio da minima a¢do (GOLDSTEIN et al., 2001), essa variacao deve ser nula.

Tendo em vista o eletromagnetismo, opta-se por assumir que (G,-) é um grupo
abeliano e local, ou seja, a operacdo do grupo é comutativa e os elementos sdo funcdes da
posi¢do. Essas sdo caracteristicas do grupo U(1), o grupo de calibre do eletromagnetismo
(SCHWICHTENBERG, 2018).

Comeca-se a estudar a variagdo da lagrangiana pela variacdo do campo ¢ usando a

equagdo 2.4 para o caso infinitesimal.

q)’(r) = (I+59aX“)q)(r) = 4.12)
59 =9’ — ¢ = 56,(x)X"9 (4.13)

Com o indice a variando no nimero de parametros do grupo, 0 os parametros do grupo, X os

geradores, 8¢ a variacdo funcional do campo e 86 a variacdo total do parimetro.
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Seguindo o desenvolvimento apresentado na referéncia (ALDROVANDI; PEREIRA,

), a variagdo total da densidade lagrangiana é

0.7 8¢ N 0.2 & (u9)
¢ 86, 09,9 86,

0.7 = (4.14)

Utilizando as relagdes, originadas de uma derivacio por partes e da equacdo de

Euler-Lagrange,
5 (9ud) = (809X + (9u56%) X0 wis)
¥ oA :
¢ X0+ 88H¢Xa“¢ 0

Tem-se a variacdo da densidade lagrangiana ndo € nula,

0.7 .
8 =—— 99,0 (0.66%) X0 #0. (4.16)

Para construir uma densidade lagrangiana invariante uma modificacdo € necessaria.
Em geral, faz-se uso de uma corre¢do nos operadores derivadas, na forma de uma campo
dito campo de calibre, a unido das derivadas com o campo de calibre € o operador chamado de
derivada covariante. Esse operador, para garantir a invaridncia da lagrangiana deve se transformar

da mesma forma que o campo ¢. Portanto, para a derivada covariante,
8 (Du¢) = (86)iX.Dy¢ (4.17)

A nova densidade lagrangiana € escrita como fun¢do das derivadas covariantes
L= (¢,Du(p) e ¢ invariante sobre transformagoes da forma exp(i6,X“). Vale ressaltar que
ainda nao foi definido a natureza do campo ¢ em questao.

Na prética, pode-se usar essas ideias para construir a lagrangiana de Proca que é uma
generalizacio do eletromagnetismo de Maxwell. As duas simetrias a serem consideradas sdo a
simetria de Lorentz, com uma representacao vetorial ou (%, %) (SCHWICHTENBERG, 2018),
e simetria U(1)-local, com um elemento desse grupo dado por exp[if(R)] (um nimero complexo
de médulo que € funcio do quadrivetor posi¢do, onde f € uma funcdo real).

Os invariantes sdo faceis de serem construidos, tendo em vista que a representacao
vetorial € mais intuitiva. Os escalares sdo dados pela supressdo dos indices do quadrivetor
potencial (o campo que calibre em questio), consequéncias da transformacao de Lorentz (2.37)
(SCHWICHTENBERG, 2018). Desconsiderou-se os termos com 8“A“, pois, podendo ser

integrados, esses termos nao afetam a acdo e podem ser retirados da densidade lagrangiana
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(GOLDSTEIN et al., 2001). Os termos invariantes Sao

1 = HAY DAy
Iy = OFAVOyAy; (4.18)

Sendo o tensor eletromagnético definido como F*Y = d*AY — 9V AH, pode-se resumir
os termos .#| e %, como FHVF),,, dessa forma a densidade lagrangiana de Proca é dada pela a
equagdo

1
L= ZF”"Fuv +m?A AH (4.19)

Juntando com a lagrangiana de Dirac dada pela equacdo (3.20) cria-se uma lagrangiana ndo
invariante,

i} 1
&L =P (—me+ill*dy ) ¥+ G Ey + m*A AR (4.20)

A derivada covariante que corrige essa lagrangiana deve ser tal que a equagdo (4.17)
seja satisfeita, € suficiente que

Entdo, a lagrangiana invariante é
- 1
L' = ¥ (-me+ifl"Dy ) ¥+ F* Fyy + m*A A (4.22)
- 1
= W (—me il Oy + il Ay ) ¥+ 2 FHYFyy + m*Ay A (4.23)
Com o termo de interag@o que relaciona Ay e W sendo,

Lo = VilTHA, P (4.24)
4.4 Acoplamento minimo para o VSR

Como discutido na secdo 2.6, os operadores locais invariante para SIM(2) também
sdo invariantes para Lorentz, porém o operador ndo-local N, € invariante SIM(2) e ndo € para
Lorentz, sendo assim esse operador possui papel fundamental na constru¢ao dos termos de
interacao.

Explorando a abordagem de campos de calibre e seguindo os artigos (ALFARO;

RIVELLES, 2013a) (CHEON et al., 2009) para um grupo de calibre U(1)-local, fixa um campo
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de calibre A, que se transforma como:

5(Ay) = <3u - ’l%) P (4.25)

Onde A ¢ a constante que foi discutida no capitulo 3 e ®(R) é o gerador do grupo U(1), isto &,
um fung¢do qualquer da posigao.

Um campo espinorial, nesse paradigma, se transforma por ¥ = exp(—ig®)¥
(MALUF et al., 2014), onde a exponencial complexa € exatamente um elemento do grupo

U(1)-local. Sendo assim, a equacao (4.17) deve ser reescrita como em (MALUF et al., 2014),
S (Du'¥) = (660)exp(—ig®)Dy¥. (4.26)

Como para A = 0, deve-se retornar ao acoplamento minimo de Lorentz da equagao

(4.21), tem-se entdo que a derivada covariante pode ser escrita como,

g A
DY = lau +ighy — 2 2"“ < (n"’ a)zﬂ . 4.27)

Associada a derivada covariante em questdo, tem-se outro operador essencial para a

constru¢do da densidade lagrangiana, dado por

Dy, = [8“+quu > ((n-&)z)}+2n-D (4.28)

Pois, quando se transcreve a lagrangiana livre para a lagrangiana com interacao substituindo os
termos de 3u por Dy, surge o termo nao-local %nn_uD’ vide (CHEON et al., 2009) e a discussdo
da se¢do anterior.

Com isso a densidade lagrangiana invariante segue a mudanca d,, — lN)u, entao
tem-se

%= ("D —m) . (4.29)

4.5 Ideias para acoplamentos nao-minimos no VSR

A principio, uma aplicacdo direta do padrdo desenvolvido neste capitulo seria sufi-
ciente para encontrar a lagrangiana na interag¢ao, porém, como discutido na secdo 4.2, fenome-
nologicamente € mais interessante estudar o oscilador de Dirac para férmions neutros, ja que a
equagdo 4.2 é um acoplamento ndo-minimo.

Consequentemente, faz-se necessario a constru¢cao de mais um termo, um equivalente

ao no tensor eletromagnético. Objetiva-se, dessa forma, construir um campo de forca ("field
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strenght") que seja invariante sobre transformacgdes de calibre e seja ndo-local. O ponto de
partida € observar que o termo 5# € equivalente a derivada covariante na se¢do 4.3. Baseando
nisso o operador é 5# definido de forma semelhante a 5# como em (ALFARO; RIVELLES,
2013a), dado por: N

O = O+ >N (4.30)

E o termo de campo de for¢a referente a esse novo operador derivada é

~ L = ) )
ﬁ‘u’v - auAv - avA# - aﬂAv + ENMAV - avAu - EN\/AN. (4.31)

Sendo assim, um possivel termo para o acoplamento nao-minimo é ., [y*,7"]. A

equagdo de movimento fica da forma,
~ K —~
(iF”Du - ZZ'%VW’ 7] - m) P — 0. (4.32)

Resta resolver a equacao diferencial e saber se os resultados replicam o oscilador de
Dirac para a mecanica quantica relativistica. Tal desenvolvimento pode ser efetuado em outros

trabalhos.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

No presente trabalho, focou-se em apresentar a "Very Special Relativity"”, justificar
o interessante em futuras exploracdes dessa modelagem e até discutir possiveis equagdes de
movimento para o oscilador de Dirac nesse contexto. Sempre reafirmando a relevancia da Teoria
de Grupos na construgao da fisica de altas energias contemporanea.

Sendo o primeiro capitulo focado em motivar o trabalho e comentar a estrutura
adotada. Os destaques do segundo capitulo foram a constru¢do dos geradores do VSR e a
exposi¢do das propriedades dessa modelo, em especial o operador ndo-local Ny,.

Ja no terceiro capitulo, buscou-se por garantir que a equagdo de Dirac livre fosse
apresentada como uma consequéncia natural da escolha da representacido do grupo de simetria
no formalismo lagrangiano, tanto para a relatividade restrita quanto para a VSR.

Por fim, enfatiza-se a aplicacdo do grupo da ''Very Special Relativity'' para cons-
trucdo de um acoplamento minimo e a discussdo sobre um acoplamento ndo-minimo que
possivelmente reproduza o oscilador de Dirac.

Este trabalho cria inimeras possibilidades para futuras aplicacdes do VSR. Algumas
possibilidades sdo aplicagdes para potenciais eletromagnéticos distintos, para particulas de spin

inteiro e discussoes sobre os resultados do experimento KATRIN (AKER et al., 2019).
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