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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um estudo tedrico do modelo de random walk e sobre o processo
de difusdo de particulas confinadas. Tal modelo € aplicado em uma ampla area de pesquisas, e.g,
economia financeira, biologia e fisica. Fazemos uma breve introdu¢do do modelo desde a sua
forma mais simpldria (unidimensional e discreto) até ao movimento bidimensional e continuo,
onde concluimos que o modelo descreve um processo de difusdo do ponto de vista microscépico.
Ap6s esta conclusdo € feito um estudo sobre a equacdo de difusdo. No final o modelo de random
walk é utilizado para simular o movimento de particulas confinadas, descrevendo o processo
de difusdo. Nesta etapa do estudo, utilizamos diferentes distribui¢des da largura do passo, e
analisamos a evolugdo de (r?) para cada uma delas, onde calculamos o coeficiente de difusio e o
expoente ¢, o qual € utilizado na categorizagdo do processo em super-difusivo, sub-difusivo ou

um processo tipico de difusio.

Palavras-chave: Random Walk. Difusdo. Particulas confinadas.



ABSTRACT

In this work we present a theoretical study of the random walk model and the confined particle
diffusion process. Such a model is applied in a wide area of research, e.g., financial economics,
biology and physics. We briefly introduce the model from its simplest form (one-dimensional
and discrete) to two-dimensional and continuous motion, where we conclude that the model
describes a diffusion process from a microscopic point of view. After this conclusion, we peform
a study about the diffusion equation. Lastly the random walk model is used to simulate confined
particles movement, describing the diffusion process. At this stage, we use different types
of step lenght distributions to analyze the evolution of (r?) for each one of them, where we
calculate the diffusion coefficient and the o exponent, in which is used to categorize the process

in super-diffusive, sub-diffusive or a typical diffusion process.

Keywords: Random Walk. DIffusion. Confined particles
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1 INTRODUCAO

Random walk € um modelo que descreve varios processos que possuem algum
tipo de varidvel aleatéria, como por exemplo o movimento das particulas de um gés, onde a
frequéncia de colisdes € tdo alta que determinar a sua posicao exata apds um intervalo de tempo é
praticamente impossivel, podendo assim considerar a sua trajetéria como um processo aleatdrio.
Este movimento imprevisivel da particula € chamado de movimento Browniano (FEYNMAN et
al., 1963). Este modelo emerge em diversos ramos de pesquisas, €.g., em economia modelando
o preco das a¢des de uma empresa (COOTNER, 1964), em biologia descrevendo o movimento
de forrageamento de macacos-aranha (RAMOS-FERNANDEZ et al., 2003).

O termo random walk foi originalmente proposto por Karl Pearson em 1905 (PE-
ARSON, 1905). Em uma carta para a revista Nature, ele propds um modelo para descrever a
infestacdo de mosquitos em uma floresta. A cada intervalo de tempo um mosquito desloca-se
de uma distancia fixa @ em uma direcdo aleatoéria. Pearson queria saber como a concentracdo
de mosquitos evoluia com o tempo. A carta foi respondida pelo Lorde Rayleigh que ja havia
resolvido uma forma mais geral do problema em 1880 em seus estudos sobre propagacdo do som
em meios heterogéneos. Rayleigh mostrou que o valor médio do quadrado da distancia viajada é
proporcional ao niimero de passos, (R?) « N, relagio tipica de um processo de difusio.

Em 1905 Albert Einstein publicou um artigo (EINSTEIN, 1956) sobre o movimento
Browniano, onde ele modelou o movimento de particulas suspensas em um fluido como um
movimento aleatdrio devido as colisdes com as moléculas do fluido. Einstein conseguiu calcular o
coeficiente de difusdo em termos da viscosidade do fluido e do tamanho das particulas suspensas.
Esta explica¢do para o movimento Browniano serviu como evidéncia de que d&tomos e moléculas
existiam em uma época em que muitos cientistas ainda acreditavam que a matéria era continua.

Neste trabalho temos como objetivo o estudo do modelo de random walk e a andlise
da difusdo de particulas seguindo diferentes distribuicdes de probabilidade do tamanho do passo.
No Capitulo 2 estudaremos o modelo de random walk na sua forma mais simples, sendo o
movimento unidimensional. Utilizaremos o problema de lancamento de moedas sobre o qual
estenderemos o problema para o limite do continuo, onde mostraremos que a equacao de difusao
se aplica a todos random walks uniformes. Em seguida no Capitulo 3 faremos um estudo sobre
a equacao de difusdo, onde obteremos a sua soluc@o no caso unidimensional e bidimensional,
logo em seguida em coordenadas polares. Neste tltimo caso, o processo de difusdo € limitada

a ocorrer dentro de um disco fechado. Por fim no Capitulo 4 faremos a andlise do processo de
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difusdo dentro de um disco, utilizando diferentes distribuicdes de probabilidade do tamanho
do passo e entdo analisaremos a rapidez com que cada processo chega ao estado estaciondrio.
Por fim no Capitulo 5 concluimos que a constante de difusdo nos casos onde a distribuicdo
de probabilidade possui o valor médio do quadrado do tamanho do passo finito, a constante
de difusdo ainda obedece a relacio D o (I?), onde I é o tamanho do passo. Concluimos que
particulas que se movimentam com distribui¢cdes que geram o voo de Lévy, quando confinadas

deixam de descrever processos super-difusivos.
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2 PROBLEMAS DE RANDOM WALK UNIDIMENSIONAL

Neste capitulo serd mostrado algumas propriedades apresentadas no modelo de
random walk. Especificamente a evolucio temporal da variincia da posi¢do e de sua distribuicio
de probabilidade tanto na forma discreta quanto na continua. Mostraremos, também, que quando

0 nosso sistema entra no regime do continuo o modelo passa a descrever um processo de difusao.

2.1 O que é um random walk?

Um passeio em que cada passo tem uma direcdo aleatéria é chamada de random
walk. A forma mais simples de um random walk consiste em uma trajetéria retilinea com
passos de mesmo tamanho, existindo apenas dois sentidos para o deslocamento do viajante.
Considerando que este viajante esteja usando uma moeda para decidir qual sentido ele andara,
ou seja, caso o lancamento da moeda resulte em cara ele andard para a direita e coroa para
a esquerda, podemos representar a posicao final deste viajante pela diferenga entre o nimero
de caras e coroas resultante. Assim a distribuicdo da diferenga de caras e coroas € igual a
distribui¢do da posi¢do final do viajante. Antes de discutirmos sobre o random walk precisamos

falar primeiramente sobre a distribui¢cao do lancamento de moedas.
2.1.1 Langamento de moedas

Em um langcamento de moeda ha apenas dois resultados, cara ou coroa. Seja p a
probabilidade de obtermos cara e g para obtermos coroa (posteriormente assumiremos que
=g=1). Aol énci
P =q = 3). Ao langarmos a moeda N vezes obtemos uma sequéncia com n; caras € n; coroas,
a probabilidade de uma dada sequéncia € a multiplicagdo da probabilidade individual de cada

resultado

pXp--Xpgxq---xq=p"q®. (2.1)

O numero de sequéncias distintas que possuem 7y caras € ny coroas ¢ dada pela

permutacgdo dos elementos de sua sequéncia

N!
nl!nz!'

(2.2)



14

Entdo, a probabilidade de obtermos n; caras e n, coroas em N lancamentos €

N!
Wlm) = P, (2.3)

onde a probabilidade Wy s6 depende de n;, tendo em vista que np = N —n;.
Para o problema de random walk € util calcular a probabilidade da diferenca de
cara por coroas x = n; —nz. Como x = 2n; — N entdo a probabilidade de obtermos uma dada

diferenga x é a mesma de obtermos n; caras
PN(X) = WN(nl). (2.4)
Assim, o nimero de caras e coroas podem ser escrita em fun¢ao da diferenca x na forma

ny = %(N—i—x), (2.5)

(N —x). (2.6)

1
l’l2:§

Como o resultado de um langamento de moedas é equiprovavel, entdo p = g = % Fazendo essas

substitui¢des na Equacéo (2.3) obtemos

N! n\N
WO = v 2 — ) /201 (5> ’ @7

esta € a distribui¢do de probabilidade binomial para o lancamento de moedas.
2.1.2 Random walk em uma dimensdo

Considerando que o viajante deu no total N passos de comprimento L dos quais 7

foram para a direita e n, para a esquerda, a sua posicao final é
x=(n; —ny)L, (2.8)
este sistema pode ser representado por

N1 =l + Db+ v
—_—

XN

N1 =xn+Inyi, (2.9

onde xy.1 € a posi¢cdo do viajante apds N + 1 passos e [; € o tamanho do i-€simo passo.
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O sistema € andlogo ao de lancamento de moedas, logo podemos afirmar que a
distribuigdo de probabilidade da posigdo final x para N passos é dada pela Equacdo (2.3), e como
as probabilidades de dar um passo para a direita ou para a esquerda sdo iguais, a distribuicao sera
a mesma dada pela Equacao (2.7). Na Figura 1 podemos observar a similaridade da distribui¢do
binomial com a distribui¢ao da posi¢ao do random walk.

Figura 1 — Comparacgdo entre a distribui¢do de probabilidade binomial (em vermelho) e os dados
de 100.000 simula¢des de random walk (em azul), quando N = 100e L = 1.

0.09

0.08 4

0.07 4

0.06 4

40

Fonte: elaborado pelo autor (2019).

Podemos calcular o desvio padrio desse sistema utilizando a Equagéo (2.9)

(en) = (Gov + Ivan)?) = (o) + 20w ) (Iven) + (i) (2.10)

como [ possui dois valores {—L,L} equiprovéveis, entio (Iy; 1) = 0 mas [? s6 possui um {L?},

obviamente (ll%, )= L?, substituindo na equagio anterior podemos reduzi-la para
() = () +L2. 2.11)

Isto mostra que a cada passo adicional a varidncia aumenta L?. Podemos calcular facilmente (x%)

1 1
(x3) = E(—L)2 + 5(L)2 =12 (2.12)
Como cada passo adicional adiciona L? a variancia, entdo (x3) = 2L?, (x3) =3L?,--- , (x3) = NL?.
Assim, podemos calcular o desvio padrao
oy =/ (x%), (2.13)
de onde teremos
o1=+V1L,6,=V2L,---,0y = VNL. (2.14)

Na Figura 2 (b), podemos observar o aumento da varidncia com o nimero de passos.
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Figura 2 — (a) x versus nimero do passo de 1000 random walks em uma dimensdo. Podemos
visualizar o aumento da variincia com o passo. (b) Evolucao da variincia em fungdo
do numero do passo. Os pontos sdo os valores calculados da simulagdo e a linha € a
Equagio (2.14) .Foi utilizado o resultado de 1000 random walks para fazer a média.

Random walk em uma dimensé&o Random walk em uma dimensé&o

100 57

80 4 o

60 e

<x?>
N

40 4 g

204 4

0 200 400 600 800 1000 0 20 40 60 80 100
ndmero do passo ndmero do passo

(a) (b)

Fonte: elaborado pelo autor (2019).

2.1.3 Extensdo para o continuo

Agora, de posse de resultados para o random walk discreto, podemos generalizar
tais resultados para o caso do continuo. Considerando um random walk em que a cada intervalo

de tempo At a sua posi¢do x muda uma distancia /:
x(t+At) =x(t)+1(1), (2.15)

onde /() segue uma distribui¢ao de probabilidade y (1), assumindo que / possui média nula e
desvio padrao a, teremos

() =0, (2.16)

(I%) = a, (2.17)

e também que realizamos uma quantidade suficiente de random walks para podermos calcular a
sua distribui¢do de probabilidade p (x',7)dt de encontrarmos o viajante em um intervalo [t,7 4 d1]
em uma dada posi¢do x’. Assim queremos agora saber como p (x',¢) evolui com o tempo. Tendo
passado um intervalo de tempo A¢, quanto serd p em x?

O incremento na nova densidade de probabilidade devido uma particula viajar de
x' para x é dada pela multiplica¢do da densidade probabilidade em x’ no instante ¢ com a

probabilidade do passo ter o comprimento deste salto, ou seja,

dp(x,t+At) = p (X, 1) x(x —x)|d(x —x')|. (2.18)
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O termo diferencial apresenta um médulo porque o termo representa a probabilidade, o qual ndo

pode ser negativa. Mudando a varidvel para z = x — x’ na equagdo anterior
dp(x,t+At) = p(x—z,1)x(2)|dz|, —o0 < z < co. (2.19)

Contudo, a particula pode partir de outros pontos para chegar em x. Para calcular isso, basta
integrar sobre todo o intervalo de z, logo a densidade de probabilidade da particula estar em x no

instante ¢t + At é

p(x,t+At) = /  ple—50)x(2)dz. (2.20)

Assim, ndo precisamos mais no médulo em dz porque agora ele estd na equagdo apenas para
representar qual varidvel esta sendo integrada.

Agora, expandindo p(x — z,¢) em série de Taylor na Equag@o (2.20), teremos

B dp 2 d%p
P(XJ+AI)—/_M {P(X,f)—zg‘Fz—!W—"']%(Z)dZ,

oo

2.21)

onde m, = [~_7"x(z)dz. Trazendo p(x,t) para o outro lado e dividindo por Az obtemos

plrt+A)—pxt) &, 9P

At _n;( D Dn&x”’

o d'p (A &, 9%
T _n;( 1)'Dums (2.22)

onde D, = ;y%. Esta equacdo é chamada de expansdo Kramers-Moyall (KRAMERS, 1940).
Para ser resolvermos a Equagéo (2.22), devemos considerar At infinitesimal e que um salto tipico
da particula é muito pequeno em comparagio a extensao de p(x), com isso apenas o primeiro

termo do lado esquerdo e os dois primeiros do lado direito sobrevivem

ap op 9’p
— =-Di—+Dr— 2.23
or = Do tPoe (223
lembrando das Equagdes (2.16) e (2.17), temos, Dy = it =0e D, = 32 = % logo a equacdo
se reduz a
dp  a* d%p

o~ 21 0 (224
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Esta € a equacgdo de difusdo e ela € vdlida para random walks que possuem uma densidade de

probabilidade extensa e que variam lentamente a cada passo. A solugao analitica € dada por

1 2
px,1) = T /4Dt 0 (2.25)

onde D = 2"—;. Para o random walk em uma dimensdo a* = [* 22y (z)dz=1(—1)>+ (1) =1
et = NAt. Sendo N o numero total de passos, com essas substitui¢des a solucdo analitica com N
passos é
1 2
p(x,N) = 5= ¥/2N (2.26)
Lembrando que as posi¢Oes finais do random walk s6 assumem valores pares ou impares de
acordo com a paridade de N.

Note que p € continua, logo ela existe tanto para posi¢des pares quanto impares, por
este motivo p deve ser multiplicado por 2 para que [~ p(x)dx = 2 (jung¢do da normaliza¢do
quando N for impar ou par). Na Figura 3 podemos comparar a solu¢@o analitica com os dados
obtidos de vérias simulag¢des de random walks.

Figura 3 — Comparacdo entre a soluc@o analitica (em vermelho) e dados de 100.000 random
walks, onde N = 100.

0.09

0.08 A

0.07
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0.05
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0.03

0.02

Mrfﬂmi
0.00 ; .

Fonte: elaborado pelo autor (2019).
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3 EQUACAO DE DIFUSAO

No limite do continuo a evolugdo temporal da distribui¢ao de probabilidade de um

random walk € descrita pela equacdo de difusdao

op 9’p

achando a solugdo desta equacdo nds teremos uma expressao que descreve o estado de uma
grande quantidade de random walks em qualquer instante, sendo util para calcular diversas

propriedades deste sistema. Este capitulo serd dedicada para a solucao da equacdo de difusdo em

coordenadas cartesianas e polares.

3.1 Solucio da equacio de difusio em uma dimensao

Para resolver a equacgao de difus@o vamos utilizar o método de separacdo de varidveis.
Logo,
p(x,1) =X (x) T(1). (3.2)

Substituindo a Equag@o (3.2) na Equag@o (3.1), obtemos

dT d’X
dividindo ambos os lados por p(x,7), teremos
1 dT  1d°X
= __T2 3.4
DT dt X dx? 34

Como o lado esquerdo € funcdo apenas de ¢ € o lado direito de x para quaisquer valores de 7 e x,

essa igualdade s6 € vdlida quando ambas sdo constantes, logo

1 dT, 1 d%X,
o o) (3.5)

DT, dt X dx
onde k deve ser um ndmero real. Foi colocado o indice k em X e T para indicar que essas
solucdes estao associadas a essa constante arbitrdria. A constante foi escolhida negativa porque

caso contrério as solugdes divergem.
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Resolvendo primeiramente a parte temporal, T;(), temos:
1 4T,
k_ g2

DT, dt ’
T 1 I ! 2 g0

—dT] = / —Dk*dt’,

Tk
In7;, = —Dk*t +C',

Tk = TOk e_Dkzt. (36)

Agora, resolvendo X (x), supondo que ela tem a forma e”*, temos:

p = +ik. (3.7)

Assim, as solugdes da equagdo diferencial sdo e e e~’**. Deste modo, a solucio geral de X (x)

¢ dada pela combinacdo linear delas, logo
Xi(x) = Ay ® 4 By e, (3.8)
Substituindo as Equagdes (3.6) e (3.8) na Equagdo (3.2) obtemos

Pr(x,1) = Xie(x) Ti (1),
_ TOk e—Dk2t<Ak eikx +Bk e—ikx>7
:Ak e—Dk2l‘+ikx+Bk e—Dkzl—ikx. (39)
Onde a constante Ty, foi absorvida com as constantes Ay € B;. A solucdo geral é dada pela

combinacdo linear de todos py, assim,

oo

prt)= Y (Ak ¢ Dk | p e—Dkzt—ikx>

k_
:/ (A(k) e—Dk2t+ikx +B(k) e—Dkzt—ikx> dk,

—o0

— /DoA(k) e_DkZH_ikxdk—'—/w B(k) e—Dkzt—ikxdk

:/OOA(k) eDk2t+ikxdk_/oo B(—k) e*Dk2I+l‘kxdk

—o0

/ (A(k) — B(—k)) e PRk gy (3.10)
Definindo ¢ (k) = A(k) — B(—k), chegamos a solugdo geral para a equacdo de difusdo

p(x,t) = /_ o;qb(k)eDsz“’“dk. (3.11)
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A forma da fungéo ¢ (k) depende das condi¢des iniciais do problema. Como estamos interessados
na associacdo da equacgdo de difusdo com viajantes aleatorios que partem da origem, podemos

utilizar a condi¢@o inicial p(x,0) = §(x) e substituir na Equagéo (3.11)

- / " o (ke (3.12)

Multiplicando ambos os lados por e K e integrando em x sobre todo o espago

/_D:o ek [/_i(p(k)eikxdk] dx = /_0; e_ikIXS(x),
/_ i¢(k) { /_ 0; e"<’<—k’>de} dk=1,

275 (k—K')

27r/°° 0 (k)8 (k—K)dk = 1,
o(k) = -

ﬂ .
Substituindo-a na Equag@o (3.11), encontramos que

(3.13)

L[ pi2tike
)= — dk
p(x,t) P / e :

= L/oo e*Dt(k*%)ze*fﬁ;dk,
27 J—oo
= Le*‘i%t /oo e D=7 ) g

27 (3.14)

Para resolver esta integral nds precisamos derivar esta equacao em x e depois fazer integral por

artes em que i = ie'®* y = — LoDk, Assim,
) ~ D1

ap 1 —DI*t ikx
P E / e 1 (ike™)dk,
T2

/ lezkx —Di? t)dk

dv
© 0
— | _ ikx =Dkt +

—o00

1 el .
+—47rDt /_w(izxe’kx)eDk2’dk,

X 2
—_ _ / e Dkl‘+lkxdk’

47Dt
=27p (qu}ggﬁo (3.14))
X
=———— (2

47rDt( 7P).
ap 1
dp_ 1 3.15
ox 2P o
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Realizando, agora, uma separagdo de varidveis e entdo integrando, teremos:

=]
p’ 2Dt’

Inp = —H +8(1),
x2
plx,1) = ¢ B es)
x2
p(x,t) =e 300 f(1). (3.16)

Ap6s a integragdo, surge uma fungdo g dependente apenas de 7. Para calcular f(7) devemos

substituir na equagdo de difusao

)
oA (2 tzf()+f()) %( g; zlt)Df(f),
?df -
f%f% }t
1nf=—§1nz+c’,
f:C\%' (3.17)

Podemos achar a constante C utilizando a condi¢do de normalizacdo, assim,

/:op(xt \/_/ e 4Dtdx

1= 47Dt,
N/
1
C= .
VArD (3.18)

Substituindo na Equacdo (3.16), a solugdo da equagdo de difusdo com condigdo inicial p(x,0) =

O(x) é
1

VAarDt

x2
p(x,t) = e 4, t>0. (3.19)

3.2 Soluc¢io da equacio de difusdo em duas dimensoes

Podemos estender a solugdo da sec@o anterior para resolver a equacao de difusdo

em duas dimensdes utilizando o mesmo método. Assumindo que p(x,y,t) = X (x)Y (y)T(¢),
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substituindo na equacio de difusdo e dividindo por p obtemos

1 dT 1d*X 1d%

- = 4T 3.20
DT dt X dx? +Ydy2’ (3-20)
desta vez vamos assumir que
— =—k 3.21
Xk1 dx2 b ( )
1 d%*y, 5
— =—k 3.22
1 dTy, 2,12
S——." L R— iy P2 3.23
DTk1k2 dt ( it 2) ( )
Aplicando novamente o método utilizados nas Equacdes (3.6) — (3.10), teremos
plxnt) = [ (i) = Br(—ka)) e DKot x
X / (Az(k2) — Ba(—k2)) e_Dk%t—'_ikzydkz,
= / 01 (ky) e PkiTHikix g, / 02(ky) e PRI+ gy (3.24)

supondo novamente que a condi¢do inicial é p(x,y,0) = 8(x)8(y) e usando 0 mesmo método da
Equagéo (3.13), temos que

O1(k1)¢2(k2) = ﬁ,. (3.25)

Como ki e kp sdo varidveis independentes, essa igualdade sé € valida se ambas forem constantes,

entdo podemos tird-las da integral na Equagdo (3.24)

p(x,y,t) = d1¢n / e~ PRIk g, / e PRtk ey

- # / T e DRtk g, / Dy, (3.26)

Para calcular esta integral basta comparar as duas Equagdes (3.14) e (3.19), assim

1 e 1 K2
/ e Dk l‘+lkxdk: e 4Dt,

27 J—os VAnDt

3 . 2
/ o DRk g /%e—m, (3.27)

que substituida na Equacao (3.26) resulta em

1 =z 12 y?

p(x,y,1) = WD_te_me_m’
1 24y?
e 4, (3.28)

- 4Dt
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Pelo resultado apresentado pela Equagdo (3.28), notamos que a condicao inicial utilizada possui

simetria radial, tendo em vista que r> = x% + .

3.3 Soluciao em coordenadas polares

Mudando o sistema de coordenadas para as polares, p passa a depender de r,0,?.

Aplicando novamente o método da separagdo de varidveis para resolver a equacdo de difusdao
p(r,0,t) =R(r)®(0)T (). (3.29)

Substituindo na equagdo de difusado e dividindo todos por p,
1 d2®+1 d(dR) 1 dT
- —_——(— ) = — —
r2®d62  Rrdr' dr DT dt’
2
—k

1 dT
T — k3 (3.30)

pelo mesmo motivo anterior escolhemos uma constante negativa, de modo que

1d*’0 rd dR

1O rd 4Ry 02
0a02 Trarg) TRk =0

—m?

1 d’0 5

1470 _ 2 331
0doz " 3.31)

como 0 ¢é uma coordenada angular, ou seja, a cada rotacdo de 27 radianos ela retorna a posi¢ao
original, ® deve ser uma funcao periddica. Entdo foi escolhido uma constante negativa porque

ela resulta em solugdes periddicas,

rF—s+ r— + (K*r* —m*)R = 0. (3.32)

Esta é a equagao de Bessel cuja solucdo é dada por R(r) = J,,(kr) (ARFKEN et al., 2013). As

solucdes das Equagdes (3.30) e (3.31) sdo, respectivamente,
T(1) = e PF1; ©(0) = C1e™® + Cre ™, (3.33)

contudo, como o problema fisico possui simetria radial, p ndo pode depender de 8, logom =0e

a Equag@o (3.32) é reduzida para

R
P 4 r— + kPR = 0, (3.34)
-
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cuja soluc@o é R(r) = Jo(kr).

A func¢do R deve satisfazer as condi¢des de contorno. Neste problema a difusao
ocorre em uma caixa circular de raio L, com condigdo de contorno & ar KL= = J{(kL) = 0. Logo
kL = PBy;, onde PBy; € a i-ésima raiz de J(’). Assim, os valores de k que satisfazem a condicao
de contorno sdo k; = ﬁo’ ,i=1,2,3,.... Para o caso k = 0, a Equagdo (3.34) é reduzida para

2d2§ + rdR d ~ =0, onde R(r) = Ag + By Inr. Entretanto, para satisfazer a condi¢io de contorno By

deve ser nulo, de modo que R(r) = Ap. Aqui, escolhemos a notag¢do onde k = 0 é representado

por kp. Deste modo, substituindo as fun¢des R, ® e T na Equagdo (3.29), encontramos
pi(r,0,1) = e PR Jo (kir), (3.35)
a solugdo geral é dada pela combinacao linear de todas i-ésimas p;, assim:

p(r,0,t)=Ap+ ZAieka’ZIJO(kir)a

i=1

= Ag+ Y Awe PPt g (Boir /). (3.36)

i=1

Para calcular a constante A, precisamos utilizar a condi¢do inicial p(r, 6,0) = %5 (r), de modo

que
5 2_71:rr6( )dr—Ao/ rdr+ZA/ rJW
:_L‘,/ ﬁOl
1 L?
e — An—
o 0
1
Apg= —. 3.37
0= 13 (3.37)
Para calcular os coeficientes A; iremos utilizar novamente a condi¢do inicial, assim
1L 0
/ —FJO (Bowr/L)8(r)dr 12 rloBorr/L)dr  +
L
YA | roBor/L)doBorr Ly
l:1 [\ o
% [JO ([30[)]25,»1-/
1 1 L? 5
—J, = A;,— |Ji ),
1
A= ——. (3.38)
L2 [Jo(Bo:)]
Substituindo os coeficientes na Equagﬁo (3.36) obtemos a solu¢do analitica
JO BOzr/L —DB2t/L2
p(r,0,1) = 7rL2 Z Boit /1 (3.39)

-]0 ,BOZ)]
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Na Figura 4 podemos ver a evolucao temporal desta solugdo analitica. Além disto, foi realizado
a simulacao de 2000 random walks em uma caixa circular e feito o grafico da densidade de
particulas em diversos instantes do processo. A Figura 5 apresenta o processo de difusdo dessa

simulag@o. Observe que quando t = 400 a densidade é praticamente homogénea em todo espago.

Figura 4 — Evolucdo temporal da equacdo de difusdo dentro de uma caixa circular em ¢ = 5,
t=10,r=15,t = 20.
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Fonte: elaborado pelo autor (2019).
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Figura 5 — Simulacao da difusdo de 2000 particulas com passo [ = 0.5, dentro de uma caixa
circular de raio 10, inicialmente presas na origem. Mapeamento da posi¢ao das
particulas (lado esquerdo) e o grifico da densidade de particulas (lado direito) nos
instantes t=1, t=10, t=20, t=40, t=80, t=120, t=240, t=400 (ordem da esquerda para a
direita e de cima para baixo).
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Fonte: elaborado pelo autor (2019).

3.4 Cilculo de (r?) para a difusdo de particulas confinadas em um disco

Podemos utilizar a Equagdo (3.38) para calcular a varidncia da posi¢do das particulas

L r2rm
= ["[” ?p) rdrde.
0 JO

2n L 1 J ﬁ r/L) PR2./72
_ 3 0(Boi Dgit/L
/o de/o d (7rL2 7rL2Z v,

(r?), assim

[Jo(Boi) ]
1 L ot e—Dﬁoﬂ/L L
=2r —/ Pdr+ —/ Jo(Boir/L) | , 3.40
wl? )y g{an [Jo(ﬁo,-)]2 0 0(Poir/L) (3.40)

usando a identidade

/x3J0(x) dx = x [2xJo(x) — (x* — 4)Jo(x)], (3.41)
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encontramos

1[4 = DB/ 14 By

<7‘2> =27 —2—+Ze—2_4/ X?’Jo(x) dx ’
nl* 4 = L2 [Jo(Boi)]” Boyi Jo

2o e PRl

2 &= L2 [J0(Boi))* Bo;

2

2

o —DPEt/L? )
) 2ﬁ0i‘]0 (BOi) )

(x [ZxJo (x) — (x2 —4)Jj (x)] )

2 e

i=1 Bg: [Jo(Boi)]

< ,—Dpgt/L?

L2
= — 4417

_—. 3.42
2 i=1 JO(BOi)ﬁgi ( :

Na Figura 6 foi comparado a evolucio de (r?) da simulacdo apresentada na Figura 5
com o resultado expresso pela Equagdo (3.42). Para a solugéo analitica foi escolhido D = %.
Observe que no comego a variancia cresce linearmente como mostrado pela Equagdo (2.14).
Contudo, como 0 movimento estd restrito hd uma regido limitada, com o passar do tempo a
densidade de particulas torna-se homogénea, como podemos ver pela Equagdo (3.39) no limite
em que t — co. Assim, o sistema deixar4 de evoluir com o tempo, portanto (r?) deve convergir

para lim, o (r?) = %2

Figura 6 — Evolugdo da variancia em func@o do nimero do passo. Os pontos sdo os valores
calculados da simulac@o e a linha é a Equag@o (3.42)
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Fonte: elaborado pelo autor (2019).
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4 RANDOM WALK DE PASSOS VARIADOS
4.1 Random walk gerado por distribuicoes arbitrarias

Até agora consideramos que o tamanho do passo [ de um random walk é fixo.
Para tornar o modelo mais geral vamos considerar que / € uma varidvel aleatéria seguindo
uma distribuicdo de probabilidade (/) com constante de normalizacdo C. Algumas que serdo
analisadas sdo:
o distribui¢do exponencial: y(I) = Ce P!
e distribuicdo de poténcia: x(I)=CIl-'"P,0< B <2;
e distribuicdo Standard-Cauchy: x (/) =C 14%12;

_ (nl—p)? , ,
e distribui¢do log-normal: x(I) = C%e 262, onde U e O sdo, respectivamente, a média e

o desvio padréo de In (/).
Na Figura 7 podemos ver exemplos de random walks seguindo essas distribui¢oes. Na Figura
8 temos o histograma do tamanho de seus passos comparados com a distribuicdo. Como as
distribui¢cdes de poténcia e log-normal divergem quando [ = 0 foi escolhido um valor minimo
[ =0.1.
Figura 7 — Simulacdo de um random walk de 1000 passos com distribui¢cdes exponencial (a),

log-normal (o = 0.25, u = 0) (b), poténcia (f = 1) (¢) e Standard-Cauchy (d).
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elaborado pelo autor (2019).
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Figura 8 — Histograma dos 1000 passos de uma simulacao de random walk com distribui¢des
exponencial (f = 1) (a), log-normal (¢ = 0.25, u = 0) (b), poténcia (B =1) (c) e
Standard-Cauchy (d).

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

[ 5

Fonte: elaborado pelo autor (2019).

Até aqui o movimento de random walk de uma particula foi distinguido pelo aumento

linear da variancia de sua posicao,

(r(1)) o<t (4.1)

e a forma Gaussiana da sua func¢éo densidade de probabilidade (Equacdo (3.19)), satisfazendo a
equagdo de difusdo (Equagéo (3.1)).
Muitos sistemas exibem comportamentos que ndo seguem a dependéncia linear da

Equagdo (4.1). Frequentemente, elas possuem um comportamento nao-linear na forma
(r2(1)) o< 1%, 4.2)

D passa a possuir dimensio de m?/s*. Processos deste tipo sio chamados de difusdo andmala.
Processos de difusdo com expoente 0 < & < 1 sdo chamados de sub-difusivo, alguns
exemplos destes procedimentos sdo, difusdo em géis (KOSZTOLOWICZ et al., 2005) e movi-
mento de lencéis fredticos (DENTZ et al., 2004). Ja para expoentes o > 1 o processo é chamado
de super-difusivo e ele aparece durante a migracao celular (DIETERICH et al., 2008). Quando
o = 1 temos o processo linear, tipico de difusdo tradicional.
Em processos super-difusivos o movimento de random walk é caracterizado por

gigantescos saltos que ocorrem esporadicamente, como podemos observar na Figura 6 (c) e (d),
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estes saltos sdo chamados de voos de Lévy (MANDELBROT et al., 1983) e ocorrem quando a

funcado densidade de probabilidade possui comportamento assintético na forma
x(O) =7 0<a<2, (4.3)

outra caracteristica deste movimento € a divergéncia da variancia da posi¢ao.

4.2 Difusao com passos variados

Veremos agora o processo de difusdo quando as particulas se movimentam com
diferentes distribuicdes x(I). Aplicando este tipo de movimento de random walk para as

particulas podemos observar na Figura 9 a evolugio de (r?) para cada tipo de distribuicdo.

Figura 9 — Evolucdo da variancia em fun¢do do nimero do passo. Foi utilizado o resultado de
2000 random walks para fazer a média.
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Fonte: elaborado pelo autor (2019).

Em um sistema unidimensional a constante de proporcionalidade da Equagdo (4.1)

pode ser encontrada pela Equacéo (2.24) onde
D=—. 4.4)

Utilizando a mesma expanso no desenvolvimento da Equagéo (2.24) para o caso bidimensional
a nova constante de difusdo é

D=-"L (4.5)

Analisaremos agora o caso da distribui¢do exponencial, podemos calcular o valor de
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(’Y=B /0 e Plai,

2
(?) = 5 4.6)
sendo Ar = 1 na nossa simulacao, o coeficiente de difusdo vale
D= ! 4.7
=3 B .

Foram feito simulagdes para diferentes valores de 3. Na Figura 10 podemos ver a comparagao
dos dados obtidos pela simula¢do com a Equagao (3.37) utilizando o coeficiente de difusdo da
Equacao (4.7).

Figura 10 — Evolucdo da variancia em fun¢do do nimero do passo utilizando uma distribui¢cdo

exponencial. Os pontos sdo os valores calculados da simulagdo e a linha € a Equacao
(3.42), onde o coeficiente de difusdo é dada pela Equagdo (4.7).
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Fonte: elaborado pelo autor (2019).

Durante o comportamento linear de (r?), aplicamos o método da regressio linear
para calcular o coeficiente angular a da reta, sendo este 0 mesmo o da Equacao (4.2). Usando
estes dados podemos calcular o valor do coeficiente de difusao utilizando a Equagao (4.5) e o
expoente o da Equag@o (4.2).

Na Tabela 1 temos os valores obtidos pela regressdo linear na distribui¢do exponen-
cial, onde Dy e D; sdo, respectivamente, os coeficientes de difusdo da simulagdo e o valor tedrico
dada pela Equacdo (4.7).

Fazendo o mesmo para passos de tamanho fixos, podemos calcular o coeficiente de
difusdo D; = é. Na Figura 11 temos a evolugio temporal de (r?) da simulacio. Na Tabela 2

temos os dados obtidos pela regressao linear.
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Tabela 1 — Dados obtidos pela regressao linear no caso exponencial.

Fonte: elaborado pelo autor (2019).

Exponencial

B o Dy D,

1 {0979 | 0.494 | 0.500
1.2 || 0.981 | 0.350 | 0.347
1.4 | 0.978 | 0.267 | 0.255
1.6 || 0.985 | 0.199 | 0.195
1.8 || 1.028 | 0.144 | 0.154
2 10996 | 0.128 | 0.125

Figura 11 — Evolugdo da variancia em fun¢do do nimero do passo utilizando passos de tamanho

fixo.
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Fonte: elaborado pelo autor (2019).
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Tabela 2 — Dados obtidos pela regressao linear no caso de passo fixo.

Fonte: elaborado pelo autor (2019).

Passo fixo
l o Dy Dy
0.5 || 0.985 | 0.063 | 0.063
0.75 | 0.999 | 0.139 | 0.141
1 1.006 | 0.249 | 0.250
1.25 || 1.007 | 0.389 | 0.390
1.5 || 1.002 | 0.549 | 0.563

Faremos a mesma andlise para as distribuicdes de poténcia e Standard-Cauchy. Nas

Figuras 12 e 13 temos a evolugio temporal de (r?) das simulacdes. Nas Tabelas 3 e 4 temos os

dados obtidos pela regressao linear. D; foi deixado em branco pois estes valores divergem.
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Figura 12 — Evolucao da variancia em fun¢do do nimero do passo utilizando uma distribui¢cao
de poténcia.
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Fonte: elaborado pelo autor (2019).

Tabela 3 — Dados obtidos pela regressao linear para o caso de lei de poténcia.

Poténcia
B x Ds | D,
1 0983 | 0.342 | -
1.25 || 1.022 | 0.141 | -
1.50 || 1.085 | 0.064 | -
1.75 || 0.983 | 0.043 | -

Fonte: elaborado pelo autor (2019).

Figura 13 — Evolug¢do da variincia em funcdo do nimero do passo utilizando a distribuicdo
Standard-Cauchy.
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Fonte: elaborado pelo autor (2019).
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Tabela 4 — Dados obtidos pela regressao linear no caso Standard-Cauchy.

Standard-Cauchy
Medida o D, | D,
1 0.801 | 2.046 | -

2 0.788 | 2.068 | -
3 0.784 | 2.087 | -
4 0.794 | 2.019 | -
5 0.793 | 1.983 | -

Fonte: elaborado pelo autor (2019).

Distribui¢des de passo fixo, exponenciais e de poténcia possuem ¢ ~ 1. Portanto no
comeco da difusdo estas distribui¢des descrevem um processo tipico de difusdo. J4 a distribui¢do

Standard-Cauchy possui @ < 1, logo descreve um processo sub-difusivo.
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5 CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho foi de analisar o modelo de random walk e como ele se
aplica ao processo de difusdo de particulas confinadas. Vimos que a equacdo de difusdo pode ser
aplicada a tal modelo. Foi feito entdo um estudo sobre esta equagdo onde obtemos sua solucao
analitica no caso de difusao livre e para o caso de confinamento em um disco.

Simula¢des foram feitas do processo de difusdo de particulas confinadas em um
disco, onde foi aplicado o modelo de random walk para descrever o movimento destas particulas.
Foram utilizadas as distribui¢des de poténcia, exponencial e Standard-Cauchy na realizacdo
destas simulagdes. Utilizando o método de regressao linear obteve-se o coeficiente de difusdo e
o expoente o de cada uma delas. Concluimos que o coeficiente de difusdo para distribui¢oes,
cujo valor (I?) é finito, ainda obedece a relagio D o< (I?).

Por fim, a andlise da difusdo em um espaco limitado baseado nos valores de <r2>,
mostrou que processos super-difusivos gerados por distribui¢des de poténcia e Standard-Cauchy,
quando confinadas deixam de descrever tal processo e passam a ser, respectivamente, um processo

tipico de difusdo e sub-difusivo.
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