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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo calcular a se¢do de choque para o processo de espalhamento
elétron-muon na Eletrodindmica Quantica (QED) a temperatura finita. Inicialmente, nds in-
troduzimos as propriedades bésicas da quantiza¢do candnica e discutimos o formalismo de
interacio para as teorias A¢*, Yukawa e QED. As regras de Feynman para a matriz de espa-
lhamento .# e, portanto, para a se¢do de choque sdo primeiramente avaliadas em temperatura
zero. Na segunda parte deste trabalho, os efeitos de temperatura finita passam a ser considerados
através do formalismo da Dinamica de Campos Térmicos (DCT). Este possui como principal
caracteristica a constru¢do de um estado de vacuo termal a partir da duplicagc@o dos graus de li-
berdade do sistema que, por sua vez, gera um espago de Hilbert dobrado denominado espago de
Hilbert termal. Como consequéncia imediata, serd possivel construir um operador U(f3), cha-
mado operador transformagdo de Bogoliubov, que permitirad introduzir operadores térmicos de
modo que as técnicas desenvolvidas em temperatura zero possam ser generalizadas facilmente
para o caso de temperatura finita. De fato, os propagadores termais para os campos escalar e de
Dirac serdo avaliados sem muitas dificuldades através de um procedimento bastante andlogo ao
da Teoria Quantica de Campo (TQC) convencional. O propagador termal do féton também sera
calculado, mas através de um procedimento bastante diferente. Como veremos, serd possivel
definir um produto matricial que conduzird a uma matriz propagadora cujos elementos da di-
agonal principal sdo, respectivamente, os propagadores termais do féton no espaco original e
til. As regras de Feynman para a matriz de espalhamento dependente da temperatura .# ()
sdo também avaliadas. Em vista da duplicacdo dos graus de liberdade do sistema, o formalismo
DCT introduzird novos vértices de interacdo, para levar em consideracdo o sistema til, de modo
que o numero de diagramas de Feynman que contribuem para o espalhamento serd dobrado.
Por fim, a secdo de choque modificada pela temperatura € calculada explicitamente e, através
da andlise de limites, serd concluido que a medida que a temperatura aumenta, as particulas
envolvidas se espalham cada vez menos até um determinado valor limite da secao de choque.

Palavras-chave: Espalhamento Termal. Secio de Choque Termal. Dindmica de Campos
Térmicos. Temperatura Finita. Transformagdo de Bogoliubov.



ABSTRACT

This work aims to evaluate the cross section for the electron-muon scattering process in Quan-
tum Electrodynamics at finite temperature. We’ll initially introduced the basic properties of
canonical quantization and discuss the interaction formalism to A¢*, Yukawa and QED the-
ory. The Feynman’s rules to the scattering matrix .# and therefore to the cross section are first
evaluated at zero temperature. On the second part of this work the thermal effects are to be
considered through Thermo Field Dynamics (TFD) formalism. This has as its main feature the
construction of a thermal vacuum state by doubling the degrees of freedom of the system which
in turn generates a duplicate Hilbert space called a thermal Hilbert space. As an immediate
consequence, it will be possible to construct a operator U (f3), called Bogoliubov transforma-
tion operator, which will allow to introduce thermal operators so that the techniques developed
at zero temperature can be easily generalized for the finite temperature case. In fact, the thermal
propagators for the scalar and Dirac fields will be evaluated without much difficulty through a
procedure quite analogous to the conventional Quantum Field Theory (QFT) procedure. The
thermal photon propagator will also be calculated, but by a quite different procedure. As we
will see, it will be possible to define a matrix product that will lead to a propagating matrix
whose elements of the main diagonal are, respectively, the thermal propagators of the photon in
the original and tilde space. Feynman’s rules for the temperature-dependent scattering matrix
A (P) are also evaluated. In view of the doubling freedom degrees of the system, the DCT
formalism will introduce new interaction vertices to take into account the tilde system, so that
the number of Feynman diagrams contributing to the scattering will be doubled. Finally, the
temperature-modified cross section is explicitly calculated and, through limit analysis, it will
be concluded that as the temperature increases, the particles involved spread less and less to a
certain limit value of the cross section.

Keywords: Thermal Scattering. Thermal Cross Section. Thermo Field Dynamics. Finite Tem-
perature. Bogoliubov Transformation.
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1 INTRODUCAO

A Teoria Quantica de Campos a Temperatura Finita, também conhecida como Te-
oria de Campos Térmicos (TCT), foi desenvolvida para fornecer uma descri¢ao estatistica de
sistemas fisicos através de técnicas bem fundamentadas da Teoria de Campos convencional,
estabelecida em temperatura zero (1)). A primeira abordagem sistemética para TCT foi proposta
por Takeo Matsubara no ano de 1955 (2). Em seu trabalho, Matsubara propde um formalismo
de tempo imagindrio que se aplica muito bem a sistemas em equilibrio termodindmico, uma vez
que o tempo ¢ é negociado em fungdo da temperatura T através da relagdo r = —i/T. Apesar
de ser o mais antigo, o formalismo proposto por Matsubara vem ainda hoje sendo aplicado nas
mais diversas dreas da fisica. Na referéncia (3)), por exemplo, efeitos de temperatura sdo in-
vestigados no calculo da pressdo de Casimir para um campo escalar em um espaco Euclidiano
D-dimensional com duas dimensdes compactas, uma espacial, de comprimento L e outra de
tempo imagindrio com comprimento . Em trabalho mais recente, corre¢cdes de temperatura
para valores esperados no vacuo de campos escalares e fermionicos sdo investigados no cenario
de espago-tempo curvo anti-de-Sitter (ADS) pela referéncia (4).

Uma outra formar de se trabalhar com a TCT € através do formalismo Dinamica
de Campos Térmicos (DCT) proposto por Yasushi Takahashi e Hiroomi Umezawa (3). Neste
formalismo, o tempo € tido como um parametro real e é tratado independentemente da tem-
peratura (2). A ideia central do formalismo DCT € a constru¢do de um estado véacuo termal
|0(B)) de modo que a média estatistica de um observavel A possa ser obtida pelo valor es-
perado (0()|A|0(B)) (6. 7). Como veremos, isto permitird realizar uma analise perturbativa,
através das técnicas diagraméticas de Feynman, de uma maneira bastante andloga ao caso de
temperatura zero. Do ponto de vista de aplicacdo, o formalismo DCT tem sido amplamente uti-
lizado para investigar como a presen¢a de uma temperatura diferente de zero modifica a se¢ao
de choque de espalhamento. Na referéncia (8)), por exemplo, a secao de choque termal foi ava-
liada para o espalhamento Bhabha (9) (e e™ — e~ e™) no cendrio de violacdo de Lorentz (VL).
Foi verificado que no limite de altas temperaturas as modificacdes foram realmente significa-
tivas. Este trabalho proporcionou uma generalizacdo daquele abordado em temperatura zero
pela referéncia (10). De modo semelhante ao trabalho da referéncia (8)), onde um termo de
acoplamento ndo minimo do tipo €,vqpb" F*P foi acrescentado a derivada covariante, a se¢do
de choque em temperatura finita para o espalhamento e~ e™ — u~ u™ foi avaliada em (11).

O formalismo DCT também tem sido utilizado para avaliar processos de espalha-
mentos envolvendo uma analogia formal entre gravitacdo e eletromagnetismo embasada pela

teoria conhecida na literatura por “Gravitoeletromagnética” (GEM) (12, 113, [14} 15, [16). A
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GEM considera que massas em movimento geram um campo “gravitomagnético” da mesma
forma que cargas em movimento geram um campo magnético. Além disto, ela supde que a
velocidade de propagagdo do campo gravitacional seja igual a velocidade da Luz (13). A La-
grangiana que descreve tal sistema foi avaliada na referéncia (17) e as consequéncias diretas
deste formalismo € a possibilidade de haver interacdo entre gravitons, fétons e particulas car-
regadas. Neste sentido, a se¢do de choque em temperatura finita para o espalhamento Moller
(e"e” — e~ e ) mediado por um graviton foi calculada na referencia (18).

Ainda no contexto da GEM, a secao de choque para o espalhamento Bhabha medi-
ado por um graviton foi avaliada tanto no cendrio de violacdo de Lorentz, através de um aco-
plamento ndo minimo do tipo tensorial proveniente do setor gravitacional do Modelo Padrao
Estendido (MPE) (19), como no cendrio de temperatura finita através do formalismo DCT pela
referéncia (20). O MPE foi concebido por Colladay e Kostelecky como uma teoria efetiva de
campos capaz de estudar possiveis efeitos residuais da violacdo da simetria de Lorentz devido
a quantizacdo da gravidade na escala de Planck e ele contém todos os possiveis operadores
que violam a simetria de Lorentz e que preservam alguns pré-requisitos basicos que uma teoria
quantica deve ter, como unitariedade e causalidade (21} 22)).

Também pelo formalismo DCT, a taxa de decaimento termal para a andloga gravito-
eletromagnética da radiagdo Cherenkov foi calculada na referéncia (23). A radiagdo Cherenkov
¢ uma radiacao eletromagnética liberada por uma particula carregada se movendo em um meio
com velocidade maior que a velocidade de fase da luz nesse meio (24, 25)). Ela foi verificada
experimentalmente por Pavel Cherenkov em 1937 (26). Anteriormente, a radiacdoo Cherenkov
e também a radiacdo gravitacional Cherenkov ja aviam sido avaliadas em temperatura finita
pelas referéncias (27, 28)).

Do ponto de vista experimental, o desenvolvimento da TCT tem possibilitado a
andlise de sistemas fisicos onde a dependéncia na temperatura ndo pode ser negligenciada. Em
experimentos envolvendo colisdes de ions pesados realizados no “Relativivistic Heavy Ion Col-
lider” (RHIC), nos Estados Unidos, e também no “Larg Hadron Collider” (LHC), préximo a
Genebra, na Suica, por exemplo, tém conduzido a um novo estado da matéria, denominado
plasma quark-glion, onde as temperaturas sao da ordem de 175 MeV. Entender o comporta-
mento de expansdo deste plasma, assim como a viscosidades e a rapidez de termalizagdo dos
estados iniciais, pode fornecer estruturas tedricas para possiveis aplicacdes em cosmologia. A
Radiacdo Césmica de Fundo, por exemplo, pode ser melhor entendida apés um desenvolvi-
mento tedrico que permita a descri¢ao da produgdo de pares diléptons e fotons provenientes do
plasma quark-glion quente. Neste sentido, o calculo da secdo de choque de espalhamento para
producdo de dois fotons de pares diléptons em colisdes ultra-periféricas de ions pesados foi cal-

culada com uma concordancia bastante significativa com os dados experimentais provenientes
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das colaboracdes STAR E ALICE (29).

Em vista da grande aplicabilidade recente do formalismo DCT em processos de
espalhamento, este trabalho tem como objetivo principal calcular a se¢cao de choque em tempe-
ratura finita para o processo de espalhamento e~ et — u~ ™t mediado por um féton. Com esta
finalidade esta dissertacdo de mestrado estd organizada como se segue:

O capitulo (2)) é destinado a uma revisdo do formalismo da TQC em temperatura
zero. NOs apresentamos 0s conceitos bdsico da quantizagdo candnica e desenvolvemos a teoria
de espalhamento para as teorias A ¢*, Yukawa e QED. A secio de choque total em temperatura
zero para o espalhamento e e™ — u~u™ é calculada explicitamente.

No capitulo (3)), o formalismo DCT serd formalmente apresentado. Através da
duplicacdo do espaco de Hilbert, serd possivel construir um estado de vacuo termal que per-
mitird analisar sistemas como o oscilador bosdnico e o oscilador fermidnico, no cendrio de
temperatura diferente de zero, através de um método algébrico bastante semelhante aquele dos
operadores escadas da Mecanica Quantica (MQ) convencional. Além disso, estes sistemas per-
mitirdo uma generalizacdo bastante direta para um tratamento adequado da teoria de campos
térmicos. Neste sentido, campos escalares e fermidnicos serdo avaliados pelo formalismo DCT,
assim como os respectivos propagadores. Também, na ultima sec¢do deste capitulo, o propaga-
dor do foton sera calculado sem muitas dificuldades.

No capitulo (), as regras de Feynman para a matriz .# () serdo encontradas
através de um procedimento andlogo aquele realizado no capitulo (2). Como veremos, o for-
malismo DCT acrescentara vértices de interacdo a teoria de modo que o nimero de diagramas
de Feynman que contribuem para o espalhamento € duplicado. Por fim, a secdo de choque a
temperatura finita para o processo e et — u~u™ é calculada explicitamente €, ao analisar o
resultado, serd possivel concluir que a medida que a temperatura aumenta a secdo de choque
termal diminui até um valor limite de 1/4 da se¢do de choque convencional. Além disso, no
limite de temperatura indo a zero, nos recobramos o resultado convencional.

No capitulo (3)), as conclusdes e perspectivas futuras serdo abordadas.



13

2 SECAO DE CHOQUE DE ESPELHAMENTO EM TEMPERATURA ZERO.

Este Capitulo tem por objetivo o cdlculo da secdo de choque de espalhamento o
para o processo e e — u~u" através de técnicas diagramiaticas da TQC em temperatura
zero. As primeiras se¢oOes serdo dedicadas a uma breve revisao da teoria. Na ultima se¢do, ©

serd calculada explicitamente.

2.1 Teorias de interacao e aspectos da quantizacao canonica.

O estudo da fisica de particulas elementares possui dois objetivos principais: iden-
tificar as particulas envolvidas pelo o sistema em observacao e entender como as mesmas in-
teragem entre si (30). Deste modo, o desenvolvimento de uma teoria que permita descrever
interagdes entre particulas torna-se imprescindivel.

A descri¢do de um sistema fisico qualquer pode ser feita através do formalismo
Hamiltoniano ou do formalismo Lagrangiano. Estes sdo fundamentais no estudo de Teoria
Quantica de Campos (TQC) e as razdes para isto estdo muito bem explicadas na referéncia
(31). Em particular, o formalismo Lagrangiano lida muito bem com simetrias (32)).

A forma funcional da Lagrangiana, por sua vez, deve preservar causalidade. Neste
sentido, o produto de dois ou mais campos devem levar em conta o mesmo ponto do espaco
tempo. Entio, termos como [¢(x)]? ou [¢(x)]* sdo permitidos, enquanto que um produto do
tipo ¥(x)y(y) deve ser fortemente evitadom (33). Além disso, € interessante que ela seja tdo
simples quanto possive]ﬂ Como primeira tentativa, uma teoria do tipo polinomial deve ser
considerada (32)). Assim, sendo

L= /d3x.$ 2.1

a Lagrangiana do sistema, a densidade Lagrangiana .# pode primeiramente ser pensada como
(32)
L=+ 0(9) >+ + P () + . (2.2)

De um modo geral, a densidade Lagrangiana (2.2) pode ser escrita como a soma de
dois termos

L = ﬁivre + o%nl- (23)

O primeiro termo do lado direito da igualdade € correspondente a teoria sem interagdo, teoria
livre. J4 o segundo termo descreve a parte parte de interagao do sistema (33)).

Neste trabalho abordaremos trés teorias de interagdes bastante conhecidas na litera-

'Dedicaremos a letra ¢ para designar campos escalares e Y para campos espinoriais
2Sempre levando em conta os dados experimentais.
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tura: a teoria A ¢4, ateoria de Yukawa e a Eletrodinamica Quantica (QED). A primeira, descreve
a auto-interacao entre particulas escalares bos()nica (31). Ja a teoria de Yukawa e a QED, por
outro lado, permitem avaliar a interacdo entre particulas fermionicas bosonicas (33).

A Lagrangiana que descreve a teoria de campos escalares, com interacdo do tipo
A¢* (33), é dada por

1 1 1
_ Wa - 2 - 4
£ = 28u¢8 ¢ 2m¢ 4!?L¢ , 2.4)
onde o termo de interagéﬂ é
1
Loy = = 19" (2.5)
A equagdo de campo correspondente a densidade Lagrangiana (2.4]) (31} 33) é
1
(m+m%¢:—§aw. (2.6)

Para o caso livre, onde a constante de acoplamento A tende a zero, a equacao (2.6) se reduz a

(O4+m*)¢ =0 2.7)
cuja a solugé(ﬂ
= d3p 1 —ip-x T ipx
(])(x,t)—/w\/ﬁ(aﬁe —i—(ll—)»e ), (28)

pode ser encontrada fazendo uma expansao de Fourier no campo ¢ (35). A solucdo (2.8) deve
ser entendida como um operador de campo que tem o potencial de criar e destruir particulas
escalares (36). Além disso, os operadores de aniquilagdo e criagdo aj € a;, devem satisfazer

relacdes de comutagao (35, 137) dadas por
jap.a%] = @m)*8 G- ). 29)

Estas podem ser obtidas exigindo que o campo (2.8)) satisfageﬁ

OENIG ] = B F)
(2.10)
0.0 = MENIE] =0
onde
T15.0) = g = 5000 @)

3Bésons sio particulas de spin inteiro.

4Termos de interagio sio caracterizados pelo produto de trés ou mais campos (34).

SNeste trabalho, estaremos fazendo uso da notagio a(p) = a 5

®As relagdes ([2.10) podem ser pensadas como uma generalizagio das relagdes de comutagiio candnica da
Mecanica Quantica [x;, p;] = ihd;j e [x;,x;] = [pi, pj] = 0 (33L138).
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¢ o momento candnico conjugado ao campo ¢ (¥,7) (33,35, [39).
O operador a; permite construir um estado de particula de momento p através da
relacdo
|P) = \/2Epa5|0), (2.12)
onde |0) é o estado de vacuo da teorigd’| (39). Através da relagdo ([Z.9), pode-se mostrar que

estes estados satisfazem a condi¢ao de normalizagao
(Plg) =2E5(2m)°8° (5 — 7). (2.13)

Por outro lado, da equacdo (2.12), o estado de particula “Bra” € escrito como

(Pl =(0]agz,/2E;5. (2.14)

Além disso, como |0) € um estado de vdcuo, devemos considerar que az|0) = 0e (0| a; =0
(39).
Uma outra quantidade que desempenhard um papel fundamental na construcao da

secdo de choque de espalhamento é o propagador de Feynman. Para o campo escalar, o propa-
gador (33)) € dado pmﬂ

Dp(x—y) (017 [0(xx")9(F.)°)] [0)

d*p i i
= —ip () 2.15
/ (27%) pz—mz—i—ise ’ (2.15)

onde .7, denominado operador ordenamento temporal , significa que (33}, 37)

(p()?,xo)(])()j,yo) se x> Y (2.16)
X, X

y[‘P()—é?xo)qj(y?yo)} - [ ¢(5;’y0)¢( , O) se yo >x0

O propagador (2.15) nada mais é do que a func@o de Green de dois pontos para o operador de

Klein-Gordon (36) e, de fato, pode ser obtido da equacao
(O4+m*)Dp(x—y) = —id*(x—y) (2.17)

através de uma expansao de Fourier e da representacdo integral da delta de Dirac (33)

4
54(x—y):/<62iﬂl))4 e, (2.18)

70 estado de vacuo caracteriza uma auséncia de particulas e é tido como auto-estado do Hamiltoniano livre Hy
com auto-valor nulo (33)).

80 termo ig, no denominador, é a prescricdo do contorno de integracio de Feynman. Para mais detalhes veja
referéncia (35).
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A interpretacgao fisica para propagadores € que eles representam a propagacao de particulas que
foram criadas em um ponto e destruidas em outro (33, 36)).
A segunda teoria de interagdo que serd abordada neste trabalho serd a teroria de

Yukawa, onde a Lagrangianeﬂ (33)) é dada por

gYukawa = gDimc + gKleinfGordon - g‘/_/lqu) (2 19)

O termo de interacdo de Yukawa
Lint = —8YYP (2.20)

acopla campos espinoriais ao campo escalar, permitindo assim a interacido entre férmions e
bésons (33). O segundo termo do lado direito da igualdade em (2.19) € a Lagrangiana de Klein-
Gordon Livre, ou seja, os dois primeiros termos de (2.4). O terceiro termo é a Lagrangiana de

Dirac livre
O%Dirac = lp(l(; - m)llf (2.21)

cuja equacdo de campo satisfeita por y é dada por

(id —m)wy(x) =0, (2.22)
ondem d= Y eﬂ
022 ot
= . 2.23
7 G O (2.23)

sdo as matrizes de Dirac expressas na representacao quira O campo Y, definido como
¥ = yT9°, satisfaz uma equacio de campo semelhante a (2.22) e é, portanto, tratado indepen-
dentemente de y. Devemos entender o* = (Ix2,6) e 6% = (Ihx2,—0G ) como quadrivetores
onde & = (0!,062,0%) é escrito em termos das matrizes de Pauli (38))

o = , o= e o0 = . (2.24)

1 0 i 0 0 —1

As matrizes quadradas y* nos nos dizem o campo Y é uma matriz coluna de quatro componen-
tes. As solucdes da equagdo de Dirac serdo, entdo, matrizes coluna que chamaremos, a partir

de agora, de espinoreﬂ

%A partir de agora, a menos que seja especificado, a densidade Lagrangiana serd identificada como a prépria
Lagrangiana por conveniéncia.

19De um modo geral, dado qualquer quadrivetor a, temos que y,at = ya, = ¢.

10 subscrito 2x2 é para indicar que estamos tratando de matrizes quadradas de ordem 2.

12 Algumas outras representagdes sdo possiveis. Uma delas é a representacio de Dirac encontrada pela relacio

de similaridade yuQuiral = UyuDirac U~ onde U — \% ( Lyy —Dhx2

byxo by
detalhes veja referéncias (31} 132)).
13 As solucdes da equacio de Dirac se transformam segundo espinores por transformagdes do grupo de Lorentz.

> e I é para matriz identidade. Para mais
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Uma vez que os campos espinoriais satisfazem a equacdo de Klein-Gordo as
solucdes para equagao de Dirac podem ser pensadas como sendo do tipo onda plana (33)). De

fato, para frequéncias positivas e negativaﬂ com po > 0, temos, respectivamente,

Vi) =u(p)e 5, ya(x) = v(p) e, (2.25)

onde u(p) e v(p) satisfazem

(Y pu—m)u(p) =0 e (Y pu+m)v(p) =0. (2.26)

Agora, para cada equagdo em (2.26)) existem duas solugdes linearmente independentes (33)

dadas por
R ) 227
(p) <\/p-_6§s (2.27)

/p-on?

Vi(p) = ( et ) (2.28)
—vp-on’

onde s = 1,2 e £* (n*) formam base de espinores de duas componentes normalizadas a uni-

dadel]
ETEs = 1. (2.29)

Podemos utilizar as solugdes (2.27) e (2.28) como uma base e escrever as solugdes gerais da

equacao de Dirac como uma expansdo de Fourier (33)

3 .
) = [ L2 (asue (p) e+ 5507 (p) ) (2.30)

27r /2E5 Z
_ d3 K —s ip-x st =s ip-x
W(x) = / \/_Z<b +aa(p)e ) 2.31)

Analogamente ao caso de Klein-Gordon, devemos enxergar ¥ e ¥ como operadores de campo

Para mais detalhes ver referéncia (40).
14Veja, por exemplo, referéncia (41).
1S0bserve o sinal trocado na exponencial.
10 mesmo ¢ valido para n°. Uma escolha comum para &* sdo os espinores de duas componentes que sdo

auto-estados da matriz 63, a saber £! = ( (1) > e &= ( (1) )
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satisfazendo as relacdes de anti-comutagﬁ

{wali) v 5.0 | = 82 =)
(2.32)

wa®0). w00} = {Wl @0 v 6.0 | =0

de modo que
roostl __ Jgpr st 3Q3/2 =\ SrS
{aﬁ,aa } - {bﬁ,bq } — (27383 (5 — )8, (2.33)
com todas as outras relacdes de anti-comutacdo envolvendo a (@ e b (b") sendo iguais a zero.

Agora, temos quatro operadores distintos: dois operadores de aniquilagdo, asﬁ e b%, e outros dois

de criagdo, a}f e b;{r. Neste sentido, o estado

|B.s) = \/2Eza5|0) (2.34)

representa uma particula fermidnica com momento 5 , spin s e energia E3. Enquanto que o

estadd'|
T\ — LS T
p',s') = ZEP/bP, 10) (2.35)

representa uma antiparticula de spin s’, momento 1;’ e energia EI;, (33, 137). Também, através
das relagdes (2.33)) e (2.34) pode ser mostrado que

(P,r|g,s) =2E5(27)° 8 (p— §)8". (2.36)
Além disso, o estado de vacuo |0) é definido de tal forma que

a3]0) = b%]0) =0. (2.37)

Isto permite que o autovalor do Hamiltoniano livre seja igual a zero neste estado (33).
Assim como para o campo escalar, podemos construir a funcdo de Green de dois

pontos para o caso de férmions. Através da equacio

(id —m)Sp(x—y) = i8*(x — y) 44, (2.38)

17No caso de Klein-Gordon foi considerado as relagdes de comutagio (2.10). No entanto, considerar relagdes de
comutacgdo para quantiza¢do do campo de Dirac trds uma série de inconsisténcia quanto ao fato do Hamiltoniano
ndo ser positivamente definido. Em contrapartida, as relacdes de anti-comuta¢do permitem um Hamiltoniano
positivo definido, motivo pelo qual a quantizag¢do ocorre desta forma. Para mais detalhes veja referéncia (33)).

8 Denotaremos antiparticulas colocando uma linha no momento.
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podemos mostrar que o propagador de Dirac Sg(x —y) é dado por

Sr(x—y) = (0|7 [y(E2)w(5.5")]10)

_ dp _{p=—m) ey
B / (27)% p2 —m? +ie ¢ ’ (2.39)

onde o operador ordenamento temporal deve, agora, também levar em conta a permutacao entre
campos fermiénicosi?], ou seja,

2 O\ 4,0 —

T [y@ ) pG,y)] =

[ Y(E)P(.5") parax” >y (2.40)

T (S 0 ,0
—y(,)")y(X,x") paray’ > x
A terceira e ultima teoria a ser abordada neste capitulo serd a QED. Esta € descrita

pela Lagrangiana
_ . 1 _
Loep = W(id —m)y — ZFqu“v —eyyiyAy, (2.41)

onde FHV = dHAY — dVAH é o campo tensorial eletromagnético (33). O termo que permite a

interacdo entre férmions e fétons é dado por
Ly = —e PP YAy, (2.42)
As equagdes de campos para A*, correspondentes a Lagrangiana (2.41)), sdo dadas por
IuFH =epy'y, (2.43)

onde ¥y' v é a densidade de corrente de Dirac (33). Para o caso sem interagao, o lado direito
de (2.43) torna-se nulo. Além disso, se consideramos o gauge de Lorentﬂ duAH* = 0, podemos
escrever (2.43)) como

9?A* = 0. (2.44)

Esta equagdo nos diz que cada componente do campo vetorial A* obedece a equagdo de Klein-
Gordon com massa zero. A solugdo para esta equagao pode ser obtida de forma anédloga aquela

do campo escalar (33). De fato, Através de uma expansao de Fourier podemos escrever

d3 . . .
Aplx) = (a 8# Ty ay " (p) e*”"x) : (2.45)

sk

onde sﬁ (p) deve ser interpretado como o vetor de polarizacao do campo. Além disso, o propa-

190 campo de Dirac descreve particulas fermionicas e estas obedecem a estatistica de Fermi-Dirac. Assim, a
permutacdo dos campos sempre representard um ganho de sinais negativos (42).
200 gauge de Lorentz é importante pois ele retém a invariancia relativistica explicita (33)).
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gador do féton no espago dos momentos € dado p033)

—iguv
Ryy = 2.46
uv q2+i87 ( )

onde g,y é a métrica do espago de Minkowski. A semelhanga entre (2.46) e o propagador do

campo escalar, no espaco dos momentos, ja era de esperar, uma vez que as componentes do

campo A, no gauge de Lorentz, satisfazem a equacao de Klein-Gordon sem massa.

2.2 Operador evolucao temporal e matriz de espalhamento S.

Na secéo (2.1) apresentamos a Lagrangiana que permite a descri¢do de intera¢do
entre campos escalares, equagdo (2.5). A Hamiltoniana de interagdo (33)), por sua vez, é dada

diretamente por
1
Hip = _/d3x°§/ﬂint :/d3x47)~¢4- (2.47)

Em termos desta, a Hamiltoniana geral do sistema pode ser escrita como
H = Hgjein—Gordon + Hint s (2.43)

onde Hgjvin—Gordon € @ Hamiltoniana da teoria livre (33).
Dado um operador de campo na representacao de Schrédinge@ Os(X,10), podemos

encontrar sua representacdo de Heisenberg (33} 138)) pela transformacgao
Orr (x,1) = eH710) (%, 19) e~ =10 (2.49)

No limite em que a constante de acoplamento A tende a zero, a Hamiltoniana total do sistema
tende a Hy e os operadores de campo na representacdo de interacdo podem ser definidos (33)

como
)ljrrb O (x,t) = ¢(X,1). (2.50)

Ainda neste limite, os campos de intera¢@o sdo assumidos ter a mesma forma da solucdo (2.8))
(33 36)).
Das relagdes (2.49) e (2.50), podemos mostrar queP__;]

Or (x) = U (2,10) 9y (x)U (1, 10) (2.51)

2lPreferimos escrever aqui o propagador no espaco dos momentos. Para o caso do campo escalar e fermionico,
i(p—m)
e Sr(p) = L

m p2—m?+ie”
220 tempo fg é usado apenas para indicar um momento qualquer. Operadores na representacio de Schrodinger
ndo dependem explicitamente do tempo (38)).
23Devemos pensar em x como um quadrivetor x* = (¢, %).

os propagadores no espago dos momentos sio dados respectivamente por D (p) =
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onde
Ul(t,1y) = eMoli—t0) g=iH(1—10) (2.52)

€ o operador evolucdo temporal na representacdo de interacdo (33). A equacgdo diferencial

satisfeita por este operador (36, 138)) € dada por

i%U(t,t/) =H;(t)U(t,t'), (2.53)
onde
Hy(1) = ™00 (i) e Ho 1) = / d3x% o7 (x) (2.54)

¢ a Hamiltoniana de interacdo escrita na representacdo de interacdo. A solucdo para a equagdo
(2.53)) foi encontrada pela primeira vez por Freeman Dyson (38). Ela ¢ dada como uma série de
poténcias de produtos temporalmente ordenados de integrais do Hamiltoniano na representagao
de interagdo (38), ou seja,

(—i)?
2!

U,t') = 1+(—i)/ﬂtdt1H1(t1)—|— /dtl diy 7 [H(t)Hi(©2)] + - -

(2.55)

T el ,”dz’H,(z’)'

Aqui, se t; > t3 > t1, 0 simbolo de ordenamento temporal .7 impde que a ordem dos produtos
(33) seja dada por
ry[[f[(l‘])[f](l‘g)f[](l‘g,)] = H](I2)H1(I3)H1(l‘]).

O operador evolugao temporal, definido em (2.53)), matém a mesma estrutura para qualquer teo-
ria de interagdo a ser tratada. Em outras palavras, H;(r) pode ser substituido pela Hamiltoniana
de interacdo, na representacao de interacao, de qualquer teoria de interesse (33).

A importancia do operador U (z,t’) estd relacionada a defini¢do da matriz de espa-
lhamento S. Esta pode ser entendida como sendo a amplitude de espalhamento entre estados
iniciais e finais (34). Ou seja, dado um estado inicial | &)’ e um estado final | 8 )/, a relagdo de

completeza

1=§|ﬁ>”(ﬁ|

permite escrever
o) = %IﬁW(ﬁ!aY
= %,Sﬁa|ﬁ>fa
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onde
Sga="(Bla)’ (2.56)

sdo os elementos matriciais da amplitude de espalhamento S. Na linguagem de operadores (34),

a equacdo (2.56) pode ser reescrita como
o) =8 a)!

onde
Sga="(Bla) =7 (B|S|a). (2.57)

Afim de determinarmos a matriz de espalhamento S, devemos levar em conta esta-
dos assintéticos de momento bem definido, ou seja, estados onde a fun¢do de onda no espago

dos momentos é bem localizadﬁ (33). Estes estados serdo denotados por

’—;—.\

P1P2 Pn)ins (2.58)

para n particulas de momento p;, € energia Ej, entrando e
out \Kika -+ K | (2.59)
para m particulas de momento kie energias E7 saindo. Em termos destes, a matriz de espalha-

mento S se relaciona com o operador evolucdo temporal (2.55) através da defini¢ao

S= ou(kiky - k| P172)in = o(kika - Fom | T (e_ifio“dtH’(t)> | P1P2)o- (2.60)

O indice zero, adicionado aos estados do lado direito do sinal de igualdade, especifica que os
mesmos foram criados a partir do vacuo da teoria livre, como nas equagdes (2.12)) e (2.34)) (33).

A matriz de espalhamento S pode ainda ser escrita como
S=1+IT, (2.61)

onde o termo I especifica a parte trivial do espalhamento, ou seja, todos os termos que nao
contribuem de forma significativa para o espalhamento. Ja o termo i7, por sua vez, representa
todos os processos de interacdo que foram realmente espalhados (36) e €, portanto, aquele que
desejamos calcular.

E possivel mostrar, ainda, que para processos de espalhamento de interesse fisico,

24A andlise no espaco dos momentos é bem mais conveniente que no espaco das posi¢des(36). Além disso,
de acordo com o principio da incerteza de Heisenberg, quanto mais preciso for o momento, menos preciso serd a
posigdo das particulas em analise (38).
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a conservacao do momento e da energia total nos permitem escrever i7" como

iT = (21)*8*(p1 + p2— Y k;j) it (p1,p2 — kj), (2.62)
J

onde a delta quadridimensional especifica a conservagdo e .# (p1, p» — k;) é a matriz de espa-
lhamento invariante de Lorentz (33)).
Na proxima segdo, a teoria de perturbacdo que permite calcular .# (py,p> — k;j)

serd avaliada para o caso das teorias A ¢*, Yukawa e QED.
2.3 Diagramas de Feynman e a matriz .7 .

Nesta secdo, as técnicas diagramaticas de Feynman serdo avaliadas para as teorias
A¢*, Yukawa e QED. Como veremos, elas permitirdo uma determinacdo direta da matriz de

espalhamento .7 .

2.3.1 Regras de Feynman para a matriz ./ na teoria 1 ¢*.

Através das equagdes (2.55)) e (2.60) podemos escrever

- - t
S = 0<k1...km|3{1+(—i)/dtlHl(tl)Jr
l’/

(_

T3

N2

l -

‘) /dtl dtr T [H[(l‘l)HI(l‘z)] +-- :| |p1p2 >0. (2.63)
Substituindo a Hamiltoniana na representacao de interagé@ (2.53)), teremos

S — O(fél...iém|y [1+ (_4_1')“> /d4z¢4(z)+

. 2
+ 1(_M> Jaadag (@@t Ihm @

21\ 4

Para simplificar nossa notagdo vamos reescrever a equagao acima como@
S=So+S51+8---, (2.65)

onde S; representa o i-ésimo termo da expansdo (2.64). Além disso, vamos considerar o pro-
cesso de espalhamento envolvendo duas particulas de quadrimomentos k4 € kp entrando e outras

duas de quadrimomentos p; e p; saindo. Assim, o termo de ordem zero em serd dado

2Daqui para frente, os campos na representagdo de interagdo serdo identificados pela notagdo ¢; = ¢.
260 fndice i =0, 1,2, - - - especifica a ordem da expansdo em termos da constante de acoplamento A.
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por

So = ol B1Palkaks)o

= /2E12E;2Ex2ER(0|ajaralay|0)

= \2E2E;2Ex2E5(0|[araz, a}al]| 0)

= 2E12E2E 2Ep(2m)° (87 (P — 1)8° (Bg — P2) + 8 (Ba — P2)8° (Ps — P1)] -
(2.66)

Aqui, fizemos uso das relagoes (2.9), (2.12)) e (2.14). As deltas presentes na equagio (2.66]) nos

informam que os momentos das particulas que estdo entrando sao os mesmos das particulas que
estdo saindo. Portanto, este termo contribui trivialmente para o espalhamento (33). Diagrama-

ticamente, podemos representar (2.66) como a soma de dois diagramas®’| (33} 36)

| 2
3 3 + (2.67)
A B A B

Ja o segundo termo da expansdo (2.65)) pode ser escrito como

_in .
S1= (4_l'> /d410<ﬁ1ﬁ2|7 [0%(2)] | Kaks )o. (2.68)

Este envolve o produto temporalmente ordenado de quatro campos de interagdo. Para resol-
vermos a equagdo (2.68)), necessitaremos de um dos teoremas mais fundamentais em TQC,
o teorema de Wick (33). Este relaciona o produto temporalmente ordenado de campos de
interagdo com os propagadores de Feynman da teoria. Mas primeiro vamos estabelecer algumas
defini¢cdes.

Como vimos na se¢do (2.1)), os campos podem ser escritos em termos dos opera-
dores de criacdo e destrui¢do. Ao realizar o produto de dois ou mais campos, a ordem dos

operadores envolvidos € completamente arbitraria

N N o N I, L
ag ag,az dg,, 4z dg,a;.dg,, dg,d; Agdg .

2TNo segundo diagrama, as linhas tracejadas ndo devem ser vistas como conectadas no ponto central (vértice).
Quando quisermos conectar as quatro linhas em um vértice, este serd identificado com uma bolinha. Além disso,
reservaremos as linhas tracejas para campos escalares.
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Entretanto, os termos contendo somente operadores de criacdo a esquerda e de aniquilacdo a
direita, por exemplo,
) )

45,95, %q.9q, = 95,95,9G,9, >

sdo ditos estarem sobre ordenado normal (33,134,137, 139). Estes termos podem ser identificados
sem a preocupagdo com a ordem através do simbolo de ordenamento normal (39) :: definido
como

i) T - 7 T _ T
tag agag dg, P = ag Az ag, g, = dg Az g, Ag, . (2.69)

Assim, quando um produto de campos estd sob ordenamento normal,

SO0 P,

devemos automaticamente levar em conta a defini¢do (2.69).

Além do produto de ordenamento normal, podemos definir a contracao de dois cam-
pos (33)

onde

(2.70)

d> 1 : dPp 1
0t = [ S 90 = [ F kv G

O(x) =97 (x) +9~(x). (2.72)

Uma vez definido o ordenamento normal e as contragdes (2.70)), o teorema de Wick

diz que o produto temporalmente ordenado de n campos na representacao de interacao serd igual

ao ordenamento normal do produto de todos os campos somado a todas as contracdes possiveis
entre os mesmos (33). Por exemplo, para trés e quatro campos, teremos respectivamente

[ [
T{010203} = : 010203 + 010203 + 910203 + 9102053

T (010203080 = - 01020504+ 01020304 + 01020304 1 01020304 +

1 1

+ ¢ ¢2¢3¢4 + ¢1¢2¢3 04+ P1020304 + 1920304 + (2.73)

——= 1
+ 01020304+ 1020304 - .
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Em adic@o, o produto temporalmente ordenado de dois campos nos permite derivar um resultado
bastante interessante. Pelo teorema de Wick,

T{0x)o()} =:0(x)0(y) +0(x)0(y): . (2.74)

Tomando o valor esperado no vécuo da teoria livre, podemos concluir qu@

(017 {6(x)9()}0) = )(y)(0]0)

—
= 0(x)0(y) (2.75)
e, portanto,
—
¢(x)¢(y) =Dr(x—y). (2.76)

€ o proprio propagador de Feynman da teoria escalar.

Agora, para construirmos os diagramas de Feynman, e posteriormente derivarmos
as regras que permitirdo escrever a matriz de espalhamento ., precisamos definir a contracao
de um campo de interacdo com um estado de particula qualquer. Vejamos, entdo, como um
campo ¢(x) atua em um estado ket de uma tnica particula de momento j e energia Ej. O
resultado pode ser facilmente escrito como

d3 p/

= —ipx 1 ip)x) = 2
O(x)|plo=e"7 “»""/WE‘QP | 5P’ )o (2.77)
p/

fazendo uso das equacdes (2.8)), (2.9), (2.12) e (2.14). De modo semelhante, pode-se mostrar

que .
d /
o(Flow) = [ S5

32E-
(2m) 2E;

e PN (Bip |+ (0] P, (2.78)

Realizando o produto dos estados “Bra” e “ket” resultantes, podemos concluir que

8, 3 . |
o{P110@OE)ka)0 = (/ (;lnl;ielp'zo(ﬁﬁlH(O\e’pl’Z) X
P

, Pk 1
(00 [ g k)
K

— <O ‘ eipl-ze—ikA~Z ’0)

= ¢iP1ipkaz, (2.79)

28 A contragdo de dois campos ndo é mais um operador, é um “c-number”, e por isso pode ser escrito fora do
valor esperado no vacuo. Para mais detalhes veja referéncias (33| 136, 39).
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Este resultado permite definir as contragdes de Wick (33) entre campos e estados de modo que

1

(51 10@0@IRa)o = ol 71 166N o 250)
seja obtido em termos das contrages
0(2)|Tn)o = e 17 = ze- o 2.81)
¢
e 282

As linhas tracejadas, com momentos p e k e vértices z especificados, sdo as representacoes
diagramaticas de Feynman para as contracdes (2.81) e (2.82) (33, 39,136, 43).
Equipados com estas defini¢des, podemos enfim aplica-las a expressao (2.68). Através

do teorema de Wick,

(. | | | |
T{0:0.0.0.} = :0.0.0.0.+0.0.0.0.+ $:0:0:0. + ¢.0.0.0, +

1 11

1 1
T 0:0:0:0: + 0:0:0:0: + 0:0:0:0: + 9:0:0:¢ +

= 1
+ 0:0:0:0.+ 0:0:0:0, :

1 1 1
= 10:0:0:0;+60:0:0:0:+30:0.0;0. : (2.83)

e, portanto, Sy possui trés tipos de contribui¢do, uma para cada term em (2.83) (33). Entre-
tanto, sO o primeiro contribui de forma ndo trivial para o espalhamento (33)). De fato, os tnicos
diagramas que contribuem para a matriz i7" sdo aqueles onde todas as pernas externas estao
conectadas umas com as outras através do vértice. Além disso, nenhuma das pernas externas
podem conter diagramas de “loops” (33). Isto permite definir uma classe de diagramas caracte-
rizados por serem completamente conectados e amputadoﬂ Estes sdo aqueles que realmente

estamos interessados em calcular (33,139, 136, 43)). Um exemplo de diagrama que nio contribui

2%Na dltima linha, as contragdes semelhantes foram agrupadas. De fato, estamos considerando um tnico vértice
até agora e por isso ndo faz sentido distingui-los (33)).
30Sem “lopss” nas pernas externas.
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para o espalhamento é dado por

= (2.84)

1 2
. |
A B

O lado esquerdo, que possui um “loop” no vértice z, pode ser encontrado do segundo termo
do lado direito da equagdo (2.83)) contraindo um dos vértices que sobrou com estado inicial de
quadrimomento k4 € o outro com um estado final de quadrimomento p; (33).

Como estamos interessados em diagramas completamente conectados e amputados,
somente o primeiro termo em permite contrair todos os campos aos estados de particulas

externas. Assim, o primeiro termo relevante para a matriz de espalhamento S € dada por

i A l— | [ —=
= (S0 [Etpml0@e@eReE Rin x4 (55)

onde o fator multiplicativo 4! deve ser adicionado devido as diferentes possibilidades de se fazer

as contragoes de Wick (34). Pelas relagdes (2.81)) e (2.82) podemos escrever

iT = _il/d4zei(pl+P2kAkB)'Z

= (2m)*8*(p1+ p2—ka —kg)(—id). (2.86)

Também, comparando com (2.62)), concluimos que a contribui¢do i.#) para a matriz i .#Z é
dada por
iM =—il. (2.87)

Em termos dos diagramas de Feynman podemos representar i.#| (33)) por

~

S p] p2 ///
w .
ST
el (2.88)

v AN
7 ka kg L
Poderiamos encontrar todos os termos da expansio (2.63)) aplicando o método ilus-
trado acima. Porem, existem um conjunto de regras que permitem escrever as contribuicoes

para a matriz i.# de uma forma bastante direta a partir dos diagramas de Feynman. De um
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modo geral (33139, 36, 144, 43)),
i.# = Soma de todos os diagramas conectados e amputados. (2.89)

Tais diagramas s@o construidos, no espaco dos momentos, segundo as regras:

1. Para cada linha interna (propagador),

q i
B - .
p2 —m2+ie’
2. Para cada vértice,
v v
\\Z// .
DL = —ik;
v AR
3. Para cada linha externa,
p
7@ ---—€----- =1;

4. Fazendo uso da delta de Dirac quadridimensional, impor conservagdo dos momentos em

cada vértice;

4
5. Integrar sobre cada “loop” de momento interno indeterminado: [ (;171)74 ;

6. Por fim, devemos dividir pelo fator de simetria decorrente das diferentes contracdes

possiveis pela andlise combinatdria.

Para finalizarmos esta subsecdo, vejamos um segundo exemplo de diagrama que

contribui de forma relevante para a matriz de espalhamento S,

91A Y2 , (2.90)

Este diagrama é obtido pelo termo de segunda ordem em A na expansdo (2.64) através das

contragcdes

_ 1 (=iAN2 [ 4 T =TT (41)2
lTZZE(T> /d 21d Z20<p1p2’¢11¢21¢21¢21 Zz¢zz¢22¢22’kAkB>0 X 2 x 2L (291)
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O fator multiplicativo #, mais uma vez € obtido por andlise combinatdria das possiveis
contracdes de Wick (34). O 2! extra, no numerador, deve ser acrescentado para levar em conta
a simetria de troca de vértice. A contracdo de dois vértices distintos, representadas por linhas
internas, € o proprio propagador escala@ (44, 43). Na teoria A¢* sempre havera quatro linhas
externas conectadas a cada vértice, veja, por exemplo, os diagramas (2.88)) e (2.91)) (39). O fator
de simetria do diagrama é simplesmente o termo que sobra no denominador de (2.91)) apés a
simplificagdo das fracoes (34).

O diagrama em (2.90), em termos das regras de Feynman, pode ser escrito como

1 i i
M= ~(—i —i 2.92
i =5 (iR (q%—m2+is> (q%—mz—i—is)( @) (2:92)

onde k4 +kp+ g2 = q1 € q1 = p1+ p2 + q2, pela conservagdo do momento em cada vértice. Isto

estd de acordo com a lei de conservagao energia-momento, k4 + kg = p1 + p2.

2.3.2 Regras de Feynman para a matriz ./ na teoria de Yukawa.

Afim de desenvolver uma teoria para um tratamento adequado de sistemas envol-
vendo particulas fermiOnicas, algumas observacdes devem ser feitas. O teorema de Wick, por
exemplo, precisa ser generalizado para levar em consideracdo as simetrias de permutacao entre
férmions (38,42). De modo geral, a cada permutacao entre campos fermidnicos, ou operadores
fermionicos, serd adicionado um sinal de menos na definicdo dos operadores de ordenamento

temporal e normal (33} 36)). Por exemplo,

Tiyays) = (—1)*(=1)ysyayn paraxg > x5 > x}
= —yy,

z

onde (—1)? representa as permutacdes entre (Y3 e y») e (Y3 e ;). O outro fator de (—1) é
devido a permutacdo de Y, com ;. De modo semelhante (33),

. T 2 _ 3 %
Lagap,ay = (—1)"ag ap a5, = (=1)a; ap,a5,

onde o sinal de menos extra, no ultimo termo, deve-se ao fato de termos permutado a 5, com ag,

através das relacdes de anti-comutagao.

A contragdo entre campos fermidnicos, por sua vez, € definida como@

V()@ (y) =Sr(x—y) (2.93)

31Veja equacio ([2.79).

32 A ordem estabelecida entre os campos é de extrema relevancia (35) nesta expressao.
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v w(y) =px)p() =0, (2.94)

onde Sr(x —y) € o propagador de Dirac (33} 36, 34). Sob ordenamento normal, as contra¢des

devem naturalmente levar em conta as permutacdes entre 0s campos, por exemplo,

1 31
VIR YYs = (1) s vy (2.95)
Uma vez que o ordenamento normal e temporal foram readaptados, o teorema de

Wick se generaliza (33)) de forma direta para
T viva sy -] = w1y W3 yy - - - + Todas as contragdes possiveis : . (2.96)

Assim como fizemos para o campo escalar, podemos analisar como os campos Y
e ¥ atuam em estados “kets” e “bras” de férmions e antiférmions. Sejam particulas (anti-
particulas) fermidnicas caracterizadas por um momento j (p’) e spin s (s'), entdo, podemos

definir, analogamente a (2.81)) e (2.82)), as contra¢des de Wick (33)

PN o ! - o
Y (x)|P,s)o = e u(p) ¥(x)|p' 5o =e 7 (p)
(2.97)
R o — .
op',s'|w(x) = v (p') o{P, s|¥(x) = ePit* (p)
Através da Lagrangiana (2.20), podemos reescrever (2.60) como
S = o(P3,83:Pa,54| T [1+(_ig)/d4zll_/z‘//z¢z+
(=i8)* [ 4 Eaty - Sz
+ o1 d*z21d" 20 T {W Yoy Oz Wey Yoo Oy } -+ | | P15 513 P2,52)0
= So+51+S> (2.98)

para um processo envolvendo dois férmions de momentos p; € p> € “spins” s1 € sp entrando e
outros dois férmions de momentos p3 € ps € “spins” s3 € s4 saindo. Como antes, 0 primeiro
termo da expansao contribui trivialmente para o espalhamento. O segundo termo também nao
vai contribuir, pois o nimero de campos de interacdo € insuficiente para conectar todas as pernas
(33). Assim, a primeira contribui¢do relevante para a matriz S vem do termo de ordem-2 na

constante de acoplamento. Levando em consideracao as diferentes possibilidades de contracdes
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de Wick (33), podemos concluir que

|

) (—ig)2 4 4 L 1
iT, = T /d 21d"220( P3,53; Pa S| Wz Yoy Oy Wep Wy O, | P15 515 P25 52)0 X 2!

(—ig)? [ 4 a4 T T 1 ] 'qi o
- T/d z1d Zzo<p3,S3;p4,S4]l//Zl ll’zl(])zl‘VZ2W12¢12‘171751§P2752>0 x 2!
(2.99)

onde o fator de 2! é devido a simetria de troca de vértices e o sinal negativo extra, no segundo
termo, € devido as permutacdes entre campos fermidnicos necessarias para desembaralhar as
contragf)e33). A andlise de sinais é bastante relevante para uma definicdo coerente dos
diagramas de Feynman (33)).

Vamos resolver, entdo, a primeira integral:

12 Integral = (—ig)z/d421 d*z €20 (p3)e” P 2u’ (py)

X Dp(z1—22)eP* 4™ (ps)e” P4’ (py)

4
= (—ig)2/<;lnq)4d4zl d4Z2ei(P4*P1*q)‘Zlei(P3*P2+4)‘ZzﬁS3(p3)uS2(p2>

i
X —it u’!
£l tie (pa)u’ (p1)

= 2n)*8*(p1+p2—p3—p4)

X i | (—ig) 28 (p3)u(p2) s (pa) (p1)

q —mé—l—ie

33 Ap6s realizarmos as contracdes, devemos sempre verificar um possivel sinal de menos extra. Como regra, po-
demos escrever os estados em termos dos operadores de criacdo e aniquilacao e efetuar as permutagdes necessdrias
entre os campos fermidnicos afim de obter contragcdes completamente desembaralhadas (33).
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A segunda integral pode ser resolvida de forma semelhante, o resultado sera

22 Integral = (27)*8*(p1 + po— p3— p4)

X i[—(—ig)zb't”(pz)us‘(m) 5 :

mﬁs“(ﬂt)u”(ﬁz)]. (2.100)

Assim, podemos identificar a matriz de espalhamento i.# como

1
i = i[(—ig)zb‘t”(193)%”(102)—2 s (pa)u” (p1) +
q —m¢+18
. —s S 1 =S S
— (—ig)*a® (p3)u l(pl)—qz_mé+i€u4(p4)”Z(PZ)] : (2.101)

Termos de ordem mais alta na constante de acoplamento g poderiam ser obtidos
como no exemplo ilustrado acima. No entanto, € muito mais simples utilizarmos as regras de
Feynman para a teoria de Yukawa (33} 39,136/ 44} 43)). Estas sdo definidas como se segue:

Seja

i.# = Soma de todos os diagramas conectados e amputados,

entao:

1. Para cada propagador escalar,

q l
_—— = > _—— - - —
p?— mé +ig’
onde my € a massa do campo escalar;
2. Para cada propagador fermidnico,
i
p _ (p+ mt//). ,
p*—mi, +ie

onde my € a massa do campo fermidnico;

3. Para cada vértice,



4. Para cada linha escalar entrando,

ot =1,
5. Para cada linha escalar saindo,
te - d =1
6. Para cada linha de férmion entrando,
p SO,
ze—<——=u'(p);

7. Para cada linha de férmion saindo,

e =V

10. Impor conservagao de momento em cada vértice;

4

11. Integrar sobre cada “loop” de momento interno indeterminado: [ (3171;4 ;

12. Multiplicar o diagrama por (—1)", onde n é correspondente ao niimero de permutacdes

entre férmions necessario para desembaralhar as contragdes de Wick.

34
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Com as regras acima, podemos simplesmente representar (2.101)) por

q
i = Awe----- 2 4 py AT ) (2.102)
P1 p2

2.3.3 Regras de Feynman para a matriz ./ na QED.

As regras de Feynman para QED sdo muito complicadas de serem obtidas através
dos métodos apresentados nas subsecdes anteriores (33). O fato de termos liberdade de escolher
o calibre da teoria faz com que a quantizacdo candnica da mesma se apresente com um certo
grau de estranheza (33, 45). No entanto, as regras de Feynman para a QED podem ser justi-
ficadas através de uma analogia com a Teoria de Yukawa. As inlimeras razdes para isto estdao
muito bem explicadas na referéncia (33). Para ndo fugirmos muito do propdsito deste trabalho,
iremos apenas lista-las aqui.

Seja

i.# = Soma de todos os diagramas conectados e amputados,

entao:

1. Para cada propagador do f6ton,

u q _ —iMuv
q*+i€
2. Para cada propagador fermionico,
p _ l(lﬁ +my)
- p?— m%,, + i€

3. Para cada vértice,

H = —iey";



4. Para cada linha de foton entrando,

L oo = Eu(P);

5. Para cada linha de f6ton saindo,

6. Para cada linha de férmion entrando,

ze—<—— =u'(p);

7. Para cada linha de férmion saindo,

10. Impor conservacao de momento em cada vértice;

d*p

11. Integrar sobre cada “loop” de momento interno indeterminado: [ a)

12. Multiplicar o diagrama por (—1)", onde n é correspondente ao niimero de permutacdes

entre férmions necessario para desembaralhar as contragdes de Wick.

36
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Aqui, Ny € a métrica no espago de Minkowski

1 0 0 0

Nuv = 0 -1 00 (2.103)
0 0 —1 0
00 0 —1

e &, (p) € o vetor de polarizagdo do campo A* (33} [39).

Para ilustrar a aplicacdo das regras de Feynman para a QED, vamos determinar
a matriz i.# para o processo de um elétron e~ (momento p, e “spin” s) e um positron et
(momento pil e “spin” s) se espalhando em um muon y~ (momento k e “spin” r) e um anti-
muon 4t (momento ky, e “spin” r').

Mais uma vez, a primeira contribui¢do relevante para a matriz S € devido ao termo
de segunda ordem na constante de acoplamento e. Entretanto, dentre todas as contragdes de

Wick, apenas

- —F= 1

LT ——— |
i, = 7/4411 d*z ok, sk ¥ | (WY WAL (WY WAV ) | Bysip' ') (2.104)

¢ permitida. Isto é devido a uma série de restri¢des fisicas: como conservagao de carga elétrica,
numero leptdnico, spin e energia-momento (30, 41). Além disso, ndo existe maneira de cons-
truir vértices de interagdo envolvendo o acoplamento de elétrons € mions a0 mesmo tempo
(34, 44)). Isto forca o elétron e o pdsitron (muon e antimtion) a serem contraidos no mesmo
vértice (43, 34, 44). Portanto, as regras de Feynman para a QED nos permite escrever (2.104)

como

) ) e (1)

onde devemos impor a conservacao de momento em cada vértice. Reorganizando os termos em
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(2.103), obtemos

il =" [0 )] [T O ()] (2.105)

2.4 Secao de choque total para o espalhamento e e — pu—ut.

Imaginemos um conjunto de N, particulas alvo ocupando uma determinada area
A. Seja o a drea de cada uma dessas particulas e suponha que uma particula incidente viaje
na direcdo destes alvos. A probabilidade da particula incidente colidir com um dos alvos e se
espalhar em uma dada dire¢do (46) € dada por

p_ area ocupada pelos alvos  Nyj0 O
B A A

= NalvoO s (2.106)

onde ng;,, € a densidade superficial de alvos

o Natvo
Nalvo = A

Entdo, para N, particulas incidentes, o nimero de particulas espalhadas Ny, ou de eventos de

espalhamento, é dado por
Nesp = NincP = Ninc Natvo O - (2.107)

Esta expressao define a se¢ao de choque ¢ (46). Do ponto de vista da TQC, a se¢ao de choque
¢ entendida como o pedago da area que € retirada do feixe alvo por feixes incidentes e portanto,
acaba sendo o estado final que estamos interessados em medir (33). Veja que a se¢ao de choque
¢ uma propriedade do alvo e ndo das particulas incidentes (46).

A se¢ao de choque diferencial, por sua vez, surge quando queremos especificar a
direcdo na qual as particulas sdo espalhadas (33). Assim, fazendo uso da definicdo de angulo

sélido,
dQ =sin0d0Od¢, (2.108)

podemos nos questionar sobre nimero de particulas espalhadas na dire¢do limitada por d€2.

Desta forma, podemos generalizar a equagdo para
Nesp(Contidas por dQ) = Nipengpy, do(Contidas por dQ), (2.109)

onde a secdo de choque diferencial

do(9,6)
— a0 (2.110)
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¢ definida (46) por

do(¢,0)

do(Contidas por dQ) = 10

dQ. (2.111)
A secdo de choque total € entdo obtida integrando sobre d€2, ou seja,

/dc 0:0) 4 — /M/” 40(9.6) 1 6agap. (2.112)

Pode ser mostrado, através de uma expansdo em termos dos estados assintoticos
(2.38) e (2.59), que a sec¢@o de choque diferencial para o caso de duas particulas de momentos

ka e kp se espalhando em outras duas de momentos p; e p;, no referencial do centro de massa,

¢ dada por
— = /A 2.113
(dQ) 2EA2ER|vs — v| (275)24Ecm| | ( :
onde
1 1
= (2.114)
va—vel |5 K
Es  Ep
e |va — vp| é a velocidade relativa das particulas A e B (33).
A fim de determinar a se¢do de choque (2.113)), devemos primeiro calcular
\ M) =M=t
onde .# é dado por (Z.103). A propriedade*’]
(vyu)* =iy (2.115)
permite escrever o conjugado hermitiano da matriz .# como
62 / !
A= | Wy ()] [ ()7 () (2.116)
q

Assim,

64

L = S [ G () )y ()] [ Gy 7 Wyper )] 1)
Esta expressao pode ser simplificada se levarmos em conta as caracteristicas reais
dos experimentos de espalhamento. Na maioria destes, os feixes de particulas entrando ndo

possuem um estado de “spin” bem definido (33). Isto faz com que a secdo de choque medida

34Veja por exemplo referéncia (33)).
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seja uma média sobre esses “spins”. Por outro lado, os detectores de particulas de estado final
nao detectam a polariza¢ao de “spin” destas, fazendo com que a secao de choque possua uma

soma sobre todos esses “spins”. Assim, a quantidade que devemos calcular € dada por
11 )
_EZZZZ|//| ) (2.118)
s s r v

Dito isto, vamos entdo trabalhar cada fator de (2.117)) na notacdo indicial. O primeiro termo
entre colchetes serd dado po@

ZZVS'(p’)Wus(p)ﬁs<p)7vvs (r) = Z):v' P (p)as () Yy (1)

= (P me) Y#(%’ere)bc%d

= Tr(p' —me)y*(p+me)?’], (2.119)

onde fizemos uso das propriedades
Y u(p)a'(p) = p+m (2.120)
Y v(p)¥(p) = p—m. (2.121)

Da mesma forma, podemos mostrar que
LYok Vv ()" (K)o (k) = Tr (R ) P (K —m)7"] (2.122)

Assim, podemos escrever (2.117)) como
P L P = T [ —m P (pmy T [+ ma) P (= ma)p] . 2129
spms

Para simplificar ainda mais esta equacao, podemos fazer uso de algumas identidades satisfeitas

pela matriz de Dira Y*, como por exemplo

Tr(y'y") = 4nt
Tr(y*y'y?y°) = 4Mm*'nPo —n*Pn¥C £nkon'P)  (2.124)

Tr(nimero impar de matrizes y) = 0.

3 Devemos ter em mente que a massa de uma particula é idéntica a de sua antiparticula (41)).
36 A prova foge do objetivos deste primeiro trabalho. No entanto ela pode ser encontrada na referéncia (33).
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Desta forma,

Tr [(Pl - me)?’“(lﬁ +me)'yv} = Tr [(YGPIO' - me)yll(’yppp +me)yv]
= TV Py 1Popp — Triv"y'Im;

= 4)p"pY +pVpt =V (p' p+m?)]  (2.125)
e, de maneira equivalente,
Tr[(k+mu) P (K —my)y"] = lkuky, + kvl — Ny (k- K +m,)] (2.126)

Também levando em considera¢do que a massa do elétron é cerca de duzentas ve-

zes menor que a massa do muon (33), assumiremos a aproximacao m, = 0. Assim, podemos

escrever (2.123)) como

4
3 X 1P = [0 )+ (oK) ) )] @127)
spin
Vamos também supor que o elétron e o podsitron se deslocam na direcdo do eixo-z
com 4—moment0 dados respectivamente por p* = (E,EZ) e p’* = (E, —EZ). Por estarmos no
referencial do centro de massa, além do fato de que a energia e o momento total se conservam, os
4-momentos para o mion e o anti-mion devem ser respectivamente k" = (E, k) e k' = (E, —k),

onde
k-2=|k|cos® (2.128)
e 0 € o angulo de deflexdo em relacdo ao eixo z. Substituindo todas esses requerimentos na
expressao (2.127)), conseguimos
8et

1 b= —
ZSE.H!///V = gt |(E"+Elklcos0)” + (E” — E[k| cos 0)° + 2my, E*

2

1 - m
4 2 .02 u

= e 1+E2|k] cos 0—|—E2

[ m2 m2
- ¢ (1 +E—‘2‘) + (1 _ E—é‘) cos? 9] (2.129)

Fazendo o mesmo nas equacdes (2.113) e (2.114), somos diretamente conduzidos a

37Como estamos considerando a massa do elétron como sendo zero, |p| = E.
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secdo de choque diferencial

do o m%t mi mi 2
= S 14+ —= 1—— 6 2.130
0 4E¢2-m 52 < +E2 + 72 coS , ( )
onde
e’ 2.131
a: —_ .
4w ( )

¢ a constante de estrutura fina.
A secdo de choque total, por sua vez, é obtida integrando (2.130) sobre o dngulo
s6lido dQ. O resultado é dado por

4n o m}, my
G =3 g2\ 1~ 1 (HW . (2.132)

No capitulo (@), nés investigaremos como a presenga de temperatura finita modi-
fica a se¢@o de choque (2.132). A inclusdo de temperatura no sistema devera ser feita através
do formalismo DCT. Este, que serd introduzido formalmente no capitulo (3), permitird uma

generalizagdo bastante direta das técnicas perturbativas abordadas acima para o cédlculo da ma-

triz 4 (B).
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3 O FORMALISMO DCT.

Este capitulo tem como objetivo introduzir os conceitos fundamentais do forma-
lismo DCT afim de estender o ferramental desenvolvido pela TQC convencional ao caso de
temperatura finita. Como veremos, a estrutura termal de osciladores bosonicos e fermidnicos
serd generalizada de forma bastante simples para um tratamento adequado de campos. Além
disso, os propagadores termais do campo escalar, fermidnico e do féton serdo calculados expli-

citamente.

3.1 O estado de vacuo termal.

A ideia central do formalismo DCT € a construgdo de um vacuo termal |0(f3)) de

modo que a média estatistica de um observéve A,

1
— —BH
(A) = g(mTr(e A), 3.1
possa ser escrita em termos do valor esperado (7))
(4) = (0(B)|Al0(B)) , (3.2)
onde
Z(B) =Tr(e PH) (3.3)

¢ a fungdo de particdo do sistema, H a Hamiltoniana e f = 1/7T, sendo T a temperaturaﬂ
Como veremos, a existéncia de |0(f3)) permitird analisar os efeitos termais através de cdlculos
perturbativos bastante andlogos aqueles efetuados em temperatura zero.

De inicio, poderiamos simplesmente pensar em expandir o estado de vicuo termal

em termos dos auto-estados dados pela equacao de auto-valores
H|n) = Ey|n), (3.4)
onde E, sdo as auto-energias. Assim sendo,
0(B)) ZZn‘,\nMn!O(ﬁ)) :;gn(ﬁ)|n>> (3.5)

onde
gn(B) = (n|0(B))

'Esta relagio é valida tanto para ensemble Canonico como o Grande Candnico.
2Estamos assumindo que a constante de Boltzmann é kg = 1, por isso = 1/kgT = 1/T.




44

¢ um numero que pode ser real ou complexo(7). Desta forma, a equagdo (3.2) pode ser escrita

como

Ay =YY g:(B)gm(B)(n|A|m). (3.6)

Por sua vez, a equacdo (3.1), escrita em termos dos auto-estados |n), nos diz que

@) = g L laln

(3.7
1
= — “BEng A
e am \1 m
Fp A Al
e assim, fazendo uma comparagio com a equagao (3.6)), chegamos a conclusio de que
. |
& (B)n(B) = ge P o (38)

Sendo niimeros reais ou complexos, g,(f) ndo pode satisfazer uma relagdo como (3.8)), que
nos lembra uma condi¢do de ortogonalidade entre estados(7, [1)). Esta incoeréncia ndo permite,
portanto, uma defini¢do apropriada para o vacuo termal.

Afim de evitarmos uma relagéo como (3.8)), também motivados pela sua semelhanca
com uma condicao de ortogonalidade, poderiamos pensar nos coeficientes de expansdo como

sendo
gn(B) = fu(B)I), (3.9)
onde |7i) é auto-estado do operador Hamiltoniano A com auto-valor E,,,

H|i) = E,|i), (3.10)
e f»(B) € um nimero real ou complexo (7). Como tal, a defini¢do (3.9) promove uma duplicagido

no espaco de Hilbert, dada através do produto direto entre estados til e nao-til
In,m) = |n) @ |m). (3.11)

O sinal til, por sua vez, possui apenas carater distintivo, no sentido que ele somente identifica
um sistema que deve ser entendido como sendo uma copia exata do sistema fisico original (7).
Este é o motivo de termos escrito E, ao invés de E; na equagio (3.10). Em termos fisicos, o
sistema til extra estd relacionado ao reservatoério de calor. De fato, ele pode ser considerado o
entorno do sistema original em anélise (47).

Com g,(B) dado pela defini¢do (3.9), o estado de vécuo termal pode ser escrito
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em termos dos auto-estados simultaneos de H e H
Z fa(B)|n,70) (3.12)

O valor esperado no vacuo termal de um observavel A, definido em (3.2)), passa a ser dado por

(A) = XX fa(B)fn(B)(n,7i|A|m, i)
= )Y £ (B)fu(B){n|Alm) iilmn)
= Y fa(B)fa(B)(nlAln), (3.13)

onde o observdvel A atua somente nos estados ndo-til e (n|m) = (7i|f) = &,,. Esta equacao, em

comparacao com (3.7), nos conduz a uma relacio coerente entre os coeficientes de expansao

Ja(B);

1
I BYw(B) = sprme PP (3.14)
cuja solugdo, assumindo o caso mais simples em que f,(f3) pertence aos reais, ¢ dada por
J2(B) . (3.15)
n - 1 e . .
Z2(B)

A consequéncia imediata da solugdo (3.15)) é a defini¢do adequada de um estado de

vacuo terma]ﬂ
_BEn En

|0(B) 2 |n, ) (3.16)

de modo que a média de um observavel A seja dada pelo valor esperado definido em (3.2).
Como dissemos antes, isto possibilitard uma analise da influéncia da temperatura em sistemas
quanticos relativisticos através de técnicas perturbativas bastantes andlogas aquelas estabeleci-

das pela TQC convencional.
3.2 A algebra de Lie termal.

A duplicacdo dos graus de liberdade do sistema, caracterizada pelo produto direto
(3.11), permite a defini¢do do que chamaremos de espago de Hilbert termal J#7 = 77 ® H
(6). Este possibilita representacdo de dois tipos de varidveis distintas, A e A, pertencentes,
respectivamente, ao conjunto de todos os observaveis C,,s € geradores de simetrias Cger (6).
Em geral, geradores de simetria e observaveis fisicos sdo representados pela mesma expressao
algébrica. O momento angular L, por exemplo, também corresponde ao gerador das rotacdes
e o momento linear p ao gerador das translagdes espaciais. No entanto, ndo existe nenhuma

imposicao dindmica para esta correspondéncia, de modo que estamos livres para tratar A e A

3Veja equagio (3.12).
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como estruturas distintas (6)).
A dlgebra de Lie termal, cuja representacao serd fornecida pelo espago de Hilbert

termal .77, é caracterizada, de modo geral, pelas relacdes

[Aj,Aj] = iCi /Ay (3.17)
[Aj,A}] = iCi Ay (3.18)
A, A}] = iCij* A, (3.19)

onde C; jk ¢ a constante de estrutura. A titulo de ilustragdo, a dlgebra de Lie para o grupo SU(2)

¢ dada pela relagdo de comutagdo (32)
Vi, Ji] = igi T (3.20)

onde & jk ¢ o simbolo de Levi-Civita. Em duas dimensoes J; = %G,', onde o; sdo as matrizes de
Pauli. Veja que na expresao (3.20) ndo existe distin¢g@o entre geradores e observaveis. A dlgebra
de Lie termal SU(2)7, com representagdo em 77, por sua vez, estabelece esta diferenca de

modo que a relagdo de comutagdo (3.20) possui generalizagdo termal dada por (6)

i i) = ieij* T (3.21)
i, I = iUy (3.22)
[J,',Jk] = iSiijk. (3.23)

Nenhuma mencao a varidvel til foi feita até agora. Entdo, podemos nos perguntar:
como a duplicac¢do do espaco de Hilbert, necesséria para definicao do estado de vacuo termal,
surge do ponto de vista da teoria de grupos de Lie? A resposta para esta pergunta pode ser
alcancada através da definicao

A=A-A. (3.24)

Isolando A em (3.24) e substituindo nas relagdes (3.17)-(3.19), obtemos

[Ai,Aj] = iCij* Ay (3.25)
[Ai,A;]=0 (3.26)
[Ai,A ;] = —iCi Ay, (3.27)

onde cada varidvel, A e A, agora, possui uma dlgebra de Lie prépria e comutam entre si. Isto,
por sua vez, caracteriza uma duplicacdo do espaco de Hilbert através de um produto direto (6).

Como consequéncia da comparagio imediata das equagdes (3.23)-(3.27) consegui-
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mos as regras de Conjugacgao Til (CT)

(AiAj) = AA; (3.28)

(bA;+cAj) = b*'A;+c*A; (3.29)

(A" = (@A) (3.30)

A) = &A (3.31)

onde & = +1 para bésons € § = —1 para férmions (8}, [6). Como veremos na préxima se¢do, as

regras CT, junto a definicdo (3.24)), permitirdo a duplicacdo dos graus de liberdade do sistema

de uma forma bastante simples e direta.
3.3 Osciladores termais.

Afim de ilustrar as ideias por trds do formalismo DCT, serao tratados nesta se¢ao
dois sistemas bastante simples de serem analisados, o oscilador bosonico e o fermidnico. Além
da simplicidade caracteristica, tais sistemas permitirdo uma generaliza¢cdo termal do formalismo

operacional ja bem estabelecido pela TQC convencional.

3.3.1 Oscilador fermionico.

Também conhecido como oscilador de Dirac, as propriedades quanticas de um os-

cilador fermidnico podem ser investigadas através dos operadores escada de levantamento e

abaixamento, denotados respectivamente por a' e a (38). Em termos destes, o Hamiltoniano do
sistema € dado pmﬂ

H=wad'a (3.32)

onde as relacoes de anti-comutacdo
{a,a*} —1 {a,a) = {aT,aT} —0 (3.33)

devem ser satisfeitas. Levando em conta a normaliza¢do dos estados (n|n) = 1, pode ser mos-
trado, através das relagdes de anti-comutagdo (3.33), que o espaco de Hilbert do sistema ¢é

gerado somente por dois estados (6), |0) e |1), de tal modo que
aloy=0  4a'0) =11) all) =0) a'|1) =0. (3.34)
Desta forma, a equagdo de autovalores satisfeita pelo sistema é

H|n) = E,|n) (3.35)

4Estamos assumindo % = 1.
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onden=0,1,E)=0¢ E| = 0.

Como ja mencionado anteriormente, a ideia central do formalismo DCT é a construcao
de um véacuo termal a partir da duplicacdo dos graus de liberdade do sistema. Isto € obtido
através do produto direto entre estados til e ndo-til. Deste modo, uma base para o espaco de

Hilbert térmico .77 serd dada pelo conjunto de auto-estados simultineos de H e H (6),
{10,0),10.1),[1,0), [1,T)} . (3.36)

Neste contexto, a evolucao temporal do sistema dobrado deve ser realizada através

do gerador Hamiltoniano

A=H-H=wadaa—wda, (3.37)
e a inclusdo de operadores-til requer que relacdes de anti-comutacao envolvendo os mesmos
sejam levadas em consideragdo. Através das regras CT (3.28)-(3.31)), aplicadas diretamente as

equacdes (3.33), podemos concluir que
{a,a*} —1  {aa)= {a*,a*} —0. (3.38)

Além disso, como os os operadores til e ndo-til ndo sdo nem observaveis nem geradores de
simetria, mesmo que a combinac¢do deles possam ser, estamos livres para escolher uma relacao
de anti-comutacdo entre eles (6). No entanto, afim de permitir uma descricdo coerente para

sistemas fermidnicos (6)), devemos definir

{a,d} = {a*,a} - {a*,a} - {a*,a*} —0. (3.39)

O estado de vécuo termal (3.16)), por sua vez, pode ser expandido em termos da
basa (3.36),

0B) = (¢ 00+ D)
1 bo i}

— : l4+e 24" )0,0), (3.40)
15 )P

onde a fungdo de parti¢io Z () pode ser determinada através da condi¢éo de normalizagio

(0(B)[0(B)) =1. (341
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De fato,
L= BB = 5L "
_ 1 o Bo
szt
e, portanto,

Z(B)=1+ePe. (3.42)

Afim de ilustrar que a média de um observével pode ser tomada em termos do valor
esperado do estado vdcuo termal, consideremos o operador nimero definido por N = afa. E de
se esperar que (N) seja igual a fungdo de distribui¢do fermidnica

1

= — 3.43
1 +ePo (343)

n(B)

e de fato 0 é,

1 ~
V) = OB)INIOB)) = 15 (0011 +e
= 1j_—_ﬁw(0,0|daaTaaTc~lJf|O,0>
e
e Bo -
= 1+e——l3‘°<0’1|0’1>
1

1+etBo’

_Bo
2

da)a'a(1+¢~'% a'a")(0,0)

A equacgdo (3.40), que relaciona o vacuo termal com o vdcuo da teoria a tempera-
tura zero no espaco duplicado pode ser reescrita em um forma bastante conveniente através da
relacdo

0(B)) = U(B)[0,0). (3.44)

O operador U(P) é chamado operador Transformacdo de Bogoliubov. Sejam u(f3) e v(B)
fun¢des de um pardmetro 6(f), cuja a dependéncia com a temperatura é definida respecti-

vamente por

u(B) = cose(ﬁ)z\/ﬁ (3.45)
v(B) = sinO(ﬁ)E; (3.46)

V14 ebo

onde u?(B) +v*(B) = 1. Em termos destas funcdes trigonométricas, a equagio (3.40) pode ser
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expandida como
0(B)) = [COSG(ﬁ)#—sinG(ﬁ)aTdT] 10,0)

>[92 2n+1
= L[ 0 - G e

— i (—1)"6"(B)(aa—a'a’)" 0,0) (3.47)

n=0

n!
onde a dltima igualdade € obtida fazendo uso da propriedadeﬂ

(Ga—a'a)k0,0) = (=1)"10,0) para k =2 . (3.48)
’ (=111, 1) parak =2n+1

Assim, o estado de vacuo térmico pode ser escrito como
0(B)) =U(B)|0,0) (3.49)
onde o operador Transformacao de Bogoliubov é

U(B)=e 0P (3.50)

G(B)=—i0(B)(Ga—d'a"). (3.51)

A relevancia do operador U(f) ndo se limita a equagdo (3.49). De fato, uma das
consequéncias mais significativas da transformacao de Bogoliubov (3.50) € permitir a introdugéo

de operadores termais a(B), @(B), a' (B) e a'(B) através da definicdo geral (6} 48| 49)
A(B)=U(B)AU'(B). (3.52)
Veja, por exemplo, que se A(B) = a(B), entdo
a(B) = UB)aU~'(B), (3.53)

de modo que

a(B)0(B)) = U(B)aU~'(B)U(B)[0,0)
= U(B)al0,0) =0, (3.54)

SVerificar a validade desta propriedade é bastante direta, basta aplicar sucessivas vezes ao estado de vécuo
duplicado o operador (d@a —a'a").
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uma vez levando em conta a caracteristica unitdria da transformacao,

Ul (B)UB)=UBU(B)=1. (3.55)

De maneira semelhante, podemos mostrar que

ap)lo(p)) =o0. (3.56)

As equagdes (3.54) e (3.56) ilustram bem o porqué de definir operadores termais como em
(3.52). Sendo, por defini¢do, |0(f)) um estado de vécuo, a atuagio de qualquer operador abai-
xamento deveria conduzir a um auto-valor zero(38)).

Para célculos préaticos, existe uma maneira conveniente de reescrever a equacao

(3.33) em termos das fungdes trigonométricas e (3.46). Fazendo uso do lema de Baker-
Hausdorff (38))

iGA g ,—iGA _ 4 | : (ir)? (ir)?
(AT — A+ IA[G,A] + (G, [G,A] + 5 (G, [G, G, A + (3.57)

podemos expandr a(f8) como

6> o* 6% 6° .
S R AN DA PO AL AR D
alp) = (1 2 T )“ (9 3115 )“

= u(B)a—v(B)a". (3.58)

Os outros operadores termais poderiam ser obtidos de forma semelhante. Entretanto, as regras
CT (3.28)-(3.31) permitem uma derivagdo muito mais direta, evitando, por exemplo, cilculos
excessivos com comutadores provenientes da expansdo (3.57). Como u(f) e v(B) sdo, por

defini¢do, funcdes reais, podemos facilmente verificar que

a(B) = u(B)a—v(B)a (3.59)
aB) = u(B)a+v(Ba’ (3.60)
a'(B) = u(B)a’—v(B)a (3.61)
aB) = uPB)a +v(B)a. (3.62)

As relacdes de anticomutag@o para os operadores termais sdo preservadas, no sen-

tido que

{a(B).a"(B)} =1 (3.63)
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{aB).a'(p)} =1 (3.64)

com todas as outras sendo iguais a zero. A demostracdo € tida em termos da caracteristica

unitdria de U(f). Veja, por exemplo, que

=

1=UBU(B) = UB){aa fUT(B)

= U(B)(ad +a'a)u ™ (B)

= UB)aU~ (B)U(B)a'U(B)+U(B)a'U~ (BU(B)aU~ (B)
— a(B)a’(B)+a'(B)a(B)
= {a(B).a'(B)}.

Uma vez que o operador U (f3) foi definido, a base para o espago de Hilbert térmico

(3.36) pode ser termalizada dando origem ao que chamamos de espaco de Fock termal

{IO(B)% a'(B)0(B)), " (B)I0(B)). aT(ﬁ)ﬁT(ﬁ)IO(ﬁ»} : (3.65)

Este € caracterizado por estados construidos a partir do vicuo termal (6). A termalizacdo a qual
nos referimos deve ser entendida como na equacéo (3.49), onde o operador U () estabelece a

transicao entre um estado da teoria em temperatura zero e o seu correspondente termal. De fato,

0(B)) = U(B)[0,0) (3.66)
a'(B)loB)) = U(B)I1,0) (3.67)
a'(B)lo)) = u(p)o,I) (3.68)
a'(B)a'(B)lo(B)) = U(B)1,T) (3.69)
Veja, por exemplo, que
a'(B)lo(B)) = UB)a'U~(B)U(B)I0,0) (3.70)
= U(B)|1,0). (3.71)

Para finalizarmos esta subsecao, gostariamos de exemplificar mais uma vez como a
média de um observavel pode ser avaliada a partir do valor esperado no vacuo termal. Mas antes,
uma vez que as quantidades fisicas do sistema devem ser descritas por varidveis do sistema
original ndo-til, é de interesse pratico inverter as equacdes (3.59)-(3.62)) para que os operadores

atuantes em |0(f3)) sejam os operadores térmicos. Assim, multiplicando (3.59) por u(B), (3.62)
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por v(B) e somando, obtemos

a=u(P)a(B)+v(B)a (B).

Além disso, as regras CT permitem escrever

a = u(B)a(B)+v(B)a (B) (3.72)
a = u(Pap)—v(B)a'(B) (3.73)
a' = u(B)a'(B)+v(B)a(B) (3.74)
a = u(B)a'(B)—v(B)a(B). (3.75)

Uma outra maneira de se obter as relagdes acima é reescrevendo as equagdes (3.39)-

(3.62)) através de um produto matricial envolvendo dupletos definidos por

al a
(ai) _ ( - ) _ ( = ) ’ (3.76)

(di)=(é1 az)z(aT d), (3.77)
e por expressdes semelhantes para operadores termais. As equagdes (3.59) e (3.62)), por exem-

plo, podem ser reorganizadas como

( a(B) >: ( u(B) —v(B) ) ( a ) (3.78)
a'(p) V() u(B) )\

Em notacdo indicial

a'(B)=B"(B)a;, (3.79)
onde B () sdo os elementos da matriz
u(B) —v(B)
B(B) = : (3.80)
. ( v(B)  u(B) )

Por outro lado, para as equacdes e (3.61)), temos
u(B) v(B)
al a =(d a (3.81)
< Bl ) ( > ( —v(B) u(B) )
de modo que
a(B)=a;(B~'(B))”", (3.82)
onde B~ (B) é a inversa da matriz (3.80).
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Agora, uma vez que

B~'(B)B(B)=B(B)B~'(B) =1, (3.83)

¢ bastante simples mostrar que as equagdes (3.72)-(3.75) podem ser reescritas como

a' = (B~ (B))"a;(B) (3.84)

a=a;(B)B"(B). (3.85)

Como veremos, a notagcdo dubleto fornecerd uma maneira incrivelmente simples e direta para
avaliar o propagador do féton.

Voltando nossa atengio para a média estatistica do operador nimero N = a'a, temos

(N) =

onde fizemos uso das equagdes e (3.74). Este resultado nos diz que a introducgdo de
operadores termais constitui uma ferramenta bastante poderosa para se avaliar valores esperados
tomados com respeito ao estado de vacuo termal.

Vejamos agora como a teoria se modifica para um tratamento adequado de oscila-

dores bosoOnicos.

3.3.2 Oscilador bosonico.

Analogamente ao caso fermidnico, o oscilador bosdnico também pode ser descrito

através do Hamiltoniano (7, 6)
H=wd'a, (3.86)

onde os operadores escada a e a' devem satisfazer, ao invés dos anti-comutadores (3.33)),

relacdes de comutagdo dadas por
[a,aq =1 la,a] = [aT,aq =0. (3.87)
A equacdo de autovalores do sistema é

H|n) = E,|n), (3.88)
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onde os auto-estados

n) = #Wm (3.89)

satisfazem a condi¢do de ortonormalizacao (m|n) = 8, n =0,1,2,... ¢ E, = no (38)), além
de que
aln) = Vnln—1) (3.90)

al0) = 0. (3.91)

Uma vez que estamos interessados em uma representacao termal, uma duplicacdo
dos graus de liberdade do sistema se faz necessaria. Assim, realizando o produto direto entre
estados til e ndo-til, somos conduzidos ao conjunto de auto-estados simultaneos de H e H que,

por sua vez, forma uma base para o espaco de Hilbert térmico .77 (6),

{10,0), 10, 1), ..., 0,7), ..., [1,0), ..., [n,0), ..., |n, ), ...} . (3.92)

A evolucao temporal do sistema duplicado € conduzida pelo gerador Hamiltoniano
(6)
A=H-H=wad'a—wad'a, (3.93)
e, em adi¢do as relagdes de comutagdo (3.87)), devemos também considerar

@,al=1  [aa=la"a]=0, (3.94)

além do fato de que todas as outras relacdes de comutagcdo devem ser iguais a zero (7, 16).
O estado vacuo termal (3.16), expandido em termos da base (3.92)), pode entdo ser

escrito como

(a")"(@")"|0,0) (3.95)

Z(B)=Y, (e‘ﬁ“’>n = (3.96)
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¢ mais uma vez encontrada por

L=(0B)0PB) = e = (mmpni

porf]

u(f) = cosh@(B)= _ (3.97)
1 —eBo
bo
W(B) = sinhO(B)= ——— . (3.98)
1 —eBo

Entdo, em termos destas, o estado de vacuo termal (3.95]) assume a forma

0(B)) = cosh™! O(B) e OBIa'd |0 B)

etanhe(ﬁ)aTaTe—ln(coshe(ﬁ)) |07(~)> : (3.99)
onde usamos a expansio
exp (e 3 a*d*) -y il (@)@t (3.100)
~ n!
e a funcdo
tanhO(B) = ¢~ 7. (3.101)

A ideia, agora, é reescrever a equagdo (3.99) fazendo uso da propriedade

eoc(A+B) tanh OtBeln(cosh o) [A,B] planh A (3.102)

=e
onde A e B sdo operadores arbitrarios e o € um parametro qualquer (6). Mas antes, algumas
observacdes se fazem necessdrias. E bastante simples e direto verificar através das relacoes de

comutacdo que para quaisquer fungdes f e g do parAmetro 6(f3) teremos

ef< ”\0 0) = 10,0) (3.103)
e80B))aajn 6y = 0,0) (3.104)
/(6B “T“|0 0) = 10,0) (3.105)
e T@) OB 10 5y = \0,()>. (3.106)
Veja que essa definigio é coerente com a identidade u*(B) —v*(B) =
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Com isso, assumindo que

2(6(B)) = —tanh 6(B) (3.107)

f(8(B)) = —In(cosh 6(B)) (3.108)

podemos reescrever o estado de védcuo termal (3.99) como

|O(ﬁ)> _ etanh@(ﬁ)aTdTe—ln(coshG(B))(dd*—l—aTa)e—tanhG(B)da|O7(”)> (3.109)

e, portanto, através da equacdo (3.102)), podemos concluir que

0(B)) =U(B)[0,0), (3.110)

onde

U(B)=e 9P G.111)

¢ o operador transformacdo de Bogoliubov e
G(B)=—i0(B)(Ga—d'd"). (3.112)

Veja que o procedimento realizado até agora foi bastante andlogo ao caso do oscila-
dor fermidnico, ou seja, construimos primeiramente um operador U () que permite a transicao
entre o estado de vacuo da teoria em temperatura zero e seu correspondente termal. Também
¢ interessante observar que a estrutura funcional do operador transformacio de Bogoliubov é
preservada para ambos os casos de osciladores. No entanto devemos estar atentos a uma suti-
leza. Enquanto a ordem dos operadores em deve ser preservada por conta das relacdes
de anti-comutag@o, em (3.112)) ndo faz a menor diferenga, uma vez que operadores til e ndo-til
comutam entre si (6)).

Dito isso, podemos agora introduzir os operadores termais da mesma maneira que
fizemos no caso do oscilador fermidnico. Através da relagdo geral (3.52), do lema de Baker-
Hausdorff e também das regras CT (3.28)-(3.31)), podemos mostrar que (7, 6)

a(B) = u(B)a—v(B)a" (3.113)
a(B) = u(B)a—v(B)a" (3.114)
a'(B) = u(B)a’—v(B)a (3.115)
a'(B) = u(B)a —v(B)a, (3.116)
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assim como

[a(B),a" (B)] =1, (3.117)

[a),a" (B)]=1. (3.118)

As equagdes (3.113)-(3.116) podem também serem reorganizadas em um produto

matricial envolvendo dubletos definidos po

al a
(d') = ( 2 ) = ( - ) , (3.119)

(@) = ( il @ ) - ( a —a ) (3.120)
e por expressdes semelhantes para os operadores termais. E fécil ver, por exemplo, que as

equacdes (3.113) e (B.116) conduzem a

(4m>:<uw>—wm)(a> G.121)
ar(B) —v(B) u(B) a

enquanto que das rela¢oes (3.114) e (B.115) temos

(a'B) ~a(p) )=(a" -a) ( zgg; Ziﬁi ) . (3.122)

Em notacdo indicial temos respectivamente
a'(B) =B"(B)a; (3.123)
a(p)=a;(B~'(B))". (3.124)

onde B~!(B) é a inversa de
u(B) —v(B)
B(B) = . (3.125)
. ( —v(B) u(B) )

"Observe que @ ¢é diferente para osciladores bosonicos e fermidnicos.



59

Invertendo as equacdes (3.123) e (3.124)) somos conduzidos as rela¢oes

a = u(B)a(B)+v(B)a (B) (3.126)
a = u(B)a(B)+v(B)a'(B) (3.127)
a' = u(B)a"(B)+v(B)a(B) (3.128)
a = u(B)a' (B)+v(B)a(B). (3.129)

A titulo de ilustragdo, a média termal do operador nimero N = a'a, para o oscilador

bosonico, é dada por

(N) =

=n(B), (3.130)

onde n(f) € a fungo de distribui¢do bosdnica.

A importancia de se analisar em detalhes a estrutura termal dos osciladores bosonicos
e fermiodnicos estd ligada ao fato de podermos facilmente generalizar tais sistemas para um tra-
tamento adequado em teoria de campos. Vejamos entdo como o formalismo DCT lida com

sistemas descritos por campos escalares.

3.4 O campo escalar termal.

A representacdo termal para a Lagrangiana que descreve o campo de Klein-Gordon
na auséncia de fonte, e também de interacao, é dada através da variavel 2 (6). Esta pode ser

obtida da definicdo geral (3.24)) e é, portanto, dada por
" - 1 1 1. -~ 1 5=
.,2”:.,?—.,2”:58“(1)8“(])—§m2¢2—§8u¢8“(])+§m2¢2, (3.131)
onde
1 I 5.,
L= 50up0" 9 —Zm* (3.132)

¢ a Lagrangiana na teoria em temperatura zero.

Em termos dos momentos candnicos conjugados do sistema dobrado, definidos por
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M="2=¢ (3.133)
¢
) d
<z .
a Hamiltoniana do sistema na representacao termal é dada por
, 1P (V9) 1 5, [P (V9P 1 ,,
=— 4+ ——+- _—— = 1
H 2+ > —|—2m¢ > > 2mq> (3.135)

e as relagdes de comutagdo envolvendo campos e momentos sdo dadas pelas equacgdes (2.10) e

[(]S(f,t),ﬁ()_;,t)] = _l53(2_y>
(3.136)
[9(x.0),0(,1)] = [MF0).IF1)]=0.
Estas ultimas sdo obtidas das regras CT (3.28)-(3.31)) aplicadas diretamente a (2.10)).

Também através das regras CT, podemos escrever os campos escalares nao-til e til,

respectivamente, como

= dsp 1 —ipx T ipx
¢)(x,t)—/(2n)3 oz <aﬁe +ale ) (3.137)
© 3
g AN d’p 1 ~ ipx | =T —ipx
(])(x,t)—/w\/TEﬁ(ape +aﬁe ) s (3138)

onde os operadores de criagcao e aniquilacao correspondentes satisfazem

[aﬁaa},} = (27’8 (5~ p) (3.139)

[dﬁﬁj;,] = (2n)*8*(p—p'), (3.140)
com todas as outras relagdes de comutacao sendo zero (6).

Afim de introduzir operadores termais, € consequentemente campos termais, deve-
mos construir o operador transformagdo de Bogoliubov U () e proceder de maneira semelhante
ao que foi feito na se¢@o de osciladores. Agora, uma vez que cada modo-k de Fourier do campo
escalar pode ser tratado como um oscilador bosdnico independente com seu proprio a(%) eal (75)
(33), U(B) pode ser generalizado como o produto de infinitos operadores da forma (3.111]). Ou

seja,

U(B) =]Uk(k.B) (3.141)

k
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onde
= ajdifaﬂda
Uu(k, B) _ &B)|dfa - a] (3.142)

e o indice k representa 0 modo do k-ésimo oscilador. Neste contexto, o estado de vicuo termal

€ obtido naturalmente por
0(B)) =U(B)[0,0), (3.143)

onde |0,0) deve ser entendido como o produto direto dos vicuos duplicados de cada oscilador
de modo & (6)

10,0) = (X)[0,0). (3.144)
k
Os operadores termais

_ =t
agpg = Uppdp—Vipgly (3.145)

~ - ~ F
Gipg = Uip%—Vig% (3.146)
c%ﬁ = ”z,;#% —vz’ﬁd% (3.147)
@ = uppd—Vigay. (3.148)

por sua vez, sdo encontrados de forma convencional pela defini¢do geral (3.52]), onde

1

I/l%ﬁ = COShOk(ﬁ) = m (3149)
€
_be
. e 2
V%,ﬁ = Slnhek(ﬁ) = m (3150)

representam, respectivamente, a extensdo das equacdes e (3.98) para levar em conta
cada oscilador de modo-k (6). De modo semelhante, os campos (3.137) e (3.138), por serem

operadores, também podem ser termalizados através do operador transformacao de Bogoliubov,

d3p 1 —ipx T ipx
¢(x,ﬁ)—/(2ﬂ)3\/TEﬁ<aﬁ,ﬁe +agge ) (3.151)
(¥
- d3p 1 . .
— s~ ipx | =T —ipx
¢(x,B)—/<2n)3 o (a,,,ﬁe +ay e ) (3.152)

onde os operadoreﬂ de criacdo e aniquilag@o térmicos correspondentes satisfazem

[aﬁ,ﬁaa},_ﬁ] = (2n)’83(p—p) (3.153)

$Nessa notagdo, a; g = a(p, ), assim como uz g = u(p, B).
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[dﬁ,ﬁﬁ}ﬁ] = ()8 (F-p), (3.154)

com todas as outras relagdes de comutacao sendo zero (6).

Uma vez que o operador transformagdao de Bogoliubov foi construido, possibili-
tando assim a introducdo dos operadores térmicos, podemos agora determinar o propagador
de Feynman do campo escalar. Este é definido semelhantemente aquele em temperatura zero,
equacdo (2.13)), s6 que agora com o estado de vacuo convencional sendo substituido pelo cor-

respondente termal (48, 49), ou seja,

Dr(x—y,B) = (0(B)|7 [¢(F°)9(7.y")] 10(B)). (3.155)

Além deste, como estamos dentro do contexto de um espago de Hilbert dobrado, o propagador

envolvendo varidveis til deve também ser levado em consideragdo. Desta forma, define-se (6)

Dr(x—y.B) = (OB)7 [$E1)6(F°)] 0(B)). (3.156)

Uma propriedade interessante de ser enfatizada é que tendo calculado D (x —y, ), as regras
CT permitem diretamente encontrar Dg(x —y, 8).

Vamos entdo resolver o valor esperado estabelecido na (3.155)). Através da fung@o
de Heaviside ®(x) (50, [33)), a equacéo pode ser escrita como

Dp(x—y,B) =0’ —y")d(x—,8) + 00" —x")d(y—x,B), (3.157)

onde
d(x—y,B) = (0(B)|¢F )9 (5.5°) [0(B)). (3.158)

Substituindo (3.137)) na equacdo acima, teremos que

Pk dq 1 1

2 2m) /2a; |20

+ <O(ﬁ)‘a%a;ﬂo(ﬁ)>e’i(7“x’q‘y>+(0([3)|a£aq]0(ﬁ)>ei(k‘x*61-y)+

dix—y,B) = / [<0(ﬁ)|a%aq|0(ﬁ)>e—i(k~x—q~)’)+

+ (0(B)lalafjo(B))e'* )| (3.159)

Esta equacdo pode ser reescrita em termos dos operadores termais (3.145)-(3.148) de modo que
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as relagdes de comutacdo (3.153) permitem concluir que

3
d(x—y,B) = / d’k L[u% eIk )2 e"(x—y)'k]. (3.160)

Veja, por exemplo, que

(0(B)lazallo(B)) = (O(B)|lug gaz g +Vz,ﬁa~£ﬁ][uq,ﬁa;ﬁ +v5,843,]10(B))
= uz7ﬁuq,ﬁ<0(l3)|azﬁa;ﬁ|0(l3)>

.t
- uiévﬁ uq’ﬁ [aﬁvﬁ ! aq7ﬁ]

u%yﬁ(Zir)353(%—Zj). (3.161)

Substituindo (3.160) em (3.157), encontramos

Dr(x-3.8) = [ 0(:° —y0)e I @0 x|

3
/(d_kivg [@(XO_yO)efi(xfy)vk_i_@(yO_XO)ei(xfy),ki| i

3
/(d G [0l -0l Lo )] Be2)
k

onde fizemos uso do fato que

2 2
Wi —Vig= 1. (3.163)

Agora, uma vez que a representacao integral da funcao de Heaviside é dada por (7))

3.164
2wi p+i€ ( )

Y

O(x—y)=—
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sendo & um parémetro infinitesimal, a equagdo (3.162) pode ser resolvida comd’|

Dp(x—y,B) = / . - e k) 4
’ (2m)* 2a; KO — @y +ie KO+ wp —ie

N /d4k 1, i i N
— V3 —
(2m)* 20 KB | [0 -y +ie KO+ ap —ie

! _ ! —ik-(x—y)
e I

- / < a—C
(2m)* k2 —m? +ie

/ LAY i - i e ) (3.165)
(2m)* kB | k2 —m2 +ie k> —m?—ie ' '
Portanto, concluimos que o propagador termal, no formalismo DCT, € constituido de duas partes

distintas, uma independente e outra dependente da temperatura. Sendo mais especifico,
Dr(x—3,B) = Dr(x—y) + DR (x—), (3.166)

onde Dp(x —y) é dada por (2.13) e

4 . .
By — [ 4Kk o ‘ _ ; —ik-(x—y)
Dr(x=y) = /(2%)4vkﬁ {k2—m2+is kz—mz—ie}e

/ d*k 7 2Ny —ik(x—y)
= [ G LA B )] . (3.167)

Esta dltima expressao foi escrita fazendo uso da relagdo (8??)

n n+l1 n+1
2nila—5(x):( 1) —<— 1) : (3.168)

n! dx" x4 x—Ii€&

além do fato de que nB(z,B) = (N) =2

kB

modo (6). Veja que a dependéncia de temperatura esta toda contida em Dg (x—y). Além disto,

€ a funcdo distrubui¢do bosonica para o k-€simo

o fator 8 (k* — m?) restringe 0 momento a estar na condi¢io de casca de massa (“on-shell” em
inglés). No espaco dos momentos, os propagadores de Feynman termais para campos escalares

nao-til e til sdo dados respectivamente por

Dr(k,B) = Dr (k) +21ng(k, B)8 (k* — m?) (3.169)

% Aqui, devemos também lembrar que a)]% =+ m?.
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D (k,B) = Dy (k) + 27ng (k, B) 8 (k* — m?), (3.170)
onde .
k2 —m?+ie

¢ o resultado convencional da teoria em temperatura zero.

Dr (k) = (3.171)

Na préoxima secao, nés discutiremos a teoria do campo fermionico no formalismo

DCT.

3.5 O campo fermionico termal.

A Lagrangiana que descreve campos fermidnicos na auséncia de fonte e interagao
¢ dada pela equacdo (2.21)). Sua representagdo termal, obtida de uma duplica¢do do espago de
Hilbert (6), é dada porf"]

P =~ L =(iy" oy —m)y + iy oy +m)W, (3.172)

onde os campos V¥ e ¥ sdo, respectivamente, dados pelas equacdes (2.30) e (2.31). Através das

regras CT € possivel também escrever os campos na representacao til

- d3 oiPx 7sT V5 ip-x

W) = [ Gap \/EZ< PYLBY (p)e ) (3.173)

ITI(X) _ d3 Z <bs —*s sz+ ~s'{' *S(p) e—ip.x> (3.174)
(27m)3 | /2E5 ’ '

onde os operadores de criacdo e aniquilacdo do sistema duplicado satisfazem respectivamente
(2.33) e
{dc asﬁ} - {Bg,z}y} — (21)383(5— p)8", (3.175)

p7

com todas as outras sendo iguais a zero (6).

Analogamente ao caso bosdnico, podemos pensar em cada modo de Fourier do
campo fermidnico como osciladores fermidnicos independentes (6, 33). Assim, toda teoria
Ja desenvolvida para estes sistemas podem ser readaptadas para um tratamento adequado na
teoria quintica de campos. A transformagéo de Bogoliubov (3.30), por exemplo, pode ser

generalizada como

U(B) = [TAx(%, B)Bi (%, B), (3.176)
k

19Devemos ter em mente que ¥* = (y")7.
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onde
(3.177)

- Tt 7.
By(k,B) = P bghptibp), (3.178)

O indice k, nos operadores acima, identifica o k-ésimo modo do oscilador. Veja que
lida tanto com férmions como anti-férmions, motivo pelo qual ela possui esta estrutura dobrada

em comparagdo com (3.50) (6). Além disso, o pardmetro 6;(f) € definido através das funcdes

trigonométricas
in 6 () : (3.179)
Ve = Sinb(f) = —— .
bp VP 1
e
1
(3.180)

u; o = cosO(f) = ——.
kP Ve PO 41

Estas sdo generaliza¢des diretas das equagdes (3.43) e (3.46)) (6).
Através do operador transformagdes de Bogoliubov (3.176) podemos construir o

estado de vacuo termal

0(B)) =U(B)|0,0) (3.181)
onde, mais uma vez,
k

deve ser entendido como o produto direto dos vacuos do sistema duplicado, ainda temperatura
zero, de cada oscilador de modo fermidnico & (6)). Ele também permite introduzir os operadores

de criacdo e aniquilacdo termais de forma convencional

arp = upgap—vy gl (3.183)
g = upply+vepd (3.184)
T P
a%ﬁ = Uy gy — Vi gly (3.185)
A S
a%ﬁ = ”k,ﬁaz+vk,ﬁak7 (3.186)

com expressoes iguais para os operadores que lidam com anti-férmions (6). O procedimento €
o mesmo que o realizado na anélise de osciladores fermidnicos, ou seja, devemos fazer uso da

definicdo geral (3.52)). Veja, por exemplo, que

a; 5 =U(B)a U™ (B) = Ax(k, B) ag Ay (K, B) = g gay — vy . (3.187)

Pode-se mostrar também que as relagdes de anti-comutagdo obedecidas pelos ope-
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radores termais sdo naturalmente preservadas (6), ou seja,

{arp.a55") = {Pypby5" ) = 2m)8° (- )8" (3.188)
{dhpazs’} = {bhpobyp" | = 2n)8° (5 —)5". (3.189)

O propagador de Dirac no formalismo DCT, por sua vez, é definido como o valor

esperado no vacuo termal através da relacdo (49, [1)

Se(x=»B8) = (OB)|T [wE") )] 10(8)) (3.190)
= 00’ —")s(x—y.B) —O(° —x")5(y —x, B) (3.191)
onde
s(x—y,B) = (0(B)|w(x)¥(y)|0(B)) (3.192)
e
Sy—x,8) = (0(B)[w(y)w(x)|0(B))- (3.193)

Seguindo o mesmo raciocinio empregado no cdlculo do propagador escalar e fazendo uso das

relagdes (2.120) e (2.121)) podemos mostrar que o propagador (3.190) também é constituido da

soma de uma parte independente e outra dependente da temperatura, ou seja,
Sp(x—y,B) =Sp(x—s)+Sh(x—y) (3.194)

onde Sr(x —s) é dado por (2.39) e

Bloy) — [0 o [Pt ipAm) ]
SF(x_y) - /(271.)4V1277ﬁ |:p2_m2+i£_p2_m2_i8 e p-(x—y)
_d4p D 2 2\1 ,—ip-(x—y)
_ /(2@4 R7ng (5, B)(p+m)8(p* —m?)] e ), (3.195)

A fungionp(p,B) = (N) = V% p € simplesmente a fung@o de distribui¢éo fermionica. No espago

dos momentos, podemos entdo escrever

Sr(p,B) = Sr(p) +27ng(p,B)(p+m)(p> — m?) (3.196)
onde ( N )
Sk(p) = I#ZHE (3.197)

¢ o propagador em temperatura zero. Mais uma vez, a dependéncia na temperatura € devido a
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um termo que depende da fung@o de distribui¢do ng(p, B) e, também, a condigdo de casa de
massa deve ser satisfita pelo momento.

Na préxima se¢do, o propagador termal do foton serd calculado mais uma vez fa-
zendo uso da analogia com o campo escalar. Como veremos isto serd possivel fazendo uso da

notagdo dubleto j4 mencionada acima.
3.6 O propagador termal do f6ton.

Na secdo fizemos uso da teoria de Yukawa para justificar as regras de Feyn-
man para a QED. Em especial, a introdu¢do do propagador do féton foi embasada na ideia de
que cada componente do quadripotencial A* se comporta como um campo escalar sem massa.
Neste sentido, o campo A* se transforma como um campo bosodnico sob transformacio de Bo-
goliubov (7, 6).

Afim de determinar o propagador do féton de uma forma mais direta, voltemos mais
uma vez nossa atengio para o propagador do campo escalar. Seja ®(x) e ®(x) campos dubletos

definidos respectivamente po
¢ (x) ¢ (x)
o) = = " (3.198)
(x) <¢*<x>> <¢<x>)

b)) = (01 —60) ) =(6() —4(x) ). (3.199)
Entdo, em termos destes, a Lagrangiana (3.131]) pode ser reescrita como

P %3”ci>(x)a“q>(x> _ %mzﬁ)(x)cb(x) (3.200)

e o propagador do campo escalar pode ser determinado através da matriz propagadora termal

Dg(x—y,B) definida como

D (x— . B) ( (OB Z[9(x)o(M110(B)) (0(B)|.T[#(x)B(»)]I0(B)) ) (3.201)

(OB Z[9(x)o(]10(B)) (0(B)|.7[9(x)

Estamos considerando ainda campos escalares reais.

<A
—
<
=
(@)
—
=
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Em notag@o indicial, a matriz(3.201]) pode ser escrita como

D (x—y,B) = (0(B)|7[®"(x)2"()]0(B))

= (00U~ (B) TIC e (x, BYC; )" Ra(x, B U(B)[0,0)

= 50,017 (B)Pe(x.p)U </3> {(B)Ra( BYU(B)][0.0)C;
= ;00,017 [@c(x)@a()]]0.0)C;

_ Cfl]}(ac)ID)F(cd)(x—y)Ci [‘3(‘”’) (3.202)

onde D (. (x—y) s@o os elementos da matriz propagadora do sistema dobrado em temperatura

ZE10

Dr(r—y) — (<f| 0@e(M110.0) (0,079 0, >>
(0,0[.7[¢(x)¢()]10,0) (0,017 [¢(x)¢()]10,0
_ <<o,0|f[<z><x>¢<ymo,o> o > (3203)
0 (0,0.7[9(x)9(x)]10,0)
e C%_ ;(db) sdo os elementos da inversa da matriz
o (3.204)

—VE B 1/% B’
além de que uy BEVip sdo dadas respectivamente por (3.149) e (3.150). Veja que G B constitui

uma generaliza¢do da matriz (3.125)) (6)). Trabalhando no espaco dos momentos, podemos entao

calcular

Dr(k,B) = ke (m Oi ) Urp Vip

v_k‘vﬁ uiévﬁ kz_m2_i£ vzvﬁ u%Jg

o=

+2mnp(k)S(K2 —m?)  2m[np(k) 4 nk(k)]28 (k2 —m?)

i
k2—m2+ie

2np(F) +n3 (k)2 8(K2 —m?) —

a—— +27np (k)8 (k2 — m?)
(3.205)

Observe que os propagadores (3.169) e (3.170) sio justamente as entradas D} (k, B) e D#(k, ).

Agora, uma vez que as componentes do campo A* se transformam como campos

bosonicos sob transformacao de Bogoliubov, podemos determinar o propagador termal do féton

de forma semelhante. Em temperatura zero, a matriz propagadora do féton, no espago dos
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momentos, ¢ dada por

~(Rw(k) 0
Ry (k) = ( . Rw(k)> (3.206)

onde Ry (k) é dado pela equacdo (2.46). O propagador termal, por sua vez, pode entdo ser

obtido através do produto matricial
RNV (k ) B ) = ( Y

= CflR”v(k)Cfg. (3.207)

Entdo, resolvendo a equagdo acima, a matriz propagadora do féton pode ser escrita como (8)

—iguv 2ycguvv§i7ﬁ5(q2) —27rg“vuq7ﬁvq»735(q2) (3.208)
. ; .

Ruy(k,B) = | 7€
uv ) \%
—27rguvu¢7,ﬁvq,ﬁ5(q2) qlffie _2”&‘"%’7135(‘1 )

Como veremos, os propagadores ndo-til e til, dados respectivamente por Rbl\, (k,B)e Rﬁzv (k,B),
serdo necessarios para se determinar a matriz de espalhamento . (f3).
No préximo capitulo, a se¢do de choque termal para o espalhamento ete™ — utu~

sera avaliada através do formalismo DCT.
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4 SECAO DE CHOQUE DE ESPALHAMENTO EM TEMPERATURA FINITA.

Neste capitulo, através de uma duplicacdo do espaco de Hilbert, ideia central do
formalismo DCT, investigaremos como a se¢do de choque total para o espalhamento ete™ —
utu~ se modifica na presenga de uma temperatura diferente de zero. O procedimento a ser
realizado aqui serd bastante andlogo aquele feito no capitulo (2)), onde a matriz .# pode ser

calculada por meio de diagramas construidos segundo regras de Feynman apropriadas.
4.1 Operador evolucao temporal e a matriz S termal.

Observando a equagdo (2.63) podemos concluir que o operador que permite a defini¢do
da matriz de espalhamento S é justamente o operador evolugdo temporal U (eo, —c0), dado pela
equacdo (2.55) (44, /43)). Com a duplicagdo do espago de Hilbert, a representag@io termal deste

operador € alcancada através de

U = nzo n!)n/dfl'"dtny[HIUl)"'Hl(tn)]A

A~

—i)?
= I+(—i)/dtﬁ11(t)+ ( 23 /dtldtzﬁ[Hl(tl)H,(tz)]+---

= (i) [ - i)+ G [atadng i) i) - i) )

_ -0, (4.1)

onde 777 € a densidade Hamiltoniana de interacdo (6). Para o processo de espalhamento que

queremos avaliar, a Hamiltoniana de interacdo é dada por

G = e A, 4.2)

Também, assim como no capitulo (2)), a primeira contribui¢o relevante para a matriz S vem do

terceiro termo da expansdo (4.1)), ou seja,

—ie)? = ~ = n
02 = %/d421d4229[(1py#1//‘4ﬂ)21(l/_/'yvll/AV)zz_(V?f“V?AH)Zl(IT/YWWAV)Zz]'

4.3)
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A matriz de espalhamento termal S(f3), até esta ordem, pode entdo ser obtida pela defini¢do

S(B) = o5k, 13k 7 |0a]B53 P8 )0 (4.4)

onde os estados de particula, agora também caracterizados com o indice 3, estdo termalizados

através do operador transformagdo de Boboliubov (6). Ou seja, dado um estado de particulzﬂ

|B.s)o = \/2Epa|0), (4.5)

fermidnica em temperatura zero

sua representagdo termal,

B.slop = /2Epasgl0(B)), (4.6)

¢ obtida ao ser realizada uma duplicacdo do espaco de Hilbert (6)).
4.2 Regras de Feynman para a matriz .7 (f3).

A matriz de espalhamento .# (3) pode ser encontrada resolvendo a equagdo (4.4)
através do teorema de Wick para o sistema dobrado. Agora, como o sistema til deve ser en-
tendido como uma cépia do sistema original, o teorema de Wick simplesmente mantém sua
estrutura para ambos (51)) e, assim, podemos escrever

(—ie)®

SB) = - [ dud g R (P WAL (97 YAV, +

= e~ = ey todas as contragdes I
— (UYHWAL), (WY VwAv>Z2+< o ) 2 Bysip'ss )op-
possivels entre os campos

4.7)

Como no capitulo (2)), estamos interessados em diagramas completamente conecta-
dos e amputados. Estes sao obtidos contraindo todos os estados de particulas termais com os
campos dos vértices 71 (Z1) e 22 (Z2). Veja que o formalismo DCT acrescenta na teoria novos
vértices, 7] e Zp, para levar em consideragdo o sistema til. Vejamos, entdo, como o campo y/(z)

atua em um estado de férmion termal, ou seja:

5 d3q 1 i —ig- it ig- S
V(@) Fsop = [ i) (afud (g)e ™%+ BV (g)ei?) | [2Egatl 5 0(B)).
J

(4.8)

!0 mesmo é vilido para antiparticulas.
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O procedimento € bastante andlogo aquele que conduz a defini¢éo (2.81)). Invertendo as equacdes

(3.183)-(3.186)) e usando as relagdes (3.189)), podemos reescrever (#.8) em termos dos operado-
res termais, de modo que

3 2F . . .
vy = [ G e @) 0B)) + 1)

EE

= uppu’(p)e P(0(B)) +O(B), (4.9)

onde O(f) sdo os termos que ndo contribuirdo para a matriz de espalhamento S devido a
condicdo de ortogonalidade advinda da equacdo (4.7). Deste fato, podemos entdo definir a

contra¢do do campo y(z) com um estado de férmion termalizado:

V() [.5)0 g = 5 gu*(p)e70(B)). (4.10)

Duas observagdes devem ser feitas aqui. A primeira € que nao existe mais operadores do lado

direito da igualdade acima. A segunda é que escrevemos o espinor u’(p) em negritoﬂ para
diferencid-lo da fungdo trigonométrica uy 5 definida em (3.180).

De modo geral, sendo os estados termais de férmions e antiférmions representados

respectivamente por |p, s>0ﬁ e | E’ s )o,» as contragdes envolvendo campos ndo-til podem ser

definidas como

= s —ip- . -
¥ (2)|P,s)o.p = uppu’(p)e”"*|0(B)): Y(2)P's')op =0;
1 ro / !
0,6(7:s|W(z) =0; p{P s Tw(z) = ujy gv* (P I0(B));
—_ S — - / _ o / .
¥(2)|P:s)o,p = 0; ¥(2)|P',s")op =uz gV (p)e P #|0(B)):
I . 1
0,6(P:5|W(z) = up g0 (p)e”*|0(B)): p(P,s'|W(z) =0.

(4.11)

2 A partir de agora, todos os espinores serdo escritos em negrito.
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Por outro lado, as contracdes envolvendo campos til podem ser definidas como

- o - - ! ’ .
¥(2)|P.5)op =0 PP s hop=—vy gV (P)e " |0(B));

0.6(P,s|W(z) =0; 08P/ [W(2) = —vy, g7 (p)e'%[0(B)).
(4.12)

Tendo definido as contragdes entre campos e estados termais, podemos agora voltar
nossa atencao para equacgao (4.7). Assim como em temperatura zero, os diagramas completa-

mente conectados e amputados sdo obtidos dos dois primeiros termos sob ordenamento normal

através das contragf)eﬂ

. (_ie)z 4 4 T e I | (ATed v —»l “/ll
iT(B) = T/d 21d 220 gk, s K 7 (WY WA L), (WY WAY) |, s3 07,8 )0, g X (2!) +

(_ie)Z A . _‘l . 1 | i T - B
B T/d z1d 220, (k, s K P [ (WY WA L) (WYY WAV ), |Bosi P o )o g X (21)
(4.13)

onde iT(fB) é a parte da matriz S(8) que realmente contribui para o espalhamento e o fator
de (2!) foi acrescentado pela simetria de troca de vértice. Além disso, o sinal de cada termo
no lado direito da igualdade ja leva em conta o desembaralhamento das contracdes devido as

permutagio de campos fermi6nicos, onde para cada permutagao acrescenta-se um fator de (—1)

(33). Assim, substituindo (4.11)) e (4.12) em (4.13]), obtemos

3 As definigdoes em (@.11) e (#12) mostram que estas sdo as tnicas contragdes possiveis.
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(—ie)®

T(B) =

2m)

— ViV Vi [V KPR ORE (g, 8)87 ()7 v ()| } %

x ol ktK=q)z1 ,=i(p+p'—q) 22
Aqui, temos usado a expansao de Fourier
ij dq i ig (21—
Rifv(c1—22B) = [ (3iaBila,Be o @15)
onde Ri{v (z1 — 22, B) sdo os elementos da matriz propagadora do féton
Rue(er 2. f) = ( (O(B)|.7 1A (21)Ax (@)1 0(B)) (0(B)] T [Au(z1)Au (22)]0(B)) )
(0(B)1 7 [Au(z1)Au(22)]0(B))  (0(B)| 7 [Au(21)Au(22)] [0(B))
(4.16)
ja calculada em (3.208).
Lembrando ainda que (33)
/ d*ze* = (2m)* 84 (k) 4.17)
e
V' (K)y"a’ (k)]* =" (k) y*v" (K, (4.18)
assim como
@)y (7)) = ¥ (7 )’ (p). (4.19)

podemos reescrever (4.14)) como

iT(B) = (27)*6* (k+K — p—p')iat (B) (4.20)

d4q 4 4 _r vt 11
| Grtaad'a {ug g gz gt [17 OV WORL (0. )5 (07w (p)] +

(4.14)
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onde

1

2
M(B) = e {?(”Z,ﬁ”/?,ﬁ”ﬁ’,ﬁ“ﬁ,ﬁ+V%,[3vl?,5vﬁ’,ﬁvﬁvﬁ)

. 2 2
_ lZEV(?’ﬁ(g(q ) (u%ﬁulz,?ﬁu;,ﬁuﬁﬁ _v%ﬁvl;’ﬁvﬁ’ﬁvﬁvﬁ)} X

X

) )] | Ry () @21)

¢ a matriz de espalhamento termal. Uma outra observagao se faz necessaria aqui. O momento
do f6éton esta representado pela letra g e, por se tratar de um béson (6), devemos levar em conta

as fungdes hiperbodlicas definidas por

1
u; g = cosh 6 = —— (4.22)
7P B =
e
1
vz g = sinh 6, = . (4.23)
q.p 4(B) o |

Por outro lado, os momentos dos férmions (antiférmions) foram representados pelas letras p

(p)) e k (K'). Assim, devemos estar cientes que

1
uﬁ7ﬁ = COS Qp(ﬁ) = \/ﬁ (424)
e
€
_ (4.25)

vi g =sinB,(B) W,

com expressdes semelhantes para p’, k e k' (6).
Assim como fizemos para o caso de temperatura zero, podemos determinar a matriz
M (B) através dos digramas de Feynman. Observando (4.13)), devemos concluir que apenas

dois diagramas devem contribuir para o espalhamento. De fato, podemos representar (4.21)) por

, (4.26)
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onde o acento til em fi (V) deve ser colocado para evidenciar os diferentes tipos de vértices. Um
fato interessante a se observar em (.26) é que a estrutura da duplicagéo do espago de Hilbert
é preservada, ou seja, .# (B) = .# — .4 . As regras de Feynman que permitem determinar a

expressao matematica para estes diagramas podem ser enumeradas como se segue:

1. Para cada propagador do f6ton,

2 2
H T Ptie —27”7uvvq755(‘1 ):
_ q Muv 2 2
A = e 30

2. Para cada vértice,

7 = iey™;

3. Para cada linha de férmion entrando,

5. Para cada linha de antiférmion entrando,

p/
— =s'( I\,
Ze—p uP’ﬁV (P):
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e = )

6. Para cada linha de antiférmion saindo,

/

P _ s N,
zo—<7_ul;'7ﬁv (P):
p/
T exs .
Fo— «—— VoY (P):

7. Impor conservacdo de momento em cada vértice;

4
8. Integrar sobre cada “loop” de momento interno indeterminado: [ 57‘3’4 ;

9. Multiplicar o diagrama por (—1)", onde n é correspondente ao nimero de permutacdes

entre férmions necessdrias para desembaralhar as contracdes de Wick.

Aplicando as regras de Feynman aos diagramas em (4.26), chegaremos de forma

bastante direta a equacdo (4.21). Esta pode ainda ser simplificada para

A (B) =W (B) |7 () (p)] [& ()mv” (K] (427)
onde
wW(B) = VipVi gV pVpB {% [eﬁ(w’?+a)’3+wﬁ+wﬁ’)/2 + 1} +
— 212 58(eP) [eﬁ (g toptoptey)/2_ 1] } , (4.28)
através da substituicao
1 e% Bog

u e 2 Vvsg. (4.29)

P ire P V1t P
Uma vez tendo calculado a matriz .# () o procedimento para se determinar a se¢do

de choque termal € o mesmo que aquele executado em temperatura zero. Isto ficard bastante

evidente na proxima secao.
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4.3 Secdo de choque termal total para o espalhamento e"e™ — ut .

A equagdo ¢ bastante semelhante aquela que encontramos em temperatura
zero, equacdo (2.105). Isto nos permite concluir que o procedimento para determinar a se¢ao
de choque termal, daqui para frente, ¢ 0 mesmo que aquele realizado no capitulo (2). De fato,

podemos escrever de forma direta

1 Z | (B)]* =4 W(B)P12(p'- k) (p-K) +2(p-k)(p - k) +2m(p-p))],  (430)
spm

onde

—

o . 1 . . )
wB)IF = nF(k')nF(k)nF(ﬁ)nF(P'){_[eﬁ(a’k’+a}f<+wp+wp’)/2+l] +

- L@ 2

Aqui, np = v% eng = \/129 sdo, respectivamente, as funcoes distribuicdo fermidnica e bosonica.

No referencial do centro de massa, onde

k= (E,K) KM = (E,—Fk) '
€
k-2=k|cos®, (4.33)
temos que
WP = (1+PE2 (1 4n?[8(4E2) “34)
(14ePEY* | 16E* (1 +2PE)2 '
€

7 Z | (B) = 16¢*|W (B)|*

spm

m2 m2
(1 + ﬁ) + (1 — ﬁ> cos? 9] . (4.35)

A secdo de choque diferencial termal, neste referencial, é dada por (8))

do 1 1
— ) = (B 436
(dgz>ﬁ 2E2 16M2Em 4 X | (4.36)
spin

Substituindo a equagdo (4.35)) na expressiao acima, obtemos

m2 mz
(1 + ﬁ) + (1 — ﬁ) cos? 9] (4.37)

do\ 4o mg
<E)B 16E A2 1 —|W([3)|



80

onde

&2

o=—
41

€ constante de estrutura fina. Em uma notagdo mais compacta, podemos escrever

(4.38)

do\ _ 4 2do
(d_Q)ﬁ = 16E"|W(B)| FToY (4.39)

onde do /dQ é a se¢ido de choque diferencial em temperatura zero, equagéo (2.130).

A secdo de choque termal total é obtida integrando sobre d€Q2. O resultado é

Groral(B) = 16E*G(B) G101l (4.40)

onde G(B) = |W(B)|? e Ororas € dada pela equagio (2.132). Um fato interessante a ser notado
em nosso resultado, é que no limite em que a temperatura vai a zero, a funcdo G(f) tende

1/16E* de modo que nés recobramos o resultado usual (2.132)), ou seja,

lim Ototal (ﬁ) = Ozotal - (4-41)
T —oo

Por outro lado, no limite em que a temperatura tende ao infinito, a razdo entre as se¢des de

choques termal e convencional tende ao valor constante de 1/4, ou seja,

lim Gmm—l(ﬁ) — 1 (4.42)
T—e  Opotal 4

Este resultado nos diz que a 4rea efetiva do alvo € quatro vezes menor no limite de temperatura
tendendo ao infinito. Assim, a medida que a temperatura aumenta, as particulas envolvidas se
espelham cada vez menos até um determinado valor limite correspondente a (4.42)). Isto pode
ser entendido levando em conta que o aumento da temperatura faz com que os momentos das
particulas envolvidas também aumentem e, portanto, diminuam a probabilidade de encontrar
uma particula alvo em uma determinada regido do espago, uma vez que a mesma € inversamente
proporcional ao momento (52). Como a se¢do de choque € proporcional a esta probabilidade,

deve-se esperar uma redu¢do da mesma para valores de temperatura maiores que zero.
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5 CONCLUSAO

Podemos concluir com este trabalho que o formalismo DCT fornece um método
bastante poderoso para se avaliar valores esperados de observaveis tomados com relagcdo a es-
tados construidos a partir da defini¢do de um vacuo térmico. A partir deste, como vimos, toda
uma teoria embasada em operadores termais pode ser construida e, como consequéncia, 0s con-
ceitos fundamentais abordados pela TQC convencional puderam facilmente ser generalizados
para o caso de temperatura finita.

Concluimos também que os propagadores termais, no formalismo DCT, apresen-
tam uma caracteristica em comum: eles podem ser escritos como a soma de duas partes, uma
independente e outra dependente da temperatura. Nesta dltima, as fungdes de distribui¢ao
fermidnica e bosonica configuram esta dependéncia e o fator § (k> —m?) restringe os momentos
das particulas mediadoras a estarem na condi¢do de casca de massa.

A defini¢ao do vécuo térmico, por sua vez, foi possivel através de uma duplicacdo
dos graus de liberdade do sistema, onde o sistema auxiliar til pdde ser interpretado como sendo
o entorno do sistema original (ndo-til) e, assim, pertencendo a regido caracterizada pelo reser-
vatdrio de calor. Como consequéncia, a definicdo do operador transformacdo de Bogoliubov
U(B) possibilitou determinar os propagadores do féton, no espago duplicado, através do pro-
duto matricial (3.207). Deste, obtemos a matriz propagadora (3.208)), cujos elementos da di-
agonal principal foram de fundamental importancia para o calculo da matriz de espalhamento
A (B). Além disso, observando mais uma vez (3.208]), concluimos também que o propagador
termal do f6ton, no sistema original, elemento R}fv (g, B), possui também a caracteristica de ser
constituido de duas partes, uma independente e outra dependente da temperatura. Nesta tltima,
a dependéncia é dada em termos da funcao de distribuicao bos6nica e 0 momento da particula
mediadora est4 restrita mais uma vez a condi¢io de casca de massa, ou seja, g> = 0.

Concluimos ainda que as modificacdes devida a temperatura para a secdo de cho-
que advém da matriz de espalhamento .# (3). Esta pode ser determinada avaliando como os
campos atuavam nos estados termais de particulas, o que permitiu definir as contragdes e
(4.12) e, portanto, estabelecer a analogia entre o procedimento em temperatura zero e finita. De
fato, as regras de Feynman termais foram explicitamente apresentadas na se¢do (4.2). Um fato
interessante a ser notado, € que o formalismo DCT duplica os vértices da teoria de interagao
para levar em consideragdo o sistema til. Isto faz com que o nimero de diagramas que contri-
buem para o espalhamento também duplique. Além disso, a estrutura caracteristica do espago
de Hilbert dobrado foi preservada, ou seja, .# (B) = .4 — .M .
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Também, calculando o médulo quadrado da matriz .# (), pudemos determinar a
secdo de choque para o espalhamento e~ e™ — 1~ u™ mediado por um féton. Como resultado,
a distin¢do entre as secdes de choque termal e convencional se deu por um fator multiplicativo
dependente da temperatura. Um caracteristica importante a se observar em nosso resultado é
que no limite de temperatura indo a zero, a fun¢io G(f8), em (#.40), tende ao fator 1/16E* de

modo que recobramos o resultado convencional, ou seja,

lim o, = Gioral-
TILI%) tatal(ﬁ) total

Por outro lado, calculando o limite de temperatura tendendo ao infinito, concluimos
que a razdo entre as se¢oes de choque termal e convencional tende a um valor constante. Sendo
mais especifico, a secdo de choque termal, neste limite, é quatro vezes menor que a convencio-
nal. A explicacdo fisica para este fato leva em conta que o aumento dos momentos das particulas
envolvidas, devido a temperatura, diminui a probabilidade de encontrar uma particula alvo em
uma determinada regido do espaco e, como a se¢do de choque é proporcional a estd probabili-
dade, espera-se uma diminuicdo da mesma com relagdo ao aumento da temperatura. Portanto,
a medida que a temperatura aumenta, as particulas envolvidas se espalham cada vez menos até
um valor limite correspondente a (4.42).

Por fim, como perspectivas futuras, nés esperamos aplicar o formalismo DCT em
sistemas da Teoria Quantica de Campos dentro do contexto gravitacional e verificar a equi-
valéncia entre modelos duais através do calculo da se¢ao de choque de espalhamento. Também,

desejamos estudar possiveis aplicacdoes em sistemas da matéria condensada.
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