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RESUMO

Nesta tese, estudamos o Problema do Cdédigo de Identificagdo em grades triangulares e em
grades king, ambas infinitas. Denotamos por N|[v] a vizinhan¢a fechada de v em um grafo
G e, para um conjunto C C V(G), C[v] = N[v]NnC. Um conjunto C C V(G) é um cddigo
de identificacdo em um grafo G se, para todo v € V(G), C[v] # 0 e, para todos u,v € V(G)
distintos, C[u] # C[v]. Sejam G um grafo, r um inteiro qualquer ndo-negativo e N,(v) o conjunto
dos vértices de G que estdo a uma distancia no méximo r de v em G. Para qualquer cddigo de
identificagdo C C V(G), a densidade de C em G, denotada por d(C, G), é definida por d(C,G) =
limsup, ., %, onde vo € um vértice arbitrdrio em G. A densidade minima de um cédigo
de identificacdo em G ¢é denotada por d*(G). Dado um inteiro positivo k, seja .7 a grade
triangular infinita com k linhas. Utilizando o Método da Descarga, determinamos a densidade
minima para 7, com 2 < k < 6 e com k > 7 impar. Determinamos também um limitante
inferior e um limitante superior para d*(.7), quando k > 8 par, e conjecturamos um valor
exato. Denotamos por .#; a grade king com k linhas. Novamente utilizando o Método da
Descarga, determinamos a densidade minima para .%%, com 3 < k < 6 e determinamos um

limitante inferior e um limitante superior para d*(.#;) para todo k > 7.

Palavras-chave: Cddigo de identificacdo. Densidade minima. Método da descarga. Grades

triangulares. Grades king.



ABSTRACT

In this thesis we study Identifying Code Problem in triangular grids and king grids both infinite.
We denote by N[v] the closed neighbourhood of v in G and, for a set C C V(G), C[v] = N[v]NC.
A set C C V(G) is an identifying code in a graph G if for all v € V(G), C[v] # 0 and, for
all distinct u,v € V(G), Clu] # C[v]. Let G be a graph. For any non-negative integer r, we
denote by N,(v) = x|distance(v,x) < r in G. For any identifying code C C V(G), the density
of C in G, denoted by d(C,G), is defined by d(C,G) = limsup,_, ., CON00)| \where vy is an

IN:(vo)|
arbitrary vertex in G. The infimum of the density of an identifying code in G is denoted by

d*(G). Given a positive integer k, let .7 be the triangular grid with k rows. Using Discharging
Method, we determine the minimum density of .7, for 2 < k < 6 and for odd k > 7. We also
determine a lower bound and a upper bound for d*(.7 ) for every even k > 8 and we conjecture
the exact value. We denote by .#; the king grid with k rows. Also using Discharging Method,
we determine the minimum density of %z, for 3 < k < 6 and we also determine a lower bound

and a upper bound for d* (%) for every k > 7.

Keywords: Identifying code. Minimum density. Discharging method. Triangular grids. King
grids.
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1 INTRODUCAO

Nesta tese, estudamos o problema do cddigo de identificagdo em grades. O conceito
de codigo de identificacdo foi introduzido por M. Karpovsky, K. Chakrabarty e L. B. Levitin
em 1998 (KARPOVSKY, CHAKRABARTY, e LEVITIN, 1998). Desde entdo, o estudo sobre
esses c6digos e suas variantes tem sido desenvolvido. Antoine Lobstein mantém em sua pagina'
uma bibliografia com mais de 300 artigos relacionados ao assunto.

Uma aplicagdo desse conceito € a de diagnosticar processadores com falha em sis-
temas de multiprocessadores. Modela-se um sistema de multiprocessadores como um grafo
G = (V,E) onde os vértices sdo os processadores e as arestas representam comunicagdes entre
eles. Ou seja, se dois processadores se comunicam, existe uma aresta entre os vértices associa-
dos aos processadores.

Dados um grafo G e um vértice u € V(G), seja N (u) o conjunto dos vizinhos de u em
G e seja N[u] = N(u) U{u} a vizinhanga fechada de u. Podemos ver o c6digo de identificagdo
como um conjunto C de processadores selecionados para reportar falhas dos processadores com
os quais ele se comunica e as dele proprio, atuando assim como um supervisor de sua vizinhanca
fechada no grafo. Um supervisor pode avisar ao controlador geral dos processadores que existe
um processador com problema na sua regiao enviando um bit O (caso contrario, envia um bit 1).

Para que um cédigo de identificagdo C funcione corretamente, precisamos que duas
premissas sejam verdadeiras:

e Se todos os processadores de C enviarem bit 1, entdo nao existe nenhum defeituoso,
e Se pelo menos um dos processadores de C enviar bit 0, deveremos ser capazes de identi-
ficar qual estd com defeito.

Para isso, admitimos que ndo € possivel ocorrer mais de uma falha no mesmo ins-
tante de tempo. Mais formalmente, definimos a seguir o que é um cédigo de identificagdo.
Definicdo 1.1. Dado um grafo G, um conjunto C C V(G) é um cddigo de identificagdo se:

(i) para qualquer vértice v, Nly|NC # 0, e
(ii) para quaisquer dois vértices u # v, Nu]NC # N[v]NC.

Dado um conjunto C C V(G), o identificador ou conjunto de identificacdo de um
vértice v € V(G) é C[v] = N[u|NC. Uma observagdo importante € que, se G possui gémeos
verdadeiros (ou seja, vértices u e v tais que N[u] = N[v]), entdo G ndo possui cédigo de identifi-
cacdo. Por exemplo, grafos completos ndo possuem codigo de identificagdo. O teorema abaixo
mostra que esta condi¢do € suficiente.

Teorema 1.1. (STANTON, 2011) Para qualquer grafo G, os seguintes pontos sdo equivalentes:
(i) G tem um codigo de identificacdo;
(ii)) C =V (G) é um cddigo de identificagdo; e
(iii) N[u] # N|v| para todos u,v € C distintos.

Thttps: //www.Iri.fr/ ~lobstein/bibLOCDOMetID.html
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E fécil ver que (ii) implica (i) e (iii), pois, se C = V(G) é um cédigo de identificagio,
entdo N[u] NC = N|u, para todo u € V(G). Pelo mesmo motivo, (iii) implica (ii). Para ver que
(i) implica (ii), note que, se C C V(G) é um cédigo de identificagdo, entdo CU{u} também é um
cédigo de identificagdo para qualquer u € V(G). Grafos que possuem cidigo de identificagcdo
sdo chamados de identificdveis.

O problema do cédigo de identificacdo € relacionado a muitos outros tipos de pro-
blemas de identificagdo em estruturas combinatoriais (grafos, digrafos e hipergrafos) tais como
as nogoes de teste de cobertura, cédigos de descriminacdo, conjuntos de dominagdo localiza-
dor e etc. Todos esses problemas possuem vdrias aplicacdes como, por exemplo, diagndstico
de doencas, detec¢ao de falha em redes de computadores, localizacdo de ameagas em instala-
coes, identificacdo bioldgica de individuos de acordo com os seus atributos e reconhecimento
de padrdoes (DE BONTRIDDER et al. (2003) e MORET e SHAPIRO (1985)).

Cédigos de identificacdo sao também aplicados em roteamento compacto em redes
(LAIFENFELD et al., 2007, 2009), em redes de sensores de emergéncia em instalacdes (RAY
etal.,2003), para modelar um problema de deteccao de localizagdo com redes de sensores (RAY
et al., 2004) e também em andlise de estruturas secundarias de RNA (HAYNES et al., 2006).
Um experimento real de sistema de sensor de movimento baseado em cddigos de identifica-
cdo foi implementado e discutido em UNGRANGSI, TRACHTENBERG, e STAROBINSKI
(2004).

Um particular interesse foi dedicado a grades pois muitas aplicacdes computacio-
nais possuem uma topologia de grade como os sistemas distribuidos em geral. Mais especifi-
camente, temos os sistemas computacionais em grid como as redes de computadores ad-hoc,
redes de processadores e até mesmo blockchain que pode ser visto sob a perspectiva de grades.
Um estudo sobre blockchain pode ser encontrado em RISIUS e SPOHRER (2017). Dos mais
de 300 trabalhos que constam na bibliografia de Antoine Lobstein que citamos no Capitulo 1,
mais de 30 trabalhos sdo em grades.

A respeito de grades triangulares infinitas com nimero de linhas limitadas, denote
por 7 a grade triangular infinita com k linhas. No Capitulo 4 deste trabalho, nés provamos que
d*(A)=d"(%H)=1/2=05,d(A) =d*(I) =1/3=0.3333---, d*(F5) =3/10 = 0.3,
d*(J%) =1/3~0.333 ed*(9) = 1/4+ 1/(4k) para todo k > 7 impar. Além disso, provamos
que 1/4+1/(4k) <d*(F) < 1/4+1/(2k) para todo k > 8 par e conjecturamos que d*(.7;) =
1/4+1/(2k) para todo k > 8 par. Esses resultados foram apresentados no Bordeaux Graph
Workshop em 2016 (DANTAS, HAVET, e SAMPAIO, 2016) e foram publicados no periédico
Discrete Mathematics em 2017 (DANTAS, HAVET, e SAMPAIO, 2017a).

A respeito de grades retangulares infinitas %5, Cohen et al. (COHEN et al., 1999)
determinaram um c6digo de identificacdo periddico de % com densidade 7/20 = 0.35. Em
2005, esta densidade foi provada ser 6tima por Ben-Haim e Litsyn (BEN-HAIM e LITSYN,
2005). Alguns artigos também obtiveram resultados para grades retangulares com um nimero

finito de linhas. Para qualquer inteiro positivo k, denote por .7} a grade retangular infinita
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com k linhas. Daniel, Gravier e Moncel (DANIEL, GRAVIER, e MONCEL, 2004) mostraram
que d* () =1/2=0.5e d*(#) = 3/7 ~ 0.4286. Este resultado foi reproduzido no Lema

1 27 2
— - — <" <min{ =, — +— .
20 2k = (‘y")—mm{s’zoJrk

Estes limitantes foram recentemente melhorados por Bouznif er al. (BOUZNIF, HAVET, e

PREISSMANN, 2016), que estabeleceram

1.1. Eles também mostraram que, para todo k > 3,

7 1 2 7 3

4 < JF <minq -, —+-— .

20 T aor =4 (W) —mm{s’zoJr 10k}
Esses ultimos também provaram d*(.#3) = 3/7 ~ 0.4286. Recentemente, Jiang (JIANG, 2018)
provou que d*(.%4) = 11/28 ~ 0.3928 e d*(.#5) = 19/50 = 0.38. Os resultados sobre Cédigo

de Identificacdo em Grades Retangulares estdo resumidos na Tabela 1.

| Grade retangular | Densidade 6tima |
" 7/20 = 0.35
(BEN-HAIM e LITSYN, 2005)

7, 1/2=05

(DANIEL, GRAVIER, e MONCEL, 2004)
o, 3/7 ~0.4286

(DANIEL, GRAVIER, e MONCEL, 2004)
- 3/7 ~0.4286

(BOUZNIF, HAVET, ¢ PREISSMANN, 2016)
11/28 ~0.3928

S
(JTANG, 2018)
2 19/50 =0.38
(JIANG, 2018)
1
2 20t 0%
yk Smin{%,le—F%{}

(BOUZNIF, HAVET, e PREISSMANN, 2016)

Tabela 1: Densidades 6timas de Codigo de Identificagdo para grades retangulares infinitas.
Fonte: Préprio autor.

De todas essas grades principais, apenas a densidade d*(%y) da grade hexagonal
permanece em aberto. O melhor limitante superior conhecido para d*(%y) é 3/7 ~ 0.4286 ¢
vem de dois cédigos de identificagdo construidos por Cohen et al. (COHEN et al., 2000). Es-
ses autores também demonstraram um limitante inferior de 16/39 ~ 0.4103. Em 2009, este
limitante inferior foi melhorado para 12/29 ~ 0.4138 por Cranston e Yu (CRANSTON e YU,
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2009). Mais recentemente, Cukierman e Yu (CUKIERMAN e YU, 2013) o melhoraram, uti-
lizando o método da descarga, para 5/12 ~ 0.4167. Esses autores obtiveram pelo menos trés
outros cidigos de identificacdo com densidade 3/7 ~ 0.4286 para ¥y, os quais sdo diferentes
dos cédigos obtidos por Cohen et al. (COHEN et al., 2000).

Com relagdo as grades king, foi mostrado em (COHEN, HONKALA, e LOBSTEIN,
2001) que d*(9k) > 2/9 ~ 0.222 e, em (CHARON et al., 2001), foi mostrado que este limitante
¢ apertado, ou seja, d*(9x) = 2/9 ~ 0.222. No Capitulo 5 deste trabalho, nés mostramos que
para toda grade king G, d*(G) > 2/9 ~ 0.222. Além disso, mostramos que este limitante é
alcancado somente para grade king que é produto forte de dois caminhos infinitos. Dado um
inteiro positivo k, denotamos por %} a grade king com k linhas. NGs provamos que d*(.#3) =
1/3 ~0.333, d* () =5/16 = 0.3125, d*(H5) =4/15 ~ 0.267 e d*(#5) = 5/18 ~ 0.278.
N6s também provamos que % + % <d*(H) < % + %, para todo k > 7. Esses resultados foram
apresentados no IX Latin and American Algorithms, Graphs, and Optimization Symposium -
LAGOS em 2017 (DANTAS, HAVET, e SAMPAIO, 2017b) e foram publicados no periédico
Discrete Mathematics em 2018 (DANTAS, HAVET, e SAMPAIOQO, 2018).

A seguir, reproduzimos um resultado de (DANIEL, GRAVIER, e MONCEL, 2004).
A partir deste resultado, teremos dois resultados diretos sobre a densidade 6tima do cédigo de
identificac@o para .7] e para .#] no Corolario 1.1.
Lema 1.1. (DANIEL, GRAVIER, e MONCEL, 2004) Temos que d*(.%)) = % =0.5.

Demonstragdo. Seja C um cddigo de identifica¢do de .. Para qualquer conjunto X = {u,v,w,t}
de quatro vértices consecutivos em .7, temos que [CNX| > 2. De fato, se |CNX| = 1, entdo
ou v e w tém o mesmo conjunto de identificacdo, ou um deles ndo € identificado pelo cédigo.
Se [CNX| =0, ambos v e w ndo sdo identificados. Portanto, d*(.#1) > 1 = 0.5. Na Figura 1,
mostramos um cddigo de identificacio de .#] com densidade % = 0.5 (vértices pretos pertencem

ao c6digo), o que conclui a prova. 0

| anOay Gy O Su@ny

Figura 1: Um cédigo de identificacdo para .| de densidade %

Corolario 1.1. Como 9 = & = A, temos que d* () = d* () =d* () = % =0.5.

O Problema do Cddigo de Identificacdo € estudado em vdrias outras classes de gra-
fos. Alguns exemplos sdo: COHEN e HAVET (2018) que estuda o Problema de Cddigo de
Identificacdo para grafos direcionados; LU, XU, e ZHANG (2019) que estuda o referido pro-
blema em produtos diretos K, X G, quando G é um grafo regular; e HUDRY e LOBSTEIN
(2019a) que estuda o Problema do Cddigo de Identificacdo em sdis completos, que sdo gra-
fos cujo conjunto de vértices pode ser particionado em dois conjuntos, H, = {hy,hy,...,h,} e
Jo=4J12,/23,, Jn.1}, onde H, induz uma clique e J, induz um conjunto independentemente,

com arestas j;;i1h; € jiit1hit1, 1 <i<n.
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1.1 Organizacao da Tese

No Capitulo 2, apresentamos alguns conceitos e notacdes de Teoria do Grafos e
de Complexidade Computacional que utilizamos neste trabalho. Apresentaremos também o
Meétodo da Descarga que utilizamos para obter alguns dos resultados apresentados nessa tese.

No Capitulo 3, aprofundaremos o estudo sobre o problema do cédigo de identifica-
cdo apresentando algumas outras definicdes relacionadas e exemplos. Além disso, explorare-
mos o estado da arte: mostraremos alguns resultados de determinacao do cédigo de identifica-
¢do minimo para algumas classes de grafos e também alguns resultados, para algumas classes de
grafos, sobre complexidade computacional de problemas de decisdo e otimizac¢ao relacionados
ao Problema do Cdédigo de Identificacdo.

O Capitulo 4 contém os nossos resultados sobre a densidade minima de cédigos
de identificacdo em grades triangulares. Nesse capitulo, demonstramos a densidade minima
exata de cédigos de identificagdo para grades triangulares com um ndmero k de linhas quando
ke {1,2,3,4,5,6} e para k > 7 impar. Para k > 8 par, determinamos um limitante inferior
e um limitante superior para a densidade do cédigo de identificacdo. Esses resultados foram
apresentados no Bordeaux Graph Workshop em 2016 (DANTAS, HAVET, e SAMPAIO, 2016)
e foram publicados no periddico Discrete Mathematics em 2017 (DANTAS, HAVET, e SAM-
PAIO, 2017a).

No Capitulo 5, estdo os nossos resultados sobre a densidade minima de cédigos
de identificacdo em grades king. O capitulo contém as demonstragdes da determinacdo da
densidade minima exata de cddigos de identificagdo para grades king com um nimero k de
linhas quando k € {1,3,4,5,6}. Para k > 7, determinamos um limitante inferior e um limitante
superior para a densidade do c6digo de identificacdo. Também determinamos que o cédigo de
identificagdo de uma grade king finita deve ter densidade estritamente maior do que 2/9. Esses
resultados foram apresentados no IX Latin and American Algorithms, Graphs, and Optimization
Symposium - LAGOS em 2017 (DANTAS, HAVET, e SAMPAIO, 2017b) e foram publicados
no periddico Discrete Mathematics em 2018 (DANTAS, HAVET, e SAMPAIO, 2018).

Finalmente, no Capitulo 6, fazemos as ultimas consideracdes sobre este trabalho,
indicamos questdes em aberto que encontramos durante o estudo do problema e apontamos

direcOes para possiveis trabalhos futuros.
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2 CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos basicos da Teoria do Grafos, base-
ado nos livros de Bondy e Murty (BONDY e MURTY, 2008), CORMEN et al. (2009) e WEST
(2001), que utilizamos neste trabalho. Mais informagdes podem ser encontradas nos referidos
livros. Apresentaremos também o Método da Descarga que utilizamos para obter alguns dos
resultados apresentados nesta tese. Definiremos algumas nog¢des e notacdes relacionadas ao
método e mostraremos alguns exemplos de aplicacdo do método. Elencaremos ainda algumas
classes de grafos (com suas defini¢des, exemplos e caracterizacdes) que sdo estudas sistema-
ticamente com relacdo ao problema do cédigo de identificagdo. Por fim, definiremos algumas
nogdes de Teoria da Complexidade que servirdo como base para os resultados que apresentare-

mos no Capitulo 3.

2.1 Notacao e terminologia

Um grafo G é uma tripla consistindo de um conjunto nio vazio de vértices V(G),
um conjunto de arestas E(G) e uma relagdo que associa cada aresta a dois vértices (ndo neces-
sariamente distintos) chamados extremidades. Um lago € uma aresta cujas extremidades sdao
iguais. Muiltiplas arestas sdo arestas que possuem o mesmo par de extremidades. Um grafo
simples € um grafo que ndo contém lacos e nem multiplas arestas. Especificamos um grafo
simples por seu conjunto de vértices e seu conjunto de arestas, tratando o conjunto de arestas
como um conjunto de pares ndo ordenados de vértices e escrevendo e = uv (ou e = vu) para
uma aresta e com extremidades u e v. Quando u e v sdo extremidades de uma aresta, eles sdo
adjacentes e sdo vizinhos.

A denominacio grafo vem do fato deste poder ser representado graficamente: os
vértices como pontos e as arestas como curvas conectando suas extremidades. Neste trabalho,
nds restringimos nossa atengdo para grafos simples. Nesse caso, uma aresta é determinada por
suas extremidades. entdo nds podemos nomear uma aresta por suas extremidades. Em um
grafo simples, vemos as arestas como um par ndo ordenado de vértices e podemos ignorar a
formalidade da relacdo de associacdo de extremidades a arestas. A partir de agora, toda vez
que mencionarmos grafo, estaremos nos referindo a um grafo simples, a ndo ser que seja dito o
contrario.

Um grafo direcionado (ou digrafo) D é um par ordenado (V(D),A(D)) composto
por um conjunto, ndo vazio, V(D) de vértices e um conjunto A(D), disjunto de V (D), de arcos.
Cada arco é um par ordenado de vértices de D, esta € a diferenca entre grafos e digrafos. Se
o par (u,v) estd em A(D) diz-se que o arco vai de u para v, além disso chamamos u de cauda
e v de cabeca do arco. Um digrafo D € dito orientado se nenhum de seus pares de vértices
u,v € V(D) é conectado por dois arcos em diregdes opostas, ou seja, se nenhum par de vértices
u,v € V(D) é conectado por (u,v) e por (v,u).

Cada vértice v em um grafo direcionado possui dois tipos de graus: o grau de
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entrada, d~ (v) e o grau de saida, d* (v). O grau de entrada de um vértice v é o nimero de arcos
que tém v como cabecga, enquanto o grau de saida é o nimero de arcos que possuem v como
cauda. A vizinhanca de entrada de um vértice v em um digrafo D é o conjunto N~ (v) = {x €
V(D)|(x,v € A(D))} enquanto a vizinhanca de saida é o conjunto N (v) = {x € V(D)|(v,x €
A(D))}.

Um grafo G é finito se V(G) e E(G) sdo finitos. Caso contrdrio, dizemos que G ¢é
infinito. O complemento G de um grafo G é o grafo com conjunto de vértices V(G) definido
por uv € E(G) se e somente se uv € E(G). Uma clique em um grafo é um conjunto de vértices
adjacentes dois a dois. Um conjunto independente em um grafo é um conjunto de vértices
ndo adjacentes dois a dois. Chamamos de grafo completo o grafo que possui uma aresta entre
qualquer par de vértices distintos. O grafo completo com n vértices € indicado por K,,. O grafo
que ndo possui nenhuma aresta € chamado de grafo vazio.

Um subgrafo de um grafo G é um grafo H tal que V(H) CV(G)e E(H) CE(G) e
a atribui¢do de extremidades as arestas em H € a mesma de G. Escrevemos H C G e dizemos
que “G contém H”. Seja B um subgrafo de G cujo conjunto de vértices é V' e o conjunto de
arestas € o conjunto de arestas de G que tem ambas as extremidades em V’. Dizemos que B
é um subgrafo de G induzido por V'. O grafo B é denotado por G[V’]. Dizemos também que
G[V'] é um subgrafo induzido de G.

Um grafo G é bipartido se V(G) é a unido de dois conjuntos independentes (eventu-
almente vazios) disjuntos chamados partes de G. Um caminho P em um grafo G é um subgrafo
de G cujos vértices podem ser ordenados tais que dois vértices sao adjacentes se, e somente
se, eles s@o consecutivos na lista. O primeiro e o ultimo vértice da sequéncia sdo chamados de
extremidades do caminho. Um caminho com n vértices é indicado por P, e o comprimento de
um caminho € o nimero de arestas que este possui. A distdncia entre dois vértices u € v em um
grafo G € o comprimento do menor caminho que possui extremidades u € vem G. Um ciclo
¢ um grafo com um numero de vértices igual ao nimero de arestas, cujos vértices podem ser
posicionados em volta de um circulo tais que dois vértices sao adjacentes se, e somente se, eles
aparecem consecutivamente no circulo.

Um grafo € conexo se cada par de vértices em G pertence a um caminho; caso
contrario, G é desconexo. Uma componente conexa de um grafo G é um subgrafo conexo
maximal de G. A vizinhan¢a de um vértice u é o conjunto de vértices adjacentes a u, denotada
por N(u). A vizinhanga fechada de um vértice u é indicado por N[u], onde N[u] = N(u) U {u}.
Se um vértice v € uma extremidade de uma aresta e, entdo v e e sdo incidentes. O grau de um
vértice v em G é o ndmero de arestas incidentes a v e é denotado por dg(v). Se ndo houver
ambiguidade, denota-se apenas por d(v) o grau de um vértice vem G. O grau mdximo de um
grafo G é o maior grau de um vértice de G e é indicado por A(G).

Dois grafos G e H sdo ditos idénticos (denotado por G = H) se V(G) =V (H) e
E(G) = E(H). Para grafos simples, dois grafos G e H sdo ditos isomdrficos (denotado por G =

H) se existe uma fungdo 6 : V(G) — V(H). Esse mapeamento 6 é chamado um isomorfismo
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entre Ge H.

2.2 Método da Descarga

Esta secdo é fortemente baseada no trabalho de Mohammad Salavatipour (SALA-
VATIPOUR, 2003). Usaremos notacdes, definicdes e exemplos estabelecidos no referido tra-
balho. Explicamos o que é o Método da Descarga e como € o seu funcionamento através de

alguns exemplos.

2.2.1 Introducdo

Em 1852, enquanto coloria um mapa da Inglaterra, Francis Guthrie se perguntou
se seria possivel colorir um mapa com ndao mais do que 4 cores, onde duas regides vizinhas
recebam cores diferentes. Esse € o Problema das 4 Cores, muito conhecido em Combinatoria.
A primeira referéncia impressa sobre esse problema foi publicada em 1878 no periédico Pro-
ceedings of the London Mathematical Society. Essa publicagdo provocou um enorme interesse
sobre esse problema, com grande nimero de varia¢des, conjecturas e falsas demonstragdes.

O Problema das 4 Cores € responsdvel por muito do que se conhece hoje em Teoria
dos Grafos. A tentativa de resolvé-lo possibilitou o desenvolvimento de varios ramos da Teoria
dos Grafos. Entre as ferramentas que foram desenvolvidas para tentar resolver o problema, se
encontra o Método da descarga como podemos ver em (APPEL e HAKEN, 1976).

Nos ultimos anos, esse método foi utilizado para resolver dezenas de outros proble-
mas. No entanto, existem varios outros problemas em aberto para os quais a aplicacao dessa
ferramenta aparenta ser bastante promissora. Neste capitulo, definiremos notacdes utilizadas
pela ferramenta, estudaremos o funcionamento da mesma e alguns exemplos que demonstram

a sua aplicacgdo.

2.2.2 Notagoes e definicoes

Se o grau de um vértice v for igual a i, pelo menos i ou no maximo i, entdo v é
um i-vértice, um > i-vértice ou um < i-vértice, respectivamente. Um grafo G € imerso em uma
superficie # se seus vértices podem ser mapeados em pontos distintos de # e as arestas podem
ser mapeadas em curvas ligando os pontos associados aos vértices de suas extremidades. Além
disso, as curvas associadas a qualquer par de arestas ndo podem compartilhar nenhum ponto em
W , exceto por um ponto associado a um vértice comum dessas arestas.

Uma face de uma imersdo (embedding) de G em uma superficie 7 € um conjunto
maximal aberto obtido da remog¢ao dos pontos dessa imersdo. Um grafo G € planar se ele tem
uma imersdao em uma esfera. Como um plano € topologicamente equivalente a uma esfera, a
menos de um ponto chamado de polo, todo grafo planar é também imersivel em um plano e a

face contendo o polo € chamada de face externa.
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Para uma imers@o de um grafo planar G, o conjunto de faces de G é denotado por
F(G) ou, quando nio houver ambiguidade, F. Dizemos que os vértices de uma face f sdo
os vértices que incidem nas arestas que delimitam a face f. Para toda face f, o tamanho ou
comprimento de f, denotado por |f|, é o nimero de arestas no interior de f, com as pontes
contadas duas vezes. Ponte é uma aresta cuja remocao aumenta em uma unidade o niimero de
componentes conexas do grafo.

Uma face € chamada i-face, < i-face ou > i-face, se o tamanho de f € i, no maximo
i ou pelo menos i, respectivamente. Um grafo planar G € chamado uma triangularizacdo se
toda face de G tem tamanho 3. A classica relacdo de Euler geralmente desenvolve um papel
importante na prova de problemas em grafos planares que usam o Método da Descarga.
Teorema 2.1. Formula de Euler (EULER, 1758): Para todo grafo plano G finito conexo com

conjunto de vértices V, conjunto de arestas E e conjunto de faces F, temos que
V[ —[E[+|F|=2.

Ap0s essas defini¢cdes e notacdes, vamos descrever o funcionamento do Método da

Descarga.

2.2.3 Funcionamento do Método da Descarga

Seja IT a classe dos grafos planares e suponha que queremos provar que todo grafo
de IT tem uma propriedade especifica P. Vamos tomar um grafo arbitrario G € II e atribuir
algumas cargas aos elementos de G, por exemplo, aos vértices, as arestas ou as faces de G.
Usando a férmula de Euler, mostramos que a carga total € um valor constante para as cargas
inicialmente atribuidas aos elementos de G, independente de G. Entdo, distribuimos as cargas
de acordo com algum conjunto de regras de descarregamento que nds definimos, enquanto
preservamos a carga total. Apds essa fase de descarregamento, mostramos que ou a carga
total estd diferente (o que € impossivel) ou G tem alguma estrutura especifica que implica a
propriedade P.

Geralmente, provamos que estruturas especificas implicam uma propriedade P antes
de aplicar o Método da Descarga. O caminho mais comum para fazer isso é comecar a prova
por contradi¢do e assumindo que existem grafos em I1 que ndo satisfazem a propriedade P.
Dentre todos esses grafos, consideramos um, que chamamos de Gy, o qual tem 0 menor nimero
de vértices. Entdo, assumindo que Gg € um contra-exemplo minimo, provamos que certas
estruturas de vértices, arestas ou faces nao podem existir em Gy. Essas estruturas sdo chamadas
de configuragoes redutiveis. Uma vez que o conjunto de configuragdes redutiveis foi definido,
mostramos que elas sdo inevitdveis. Ou seja, mostramos que qualquer grafo em IT deve ter pelo
menos uma delas. Isso mostra que ndo existe um contra-exemplo minimo, ou seja, todo grafo
em I1 tem a propriedade P.

Para fazer o segundo passo, mostrar a inevitabilidade das configuragcdes redutiveis,
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utilizamos o Método da Descarga. Isso é, tomamos um grafo arbitrdrio G € I e aplicamos as
cargas iniciais. Usando o a férmula de Euler, mostramos que a carga total €, por exemplo, al-
guma constante negativa que depende apenas das cargas iniciais aplicadas. Entdo, aplicamos as
regras de descarregamento € mostramos que ou todo elemento de G tem uma carga ndo-negativa,
portanto, a carga total seria ndo-negativa, ou G deve ter alguma das configuracdes redutiveis.
A carga total deve permanecer negativa ja que as regras do descarregamento preservam a carga
total. Portanto, existem alguns elementos com carga negativa em G.

Algumas vezes, ndo usamos nenhuma configuracao redutivel nas provas envolvendo
Meétodo da Descarga. Somente pela aplicacdo de um conjunto inicial de cargas e de regras de
descarregamento, podemos chegar a conclusao desejada. No entanto, na maioria das aplicag¢des
do referido método, antes de aplicar as cargas iniciais e as regras de descarregamento, chegamos
a um conjunto adequado de configuracdes redutiveis. Por essa razdo, € comum se referenciar a
ambos 0s passos gerais, o processo de encontrar um conjunto de configuragdes redutiveis e de
provar a inevitabilidade das mesmas, como Método da Descarga.

Vamos agora demonstrar o uso dessa técnica através de alguns exemplos. O pri-
meiro exemplo € um fato bem conhecido e que ndo requer o uso da técnica, que serd utilizada
apenas para fins ilustrativos.

Exemplo 2.1. (SALAVATIPOUR, 2003) Todo grafo planar simples G = (V,E) tem um vértice

de grau no mdximo 5.

Demonstracdo. Tome G um grafo plano. Seja F o conjunto de faces de G. Para todo vértice
v €V com grau d(v), atribuimos d(v) — 6 unidades de carga e para cada face f € F com tamanho
| f|, atribufmos 2|f| — 6 unidades de carga. Note que 2|E| = Y,cyd(v) = L ep |f|. Assim,
utilizando a Férmula de Euler, a carga total € : Y,cy (d(v) —6) + X rep (2|f] —6) = 2|E| —
6|V|+4|E|—6|F| =6(|E|—|V|—|F|) = —12. Como o grafo é simples, toda face tem tamanho

pelo menos 3. Assim, todas as faces contribuem para a carga total com uma carga ndo-negativa.

Dessa forma, uma vez que a carga total é negativa, deve existir pelo menos um vértice com carga

negativa. Logo, para algum vértice v : d(v) — 6 < 0. Entdo d(v) <5, como queriamos. O

O exemplo acima € simples. O préximo exemplo é um pouco menos simples e
contém deslocamento de cargas, ou seja, a fase de descarregamento.
Exemplo 2.2. (SALAVATIPOUR, 2003) Em todo grafo planar simples G = (V,E) com grau
minimo pelo menos trés, existe um vértice de grau d incidente a uma face de tamanho [ tal que
d+1<8.

Demonstracdo. Chamamos uma incidéncia de face-vértice de canto(corner). Para todo vértice
v € V com grau d(v), atribuimos uma carga de d(v) —4, e para cada face f € F de tama-
nho | f], atribuimos uma carga de |f| — 4. Novamente, pela férmula de Euler, a carga total é:
Trev (d(v) —4) + Eyer (|f] —4) = 2E| — 4V | +2|E| - 4|F| = 4(E| - [V| - |F|) = —8. Na
fase de descarregamento, cada vértice v envia dElv()V;4
participa. Similarmente, cada face f envia V“Tf unidades de carga para cada canto que pertence

unidades de carga para cada canto que ele
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a ela. Portanto, depois da fase de descarregamento, todos os vértices e faces possuem carga 0.
Como a carga total era negativa, entdo existe um canto com carga negativa. Assuma que esse
canto é formado pela incidéncia de um vértice v de grau d(v) =d e a face f com |f|=1. A
carga do canto é % + # < 0. Portanto, 2/d — 4]/ —4d < 0. Esse fato, junto com o fato de que
cada face tem o tamanho pelo menos 3 (grafo simples) e que assumimos que o grau minimo €

pelo menos 3, implica que:

21 2d
d<—<6el<——<6.
R
Pela segunda inequagdo, temos que / < 6. Adicionando / em ambos os lados da

primeira inequagao, temos d + [ < % 0 que € no maximo 8§ para 3 <[ < 6.
O]

Nessa secdo, vimos a aplicacdo do método da descarga para grafos planares e utili-
zando a Formula de Euler. No Capitulo 5, utilizaremos o método da descarga em grades king
que ndo sdo planares. Na préxima secdo, abordaremos a classe de grafos planares e algumas

outras classes de grafos.

2.3 Classes de grafos

Nesta secdo, apresentamos classes de grafos que sdo sistematicamente objeto de
estudos relacionados a cddigos de identificagcdo e que serdo apresentadas no Capitulo 3. Quando
identificamos estruturas em um grafo, como € o caso dos cédigos de identificacdo, as principais
aplicagdes sao considerar os grafos como estruturas da vida real. Grafos podem modelar redes
de computadores (cada computador € um vértice e cada aresta € uma conexdo de rede), redes
espaciais (cada vértice € uma local e cada aresta é uma estrada entre dois locais), redes sociais
(cada vértice € um individuo e cada aresta € uma relacdo entre eles) ou moléculas (os vértices
sdo atomos e as arestas sdo as ligacOes entre eles). Em geral, os grafos modelam qualquer

situac@o onde nés temos um conjunto de elementos e uma relacdo bindria entre eles.

2.3.1 Grades

Nesta tese, citamos trés grades planares infinitas nomeadas: grades hexagonais (de-
notada por ¥y), grades retangulares (denotada por ¥s) e grades triangulares (denotada por 9y ).
A grade king (denotada por ¥ ) € a Unica dessas grades que ndo € planar.

O conjunto de vértices desses grafos infinitos € o conjunto Z X Z e o conjunto de
arestas € definido da seguinte forma (ver exemplos na Figura 2):

E(%s) ={{u,v}: u—ve {(0,£1),(+1,0)}}

E(%y) = {{u,v}: u—ve {(0,(=1)"/*1) (£1,0)},onde (i, j) = u}
E(“r)={{u,v}: u—ve{(0,£1),(£1,0),(1,1),(—=1,—1)}}
E(%k) ={{u,v}: u—ve{(0,£1),(£1,0),(£1,1),(x1,—-1)}}
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X x+1 x+2 x+3 x+4 x+5 X x+1 x+2 x+3 x+4 x+5

(a) Grade retangular (%5) (b) Grade hexagonal (%)

X x+1 x+2 x+3 x+4 x+5 X x+1  x+2 x+3 x+4 x+5

(c) Grade triangular (¢r) (d) Grade king (%)

Figura 2: Exemplos de grades infinitas.

A grade king representa o grafo onde os vértices sdo os quadrados em um tabuleiro
de xadrez infinito e as a restas representam os movimentos que o rei pode fazer nesse tabuleiro.
Muitos estudos foram realizados em uma variacdo dessas grades infinitas: as grades infinitas
com um ndmero limitado de linhas. Denotamos por .#%, a grade retangular com nimero limi-
tado de k > 1 linhas; por .7, a grade triangular com nimero limitado de linhas; e por %, a
grade king com nimero limitado de linhas. O conjunto de vértices desses grafos € o conjunto
Z x {1,2,....,k} e o conjunto de arestas é definido da mesma forma como nas grades infinitas

COI'I'CSpOIlantCS.

2.3.2 Grafos planares

Essa classe de grafos foi definida na Subsecdo 2.2.2. Dois exemplos comuns de
grafos que ndo podem ser imersos em um plano, extraidos do Teorema de Kuratowski, sdo os
grafos K5 e K3 3 mostrados na Figura 3. J4 na Figura 4, vemos o exemplo do grafo K4 que pode

ser desenhado sem que ocorra cruzamento de arestas.

2.3.3 Bipartidos

Uma biparticdo de um grafo G € uma parti¢cdo de dois conjuntos independentes

disjuntos em G cuja unido é V(G). Um grafo é dito bipartido se possui uma biparti¢do. Temos
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& X

Figura 3: Grafo K5 e grafo K3 3: dois grafos ndo planares.

XN

Figura 4: Grafo K4: um grafo que pode ser desenhado sem cruzamento de arestas.

uma caracterizacao dos grafos bipartidos no Teorema 2.2.
Teorema 2.2. (KONIG, 1936) Um grafo é bipartido se e somente se ndo possui ciclo de com-
primento impar.

Uma estrela ¢ um grafo bipartido completo K , (ver a Figura 5 (a)). Na Figura 5
(b), temos um outro exemplo de um grafo bipartido.

As Subsecodes 2.3.4,2.3.5, 2.3.6 e 2.3.7 foram fundamentadas no livro GOLUMBIC
(2004).

2.3.4 Grafos cordais ou triangularizados

Um grafo G € dito cordal ou triangularizado se todo ciclo de comprimento estrita-

mente maior que 3 possui uma corda, ou seja, uma aresta entre dois vértices ndo consecutivos

(a) (b)
Figura 5: (a) Grafo estrela; (b) ParticOes A e B de um grafo bipartido.
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do ciclo. Equivalentemente, G ndao contém um subgrafo induzido isomorfo a um ciclo com n
vértices para n > 3.

Um vértice x de G é chamado simplicial se a sua vizinhanca (o conjunto N(x))
induz um grafo completo de G, isto é, N(x) é uma clique. Uma ordem de eliminacdo simplicial
¢ uma ordem v,,, ..., v para eliminacdo de vértices cada vértice v; € um vértice simplicial de um
grafo remanescente induzido por {vy,...v;}. Algumas caracteriza¢des dos grafos cordais sdo
encontradas no Lema 2.1 e no Teorema 2.3. Na Figura 6, encontramos um exemplo de grafo
cordal.

Lema 2.1. (DIRAC, 1961) Todo grafo triangularizado G = (V,E) tem um vértice simplicial.
Além disso, se G ndo é uma clique, entdo existem dois vértices simpliciais ndo adjacentes.
Teorema 2.3. (DIRAC, 1961) Um grafo G tem um ordem de eliminacdo simplicial se e somente

se G é cordal.

Figura 6: Exemplo de grafo cordal.

2.3.5 Grafos Split

Um grafo G = (V,E) é definido ser split se existe uma particdo V = SUK de seus
vértices em um conjunto independente S e uma clique K. Nao existe restricdo nas arestas entre
os vértices de S e os vértices de K. Encontramos caracteriza¢des de grafos split no Teorema 2.4
e no Teorema 2.5. Um exemplo de um grafo split pode ser visto na Figura 7.

Teorema 2.4. Um grafo G é um grafo split se, e somente se, seu complemento G é um grafo

split.

Figura 7: Exemplo de grafo split com conjunto independente S e clique K.
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Figura 8: O grafo de permutacdo G[4,3,6,1,5,2].

Teorema 2.5. (FOLDES e HAMMER, 1976) Seja G um grafo. As seguintes condicdes sdo
equivalentes:

1. G é um grafo split

2. G e G sdo grafos triangularizados

3. G ndo contém subgrafo induzido isomorfo a 2K, C4 ou Cs

2.3.6 Grafos de Permutacdo

Suponha que w é uma permutacdo dos nimeros 1, 2, ..., n. Vamos pensar em 7T
como uma sequéncia (7,7, ..., T,) entdo, por exemplo, a permuta¢do 7 = [4,3,6,1,5,2] tem
m =4, mp = 3, etc. Denota-se por ni_l ¢ a posi¢do na sequéncia onde o nimero i pode ser
encontrado. Em nosso exemplo, 7, l—4e Ty L—

Podemos construir um grafo G[x| a partir de w da seguinte maneira: G[x| tem
vértices numerados de 1 até n; dois vértices sao conectados por uma aresta se 0 maior dos seus
nimeros correspondentes estd a esquerda do menor em 7. G[7] € algumas vezes chamado de
grafo de inversdo de .

Se 7 é uma permutac@o dos nimeros 1,2....,n, entdo o grafo G[x|=(V,E) é definido

COomo segue:

V={1,2,..n}e
ij€Ew (i—j)(m ' —n;7') <0

Um grafo G é chamado de grafo de permutagdo se existe uma permutacao 7 tal que
G = G|nl.
2.3.7 Grafos de Intervalo

Em 1957, HAJOS (1957) apresentou o seguinte problema: Dado um niimero finito

de intervalos em uma linha reta, um grafo associado com esse conjunto de intervalos pode ser
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construido da seguinte maneira:
e cada intervalo corresponde a um vértice; e
e dois vértices sao conectados por uma aresta se € somente se os intervalos correspondentes
se sobrepdem pelo menos parcialmente
A Proposi¢do 2.1, o Teorema 2.6 e o Teorema 2.7 trazem algumas caracterizacoes
dos grafos de intervalo. Um exemplo de grafo de intervalo pode ser visto na Figura 9.
Proposicio 2.1. (HAJOS, 1957) Um grafo de intervalo satisfaz a propriedade de grafo trian-

gularizado, ou seja, todo ciclo com comprimento estritamente maior que 3 possui uma corda.

Teorema 2.6. (GILMORE ¢ HOFFMAN, 1964) Seja G um grafo. As seguintes afirmagoes sao
equivalentes.
(i) G é um grafo de intervalo
(ii) G ndo contém um ciclo de tamanho 4 sem cordas e seu complemento G é um grafo de
comparabilidade
(iii) As cliques maximais de G podem ser linearmente ordenadas tal que, para todo vértice x
de G, as cliques maximais contendo x ocorrem consecutivamente
Um grafo ndo direcionado G = (V, E) é um grafo de comparabilidade se existe uma

orientacdo F das arestas de G satisfazendo

FNF'=0,FUF'=E F?CF,

onde F? = {ac|ab,bc € F para algum vértice b}. A relacio F é uma ordem parcial

estrita de V, cuja relacdo de comparabilidade € exatamente E, e F é chamada uma orientacdo
transitiva de G. Grafos de comparabilidade sdo também conhecidos como grafos orientdveis
transitivamente ou grafos ordenados parcialmente.
Teorema 2.7. (LEKKEIKERKER e BOLAND, 1962) Um grafo G é um grafo de intervalo se e
somente se as seguintes condigdes sdo satisfeitas:

(i) G é um grafo triangularizado, e

(ii) quaisquer trés vértices de G podem ser ordenados de forma que todo caminho do primeiro

Vértice para o terceiro vértice possui vértices na vizinhanga fechada do segundo vértice.

2.4 Complexidade computacional

Nesta se¢do, introduziremos nogdes bdsicas de teoria da complexidade. Maiores
detalhes podem ser encontrados nos livros ARORA e BARAK (2009), AUSIELLO et al. (2012),
CORMEN et al. (2009), PAPADIMITRIOU (2003) e SIPSER (2012).

2.4.1 Algoritmos e problemas computacionais

Informalmente, um algoritmo é qualquer procedimento computacional bem defi-

nido que toma algum valor ou conjunto de valores como entrada e produz algum valor ou con-
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Figura 9: Grafo de intervalo.
Fonte: Wikipedia.

junto de valores como saida. Portanto, um algoritmo € uma sequéncia de etapas computacionais
que transformam a entrada na saida.

Também podemos considerar um algoritmo como uma ferramenta para resolver um
problema computacional bem especificado. O enunciado do problema especifica em termos
gerais a relacdo desejada entre a entrada e a saida. O algoritmo descreve um procedimento
computacional especifico para se conseguir essa relacio entre a entrada e a saida.

Poderia ser necessario ordenar uma sequéncia de nimeros em uma ordem ndo de-
crescente. Por exemplo, dada a sequéncia de entrada (31,41,59,26,41,58), um algoritmo de
ordenacdo devolve como saida a sequéncia (26,31,41,41,58,59). Tal sequéncia de entrada é
denominada instdncia do problema de ordenacdo. Em geral, uma instdncia de um problema
consiste na entrada (que satisfaz quaisquer restri¢des impostas no enunciado do problema) ne-
cessdria para calcular uma solugao para o problema.

Diz-se que um algoritmo € correto se, para toda instancia de entrada, ele parar com
a saida correta. Dizemos que um algoritmo correto resolve um problema computacional dado.

O tempo despendido por um algoritmo depende da entrada. Por exemplo, ordenar
mil ndmeros demora mais tempo que ordenar trés nimeros. Além disso, um algoritmo que
ordena numero pode demorar quantidade de tempos diferentes para ordenar duas sequéncias de
entrada do mesmo tamanho. Em geral, o tempo gasto por um algoritmo cresce com o tamanho
da entrada.

A melhor noc¢do para tamanho da entrada depende do problema que estd sendo
estudado. Por exemplo, se a entrada para um algoritmo é um grafo, o tamanho da entrada pode
ser descrito pelos nimeros de vértices e arestas no grafo.

O tempo de execugdo de um algoritmo em uma determinada entrada € o nimero de
operagdes primitivas ou “passos” executados. O tempo de execugdo do pior caso é o tempo de
execugao mais longo para qualquer entrada de tamanho n.

O tempo de execucdo de um algoritmo em uma determinada entrada é a soma dos
tempos de execucdo para cada instru¢do executada. Desta forma, o tempo de execucdo de um

algoritmo pode ser expresso por uma fun¢do. A taxa de crescimento ou ordem de crescimento
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do tempo de execucdo de um algoritmo € o termo (desprezando-se as constantes) de mais alta
ordem na férmula que representa o tempo de execucdo do algoritmo. Em geral, consideramos
que um algoritmo € mais eficiente que outro se seu tempo de execu¢do do pior caso apresentar
uma ordem de crescimento mais baixa.

Quando observamos tamanhos de entrada suficientemente grandes para tornar re-
levante apenas a ordem de crescimento do tempo de execug¢do, estamos estudando a eficiéncia
assintotica dos algoritmos. A notag¢do O limita superiormente uma func¢do de forma assintética.

O campo da complexidade computacional tem como objetivo classificar problemas
computacionais de acordo com o qudo eficiente eles podem ser resolvidos. Consideraremos

dois tipos de problemas: problemas de decisdo e problemas de otimizacdo.

2.4.2 Problemas de decisdo e classes relacionadas

Problemas de decisdo sdao problemas cuja saida é simplesmente “sim” ou “ndo”.
Por exemplo, seja CAMINHO o seguinte problema de decisdao: dado um grafo direcionado G,
vértices u e v, € um inteiro k, existe um caminho de u para v com no maximo k arestas? Uma
resposta para esse problema € “sim” ou “ndo”. Para um problema de decisdo &7, uma instdncia
“SIM” é uma instancia para qual a resposta do problema € “sim”.

A classe de complexidade P consiste nos problemas de decisdo que podem ser re-
solvidos em tempo polinomial. Mais especificamente, sdo problemas que podem ser resolvidos
em tempo O(n), para alguma constante k independente de n, onde n é o tamanho da entrada do
problema.

A classe NP consiste nos problemas de decisdo que sdo “verificidveis” em tempo
polinomial. Isto €, se, de alguma forma, tivéssemos um “certificado” de uma solucgao, entao
poderiamos verificar se esse certificado € correto em tempo polinomial para tamanho da entrada
do problema. Por exemplo, para o problema CAMINHO, um certificado seria um conjunto de
arestas de G. Podemos verificar em tempo polinomial se esse conjunto de arestas compode
um caminho de u para v e se possui cardinalidade no méximo k. Qualquer problema em P
estd também em NP, pois se um problema estd em P, entdo podemos resolvé-lo em tempo
polinomial sem sequer ser fornecido um certificado.

Introduziremos agora o conceito de redugcdo em tempo polinomial. Dados dois pro-
blemas de decisdo & e 2, uma reducio de & para 2 em tempo polinomial é uma funcio f
computavel em tempo polinomial que transforma qualquer instincia / »» de & em uma instancia
9 = f(I») de 2 tal que I» é uma instancia “SIM” em & se e somente se /9 é uma instincia
“SIM” de 2. A metodologia das reducdes foi introduzida por KARP (1972) e demonstrou que
uma grande variedade de problemas sao NP-Completos. Nesse artigo de Karp, estdo incluidas
as provas originais da NP-Completude dos famosos problemas Clique, Cobertura de Vértices e
Ciclo Hamiltoniano.

Um dos maiores e mais famosos problemas em aberto em complexidade computa-
cional, introduzido por COOK (1971), é determinar se P = NP. Um problema de decisdo & é
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NP-Completo se ele estd em NP e & é NP-dificil, isto é, cada problema em NP pode ser redu-
zido em tempo polinomial para &. Uma consequéncia disso é que existe algoritmo polinomial

para um problema NP-Completo se e somente se P = NP.

2.4.3 Problemas de otimizacdo, algoritmos aproximativos e classes relacionadas

Muitos problemas interessantes sao problemas de otimizacdo, para os quais cada
solugdo possivel (isto é, “valida”) tem um valor associado e dentre as quais desejamos encontrar
uma solu¢do vidvel com o melhor valor. Por exemplo, em um problema que denominamos
MENOR CAMINHO, temos um grafo ndo direcionado G, arestas u e v, € desejamos encontrar
um caminho de u para v que utiliza o menor nimero de arestas. Cada caminho de u para v é
uma solugdo vidvel. Um menor caminho de u para v € uma melhor solucdo ou solugdo 6tima.

O conjunto de instancia de &2 é denotado por .Z(P) e o conjunto de solucdes de
uma instincia I de & é denotada . OL(I»); o tamanho de uma solug¢do 6tima para [ é
denotada OPT (I »).

De forma similar aos problemas de decisdo, os problemas de otimizacdo para os
quais o valor da solu¢cdo € computdvel em tempo polinomial e os problemas de otimizagdo
que podem ser verificados em tempo polinomial pertencem a classe NPO. Se, além disso, um
problema de otimizag@o pode ser resolvido exatamente por um algoritmo de tempo polinomial
(ou seja, sempre retorna a solucdo 6tima), esse problema pertence a classe PO.

O interesse em estudar problemas de otimiza¢do em vez de problemas de decisdo
vem da possibilidade de julgar a qualidade da solu¢ao. Um algoritmo de tempo polinomial .«7p
para um problema de otimizagdo & € dito um algoritmo o-aproximativo para & se, dada uma

instancia I », ela retorna uma solu¢do SOL;,, cujo valor é no maximo o - OPT (I») se & é um

problema de minimizagao, e pelo menos OPT (I5)/o se &7 é um problema de maximizagao.
O valor « € o fator de aproximagdo de </p. Um problema de otimizagdo € dito a-aproximdvel
se ele admite um algoritmo o-aproximativo.

Utilizando esse formalismo, agora podemos classificar problemas de otimizacao de
acordo com o tipo de fator de aproximagdo com os quais eles podem ser aproximados. Por
exemplo, a classe APX € a classe dos problemas de otimizagdo que sdo c-aproximaveis por
alguma constante ¢. De forma mais geral, para uma familia .%# de fungdes de N para N, podemos
definir a classe .7 -APX como a classe de problemas de otimizacdo que possuem um algoritmo
f(|1])-aproximativo, onde I é uma instdnciade P e f € F.

Com respeito a essa defini¢do, algumas das principais classes de complexidade sdo:
APX, log-APX e poly-APX. Outra classe interessante € a classe PTAS de problemas de oti-
mizacdo & que tem um esquema de aproximagdo em tempo polinomial, isto €, um algoritmo
aproximativo tomando uma instancia /» de &2 e uma constante fixa € > 0 como entrada, e
que fornece uma (1 + €)—aproximagdo de /5 em tempo polinomial em |/5|. Sua subclasse
FPTAS contém problemas que possuem esquema de aproximagdo totalmente polinomial onde

a dependéncia em ambos /» e 1 /& na complexidade do tempo é polinomial, isto é, o tempo de
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execugdo pode ser da forma O((1)! - |15 |?) para constantes c; € c,.
Temos a seguinte sequéncia de inclusdes entre as classes de complexidade dos pro-

blemas de otimizacao:

PO C FPTAS C PTAS C APX C log-APX C poly-APX C NPO

Dada uma classe de complexidade C de problemas de otimiza¢do e um tipo de
reducdo, um problema de otimizacdo & ¢ dito ser C-dificil com respeito a esse tipo de redugdo
se cada problema em C tem uma reducdo do dado tipo para &. Se, além disso, & pertence a

C, entao & é dito C-completo.
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3 O PROBLEMA DO CODIGO DE IDENTIFICACAO

O objetivo deste capitulo € apresentar o conceito de cédigo de identificacdo, visto
no Capitulo 1, de modo mais detalhado. Destacaremos alguns resultados de densidade minima
de cddigos de identificagdo e complexidade computacional relacionados ao problema presentes
na literatura. Mostraremos também outros problemas da literatura que sdo relacionados ao
problema de cddigo de identificagdo. Este capitulo é fortemente fundamentado na Tese de
FOUCAUD (2012).

3.1 Introducao

A nog¢do de Codigo de Identificagdo € exatamente a combinacdo de duas outras
nog¢des: conjuntos dominantes e codigos de separagdo.

Definicao 3.1. Um conjunto dominante de um grafo G é um subconjunto % de vértices de G tal
que para cada vértice v € V(G), ZNN[v] # 0.

Um exemplo de conjunto dominante € mostrado na Figura 10(a). Um vértice x de
2 domina um vértice v se x = v ou x € N(v). Este problema e muitas de suas variantes tem
sido extensivamente estudadas ao longo dos anos. Dois livros sobre este topico sdao: HAYNES,
HEDETNIEMI, e SLATER (1998) e HAYNES (2017).

Um co6digo de separagdo de um grafo € um subconjunto de vértices que permite
diferenciar cada um dos vértices de todos os outros usando as suas vizinhangas dentro do cédigo.
Definicao 3.2. Um cddigo de separacdo é um subconjunto € de vértices de G tal que para cada
par u e v de vértices distintos de G, temos que N{u| € = Clu] # N[v|N€ = C]v].

Um exemplo de um grafo com um cédigo de separacdo € representado na Figura
10(b), onde os vértices sdo rotulados e os conjuntos C|x] sdo indicados. Se existe um vértice
X € € tal que x € N[u] mas x € N[v] ou x ¢ N[u| mas x € N[v], entdo dizemos que x separa o par
u,v.

Definicao 3.3. Dado um grafo G, um subconjunto € de V(G) € um cédigo de identificacdo de
G se € ¢ um conjunto dominante de G e também é um codigo de separacdo de G.

Um exemplo de cédigo de identificacdo € representado na Figura 10(c), onde os
vértices sdo rotulados e os conjuntos C[x] estdo indicados para cada vértice x € V(G). Note que
o conjunto dominante da Figura 10(a) e o c6digo de separacio da Figura 10(b) ndo sdo codigos
de identificagc@o pois no primeiro caso, os vértices d e f nao sdo separados e no segundo caso o
vértice h ndo € dominado.

Para os grafos direcionados, a definicdo de Cddigo de Identificacdo é um pouco
modificada: substitui-se N[u| por NT(u) U {u}. Assim, um vértice v de um grafo direcionado é
identificado pela sua vizinhanga de saida e pelo préprio vértice v.

Seguem algumas notagdes e defini¢des que utilizaremos sobretudo nos capitulos 4
es.

Definicao 3.4. Dado um codigo de identificacdo C de G, denotamos por:
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d {a,b,d}

(a) Um conjunto dominante. (b) Um cédigo de separag@o.

9 {c,q}

d {b,d}

(c) Um cédigo de identificacdo

Figura 10: Os vértices pretos nos grafos representam um conjunto dominante em (a); um
codigo de separagdo em (b) e um cédigo de identificacdo em c.
Fonte: FOUCAUD (2012).

e U, o conjunto V(G)\ C;

e X; (respectivamente X>;, X<;), o conjunto de vértices x € X tal que |C[x]| = i (respectiva-
mente |C[x|| > i, |C[x]| < i), para qualquer conjunto X C V(G);

e U (respectivamente Us;, U<;), o conjunto de vértices v que ndo estdo em C e que |C[v|| =i

Ch]| <)

e C; (respectivamente C>j, C<;), o conjunto dos vértices v que estdo em C e que |C[v]| =i

Chll <.

Um X-vértice v é um vértice v que pertence a um conjunto X e um X-vizinho u de

(respectivamente |C|v]| > i,

(respectivamente |C[v|| > i,

um vértice v € um vértice u € X que € vizinho de v. Um vértice de C € isolado se nenhum de
seus vizinhos estd em C. Se v € C e v € isolado, entdo nenhum vizinho u de v estd em Uy, pois,
caso contrdrio, u e v possuem o mesmo identificador {v}. Dizemos que um vértice v estd na
linha i se v = (x,i) para algum x € Z.

Para encerrar a se¢do, seguem outras notacdes que serdao bastante utilizadas. Em
qualquer passo do procedimento de descarga, denotamos por chrg(v) a carga de um vértice
v. Dizemos que um vértice v estd satisfeito se chrg(v) é pelo menos um valor previamente
especificado p, de carga minima. Seja exc(v) = chrg(v) — p, a quantidade de carga que v pode
transferir para outros vértices. Dado um conjunto X de vértices, seja chrg(X) = Y,y chrg(v) e

exc(X) =Y ,cxexc(v). Seja N(X) = UyexN(v) \ X os vizinhos dos vértices de X que ndo estdo
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em X. Seja uns(X) o nimero de vizinhos insatisfeitos de X, isto &, os vértices ndo satisfeitos de
N(X).

3.2 Problemas de identificacao relacionados a codigos de identificacao

Nesta subsecdo, apresentamos alguns problemas relacionados a cédigo de identifi-
cacdo. Alguns destes conceitos sdo generalizagdes ou restri¢cdes de codigos de identificacao.

A nocao de um cédigo de identificacdo de um grafo G foi generalizada para a no¢do
de um r-codigo de identificagdo. Dado um inteiro r > 1, um r-cdigo de identificagdo C de G €
um subconjunto de V(G) tal que para todo vértice x, existe um vértice de C a uma distancia no
maximo r de x, e para cada par de vértices distintos x, y, existe um vértice de C que estd a uma
distancia no maximo r de exatamente um entre x € y. Em outras palavras, todos os vértices sao
dominados e separados a distancia r.

Esta nocdo foi subsequentemente generalizada para uma (r, < )-c6digo de identi-
ficacdo, na qual todos os conjuntos de vértices de cardinalidade no maximo / sdo dominados
e separados uns dos outros a distancia r. Com relacdo a essas nogdes, alguns trabalhos pre-
sentes na literatura sio: HONKALA, LAIHONEN, e RANTO (2001), CHARON, HUDRY, e
LOBSTEIN (2003), MONCEL (2005), FRIEZE et al. (2007) e AUGER et al. (2010).

O problema de Cobertura de Teste (Test Cover Problem) generaliza os codigos de
separacdo. Seja .Z o conjunto de elementos (“individuos”) e ./ um conjunto de subconjuntos
de £ (“atributos™). Dizemos que um atributo A de &/ separa dois elementos distintos i, i’ de
Z se A contém exatamente um entre i e . Uma cobertura de teste de um sistema de conjunto
(&, 47) é o conjunto . C & tal que cada par de elementos distintos de . é separado por
algum elemento de 7. Uma cobertura de teste sé pode existir se todos os pares de indivi-
duos podem ser separados. Quando isso ocorre, dizemos que o sistema de conjunto (.Z,.<7) é
Z-identificavel. Algumas referéncias para este problema sdo: GARY e JOHNSON (1979) e
DE BONTRIDDER et al. (2003) sob o nome de colecdo de teste (test collection) e MORET e
SHAPIRO (1985) sob o nome de conjunto de teste (set test).

Dado um sistema de conjunto (.Z, .<7) que seja -Z-identificavel, um subconjunto ¢
de o/ é um cddigo de discriminagdo de (£, <) se € é uma cobertura de teste de (., .<7) e cada
elemento de .Z pertence a algum conjunto de €. A nogao de um cédigo de discriminacdo foi
introduzido em CHARBIT et al. (2008) e posteriormente estudado em CHARON et al. (2010).

Uma outra variagdo da nocdo de cédigo de identificacdo consiste em considerar a
separacdo e a dominacdo com respeito a uma vizinhanca aberta em vez de fechada. Esta nocao
foi estudada primeiramente em HONKALA, LAIHONEN, e RANTO (2002) sob o nome de
codigos fortemente identificdveis (strongly identifying codes), e posteriormente foi estudada
sobre o nome de conjuntos dominantes-localizadores em vizinhanga aberta (open neighborhood
locating-dominating sets) em SCHEINERMAN e WEST (1983), SEO e SLATER (2011), SEO
e SLATER (2017) e SAVICA, MAKSIMOVICB, e BOGDANOVICC (2018) e sob o nome de
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1,3 1,2

Figura 11: Exemplo de um grafo com sistema de observagdo de tamanho minimo.
Fonte: AUGER et al. (2013).

codigos de identificagcdo abertos (identifying open codes) em HENNING e YEO (2012a).

Podemos ver uma relagdo com a nocao cldssica de conjunto dominante total (total
dominating set), onde a dominacdo na vizinhanga fechada é substituida pela dominacdo na
vizinhanca aberta (ver, por exemplo, HAYNES, HEDETNIEMI, e SLATER (1998)).

Uma outra nocdo relacionada a identificacdo em vizinhanga aberta é o conjunto
dominante-localizador (locating-dominating set). Um conjunto D é considerado um conjunto
dominante-localizador se D é um conjunto dominante tal que para todo vértice v que ndo esta
em D, temos que o N(v) N D é tnico. Este conceito foi introduzido em SLATER (1987) e
estudado em COLBOURN, SLATER, e STEWART (1987), FINBOW e HARTNELL (1988),
SLATERI (1995), FOUCAUD et al. (2016), FAZIL et al. (2016), SWEIGART e KINCAID
(2018), Junnila, Laihonen, e Lehtila (2018) e HUDRY e LOBSTEIN (2019b).

Um Sistema de Observagdo em um grafo G = (V,E) é um conjunto W = {wy,wa, ...,wi },
onde w; = (v;,Z;), vi € V e Z; é um subconjunto da vizinhanga fechada de v; tal que os con-
juntos L,,(v) = {w; : v € Z;} sdo ndo vazios e distintos para todo v € V. Para um elemento
wi = (vi,Z;) € W, denominamos v; como observador e Z; como zona de observagdo de v;. Esse
conceito foi introduzido em AUGER et al. (2013) e posteriormente estudado em AUGER et al.
(2014) e em ROOZBAYANI e MAIMANI (2017).

Na Figura 11, temos um exemplo de um Sistema de Observagdo. Os observadores
sdo os vértices pretos. O nimero de cada identificador estd dentro de uma caixa. Do lado ex-
terno de cada vértice estio rotulados os observadores de cada vértice. No Problema do Cédigo
de Identificagdo para um grafo G, quando um vértice v € V(G) é um identificador, v identifica
todos os vértices da sua vizinhanca fechada N|[v]. No Problema de Sistema de Observagdo, um
vértice observador u € V(G) observa apenas os vértices de sua zona de observacao Z, C N|ul.
Assim, ndo necessariamente um observador u possui todos vértices de sua vizinhanca fechada
N[u] na sua zona de observag¢do. Quando temos que a zona de observagio Z, = N[u] para todo
observador u, entdo esse sistema de observacdo também é um cdédigo de identificacdo. Dessa
forma, o Problema do Sistema de Observagdo generaliza o Problema do Cédigo de Identifica-

¢do.
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A nocdo de cobertura de vértices de identificacdo (identifying vertex cover) de um
grafo G consiste em um subconjunto de vértices 4" que € uma cobertura de vértices de G e tal
que eN% # ¢ NE para cada par de arestas distintas e e ¢’ de G. Esta nogdo foi estudada em
HENNING e YEO (2012b). O conceito de cddigo de identificacdo por arestas (edge-identifying
codes) foi introduzido e estudado em FOUCAUD et al. (2013).

Um dos conceitos mais antigos relacionados a cédigo de identificagdo em grafos
€ o conceito de conjunto de resolucdo, introduzido independentemente em SLATER (1975) e
HARARY e MELTER (1976) sob o nome de conjunto de localizacdo (locating set). Em um
grafo G, um subconjunto ¢ de vértices de G é um conjunto de resolugdo se para cada par
x e y de vértices distintos de G existir um elemento ¢ de ¥ para o qual as distancias de ¢
para x e y sdo distintas. A menor cardinalidade de um conjunto de resolu¢do de um grafo € a
sua dimensdo métrica (metric dimension). Resultados sobre este topicos foram pesquisados em
CHARTRAND et al. (2000), NING, LU, e GUO (2017), FOUCAUD et al. (2017a), FOUCAUD
et al. (2017b), HAKANEN e LAIHONEN (2018) e em BEAUDOU et al. (2018).

Muitas nog¢des de identificagdo de vértices adjacentes usando cores sdo estudadas.
Em ESPERET et al. (2012), a no¢do de lid-coloragdo (locally identifying coloring) foi introdu-
zida. Trata-se de uma coloracgdo ¢ prépria dos vértices de um grafo G onde cada par de vértices
u e v adjacentes nao sdo gémeos, ou seja, os conjuntos {c(x)|x € N[u|} e {c(x)|x € N[v]} sdo
distintos. Posteriormente, esta nocao foi estudada em FOUCAUD et al. (2012), AIDER, GRA-
VIER, e SLIMANI (2016) e em MARTINS e SAMPAIO (2018).

A coloragdo localizadora (locating coloring) € uma coloragdo propria onde para
cada par de vértices adjacentes u € v, existe uma classe de cor C da qual membros ¢, c¢,, dentre
todos os vértices de %, sdo os mais proximos de u e v respectivamente, tem a propriedade que
d(u,cy) # d(v,c,) (CHARTRAND et al., 2002).

3.3 Alguns resultados sobre cédigos de identificacao

Seja G um grafo e seja u € V(G). Dado um inteiro r > 1, seja N<,(u) o conjunto
dos vértices de G que estdo a distdncia no maximo r de u. Por exemplo, N<|(#) = N[u]. Agora,
definimos formalmente o conceito de r-codigo de identificacao.

Definicdo 3.5. Dado um grafo G e um inteiro r > 1, um conjunto C C V(G) é um r-cddigo de
identificacdo se:

(i) paratodov € V(G), N<,[v]NC#0, e

(ii) para todo u,v € V(G), u # v, N<,[u] N C # N<,[v|NC.

Em 2005 provou-se, a grosso modo, que para qualquer k existem grafos que ad-
mitem um r-codigo de identificacdo de cardinalidade kK (CHARON, HUDRY, e LOBSTEIN,
2005).

Teorema 3.1. (CHARON, HUDRY, e LOBSTEIN, 2005) Para todo inteiro r > 1 e inteiro n sufi-

cientemente grande com relagdo a r, temos que para todo inteiro k no intervalo [[log,(n+1)],n—
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1], existe um grafo G com um r-cédigo de identificacdo de cardinalidade k.
Em seguida, apresentamos um limitante inferior para a cardinalidade de um c6digo
de identificagcdo para qualquer grafo que admita um cédigo de identificacao.
Teorema 3.2. (KARPOVSKY, CHAKRABARTY, e LEVITIN, 1998) Se C é um codigo de identi-
ficagdo de um grafo G, entdo
Cl = [log, ([V(G)[+ 1)].

Demonstragdo. Note que o nimero de subconjuntos de C diferentes de vazio € 21€1— 1. Como
cada vértice de G precisa ser identificado por um subconjunto nao vazio de C, temos que 2lel —
1 >|V(G)|. [

Em 2007, provou-se um limitante superior geral para a cardinalidade de um cédigo
de identificagdo minimo em um grafo conexo.

Teorema 3.3. (CHARON, HUDRY, e LOBSTEIN, 2007) Se G é um grafo conexo com n vér-
tices que admite um codigo de identificacdo, entdo G admite um codigo de identificacdo de
cardinalidade n — 1.

Existem grafos conexos que requerem n — 1 vértices para o cédigo, por exemplo, os
grafos estrela, que sdo grafos com conjunto de vértices {u,v,v2,...,v,—1} e conjunto de arestas
{uvi,uvy,...,uv,_1}. Nio é dificil checar que qualquer cédigo de identificagdo neste tipo de
grafo requer pelo menos n — 1 vértices. Em 2011, todos os grafos cujo cédigo de identificacao
minimo tem cardinalidade n — 1 foram caracterizados em FOUCAUD et al. (2011).

Definicao 3.6. Observe que quando r = 1, utilizamos o termo cédigo de identificacio ao invés
de 1-codigo de identificacdo. Para qualquer r > 1, nos referiremos explicitamente por r-c6digo
de identificacao.

Quando estudamos grafos infinitos, qualquer cédigo de identificagdo relacionado a
eles € infinito. O problema de otimizacdo associado ao cédigo de identificacdo de um grafo
G ¢ encontrar o codigo de identificacdo C de G com menor densidade. A densidade de um

codigo de identificacdo C em um grafo finito G é

C|/|V(G)|. Abaixo apresentamos a defini¢ao
de densidade de um cédigo de identificagdo para grafos finitos ou infinitos com grau maximo
limitado.

Definicao 3.7. Sejam G um grafo e r um inteiro qualquer ndo-negativo. Para qualquer codigo
de identificacdo C C V(G), a densidade de C em G, denotada por d(C,G), € definida por

CAN
d(C,G) = limsup [CONvo)|
roste  |[Nr(vo)]

onde vy é um vértice arbitrdrio em G. A densidade minima de um codigo de iden-
tificacdo em G é denotada por d*(G). Quando estamos utilizando o conceito de r-cédigo de
identificagdo e r ndo é necessariamente igual a 1, entdo denotamos por d(G) a densidade

minima de um r-cédigo de identificacdo em G.
Observe que se G ¢ finito, entdo d*(G) = |C*|/|V(G)|, onde C* é um cddigo de
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identificacdo de cardinalidade minima de G. O teorema abaixo fornece um limitante inferior
para a densidade de r-c6digos de identificagdo.

Teorema 3.4. (KARPOVSKY, CHAKRABARTY, e LEVITIN, 1998) Dado um grafo G e um vér-
tice v € V(G), temos que

2
d(G)> ———.
r(6) 2 IN<,(v)|+1

Em particular, temos que d;(G) > 2/(A(G) +2). Se G é d-regular, ou seja, todos
os vértices do grafo possuem grau igual a d, entdo a densidade de um cddigo de identificacao
(r=1) deve ser d*(G) = dj(G) > 2/(d+2). Com isso, aplicando o Teorema 3.4 as grades

definidas na Subsec¢do 2.3.1, temos que:

1 1
d*(%r) 2 7 =025 d" (%) 2 5 ~0.3333

& Gy) > % —0.4: d (%) > é —02
Contudo, apenas o limitante inferior da grade triangular € atingivel. Neste artigo,
também foi construido um cédigo de densidade 1/4 = 0.25 mostrando que este limitante é
apertado. Veremos mais adiante que d*(¥r) = 1/4 = 0.25, d*(¥s) = 7/20 = 0.35, d*(¥%y) >
5/12 ~ 0.4166 (conjectura-se que d*(¥4y) = 3/7 ~ 0.4286) e que d*(9k) = 2/9 ~ 0.2222. De
forma mais geral, foi mostrado em 2004 que d; (%k) = 1/4r para todo r > 2 (CHARON et al.,
2004).

3.4 Aspectos computacionais

Nesta sec@o, vamos fazer comparagdes entre alguns resultados sobre complexidade
computacional existentes na literatura para c6digos de identificacdo e conjuntos dominantes.
Apesar de serem problemas semelhantes, veremos que possuem alguns diferencas quanto a
complexidade computacional. Vamos definir os problemas de decis@o e otimizag@o que sao na-

turalmente associados com cddigos de identificacio e conjunto dominante.

CODIGO DE IDENTIFICACAO
ENTRADA: Um grafo identificidvel G e um inteiro k
QUESTAO: G tem um cédigo de identificacio de cardinalidade no maximo k?

MIN ID-COD
ENTRADA: Um grafo identificivel G
SAIDA: Um codigo de identificagdo C de G de cardinalidade minima
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FUNCAO OBJETIVO: Minimizar a cardinalidade |C| do cédigo

CONJUNTO DOMINANTE
ENTRADA: Um grafo G e um inteiro k
QUESTAO: G tem um conjunto dominante de cardinalidade no méximo k?

MIN DOM

ENTRADA: Um grafo G

SAIDA: Um conjunto dominante 2 de G de cardinalidade minima
FUNCAO OBJETIVO: Minimizar a cardinalidade 2 do conjunto

No trabalho de FOUCAUD (2012), existe um estudo comparativo entre as com-
plexidades dos problemas de decisio CODIGO DE IDENTIFICACAO e CONJUNTO DOMI-
NANTE. Alguns pontos deste estudo estdo sintetizados na Tabela 2.

| Classedegrafo |  CODIGO DE IDENTIFICACAO |  CONJUNTO DOMINANTE |
Bipartido NP-Completo NP-Completo
p BERTOSSI (1984) e
CHARON, HUDRY, ¢ LOBSTEIN (2003) | CHANG e NEMHAUSER (1984)
Cordal bipartido NP-Completo NP-Completo
FOUCAUD (2012) MULLER e BRANDSTADT (1987)
Split NP-Completo NP-Completo
FOUCAUD (2012) BERTOSSI (1984)
Grafo de intervalo NP-Completo P
FOUCAUD (2012) BOOTH e JOHNSON (1982)
Permutagio NP-Completo P
FOUCAUD et al. (2017b) FARBER e KEIL (1985)

Tabela 2: Comparacdo das complexidades dos problemas de decisio CODIGO DE
IDENTIFICACAO e CONJUNTO DOMINANTE para algumas classes de grafos.
Fonte: FOUCAUD (2012).

Um outro estudo presente no trabalho de FOUCAUD (2012) faz uma comparagdo
das complexidades e fator de aproximacao dos problemas de otimizacio MIN ID-COD e MIN

DOM. Alguns pontos deste estudo estdao resumidos na Tabela 3.
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N MIN ID-COD MIN DOM
Classe de grafo o . . - . . . . L .
Limitante inferior Limitante superior Limitante inferior Limitante superior
log-APX-dificil
Geral CHAKRABARTY et al. (2002) e Oin(m)) log-APX-dificil Oin(m))
LAIFENFELD e TRACHTENBERG (2008)
e SUOMELA (2007) DE BONTRIDDER et al. (2003) RAZ e SAFRA (1997) JOHNSON (1974)
Bipartid log-APX-dificil O(In(n)) log-APX-dificil O(In(n))
1partico RAZ e SAFRA (1997)
FOUCAUD (2012) DE BONTRIDDER et al. (2003) | CHLEBIK e CHLEBIKOVA (2008) JOHNSON (1974)
Split log-APX-diffcil 0O(In(n)) log-APX:-difcil 0O(In(n))
(Também: RAZ e SAFRA (1997) e
Cordal) FOUCAUD (2012) DE BONTRIDDER et al. (2003) | CHLEBIK e CHLEBIKOVA (2008) JOHNSON (1974)
. NP-dificil 7 NP-dificil PTAS
Planar (*)
AUGER et al. (2010) FOUCAUD (2012) GARY e JOHNSON (1979) BAKER (1983)
Intervalo NP-dificil O(In(n)) P P
FOUCAUD (2012) DE BONTRIDDER et al. (2003) BOOTH e JOHNSON (1982) BOOTH e JOHNSON (1982)
Permutagao Em aberto O(in(n)) P P
DE BONTRIDDER et al. (2003) FARBER e KEIL (1985) FARBER e KEIL (1985)

Tabela 3: Comparacdo das complexidades e fator de aproximac¢do dos problemas de otimizagao
MIN ID COD e MIN DOM para algumas classes de grafos. A classe de complexidade precisa
do MIN ID-COD nio esta totalmente determinada para os grafos planares.

Fonte: FOUCAUD (2012).
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4 GRADES TRIANGULARES

O objetivo deste capitulo é demonstrar alguns resultados sobre cédigo de identifica-
cdo em grades triangulares infinitas. Esses resultados foram apresentados no Bordeaux Graph
Workshop em 2016 (DANTAS, HAVET, e SAMPAIO, 2016) e foram publicados no periédico
Discrete Mathematics em 2017 (DANTAS, HAVET, e SAMPAIO, 2017a).

4.1 Introducao

Frequentemente usaremos coordenadas do plano cartesiano para definir codigos de
identificacdo. Contudo, usamos um plano ligeiramente diferente do plano cartesiano tradici-
onal: o eixo das ordenadas geralmente € limitado e tem a sua coordenada de maior valor na
origem. Assim, a primeira coordenada do eixo das ordenadas a partir da origem é o nimero
de linhas da grade triangular. Uma outra observacdo € que a primeira coordenada do eixo das
abcissas, a partir da origem, nem sempre € 0. Na Figura 12, temos uma exemplo de como repre-
sentaremos as grades triangulares neste capitulo. No exemplo da Figura 12, temos uma grade
triangular com k (coordenada de maior valor no eixo das ordenadas) linhas e 12 colunas onde a

primeira coordenada do eixo das abcissas a partir da origem € 1.

3 |
as

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Figura 12: Exemplo de representacdo de grade triangular.

A grade infinita triangular 9r é o grafo infinito com os vértices em Z x Z tal que
N((x,y)) ={(x,yx1),(x£1,y),(x—1,y+1),(x+ 1,y—1)}. Dado um inteiro k > 2, sejam
k] ={1,...,k} e Z; o subgrafo de ¢r induzido pelo conjunto de vértices { (x,y) € Z x [k]}. Kar-
povsky et al. (KARPOVSKY, CHAKRABARTY, e LEVITIN, 1998) mostraram que d*(¥r) =
1/4 =0.25. No Corolario 1.1, vimos que 7] = .¢] e, portanto, d*(71) = 1/2 =0.5.

Neste capitulo, provamos vérios resultados sobre a densidade de codigos de iden-
tificacdo de ., k > 1. Provamos que d*(%) =1/2=0.5,d"(Z3) =d*(J4) = 1/3 ~ 0.333,
d*(J5)=3/10=0.3,d*(%) = 1/3~0.333 e d*(9}) = 1 /4 + 1/(4k), para todo inteiro k > 7
fmpar. Além disso, provamos que 1/4 + 1/(4k) < d*(7%) < 1/4+1/(2k), para todo inteiro
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k > 8 par. Por fim, conjecturamos que d*(.7;) = }ﬁ— %C, para todo inteiro k > 8 par. Esses

resultados estdo sintetizados na Tabela 4.

Ndmero k de linhas \ Densidade 6tima \

1 1/2=0.5
Corolario 1.1
’ 1/2=0.5
Teorema 4.1
3 1/3~0.333
Teorema 4.1
4 1/3~0.333
Teorema 4.2
5 3/10=0.3
Teorema 4.4
6 1/3~0.333
Teorema 4.1
> 7 fmpar 1/441/(4k)
Teorema 4.4
>1/441/(4k)
<
> 8 par <1/4+1/(2k)
Teorema 4.4

Tabela 4: Densidades 6timas de Codigo de Identificacdo para grades triangulares com niimero
limitado de linhas.
Fonte: Préprio autor.

4.2 A grade triangular infinita com duas, trés ou seis linhas

Nessa sec¢do, provaremos o Lema 4.1 e o usaremos para provar o seguinte teorema
que € o principal resultado dessa sec¢ao.
Teorema 4.1. Em grades triangulares infinitas com duas, trés e seis linhas, temos que d*(7) =
1/2=0.5,d"(Z3)=1/3~0.333 ed*(F) =1/3 ~0.333.

Antes de enunciar o Lema 4.1, definiremos alguns conceitos importantes para de-

monstrar o referido lema. Considere os conjuntos D5 , € D, 5, (ilustrados na Figura 13); D3 , €
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D5, (ilustrados na Figura 14) e Dg (ilustrado na Figura 15) dados abaixo.

Dy = {(x,1)|x=1,3 mod5}U{(x,2)|x=1,2,4 mod5};

Dyy = {(x,1)[|x=1,2,3,4 mod5tU{(x,2)|x=2 mod5};

D3, = {(x,1)|x=1 mod2}U{(x,3)|x=1 mod2};

D3y = {(x,1)[x=1 mod3}U{(x,2) |x=2 mod3}U{(x,3)|x=3 mod3};
D¢ = {(x,1),(x,3)|x=1 mod2}U{(x,5)]|x€Z}.

Podemos verificar que D;, ¢ um cédigo de identificagdo de 7> com densidade
1/2 =0.5. Note que o padrao destacado se repete e possui 5 de seus 10 vértices no c6digo. As-
sim, a densidade desse codigoem .7, € 5/10=10.5. Observe que C[(2,1)] ={(1,1),(1,2),(2,2),(3,1)},
Cl(2,2)] = {(1,2),(2,2),3, D)}, C[(3.1)] = {(2,2), 3. D)}, Cl(3.2)] = {(2,2). (3. 1), (4,2)},
Cl(4,1)]={(3,1),(4,2)}.C[(4,2)] ={(4,2)}, C[(5,1)] = {(4,2),(6,1)}, C[(5,2)] = {(4,2),(6,1),(6,2) },
C[(6,1)] ={(6,1),(6,2)} e C[(6,2)] = {(6,1),(6,2),(7,2)}. Como se trata de um padrio, te-
mos que C|x] # 0, para todo vértice x € 7 e que C|x] # C[y], para todo par de vértices distintos
X,y € .

De modo andlogo, verifica-se que D, j, é cédigo de identificagdo de .75 com densi-
dade 1/2 = 0.5, que D3, e D3, sdo cédigos de identificagdo de .73 com densidade 1/3, e que
D¢ é um c6digo de identificacdo de .7 com densidade 1/3 = 0.333. Assim, concluimos que
d*(%)<1/2=0.5,d* (%) <1/3~0.333 ed* (%) < 1/3~0.333.

Para provar que d*(.%) > 1/2=0.5, d*(73) > 1/3~ 0333 e d* (%) > 1/3 ~
0.333, introduzimos a nog¢do de quase-codigo de identificacdo de .73. A grosso modo, um
quase-codigo de identificagdo de .73 ndo observa a dltima linha.

Definicdo 4.1. Um quase c6digo de identificagdo C de 73 é um subconjunto C C V (.73) tal que
(i) paratodov eV (%), Clv]|#0, e
(ii) para todos u,v € V(.7) distintos, Clu] # C|v].

Agora enunciamos o Lema 4.1 que determina um limitante inferior para todo quase
cédigo de identificagdo em 73.

Lema 4.1. Todo quase cddigo de identificacdo D' de T35 tem densidade d(D', 73) pelo menos
1/3 ~0.333.

Para demonstrar esse lema, utilizaremos o0 mesmo mecanismo do método da des-
carga. Entretanto como eventualmente precisaremos deslocar uma carga por uma distancia
infinita, preferimos ndo utilizar o método da descarga explicitamente.

Prova:Lema 4.1 Seja C um quase cédigo de identificagdo de .73 e seja U =V (.%3) \ C. Vamos
provar que a densidade de C em V(.73) € pelo menos 1/3. Dado x € Z, a quase-coluna Qy
é o conjunto {(x,1),(x,2),(x—1,3)}. Se |Q,NC| > 1 para todo x € Z, entdo a densidade de
C é pelo menos 1/3. Seja Oy uma quase-coluna qualquer. Se |Q,NC| > 1, entdo dizemos
que Q, esta satisfeita. Se |Q,NC| =0, entdo dizemos que Q, estd vazia e ndo satisfeita. Se

|0, NC| > 2, entdo dizemos que Q, pode satisfazer outras |Q, N C| — 1 quase-colunas que ndo
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1 2 3 45 6 7 8 9 10 11

Figura 13: Dois c6digos de identificagdo 6timos de 7 : D; 4 (cima) e D; 5, (baixo). Os
vértices cinzas sao aqueles no cédigo.

Figura 14: Cédigos de identificacdo D3 , (cima) e D3, (baixo) de .73 com densidade
1/3 ~0.333.

1]

J J J fJ f}/
6 i 9/022/@ 0O
g 2 f e 3 3 9 1

Figura 15: Cédigo de identificagdo Dg de J5 com densidade 1/3.

estejam satisfeitas.

Seja Oy (x € Z) uma quase-coluna com Q, NC = @. Nosso objetivo € associar a Qy
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uma quase-coluna Q@ com x’ < x e |Qy NC| > 2 que ird satisfazer Q. Se |Q,—1 NC| > 2, entdo

0.1 satisfaz Q, e 0 nosso objetivo é atingido. Entéo, considere |Q,_1 NC| < 1.

x=3 x—=2 x—1 x x=3 x—=2 x—1 X
x—4 x=3 x=2 x—1 x x—4 x—=3 x=2 x—1 X x—4 x—=3 x=2 x—1 x

Figura 16: Quase-coluna Q, com O, NC = 0.

—

[\

Suponha primeiro que Q,_1 N C = 0 (ilustrada na primeira configuragdo da Figura
16). Entdo (x—2,2) € Ce (x—2,1) € C, pois C[(x—1,2)] #0 e C[(x—1,1)] # C[(x — 1,2)].
Se (x—2,3) € C, entdo atinge-se 0 nosso objetivo, pois a quase-coluna Q,_, satisfaz Q,_| e
Q.. Entdo, assuma que (x —2,3) ¢ C. Logo, temos que (x—3,2) € Ce (x—3,1) € C, pois
Cl(x—2,2)] #C[(x—1,1)] e C[(x—2,1)] # C[(x—2,2)]. Com isso, Qy_3 e Qy_7 satisfazem
Q-1 e O, e atinge-se o objetivo.

Agora, suponha que |Q,_1| = 1. Temos entdo trés possibilidades: Q,_1NC = {(x—
1,1)} (Caso 1), Ox_1NC={(x—1,2)} (Caso 2) e Q0,1 NC = {(x—2,3)} (Caso 3).

Caso 1: Suponha que Q1 NC = {(x—1,1)} (ilustrada na segunda configuragdo da Figura 16).
Entdo, (x—2,1) € C independente de (x — 2,2) pertencer a C, pois C[(x—1,1)] # C[(x—1,2)].
Assuma que Q,_» NC = {(x—2,1)}, pois, caso contrdrio, Qy_» satisfaz Q, e atingimos o
nosso objetivo. Dessa forma, (x —3,2) e Ce (x—3,1) € C pois C[(x—2,2)] #C[(x—1,1)] e
C[(x—2,1)] # C[(x—2,2)]. Com isso, Q,_3 satisfaz O, e atingimos o objetivo.

Caso 2: Suponha que Q.1 NC = {(x—1,2)} (ilustrada na terceira configuracdo da Figura 16).
Entdo (x—2,1) € C independente de (x —2,2) € C, pois C[(x—1,1)] # C[(x—1,2)]. Assuma
que |Q,—>NC| < 2, pois, caso contrério, Q,_, satisfaz Qy e atingimos o objetivo. Temos entdo
que (x —3,2) € C, pois C[(x —2,2)] # C[(x—1,1)]. Assuma que |Qy—3NC| < 2, pois, caso
contrdrio, Q,_3 satisfaz Q, e atingimos o objetivo. Finalmente, (x —4,2) € Ce (x—4,1) € C,
pois C[(x —3,2)] #C[(x—2,1)] e C[(x —3,1)] # C[(x —3,2)]. Com isso, Qy_4 satisfaz O, e
atingimos o objetivo.

Caso 3: Assuma que Q1 NC = {(x—1,3)}. Como C[(x—1,1)] # 0, entdo ou (x—2,1) € C
(Subcaso 3.1) ou (x —2,2) € C (Subcaso 3.2). Dessa forma, |Q,_» NC| > 0. Assuma ainda que
|02 NC| <2eque |Qy_3NC| <2, pois, se |Qy_» NC| > 2 (respectivamente |Q,_3NC| > 2),

entdo Q,_, (respectivamente Q,_3) satisfaz Q, e atingimos o objetivo.
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Subcaso 3.1: Suponha que (x—2,1) € C (ilustrada na quinta configuragéo da Figura 16). Como
Cl(x—2,1)] #C[(x—1,1)], entdo ou (x—3,1) € C ou (x—3,2) € C. Se (x—3,1) € C, entdo
(x—4,2)eCe (x—4,1) € C, pois C[(x—3,2)] #C[(x—2,1)] e C[(x—3,1)] # C[(x—3,2)]
(ilustrada na quarta configuracio da Figura 16). Se (x—3,2) € C, entdo (x—4,2) € Ce (x —
4,1) € C, pois C[(x—3,2)] #C[(x—2,1)] e C[(x—3,1)] # C[(x—3,2)]. Em ambos os casos,
Q4 satisfaz Q, e atingimos o objetivo.
Subcaso 3.2: Assuma que (x —2,2) € C (ilustrada na sexta configuragdo da Figura 16). Entdo
(x—3,2) € C pois C[(x —2,2)] # C[(x — 1,2)]. Temos também que (x —4,2) € C pois C[(x —
3,2)] #C[(x—2,1)]. Se |Qy—aNC| <2, entdo (x—5,2) € C pois C[(x—4,2)] # C[(x—3,1)].
Recursivamente, temos que se |Q,NC| < 2 paratodox’ <x—4,entdo Qv 1 NC={(x¥'—1,2)},
pois C[(«',2)] # C[(x' +1,1)] = {(«,2), (¥ +1,2) }. Com isso, temos duas possibilidades: Q.
¢ a primeira quase-coluna com Q, NC = 0 ou ndo. No primeiro caso, Q, ndo tem contribuicdo
para a densidade de C pois € apenas uma quase-coluna (a primeira vazia). No segundo caso,
o procedimento recursivo s6 podera ser realizado at€ a quase-coluna vazia Qy anterior a Q.
Como (y,2) & C, algum outro vértice de uma quase-coluna Qs a direita de y devera pertencer a
C. Assim, existe x' < x tal que |QyNC| >2 e |QwNC| =1 para todo x’ < x” < x. Entdo Qy
satisfaz Q. Portanto, em ambos 0s casos, atingimos o objetivo.

a

Mostraremos agora que o Lema 4.1 implica o Teorema 4.1.

Prova: Teorema 4.1 Note que todo cédigo de identificagdo D} de .73 €, por defini¢do, um
quase cddigo de identificacdo de .73. Entéo, do Lema 4.1, d(D}, 73) > 1/3.

Observe também que todo cddigo de identificagdo D), de 75 é também um quase
c6digo de identificagdo de 3. Entdo, do Lema 4.1, d(D), 73) > 1/3. Observe que D) ndo
possui vértices na linha 3 de .73. Assim, o cédigo D/, possui densidade d(DY,, %5) nas linhas 1 e
2 de .7 e possui densidade 0 na linha 3 de Z3. Entdo d(D), 73) = (2-d(D, %) +0) /3. Como
d(D,, 73) > 1/3, obtemos d(D,, ) > 1/2.

Finalmente, observe que todo cédigo de identificagdo Dy de .7 induz os seguintes

quase codigos de identificagdo de .73:

D, = {(xy)|(xy)eDgeye{l,2,3}};
Dy, = {(x,7—y)|(x,y) €Dseye{4,56}}.

Basicamente, dividimos uma .7 com um cédigo de identifica¢do em duas metades: as linhas
1,2 e 3 compde Dj , e as linhas 6, 5 e 4 compde DY ,. Perceba que os vértices das linhas 1 e
2 sdo identificados pelos vértices das linhas 1, 2 e 3. ,Analogamente, os vértices das linhas 6 e
5 sdo identificados pelos vértices das linhas 6, 5 e 4. Os vértices da linha 3 sido eventualmente
identificados pelos vértices da linha 4 e os vértices da linha 4 sdo eventualmente identificados
pelos vértices da linha 3. Desta maneira, D’3, , € um quase cédigo de identificacdo de .73 e
Dg’b ¢ um quase cddigo de identificagdo de .73. Entdo d(Dy, Z) > 1/3, pois, do Lema 4.1,
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d(D} 4 73) > 1/3 e (D}, T3) > 1/3, 0

4.3 O Método da Descarga

Nas sec¢des seguintes, os limites inferiores de densidade de cddigo de identificagcdo
sdo obtidos pela aplicacao explicita do método da descarga. A ideia geral deste método serd
mostrada a seguir. Considere um cédigo de identificacdo qualquer C de .7;. No inicio, cada
vértice u em C recebe um certo valor chrgy(u#) = g > 0 de carga e cada vértice v ¢ C recebe
carga chrg,(v) = 0. Entao aplicamos algumas regras de descarga locais. Nesse contexto, local
significa que nao existe carga transferida de um vértice para outro a uma distancia maior que d
para alguma constante fixa di, e que a carga total enviada por um vértice € limitado por algum
valor fixo my.

Finalmente, provamos que, apds a aplicagdo de todas as regras (fase de descar-
regamento), todo vértice v tem carga final chrg*(v) pelo menos p; para algum p; > 0 fixo.
Afirmamos que isso implica d(C,.%;) > pir/qr- Como um vértice envia carga no maximo my
para vértices a distdncia no maximo dj, uma carga de no maximo 2dj - k - my, entra em N,(vg)

durante a fase de descarregamento. Entao

1 1
|COANy(vo)| = — Z chrg,(v) > — ( Z chrg*(v) —2dk-k-mk>
k yeN, (vo) 9k \veN,(vo)
pk‘Nr(Vo)‘ — de k- my
N i

Como |N,(vp)| > 2(k+1) - r — k?, entdo

gk G ‘ 2(k+1)-r—k?

d(C, ) > limsup ==.
qk

r—>—+oo

(Pk 1 2d -k -my ) Dk

Isso prova nossa afirmacido. Como a afirmacdo € garantida para qualquer cédigo de identifica-
¢do, temos
d*(T) = pi/ax ey

Observe que .7 possui muitos isomorfismos. Uma translacdo horizontal é um
mapeamento T : (x,y) — (x+ ¢,y) para algum ¢ € Z fixo. Uma simetria vertical sobre linha
b € [k] ¢ um mapeamento @ : (x,y) — (x+y—b,k+ 1 —y). Uma simetria horizontal em (a,b) €
V(%) é um mapeamento y : (x,y) — (a— (x —a) — (y—b),y). Todas as combinagdes destes
mapeamentos sdo isomorfismos em .7;. A Figura 17 ilustra as simetrias vertical e horizontal.

Tomemos como exemplo o vértice p = (1,4) na Figura 17. Aplicar uma translagdo
horizontal de / unidades resultaria em deslocar todos os vértices / unidades para a direita ou
para a esquerda. Se tomarmos [ = 3, deslocariamos todos os vértices 3 unidades para a direita.

No exemplo isolado do vértice p = (1,4), terfamos uma nova posi¢ao p’ = (4,4). Aplicar uma



simetria vertical ao ponto p sobre a linha 1, por exemplo, resultaria no ponto p’ = (1+4 —
1,4+1—4)=(4,1), como pode ser visto na segunda configuragéo da Figura 17. Aplicar uma
simetria horizontal ao ponto p’ = (4,1) sobre o ponto ¢’ = (3,4), por exemplo, resultaria em
p'=0B-(4-3)—(1—4),1)=(5,1), como pode ser visto na terceira configuracdo da Figura
17. Note que, na simetria vertical @ na linha b, ¢((x,b)) = (x,k+ 1 —b) para todo x € Z e, na
simetria horizontal y em (a,b), y((a,b)) = (a,b).

Se C é um c6digo de identificacdo em .7, e ¢ é um isomorfismo de .7, entdo o(C)
€ um cddigo de identificagdo de C com a mesma densidade de C. De agora em diante, em nossas
provas, quando escrevemos sem perda de generalidade significa que ndo consideraremos 6(C),
para algum isomorfismo ¢ de 7.

Na proxima se¢do, estabelecemos a densidade minima de um cédigo de identifica-

¢do em um .7, utilzando o método da descarga.

4.4 Grades triangulares infinitas com quatro linhas

Nesta se¢do, vamos demonstrar o seguinte teorema.
Teorema 4.2. A densidade dtima de um cédigo de identificacdo de Ty é d*(T4) =1/3 ~0.333.
Prova: Considere os dois c6digos de identificagdo D4 e D) (ilustrados na Figura 18) definidos

por

Dy = {(x2)][x=0,2 mod3}U{(x,3)|x=0,1 mod3};
Dy = {(x,1),(x,4)|x=1 mod3}U{(x,2) |x=2 mod 3}
U{(x,3) |x=0 mod3}.

Pode-se verificar que esses cddigos possuem densidade 1/3. Assim, d*(.7,) < 1/3.
Agora vamos mostrar que d*(.7;) > 1/3.

Seja C um cddigo de identificagdo de .74 e seja U = V(.74) \ C. Queremos provar,
pelo método da descarga, que a densidade de C em V(.%;) € pelo menos 1/3. Sejags =3 e ps =
1. Todo vértice de C comega com carga g4 e todo vértice de U comecga com carga 0. Dizemos
que um vértice v estd insatisfeito se chrg(v) < p4. Provaremos que, ap6s a aplicagdo de algumas
regras de descarga, todo vértice de .7 esta satisfeito. Isso assegura que d(C, 74) > ps/qa =1/3
pela Equacdo 1 da pagina 50.
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(baixo).

Dizemos que um vértice (x,y) € V(.74) estd na borda se y € {1,4}, caso contrdrio
dizemos que ele estd no centro. Aplicamos as seguintes regras de descarga uma apds a outra.
E crucial notar que a ordem das regras é importante e que o conjunto de vértices insatisfeitos
e o excesso de cada vértice sdo atualizados apds a aplicacdo de cada regra. A aplicacdo das
regras funciona da seguinte maneira: aplica-se a Regra 1a simultaneamente a todos os vértices
que possuirem as propriedades descritas na Regra 1a antes da aplicacdo de sua aplicagdo. Apds
a aplicacdo da Regra 1a, teremos a aplicacao da Regra 15 simultaneamente a todos os vértices
que possuirem as propriedades descritas na Regra 15 depois da aplicacdo da Regra 1a. E assim
sucessivamente até a aplicacao da dltima regra.

Para todo vértice v € C e todo vizinho insatisfeito u € U de v:

e Regra la: venvia 1 para u, se ou u € U; ou exc(v) > uns(v);

e Regra 1b: v envia 1 para u, se exc(v) > uns(v);

e Regra 2a: venvia 1/2 para u, se v estd na borda e exc(v) > uns(v)/2;

e Regra 2b: v envia 1/2 para u, se exc(v) > uns(v)/2;

e Regra 2c¢: venvia 1/2 para u, se exc(v) > uns(v)/2;

e Regra 2d: v envia 1/2 para u, se exc(v) > uns(v)/2;

e Regra 3: venvia 1/2 para u, se u € U, e v ndo enviou carga para u nas regras anteriores;

e Regra 4: venvia 1/4 para u se u € U>3 e v ndo enviou carga para u nas regras anteriores.
Cada regra € aplicada a cada par (v,u) que satisfaz as condi¢des da regra antes da

sua aplicacdo. Temos que provar que a carga final de cada vértice é pelo menos 1. Para fazer-
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mos isso, provamos as Afirmacgdes 4.1, 4.2 e 4.3. Na prova dessas afirmacgdes, ndés geralmente
A2 A9

das hipéteses) na prova de cada subcaso. Isso € ttil para entender a prova e as imagens relaci-

usamos as notacoes ’ Al s e , que indica a sequéncia de hipéteses (ou consequéncias

onadas. Em nossas demonstra¢des, procuramos analisar o pior caso. Entdo, quando afirmamos
que um determinado vértice x € satisfeito por um vértice y na aplicacdo de uma Regra z, fre-
quentemente queremos afirmar que isso acontece no pior caso. Em outras palavras, queremos
afirmar que o vértice x € satisfeito até a aplicagdo da Regra z. Eventualmente, esse vértice x
pode estar satisfeito antes da aplicacdo da Regra z.

Afirmacao 4.1. Com relagdo as regras de descarregamento afirmamos que:

(i) Na Regra 2a, todo vértice da borda em C envia carga 1/2 para cada um dos seus vizinhos
insatisfeitos.

(ii) Se um vértice do centro e em C tem no mdximo 3 vizinhos em U, ou 4 vizinhos em U e
nenhum deles em Uy, entdo, na Regra 2b, ele envia carga 1/2 para cada um dos seus
vizinhos insatisfeitos.

Prova: (i) Seja v um vértice da borda em C.

Se v tem no maximo dois vizinhos em U, entdo ele envia 1 para cada vizinho pela
Regra 1a e todos os seus vizinhos estdo satisfeitos apds a Regra 1a. Daqui em diante, assumimos
que v tem pelo menos trés vizinhos em U. Suponha agora que v tem exatamente um vizinho
u € Uy, entdo seu identificador é {v}. Portanto, qualquer vértice w € N[v| \ {u} é adjacente a um
vértice de C \ {v}, pois C[w| # C[u] = {v}. Logo, v tem um vizinho em C, pois C[v] # Clu] =
{v}, e exatamente dois vizinhos uy e u} em U=5. Se uy e u) estdo insatisfeitos apés a aplicagio
da Regra 1b, entdo v envia apenas carga 1 para seu vizinho em u; pela Regra la. Portanto, apds
a aplicacdo da Regra 1b, exc(v) = 1 = uns(v)/2. Logo u e u) recebem 1/2 pela Regra 2a.

Finalmente, suponha que v ndo possui vizinhos em Uj. Entdo v tem no maximo
quatro vizinhos em Usj. Se eles estdo insatisfeitos apds a aplicagdo da Regra 1b, entdo o
vértice v ndo enviou nenhuma carga nas Regras la e 1b. Portanto, apds a aplicagdo da Regra

1b, exc(v) =2 > uns(v)/2. Logo, cada vizinho insatisfeito de v recebe 1/2 na Regra 2a.

(i1) Seja v um vértice em C e no centro. Perceba que a Regra 2a ndo € aplicavel a v
por se tratar de um vértice do centro.

Inicialmente, supomos que v possui no maximo 3 vizinhos em U. Se v ndo possuir
vizinho em U; e ainda possuir vizinhos insatisfeitos apds a Regra 1b, entdo o vértice v nao
enviou carga alguma nas Regras la ou 1b. Portanto, apds a Regra 1b, exc(v) =2 > uns(v)/2.
Assim, v envia carga 1 /2 para cada vizinho insatisfeito na Regra 2b. Se v possuir um vizinho em
Ui, entdo v envia carga 1 para esse vizinho na Regra la. Se v ainda possuir vizinhos insatisfeitos
apos a Regra 1b, entdo v s6 enviou carga 1 para o seu vizinho em Uj na Regra la. Logo, apds
a aplicac@o da Regra 1D, exc(v) =1 > uns(v)/2. Assim, v envia carga 1/2 para cada vizinho
insatisfeito na Regra 2b.

Agora, supomos que v possui 4 vizinhos em U e nenhum deles em U;. Se eles ainda

estdo insatisfeitos apds aplicagdo da Regra 1b, entdo v ndo enviou carga alguma nas Regras la
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ou 1b. Portanto, apds a aplicagdo da Regra 1b, exc(v) =2 > uns(v)/2. Assim, v envia carga

1/2 para cada vizinho insatisfeito na Regra 2b.

a
Afirmaciao 4.2. Cada vértice em U tem carga final pelo menos 1.

Prova: Cada vértice em U recebe carga 1 pela Regra la, entdo eles estdo satisfeitos. Cada
vértice em U, recebe carga pelo menos 1/2 de cada vizinho em C pela Regra 3 ou por uma
regra anterior. Entdo cada vértice em U, recebe carga pelo menos 1 no total. Todo vértice em
U=3 recebe pelo menos carga 1/4 de cada vizinho até a Regra 4. Portanto, cada vértice em U4
recebe carga pelo menos 1.

Falta provar que todo vértice u € U; tem carga final pelo menos 1. Pela observacao
acima, ¢ suficiente provar que ele recebe carga pelo menos 1/2 de um de seus trés vizinhos
em C. Se um desses vizinhos esta na borda, entdo temos o resultado pela Afirmacao 4.1-(1).
Portanto, devemos assumir que # ndo tem nenhum vizinho em C na borda. O vértice u deve
estar no centro, uma vez que estando na borda teria pelo menos um vizinho na borda e em C
pois u € Uz e u tem apenas 4 vizinhos (dois deles na borda).

Sem perda de generalidade, vamos assumir u = (3,2) e que estamos em um dos
seguintes casos, isto é, cada uma das 4 possiveis configuragdes de C[(3,2)] (escolher 3 vértices
dentre {(2,2),(2,3),(3,3),(4,2)}) é igual ou isomorfa a um dos seguintes casos (ilustrados na
Figura 19). Observe que, como assumimos que u# ndo tem vizinhos na borda que estejam em C,
os vértices (3,1) e (4,1) ndo pertencem a C.

Caso 1: C[(3,2)] =1{(2,2),(2,3),(3,3)}.

Como C[(2,3)] # C[(3,2)], entdo temos que pelo menos um dos vértices de {(1,3),(1,4),(2,4)}

pertence a C. Logo, (2,3) tem no maximo 3 vizinhos em U, nenhum deles em U;. Entdo (2,3)

envia carga 1/2 para u = (3,2) pela Regra 2b (ou envia carga 1 anteriormente).
Caso 2: C[(3,2)] ={(2,2),(4,2),(2,3)}.

Se (2,1) € C, entdo (2,2) tem no maximo quatro vizinhos em U, nenhum deles
em Uj. Portanto, pela Afirmacao 4.1-(ii), (2,2) envia carga 1/2 para u = (3,2) pela Regra 2b
(ou carga 1 anteriormente) e entdo conseguimos o resultado. De agora em diante, assumimos
(2,1) € C. Logo, (3,1) € U; e (2,2) envia carga 1 para (3,1) pela Regra la.

Se (1,3) € C, entdo C[(2,2)] # C[(2,3)] implica que (2,2) ou (2,3) possui no ma-
ximo trés vizinhos em U e consequentemente (pela Afirmagdo 4.1-(ii)) envia 1 /2 para u = (3,2)
pela Regra 2b (ou carga 1 anteriormente). Portanto, assumimos que (1,3) £ C. Se
(1,4) € C ou (2,4) € C, entdo (2,3) tem no maximo quatro vizinhos em U, nenhum deles
em U;. Portanto, pela Afirmagdo 4.1-(ii), (2,3) envia carga 1/2 para u = (3,2) pela Regra 2b
(ou carga 1 anteriormente). Portanto, assumimos que (L,4)¢Ce (2,4) & C. Logo,
(1,2) € C, pois C[(2,2)] # C[(2,3)] = {(2,2),(2,3)}.

Se (0,4) € C, como C[(1,2)] # C[(2,1)], (0,2) € C ou (0,3) € C. Se (0,2) € C,
entdo (1,2) tem no maximo 4 vizinhos em U, nenhum deles em U;. Entdo, (1,3) é satis-
feito por (0,4) (pela Afirmagdo 4.1-(i)) e por (1,2) (pela Afirmagdo 4.1-(ii)) na Regra 2b (ou
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anteriormente). Se (0,2) ¢ C, entdo (0,3) € C. Logo, (—1,3) ndo pode pertencer a U; pois
C[(—1,4)] #C][(0,4)] e C[(—1,4)] D C][(0,4)]. Assim, (0,3) possui no maximo quatro vizinhos
em U, nenhum deles em U;. Entdo (1,3) é satisfeito por (0,4) (pela Afirmagdo 4.1-(i)) e por
(0,3) (pela Afirmagdo 4.1-(ii)) na Regra 2b (ou anteriormente). Em ambos os casos, se u ndo
foi satisfeito anteriormente na Regra 2c, temos que exc((2,2)) =1 > uns((2,2))/2, pois (2,2)
envia apenas carga | para (3, 1) antes da Regra 2¢. Entéo (2,2) envia carga 1/2 para u na Regra
2¢. De agora em diante, assumimos que (0,4) & C.

Temos que (0,3) € C, pois C[(1,3)] #C|[(2,2)] = {(1,2),(2,2),(2,3)}. Além
disso, (3,4) € C pois C[(2,4)] # C[(1,4)] = {(2,3)}. Suponha que (4,3) € C. Note que
(4,3) ndo possui vizinho em Uy, pois C[(4,4)] # C[(3,4)] = {(3,4), (4,3) } implica que (5,3) €
C ou (5,4) € C. Portanto, pela Afirmacdo 4.1, (3,3) e (4,4) sdo satisfeitos por (3,4) e (4,3) na
Regra 2b (ou anteriormente), e entdo (2,4) ¢ satisfeito por (3,4) nas Regras 2b e 2¢. Portanto,
na Regra 2d, exc(2,3) = 1 (porque ele envia carga 1 para (1,4) na Regra 1a) e uns(2,3) <2
antes da aplicagdo da Regra 2d. Assim, exc(2,3) > uns(2,3)/2. Portanto, (2,3) envia 1/2 para
(3,2) na Regra 2d. De agora em diante, assumimos que (4,3) ¢ C.

Temos agora que| A9](5,2) e (6,1) € C, pois C[(4,2)] #C[(4,1)] e C[(5,1)] #
C[(4,2)]. Note que (5,3) € Cou (6,2) € C, pois C[(5,2)] # C[(5,1)]. Em ambos os casos, (5,2)
ndo possui vizinho em Uj. Entdo, na Regra 2b, (4,3) é satisfeito por (3,4) e (5,2) pela Afirma-
cdo 4.1, e (5,1) é satisfeito por (5,2) e (6,1) também pela Afirmagdo 4.1. Consequentemente,
apos a aplicacdo da Regra 2b, uns(4,2) < 3. Desta maneira, (4,2) envia carga 1/2 para (3,2)

pela Regra 2c.
1 ¢ O—0O——0 1
2 D) 2
3 3 @<
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Figura 19: Dois casos suficientes para u = (3,2) € Us.

Afirmacao 4.3. Todo vértice em C tem carga final pelo menos 1.

Prova: Isso é equivalente a provar que todo vértice em C tem um excesso final ndo-negativo
ou que ele envia uma carga de no mdximo 2 no total. Seja v um vértice em C. O vértice v tem
excesso inicial 2 e no mdaximo um vizinho em U (tal vizinho tendo identificador {v}). Entdo v
envia no méximo 1 para vértices em U;. Portanto, apés a Regra 1a, v tem excesso ndo-negativo.
Assim sendo, ele também tem excesso ndo-negativo apds a Regra 2d, pois ele ndo pode enviar
mais que o seu excesso em nenhuma regra desde a Regra 15 até a Regra 2d. Assim, um vértice
pode ter excesso negativo somente se ele envia carga pela Regra 3 ou pela Regra 4.

Se v estd na borda, entdo pela Afirmacéo 4.1, ele envia carga pelo menos 1/2 para

cada vizinho nao-satisfeito na Regra 2a. Portanto, a Regra 3 e a Regra 4 nunca sio aplicadas
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para v e entdo sua carga final € pelo menos 1. Logo, assumimos que v estd no centro.

Sem perda de generalidade, tomamos v = (2,2). Além disso, se v envia carga para
um vizinho pela Regra 3 ou pela Regra 4, entdo ele ndo enviou nenhuma carga desde a Regra
15 até a Regra 2d. Isso porque v sempre envia carga para todos os seus vizinhos insatisfeitos.

Seja exc’(v) o excesso de v apds a Regra 2d. Entdo, se v envia carga para um vizinho
pela Regra 3 ou pela Regra 4, temos exc’(v) = 2 se v ndo tem vizinho em U; ou exc/(v) = 1,
caso contrdrio. Para qualquer j, seja u;(v) (resp. u>;(v)) o nimero de vizinhos de v em U;
(resp. Us ), e seja u;(v) (resp. u’, ;(v)) o nimero de vizinhos de v em Uj (resp. U> ) que estdo
insatisfeitos apds a Regra 2d.

Precisamos provar que

1
uh(v) + Zu’23(v) <exc'(v). ()

1

2

Essa equagdo é trivialmente verdade quando u>,(v) <2eu;(v) = 1,ouusr(v) <4

e u;(v) = 0. Portanto, assumimos que v ou tem um vizinho em U] e pelo menos 3 vizinhos em
U7, ou nenhum vizinho em U; e pelo menos cinco vizinhos em Us,. Vamos considerar todas
as possibilidades para a vizinhanga de v sob essa condi¢do. Distinguimos essas possibilidades
em trés casos: v tem um vizinho em U; que estd na borda (Caso 1); v tem um vizinho em U,

que estd no centro (Caso 2); v ndo possui vizinho em U (Caso 3).

Caso 1: O vértice v tem um vizinho em U; que estd na borda. Por simetria, assumimos que esse
vizinho é (3, 1). Como u>,(v) > 3, pelo menos um vértice de {(1,2),(1,3),(2,3)} estiem Us».
Além disso, como C[(v)] # C[(3,1)], temos que pelo menos um vértice de {(1,2),(1,3),(2,3)}
estd em C. Temos entdo as possibilidades de ter 1 ou 2 vértices de {(1,2),(1,3),(2,3)} em
C. Dividimos essas possibilidades em cinco subcasos: (1,2),(1,3) € C e (2,3) € U (Subcaso
1.1),(1,3),(2,3) € Ce (1,2) € U (Subcaso 1.2), (2,3) € Ce (1,3) € U (Subcaso 1.3), apenas
(1,2) em C (Subcaso 1.4), apenas (1,3) em C (Subcaso 1.5). Durante a analise do Subcaso 1.3,
avaliamos a possibilidade de (1,2) pertencer a C, ou seja, a possibilidade de termos (1,2) € C,
(2,3)eCe(1,3)€U.
Subcaso 1.1: (1,2),(1,3) € Ce (2,3) € U (ilustrado na Figura 20).

Se (1,1) € C, entdo u;((1,2)) =0 e u>2((1,2)) < 4. Logo (1,1) e (1,2) enviam
carga 1/2 cada para (2, 1) pela Regra 2b e pela Afirmagdo 4.1. Logo, u’,(v) < 2, Portanto v
satisfaz a Eq. (2) da pagina 56. Assumimos entdo que (1,1) & C. Se (1,4) € C, entdo
u1((1,3)) =0 e u>2((1,3)) < 3. Logo (1,4) e (1,3) enviam carga 1/2 cada para (2,3) pela
Regra 2b e pela Afirmagdo 4.1. Logo, u’,(v) < 2. Portanto v satisfaz Eq. (2) da pdgina 56.
Entdo assumimos que (1,4) €C. )

Se (0,4) € C, entdo u;((1,3)) =0 e u>>((1,3)) < 3. Consequentemente, (0,3) e
(1,4) sao satisfeitos por (0,4) e (1,3) na Regra 2b (ou anteriormente), (2,3) é satisfeito por
(1,3) pelas Regras 2b e 2¢ (ou anteriormente), e entdo u’,(v) < 2. Logo, v satisfaz Eq. (2) da
pédgina 56. Portanto, assumimos que (0,4) & C. B
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Temos que [A3](0,3) € C (pois C[(1,3)] # C[(2,2)] 2 {(1,2),(1,3),(2,2)}) e con-
sequentemente (0,2) € C (pois C[(1,2)] # C[(1,3)] = {(0,3),(1,2),(1,3),(2,2)}). Logo,
o vértice (1,2) satisfaz (2, 1) pela Regra la e ul,(v) <
56. )

Subcaso 1.2: (1,3),(2,3) € Ce (1,2) € U (ilustrado na Figura 20).

Como C[(2,1)] #CJ[(3,1)], temos (1,1) e C. Alémdisso, C[(1,3)] #C[(2,2)] =

{(1,3),(2,3),(2,2)}). Assim, pelo menos um vértice de {(0,3),(0,4),(1,4))} deve pertencer

a C. Logo, (1,3) tem no maximo trés vizinhos em U. Entdo (1,2) é satisfeito por (1,1) e (1,3)

2. Portanto, v satisfaz Eq. (2) da pagina

pela Regra 2b (ou anteriormente) e pela Afirmagdo 4.1. Assim, u’zz(v) < 2. Portanto, v satisfaz
a Eq. (2) da pagina 56.

1 s L0

2

3

4 & S /o
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Figura 20: Subcasos 1.1 e 1.2: v =(2,2) com um vizinho (3, 1) € Uj.

Subcaso 1.3: (2,3) € Ce (1,3) € U (ilustrado na Figura 21).

Suponha que (1,4) € C. Se (0,4) € C ou (2,4) € C, entdo (1,4) satisfaz (1,3)
pela Regra la, (2,4) estd em C ou (2,4) € satisfeito por (1,4) pela Regra 1a, e (3,2) e (3,3)
sdo satisfeitos por (2,3) pela Regra 1. Consequentemente, u’,(v) < 2. Portanto, o vértice v
satisfaz a Eq. (2) da pdgina 56. Se (0,4) € C e (2,4) £ C, entdo (3,3) € C ou (3,4) € C (pois
C[(2,4)] #C[(1,4)] ={(1,4),(2,3)}). Portanto, (2,3) tem no maximo quatro vizinhos em U,
nenhum deles em U;. Se (3,3) € C, entdo (1,3) e (2,4) sdo satisfeitos por (1,4) e (2,3) na Regra
2b (pela Afirmagdo 4.1), (3,2) é satisfeito por (2,3) nas Regras 2b e 2c. Consequentemente
u’,(v) < 2. Portanto, v satisfaz a Eq. (2) da pagina 56. Se (3,4) € C, entdo (2,4) ¢ satisfeito
por (1,4) e (3,4) na Regra 2a pela Afirmacdo 4.1-(i). Nas Regras 2b e 2¢, temos que (1,3) é
satisfeito por (1,4) e (2,3) (pela Afirmagéo 4.1), (3,3) é satisfeito por (2,3) e (3,4) (também
pela Afirmacdo 4.1) e temos também que (3,2) é satisfeito por (2,3) até a Regra 2d. Entdo
u’,(v) < 2. Portanto, v satisfaz a Eq. (2) da pagina 56. Assumimos que (1,4) ¢ C.

Suponha que (2,4) € C. Se (0,4) € C, entdo (1,4) ¢é satisfeito por (0,4) e (2,4)
na Regra 2a pela Afirmacdo 4.1-(i), (1,3) é satisfeito por (0,4) e (2,3) na Regra 2b (pela
Afirmagio 4.1), (3,3) é satisfeito por (2,4) e (2,3) (pela Afirmagdo 4.1) também na Regra 2b e
o vértice (3,2) ¢ satisfeito por (2,3) nas Regras 2b e 2c. Entdo u’,(v) < 2. Portanto v satisfaz
a Eq. (2) da pagina 56. Se (0,4) & C, entdo (3,3) € Cou (3,4) € c (pois C[(2,4)] #C[(1,4)] =
{(2,3),(2,4)}). Consequentemente, (1,4) é satisfeito por (2,4) na Regra la, (3,3) estd em C
ou ¢ satisfeito por (2,4) na Regra la, e (1,3) e (3,2) sdo satisfeitos por (2,3) nas Regras 2b
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e 2c¢. Entdo, u’zz(v) < 2. Portanto v satisfaz a Eq. (2) da pdgina 56. Assumimos entdo que
(2,4) ¢C.

Temos que | A3](4,2) € C, pois C[(3,2)] # C[(2,3)] 2{(2,2),(2,3)}. Se (1,2) €C,
entdo (1,1) € Uy, (1,3) € Us3 e (3,2) € Usz. Assim, up(v) =1 eu=3(v) =2ouuy(v) =0
e u>3(v) = 3. Em ambos os casos, v satisfaz a Eq. (2) da pdgina 56. Logo, assumimos que
(172) ¢C.

Segue que (1,1) € C pois C[(2,1)] # C[(3,1)] = {v}. Além disso, (3,3) € C
pois C[(2,3)] # C[(2,2)] = {(2,2),(2,3)}. Assim, (3,2) € U>3. Além disso, (1,2) € U3 e
(1,3) € U3, pois C[(1,2)] D C[(2,1)] = {(1,1),(2,2)} e C[(1,3)] 2 C[(2,2)] = {(2,2),(2,3)}.
Portanto, u(v) = 1 e u>3(v) = 3.

Se (0,4) € C, entdo (1,3) é satisfeito por (0,4) e (2,3) na Regra 2b pela Afir-
magdo 4.1. Entdo, uj(v) <1 ((2,1) € Us) e ul;(v) < 2. Assim, v satisfaz a Eq. (2) da
pagina 56. Portanto, assumimos (0,4) ¢ C_ Consequentemente, (0,3) € C pois
cl(1,3)] £ Cl2,2)].

Se (0,2) € C, entdo (0,2) ndo possui vizinho em Uy, pois C[(0,1)] # C[(1,1)] im-
plica que (—1,1) € C ou (—1,2) € C. Consequentemente, (1,2) é satisfeito por (1,1) e (0,2)
na Regra 2b (pela Afirmagdo 4.1). Entdo uj(v) <1 e ul;(v) < 2. Assim v satisfaz a Eq. (2) da
péagina 56. Portanto, assumimos (0,2) £ C.

Temos que (—1,3) € C pois C[(0,3)] # C[(0,4)]. Além disso, (—2,4) € C
pois C[(—1,4)] # C[(0,3)]. Note que (—1,3) possui no maximo quatro vizinhos em U, nenhum
deles em Uy, pois C[(0,1)] # C[(1,1)] implica que (—1,1) € Cou (—1,2) € C. Assim, (—1,4)
é satisfeito por (—2,4) e (—1,3) na Regra 2b pela Afirmagdo 4.1 e (0,2) € satisfeito por (—1,3)
e (1,1) na Regra 2b pela Afirmagdo 4.1. Consequentemente, (1,2) é satisfeito por (1,1) e (0,3)
nas Regras 2b e 2c. Assim, uj(v) <1 e ul3(v) < 2. Portanto v satisfaz a Eq. (2) da pagina 56.

NV
/
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Figura 21: Subcaso 1.3: v =(2,2) com um vizinho (3, 1) € Uj.

Subcaso 1.4: (1,2) € C, (1,3) € C, e (2,3) & C (ilustrado na Figura 22).

Como C[(2,1)] # C[(2,2)] = {(1,2),(2,2)}, temos (I,1) e C. Se (0,2) € C,
entdo (2, 1) é satisfeito por (1,1) na Regra la e (1,3) é satisfeito por (1,2) na Regra 1b. Entao,
u’,(v) <2. Portanto, v satisfaz a Eq. (2) da pagina 56. Desta maneira, assumimos (0,2) &
C.

Como C[(1,2)] # C[(2,1)] ={(1,1),(1,2),(2,2) }, temos (0,3) € C. Assim,
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(0,2) e (2,1) so satisfeitos por (1,1) e (1,2) na Regra 2b pela Afirmacéo 4.1 e (1,3) é satisfeito
por (1,2) nas Regras 2b e 2c. Entdo u’,(v) < 2. Assim v satisfaz a Eq. (2) da pagina 56.

A

0 1 2 3 4
Figura 22: Subcaso 1.4: v = (2,2) com um vizinho (3,1) € U;.

Subcaso 1.5: (1,3) € C, (1,2) € C e (2,3) & C (ilustrado na Figura 23).

Como C[(2,1)] # C[(3,1)] = {(2,2)}, temos (1,1) estd em C. Suponha que
(1,4) € C. Se (0,4) € C, entdo (2,3) ¢é satisfeito por (1,4) na Regra la e (1,2) é satisfeito por
(1,3) na Regra 1b. Entdo u’,(v) < 2. Assim, v satisfaz a Eq. (2) da pagina 56. Se (0,4) ¢ C e
(2,4) € C, entdo (0,4) e (2, g) sdo satisfeitos por (1,4) na Regra la e (1,2) é satisfeito por (1,3)
na Regra 1b. Entdo ul,(v) <2. Assim, v satisfaz a Eq. (2) da pagina 56. Se (0,4),(2,4) ¢ C, en-
tdo (1,3) tem no mdximo quatro vizinhos em U, nenhum deles em U pois C[(0,4)] # C[(1,4)]
(C[(0,4)] o C[(1,4)] = {(1,3),(1,4)}) implica que (—1,4) € C ou (0,3) € C. Consequente-
mente, (1,2) é satisfeito por (1,3) e (1,1) na Regra 2a pela Afirmagdo 4.1 e (2,3) € satisfeito
por (1,3) e (1,4) na Regra 2a pela Afirmagdo 4.1. Entdo u’,(v) <2. Assim, v satisfaz a Eq. (2).
Portanto, assumimos que (1,4) €C. )

Suponha (0,4) € C. Se (2,4) € C, entdo (1,3) tem no maximo 4 vizinhos em U e
nenhum deles em U;. Logo (1,2) é satisfeito por (1,3) e (1,1) na Regra 2b pela Afirmacgdo
4.1, (2,3) é satisfeito por (1,3) e (2,4) até a Regra 2b pela Afirmagéo 4.1. Entdo u’,(v) < 2.
Portanto v satisfaz a Eq. (2) da pdgina 56. Se (2,4) ¢ C, entdo C[(0,4)] # C[(1,4_)] implica
que (—1,4) € C ou (0,3) € C. Em ambos os casos, (1,4) é satisfeito por (0,4) na Regra la,
(0,3) esta em C ou ¢ satisfeito por (0,4) na Regra la e (1,2) e (2,3) sao satisfeitos por (1,3)
na Regra 1b. Entéo u’,(v) < 2. Assim, v satisfaz a Eq. (2) da pagina 56. Portanto, assumimos
(0a4) ¢C. )

Temos que (0,3) € C, pois C[(1,3)] #C[(2,2)] ={(1,3),(2,2)}. Como C[(0,3)] #
C[(0,4)], entdo (—1,3) € Cou (0,2) € C.

1. Se (—1,3) € C, entdo (1,2) é satisfeito por (1,1) e (0,3) até a Regra 2b (pela Afirmagdo
4.1) pois (0, 3) tem no maximo quatro vizinhos em U, nenhum deles em U;. Assim, (1,3)
tem no maximo 3 vizinhos insatisfeitos ap6s a aplicagdo da Regra 2b. Entdo, (1,3) envia
carga 1/2 para (2,3) até a Regra 2c.

2. Se (0,2) € C, entdo (1,2) é satisfeito por (1,1) e (0,2) na Regra 2a pela Afirmacéo 4.1,
pois C[(0,1)] # C[(1,1)] implica que (—1,1) € C ou (—1,2) € C e consequentemente

(0,2) tem no méaximo quatro vizinhos em U, nenhum deles em U;. Além disso, (2,3)
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recebe carga 1/2 de (1,3) até a Regra 2c.

Em ambos os casos, (1,2) € satisfeito na Regra 2b por (1,1) e ou (0,3) ou (0,2)
(ou anteriormente) e (2,3) recebe carga 1/2 de (1,3) até a aplicagdo Regra 2c. Portanto, se nds
provarmos que (2,3) recebe carga 1/2 até a Regra 2d de um vértice distinto de (1,3), entdo
ul,(v) <2 e v satisfaz a Eq. (2) da pagina 56. Se (2,4) € C, entdo (2,3) recebe carga 1/2 de
(2,4) e conseguimos o resultado. Portanto, assumimos que (2,4) ¢ C. Consequentemente,
(3,3) € C, pois C[(2,3)] # C[(2,2)] = {(1,3),(2,2)}.

Se (4,2) € C, entdo u; (v) = 1, up(v) = L e ul5(v) <2 pois (1,2) foi satisfeito até a
Regra 2b. Entdo v satisfaz a Eq. (2) da pagina 56. Portan;o, nds assumimos que (4,2) €C.
Segue que (5,1) € C pois C[(4,1)] # 0. Além disso, (4,3) € C pois C[(3,3)] #
CP2,4) = {(3,3)} ¢ [A8] (4,4) € C pois C[(3,4)] £ C[(3,3)] = {(3.,3), (4,3)}.

Se (3,4) € C, entdo (2,4) ¢é satisfeito por (3,4) na Regra la. Assim, (2,3) recebe
carga 1/2 de (3,3) pela Afirmagdo 4.1 pois (3,3) possui no maximo trés vizinhos insatisfeitos
apos a aplicagcdo da Regra la. Portanto, assumimos (3,4) € C.

Como C[4,3] # C[3,4] = {(3,3),(4,3),(4,4)}, entdo pelo menos um vértice de
{(5,2),(5,3)} deve estar em C. Assim, o vértice (4,3) tem no méaximo 3 vizinhos em U.
Assim, (3,4) é satisfeito por (4,4) e (4,3) até a Regra 2b pela Afirmacdo 4.1, (4,2) é satisfeito
por (4,3) e (5,1) na Regra 2b pela Afirmacéo 4.1, e (2,3) recebe carga 1/2 de (3,3) na Regra
2¢ como desejado. Isso acontece pois, apos a aplicacdo da Regra 2b, o vértice (3,3) tem no

méximo dois vizinhos insatisfeitos pertencentes a Us».

4 Lk
-1 0 1 2 3 4 5
Figura 23: Subcaso 1.5: v = (2,2) com um vizinho (3,1) € Uj.

Caso 2: O vértice v = (2,2) tem um vizinho u em U; o qual estd no centro. Sem perda de
generalidade (relacionado aos isomorfismos), assumimos que u = (3,2) (Subcaso 2.1) ou u =
(2,3) (Subcaso 2.2).

Subcaso 2.1: Tome u = (3,2) (ilustrado na Figura 24).

Como C[(3,1)] # C[(3,2)] = {v}, temos que (2,1) estaem C. Se (1,1) € C,
entdo (3,1) e (1,2) (caso (1,2) pertenga a U) sdo satisfeitos por (2,1) na Regra la. Entdo
u’,(v) <2. Assim, v satisfaz a Eq. (2) da pagina 56. Portanto, assumimos (I,1)€C.

. Segue que (1,2) € C, pois C[(2,1)] # C[(3,1)] = {(2,1),(2,2) }. Além disso,
(1,3) € C, pois C[(2,2)] # C[(2,1)] = {(1,2),(2,1),(2,2)}. Logo u=»(v) <2 e conse-
quentemente u’,,(v) < 2. Portanto, v satisfaz a Eq. (2) da pagina 56.
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Subcaso 2.2: Tome u = (2,3) (ilustrado na Figura 24).

Necessariamente, temos (0,4) eC e (3,4) € C, pois C[(1,4)] #0 ¢
C[(2,4)] # 0. Além disso, [A2] (1,1) € C, pois C[(2,1)] # C[(2,2)].

Se (2,1) € C, entdo (1,2) (se (1,2) € U) e (3,1) sdo satisfeitos por (2,1) na Regra
la. Entdo ”/22(") < 2. Assim, v satisfaz a Eq. (2) da pagina 56. Portanto, assumimos que
(27 1) ¢C.

Se (3,1) € C, entdo (2,1) é satisfeito por (1,1) e (3, 1) na Regra 2a pela Afirmagao
4.1. Além disso, como C|[(2,2)] # C[(3,1)], entdo (4,1) ou (1,2) devem pertencer a C. Se
(4,1) € C, entdo (2,1) e (3,2) sdo satisfeitos por (3,1) na Regra la. Perceba que (2,1) acaba
sendo satisfeito antes da Regra 2a neste caso. Se (1,2) € C, entdo o vértice v tem apenas 3
vizinhos em U insatisfeitos apds a aplicacdo da Regra 2a, uma vez que (2,1) é satisfeito por
(1,1) e (3,1) até a Regra 2a. Em ambos os casos, u’,(v) <2 e v satisfaz Eq. (2) da pagina 56.
Portanto, assumimos (3,1) ¢ C. )

Segue que|A5](4,1) € C, pois C[(3,1)] #C[(2,3)] = {(2,2)}. Além disso,| A6](1,2) €
C, pois C[(2,2)] # C[(2,3)] = {(2,2)}. Uma vez que (1,2) tem no maximo 4vizinhos em U ¢
nenhum deles em Uj, temos que (2, 1) é satisfeito por (1,1) e (1,2) na Regra 2b pela Afirmagdo
4.1 e (1,3) é satisfeito por (1,2) e (0,4) até Regra 2b pela Afirmagao 4.1. Entdo u’,(v) < 2.
Assim, v satisfaz a Eq. (2) da pagina 56.

AS

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Figura 24: Subcasos 2.1 € 2.2: v = (2,2) com um vizinho U; que ndo estd na borda (ou (3,2)
ou (2,3)).

Caso 3: v ndo possui vizinho em Uj.

Como v tem pelo menos 5 vizinhos em U (caso contrdrio v satisfaz a Eq. (2) da
pdgina 56), entdo v ndo pode estar na borda. Assim, exc(v) =2 e u>2(v) > 5. Em particular, v
tem no maximo um vizinho em C. Além disso, se uy(v) < 2, entdo u’.5(v) < 4 e entdo v satisfaz
a Eq. (2) da pagina 56. Portanto, assumimos também que up(v) > 3. Sem perda de generalidade
(relacionado aos isomorfismos), podemos assumir que estamos em um dos seguintes casos:
(2,1) € C (Subcaso 3.1), (1,2) € C (Subcaso 3.2), (1,3) € C (Subcaso 3.3) e v possui nenhum

vizinho em C (Subcaso 3.4).

Subcaso 3.1: (2,1) € C (ilustrado na primeira configuracdo da Figura 25).

Como C[(2,1)] # C[(3,1)] # C[v] = {v,(2,1)}, temos que (1,1)eCe

(4,1) € C. Assim, (3, 1) é satisfeito por (2,1) e (4, 1) até a Regra 2a pela Afirmagdo 4.1. Entdo
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u%,(v) <4 eexc(v) = 2. Portanto, v satisfaz a Eq. (2) da pagina 56.
Subcaso 3.2: (1,2) € C (ilustrado na segunda configuragdo da Figura 25).

Como C[(2,1)] #C[(2,2)] ={(1,2),(2,2)}, temos que (1,1) € C. Além disso,
como C[(1,2)] #C[(2,1)] ={(1,1),(1,2),(2,2)}, entdo (1,2) tem no maximo trés vizinhos em
U. Logo (2,1) é satisfeito por (1,1) e (1,2) na Regra 2b pela Afirmagdo 4.1. Entdo u’,(v) < 4
e exc’(v) = 2. Portanto v satisfaz a Eq. (2) da pégina 56.

Subcaso 3.3: (1,3) € C (ilustrado na terceira configuracdo da Figura 25).

Observe que (I,1)e Ce (4,1) € C, pois (2,1) e (3,1) estdo em Us,. Note
que (1,2) € U>3 pois C[(1,2)] D {(1,1),(1,3),(2,2)}. Além disso, (2,3) e (3,2) estdo em U>3
pois C[(2,3)] # C[v] = {(1,3),(2,2)} e C[(3,2)] # C[(3,1)] = {(2,2),(4,1)}. Isso contradiz a
hipétese uy(v) > 3.

1 @ O—@ 1@ 1 @ 0—O—@"

2 C 2 D) 2 C

30 3 C D) 3

LA N
1 2 3 4 1 2 3 1 2 3 4

Figura 25: Subcasos 3.1, 3.2 ¢ 3.3: v = (2,2) com nenhum vizinho em U}, com 1 vizinho em
C e com 3 vizinhos em U,.

Subcaso 3.4: v ndo possui vizinho em C (ilustrado na Figura 26).

Como C[(2,1)] # C[(2,2)] ={(2,2)} e C[(3,1)] # C[(2,2)] = {(2,2)}, temos que
(1,1) e (4,1) estdo em C. Temos também que (1,2) e (3,2) estdo em U3 pois C[(1,2)] #
Cl(2,1)]={(1,1),(2,2)} e C[(3,2)] #C[(3,1)] = {(2,2),(4,1)}. Lembre que assumimos que
up(v) > 3. Entdo (1,3) € Up ou (2,3) € U,. Sem perda de generalidade (relacionado aos
isomorfismos), assumimos que (1,3) € U,.

Suponha que | *| (0,3) ¢ C. Entio, (0,2) € C pois (1,2) estd em Us>3. Se
(—1,3) € C, entdo (0,2) possui no maximo 4 vizinhos em U, nenhum deles em U;. Entao (0, 1)
e (1,2) sdo satisfeitos por (0,2) e (1,1) na Regra 2b pela Afirmagdo 4.1. Além disso, (2,1)
é satisfeito por (1,1) nas Regras 2b e 2c. Logo ul,(v) < 4. Assim, v satisfaz a Eq. (2) da
pagina 56. Portanto, assumimos que (—1,3) € C. Consequentemente, (—1,2) € C pois
C[(0,2)] #CJ(1,1)]. Se (0,3) & Uy, temos que (0,2) tem no maximo 4 vizinhos em U (nenhum
deles em Uj) e, assim, u/zz(v) < 4 e v satisfaz a Eq. (2) da pagina 56.

Assumimos entéo que (0,3) € U; e consequentemente (—1,4),(0,4) £ C. Por-
tanto, (1,4) e (2,4) € C, pois C[(0,4)] # 0 e C[(1,4)] # C[(0,4)] = {(1,4)}. Como
C[(2,4)] D C[(1,4)] = {(1,4),(2,4)}, entdo (2,4) € C>3. Assim, (2,3) € satisfeito por (2,4)
na Regra la e (1,3) é satisfeito por (1,4) na Regra 1b. Entdo u’,(v) < 4. Assim, v satisfaz a
Eq. (2) da pagina 56. Portanto, assumimos que (0,3) e C. B
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Temos que (0,4)¢Ce (1,4) € C, pois (1,3) € U,. Consequentemente,
(2,4) € C pois C[(1,4)] # 0. Se (3,4) estd em C, entdo ele tem um vizinho em C\ {(2,4)}
pois C[(3,4)] # C[(2,4)]. Logo, (3,3) € C ou (3,3) ¢ satisfeito por (3,4) na Regra la e (2,3) é
satisfeito por (2,4) na Regra 1b. Entdo u’,(v) <5 e u)(v) < 3. Assim, u’;(v) <2 e v satisfaz
a Eq. (2) da pagina 56. Portanto, assumimos que (3,4) € C. .

Temos que (3,3) € C, pois C[(2,4)] #C](1,4)] = {(2,4) }. Consequentemente,
(2,3) e (3,2) estdo em U>3. Como C[(3,3)] # C[(2,4)] = {(2,4),(3,3)}, temos que (4,2) € C
ou (4,3) € C. Entao, (3,3) possui no maximo quatro vizinhos em U, nenhum deles em Uj.
Logo (2,3) ¢é satisfeito por (2,4) e (3,3) nas Regras 2a e 2b pela Afirmagdo 4.1. Portanto,
uy(v) < 3euly(v) <2. Assim, v satisfaz a Eq. (2) da pagina 56. ]

4 e (yhe 5 5 /O 4

-1 0 1 2 3 4 - 1 0 1 2 3 4

Figura 26: Subcaso 3.4: v = (2,2) com nenhum vizinho em Uj, nenhum vizinho em C e 3
vizinhos em U;.

SN

4.5 Grade triangular infinita com cinco linhas ou mais

Nesta se¢do, provaremos dois teoremas referentes a densidade minima de um c6digo
de identificagdo para uma grade triangular com pelo menos 5 linhas.
Teorema 4.3. Seja k > 5 um inteiro. Entdo, d*(J;) > 1/4 + 1/4k.

Prova: Seja C um cddigo de identificagdo de 7, e U = V() \ C. Queremos provar pelo
método da descarga que a densidade de C em V(.7) é pelo menos 1/4 + 1/4k. Para tanto, a
cada vértice de C € atribuido uma carga 1 e a cada vértice de U € atribuido uma carga 0.

Dizemos que um vértice (x,y) € V(%) estd na borda se y € {1,k}; caso contrario,
dizemos que o vértice estd no centro. Se v estd no centro, entdo exc(v) = chrg(v) — 1/4. Se
v estd na borda, entdo exc(v) = chrg(v) —3/8. Dizemos que um vértice v estd satisfeito se
exc(v) > 0. Em outras palavras, v é satisfeito se v estd no centro e chrg(v) > 1/4 ou se v estd na
borda e chrg(v) > 3/8.

Iremos provar, apés a aplicacdo de algumas regras de descarga, que todo vértice
de g estard satisfeito. Desta maneira, as duas bordas terdo densidade pelo menos 3/8 e as
demais k — 2 linhas terdo densidade pelo menos 1/4. Assim, a densidade da grade serd igual a
((k—=2)-(1/4)+2-(3/8))/k = 1/4+1/4k e conseguiremos o resultado.

Dado um vértice v de %, seja By(v) o conjunto de vizinhos de v na borda e seja
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B> (v) o conjunto de vértices na borda que estdo a uma distancia 2 de v. Quando dizemos que

v envia fodo-excesso (resp. meio-excesso) para B;(v) (i € {1,2}), isso significa que v envia

min{exc(v)/b,—exc(w)} (resp. min{exc(v)/(2b),—exc(w)}) para todo vértice insatisfeito w

de B;(v), onde b é o nimero de vértices insatisfeitos de B;(v). Nesta demonstragdo, aplicaremos

as seguintes regras de descarga uma apds a outra.

Regra 1: Todo vértice em C envia 1/4 para seu vizinho em U] (se existir) e 1/8 para cada
um de seus vizinhos em U>;

Regra 2: Todo vértice v na borda com excesso positivo envia todo-excesso para By (v);
Regra 3: Todo vértice v na linha 2 ou k — 1 com excesso positivo envia todo-excesso para
Bi(v);

Regra 4: Todo vértice v na borda com excesso positivo envia todo-excesso para By (v);
Regra 5: Todo vértice v na linha 2 ou k — 1 com excesso positivo envia todo-excesso para
Bz (V) 5

Regra 6: Todo vértice v na linha 3 ou k — 2 com excesso positivo envia meio-excesso para
By(v)N(Z x {1}), se estiver na linha 3, ou envia meio-excesso para By (v) N (Z x {k}), se
estiver na linha k — 2.

Uma observagdo importante a ser feita com relagao a Regra 6 é que, quando o k =5,

temos que a linha 3 € a mesma linha k — 2. Desta maneira, um vértice que esteja nessa linha

pode enviar carga para as duas bordas. Por esse motivo, no meio-excesso, o excesso de carga

do vértice € dividido por 2. Desta maneira, metade do excesso € destinado para cada borda.

Sejam chrg; (v) e excy(v) a carga e o excesso de v apés a aplicagdo da Regra 1. Note

que chrg; (v) > 1/4 para todo vértice v pois:

se v € Uy, entdo v recebe carga 1/4;

se v € U, entdo v recebe carga pelo menos 2 (1/8) = 1/4;

se v € C e ndo possui vizinho em Uy, entdo chrg,(v) > 1—6-(1/8) =1/4;

se v € C e possui vizinho em Uy, entdo chrg,(v) > 1 —(1/4) —4-(1/8) = 1/4 (pois ele
tem no maximo quatro vizinhos em Ux)).

Como um vértice v no centro estd satisfeito se chrg(v) > 1/4, entdo todos vértices

no centro estdo satisfeitos apds a aplicacdo da Regra 1. Além disso, alguns deles possuem

excesso positivo. Alguns casos de vértices que possuem excesso positivo apds a aplicacdo da

Regra 1 sdo listados a seguir:

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)

se v € C estd na borda, entdo chrg;(v) > 1—4-(1/8) =1/2eexc;(v) > 1/8;

se v € C3 estd no centro, entdo chrg, (v) > 1—(1/4)—3-(1/8) =3/8 eexci(v) > 1/8;
se v € C>4 estd no centro, entdo chrg,(v) > 1—(1/4)—2-(1/8) =1/2eexc|(v) > 1/4;
se u € U>3, entdo chrg; (1) >3- (1/8) =3/8. Se u estd no centro, entdo excy (u) > 1/8;
se u € Usy, entdo chrg, (u) > 4-(1/8) =1/2. Se u estd no centro, entdo exc; (u) > 1/4.

Observe que nas Regras 2 a 6, um vértice com excesso positivo divide seu excesso e

o0 envia para seus vizinhos insatisfeitos. Logo, uma vez que um vértice estd satisfeito, ele nunca

se torna insatisfeito apds a aplicacdo das regras. Todos os vértices do centro estdo satisfeitos
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apos a aplicacdo da Regra 1 e, por (a), temos que todo vértice da borda que estd em C também
estd satisfeito apds a aplicagdo da Regra 1. Entdo, temos apenas que provar que todo vértice u
da borda que estd em U esta satisfeito apds a aplicacdo de alguma regra. Isso € equivalente a
mostrar que u recebe pelo menos 1/8 apds a Regra 1, uma vez que u ja recebe carga pelo menos
1/4 pela Regra 1.

Sem perda de generalidade, tome u = (1,1). Entdo u tem pelo menos um vizinho
em C pois Clu] # 0. Se ambos (0,1) e (2,1) estdo em C, entdo, por (a), excy((0,1)) > 1/8 e
excy((2,1)) > 1/8. Portanto, (0,1) e (2, 1) enviam carga pelo menos 1/16 cada para u na Regra
2. Assim, u recebe carga pelo menos 1/8 na aplicacdo da Regra 2 e conseguimos o resultado.

Suponha, agora, que exatamente um entre {(0,1),(2,1)} estd em C. Sem perda
de generalidade (relacionado aos isomorfismos), assuma que (0,1) ¢ C e (2,1) € C. Por (a),
exci((2,1)) >1/8. Se (3,1) € C, entdo (1,1) é o tnico vizinho de (2,1) que estd na borda e
ndo pertence a C. Entdo, (2,1) envia carga 1/8 para (1,1) pela Regra 2 e conseguimos o re-
sultado. Agora, assuma que (3,1) & C. Como os trés conjuntos C[(1,1)], C[(2,1)] e C[(1,2)]
sdo distintos, entdo |C[(1,2)]] > 3. Assim, (1,2) € C>3 ou (1,2) € U>3. Se (1,2) € C, entdo
exci((2,1)) > 1/8 por (b). Se (1,2) € U, entdo exc;((2,1)) > 1/8 por (d). Consequente-
mente, (1,2) envia 1/8 para u pela Regra 3 e conseguimos o resultado. Portanto, assumimos
[AL](0,1) g Ce[Al](2,1) ¢C.

Como C[(1,1)] # 0, entdo pelo menos um entre {(0,2),(1,2)} estd em C. Se ambos
(0,2) e (1,2) estdo em C, entdo ambos estdo em C>3 pois C[(1,1)], C[(0,2)] e C[(1,2)] sdo
todos distintos. Portanto, por (b), exci((0,2)) > 1/8 e excy((1,2)) > 1/8. Entdo (0,2) e (1,2)
enviam carga pelo menos 1/16 cada para u na Regra 3 e, entdo, u estd satisfeito. Daqui em
diante, assumimos que exatamente um vértice entre (0,2) e (1,2) estd em C. Sem perda de
generalidade (relacionado aos isomorfismos), assumimos que (1,2)eCe (0,2) € C.

Suponha que (3,1) ¢ C. Entdo (2,2) € C, pois C[(2,1)] # C[(1,1)] = {(1,2)}.
Além disso, ambos (1,2) e (2,2) estdo em C>3 pois os trés conjuntos C[(1,2)], C[(2,2)] e
C[(2,1)] ={(1,2),(2,2)} devem ser diferentes. Entdo, de acordo com (b), exc;((1,2)) > 1/8
e excy((2,2)) > 1/8. Portanto, na Regra 3, (1,2) envia carga 1/16 para (1,1) e (2,1), e (2,2)
envia carga 1/16 para (2,1) e (3,1). Logo, apds a Regra 3, (2, 1) recebe carga pelo menos 1/8.
Como (2, 1) recebe carga pelo menos 1/4 na Regra 1, entdo (2, 1) estd satisfeito. Contudo, note
que (1,1) ainda precisa de carga pelo menos 1/16 para ficar satisfeito. Os possiveis vértices
insatisfeitos de B»((1,3)) sdo (1,1) e (3,1). Note que C[(1,3)], C[(1,2)] e C[(2,1)] sdo todos
distintos e contém {(1,2),(2,2)} = C[(2,1)]. Logo, (1,3) estd ou em C>4 ou em Us4. Em
ambos os casos, de acordo com (c) ou (e), temos que exci((1,3)) > 1/4. Portanto, (1,3)
envia carga 1/16 para u (e para (3,1)) na Regra 6 e, entdo, u esta satisfeito. Daqui em diante,
assumimos 3,1)ecC.

Assuma agora que (2,2) € C. Entdo (2,1) estd em Us. Além disso, temos que
(2,2) € C>4 pois C[(2,2)] # C[(2,1)] = {(1,2),(2,2),(3,1)}. Assim, pelo menos um en-
tre {(1,3),(2,3),(3,2)} deve pertencer a C. Logo, (2,2) tem um vizinho na borda em Us
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e no maximo outros dois vizinhos em U, todos no centro € nenhum deles em U;. Assim,
chrg,((2,2)) >1—-3-1/8=5/8 e exci((2,2)) >5/8—1/4=3/8. Como (2,1) estiem Uz e
na borda ento, apds a aplicagdo da Regra 1, (2, 1) estard satisfeito. Portanto, B, ((2,2)) possui,
no maximo, (1,1) e (4,1). Entdo, (2,2) envia carga pelo menos 1/8 para (1,1) na Regra 5.
Dessa maneira, (1,1) esta satisfeito. Portanto, assumimos (2,2) ¢ C.

Como (2,2) ¢CeC[(2,2)] #C[(2,1)] ={(1,2),(3,1)}, entdo (2,2) € U>3. Assim,
por (d), exci((2,2)) > 1/8. Se (4,1) € C, entdo (3,1) tem no maximo 3 vizinhos em U e
nenhum deles em U;. Portanto, apds a aplicagdao da Regra 1, os seus vizinhos do centro estardo
satisfeitos e chrg; ((3,1)) >1-3-1/8=5/8eexc((3,1)) >5/8—3/8=1/4. Assim, na (2,1)
estd serd satisfeito por (3,1) na Regra 2. Logo, antes da Regra 5, o tinico vértice insatisfeito
em B»(2,2) é (1,1). Entdo, na Regra 5, (1,1) é satisfeito por (2,2). Portanto, assumimos que
(4,1)¢cC.

Dado que C[(1,2)] #C[(1,1)] ={(1,2)}, temos que pelo menos um entre {(0,3),(1,3)}
deve pertencer a C. Assim, (1,3) estd ou em U>3 ou estd em C>3 pois C[(1,3)] # C[(1,2)]. Por-
tanto, excy((1,3)) > 1/8 por (b) ou por (d). Logo, meio-excesso de (1,3) na Regra 6 é pelo
menos 1/16. Assuma que (3,2) estd em C. Entdo (3,2) tem pelo menos dois vizinhos em C
pois C[(3,2)] # C[(3,1)] = {(3,1),(3,2)}. Portanto, exc;((3,2)) > 1/8 por (b). Assim, (4,1)
¢ satisfeito por (3, 1) e (3,2) nas Regras 2 ((3, 1) envia carga pelo menos 1/16) e 3 ((3,2) envia
carga pelo menos 1/16); (2,1) é satisfeito por (3,1) e (2,2) nas Regras 2 ((3,1) envia carga
pelo menos 1/16) e 3 ((2,2) envia carga pelo menos 1/16); e (2,2) envia 1/16 para (1,1) na
Regra 5 pois, na aplica¢do da Regra 5, (1, 1) serd o dnico vértice insatisfeito de B»((2,2)). Nos
resta mostrar que (1,1) recebe carga pelo menos 1,/16 de um outro vértice além de (2,2). Note
que no momento da aplica¢do da Regra 6, o tnico vértice da linha 1 que pode estar insatisfeito
em B,((1,3)) é (1,1),jaque (2,1) e (3,1) jd estardo satisfeitos até a aplicagdo Regra 5. Assim,
pela Regra 6, (1,1) recebe pelo meio-excesso (ou seja, pelo menos 1/16) de (1,3). Daqui em
diante, assumimos que (3,2) £ C.

Suponha que (5,1) € C. Entdo (4,1) é satisfeito por (3,1) (exc;((3,1)) > 1/8 por
(@) e (5,1) (exc1((5,1)) > 1/8 por (a)) na Regra 2 (cada um envia pelo menos1/16); (2,1) é
satisfeito por (3,1) e (2,2) (exc1((2,2)) > 1/8 por (d)) nas Regras 2 ((3,1) envia carga pelo
menos 1/16) e 3 ((2,2) envia carga pelo menos 1/16); (1,1) é satisfeito por (2,2) e (1,3)
(exc1((1,3)) > 1/8 por (b) ou (d)) nas Regra 5 ((2,2) envia carga pelo menos 1/16) e 6 ((1,3)
envia carga pelo menos 1/16). Daqui em diante, assumimos (5,1)¢C.

Segue (4,2) € C pois C[(4,1)] # C[(3,1)] = {(3,1)}. Consequentemente,
(3,2) € U=3 pois C[(3,2)] # C[(4,1)] = {(3,1),(4,2)}). Logo, (4,1) é satisfeito por (3,1)
(exc1((3,1)) > 1/8 por (a)) e (3,2) (exc1((3,2)) > 1/8 por (b)) nas Regras 2 ((3, 1) envia carga
pelo menos 1/16) e 3 ((3,2) envia carga pelo menos 1/16); (2,1) é satisfeito por (3,1) e (2,2)
(exc1((2,2)) > 1/8 por (d)) nas Regras 2 ((3, 1) envia carga pelo menos 1/16) e 3 ((2,2) envia
carga pelo menos 1/16); (1,1) é satisfeito por (2,2) e (1,3) (exc((1,3)) > 1/8 por (b) ou (d))
nas Regra 5 ((2,2) envia carga pelo menos 1/16) e 6 ((1,3) envia carga pelo menos 1/16). O



67

1 Al

oY
Y
W

0 1 2 3 4 5
Figura 27: Prova do Teorema 4.3: u € U na borda de .7, com k > 5.

NN

Agora, vamos demonstrar o principal resultado desta subsecao.
Teorema 4.4. Seja k > 5 um inteiro. Se k é impar (Caso 1), entdo d* () = }‘ -+ ﬁ. Se k é par
(Caso 2), entdo % - ﬁ <d*" (%)< 4]1-1- ﬁ
Prova: Caso 1: Assuma primeiro que k é impar. Seja Dy, = {(x,y): x € Z,y € [k],x e y sdo impares}
(veja a Figura 28 como um exemplo com k = 5). Note que D; é um codigo de identificacao
para qualquer .7 com k fmpar. De fato, C[(x,y)] = {(x,y)}, se x,y sdo impares; C[(x,y)] =
{(x=1,y),(x+1,y)}, se x é par e y impar; C[(x,y)] = {(x,y—1),(x,y+ 1)}, se x é impar e y é
par; e Cl(x,y)] = {(x—1,y+1),(x+1,y— 1)}, se x,y sdo pares.

Como Dy tem (k+ 1) /2 linhas com densidade 1/2 e (k— 1) /2 linhas com densidade
0, entdo d(Dy, %) = % : ((% : %) +(0- %)) =1/4+1/(4k). Logo, pelo Teorema 4.3, temos
d*(F) =1/4+1/(4k).

Figura 28: Cédigo de identificagdo Ds de .75 com densidade 3/10.

Caso 2: Assuma agora que k > 6 é par. Seja Dy = Dy _3U{(x,k—1):x € Z} (ilustrado na
Figura 29 como um exemplo), onde D;_3 é o cddigo definido no Caso 1 acima (ilustrado na
Figura 28) quando k—3 > 5. Sek—3 =3, entdo Dy_3={(x,1) [x=1 mod2}U{(x,3) |x=1
mod 2} (ilustrado na Figura 30). Note que Dy é um cédigo de identificagéo de .7;. Como Dy,
tem (k—2)/2 linhas com densidade 1/2, uma linha com densidade 1 e as outras k/2 linhas com
densidade 0, entdo d(Dy, Z) = % ((% . %) +1+ (O- %)) = %-1— %{ Assim, pelo Teorema 4.3,
temos § + 5 < d*(F) < 1+ %- O
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Figura 29: Cédigo de identificagdo Dg de .75 com densidade 1/3.

1 (M) ()

3 N N

1 2 3 4 5 6 7 8
Figura 30: Cédigo de identificagdo D3 , de .75 com densidade 1/3.

Apoés muitas tentativas de elaboragdo de um cddigo de identificacdo para k > 8
par, ndo encontramos c6digo com densidade menor do que o apresentado como exemplo na
Figura 29. Além disso, temos o fato de que o c6édigo mostrado na Figura 29 utiliza o cédigo
de identificacdo 6timo para um ndmero k impar de linhas (veja a Figura 30) nas suas k — 2
primeiras linhas. Isso nos leva a conjecturar que, para k > 8 par, a densidade 6tima seja o limite
superior.

Conjectura 4.1. Seja k > 8 um inteiro par. Entdo d*( ;) = }1 + %C



69

5 GRADES KING

O objetivo deste capitulo é demonstrar alguns resultados sobre cédigo de identifica-
cdo em grades king. Esses resultados foram apresentados no IX Latin and American Algorithms,
Graphs, and Optimization Symposium - LAGOS em 2017 (DANTAS, HAVET, e SAMPAIO,
2017b) e foram publicados no peridédico Discrete Mathematics em 2018 (DANTAS, HAVET, e
SAMPAIOQO, 2018).

5.1 Introducao

Nesse capitulo, estudamos as grades king, que sao o produto forte de dois caminhos.
Dado dois grafos G e H, o produto forte de G e H, denotado por G H, € o grafo com o conjunto

de vértices V(G) x V(H) e o conjunto de arestas:

E(GXH) = {(a,b)(a,b') : acV(G)ebb € E(H)}
U {(a,b)(d,b) : ad € E(G)ebeV(H)}
U {(a,b)(d,b") : ad € E(G) e bb' € E(H)}.

O caminho infinito nos dois sentidos, denotado por Pz, € o grafo com conjunto de
vértices Z e o conjunto de arestas {{i,i+ 1} : i € Z}. O caminho infinito em um sentido,
denotado por Py, € o grafo com o conjunto de vértices N e o conjunto de arestas {{i,i+ 1} : i €
N}. O caminho é um subgrafo conexo de Pz. Em particular, para todo inteiro positivo &,
o caminho finito de comprimento k — 1, denotado por P, € o subgrafo de Pz induzido por
{1,2,...,k}.

A grade king é o produto forte de dois caminhos (finitos ou infinitos). Se uma
grade king € o resultado do produto forte de dois caminhos infinitos, entdo temos uma grade
king infinita. Caso contrério, diremos que temos uma grade king finita apesar eventualmente
termos uma dimensao infinita. A grade king plana é 9y = P; X Py, a grade king meio-plana
¢ Hx = P;X Py e a grade king um quarto-plana é 2x = PyX Py. A grade king de altura k
ou a grade king limitada a k linhas é % = Py X P,. Note que toda grade king é um subgrafo
induzido de %.

Em 2002, Charon et al. (CHARON, HUDRY, e LOBSTEIN, 2002b) provaram que
d*(9k) é 2/9 ~ 0.222. Eles elaboraram o recorte de c6digo representado na Figura 31, que
gera um cédigo periddico do plano com periodos (0,6) e (6,0), produzindo um cédigo de
identificacio C. da grade king infinita com densidade 2/9 ~ 0.222.

Neste capitulo, provaremos primeiro que ¥k € a grade king com a menor densidade
de c6digo de identificagdo: para toda grade king G, d*(G) > 2/9 (Teorema 5.1). Nossa prova
utiliza o Método da Descarga. A vantagem desse método é que ele nos permite estipular me-
lhores limites inferiores para algumas grades king. Um fato interessante € que faremos o uso do

Meétodo da Descarga em uma classe de grafo que ndo € planar.
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1 2 3 4 5 6

Figura 31: Recorte gerando um cédigo de identificagdo 6timo da grade king infinita. Os
vértices pretos sdo os vértices que pertencem ao c6digo.

&N

Primeiramente, na Se¢@o 5.2, nés provamos que d*(G) > 2/9 para todas as grades
king G finitas (Teorema 5.2). Em seguida, nos consideramos as grades king com um nimero
limitado de linhas. Na Secdo 5.3, consideramos grades king de altura pelo menos 7. Pro-
vamos que d*(%#;) >2/9+ 8%{ para todo k > 7 (Teorema 5.3). Além disso, nds provamos
que d* () <2/9+46/(18k) se k =3p, d* (&) <2/9+8/(18k) se k =3p+ 1, e d* () <
2/9+47/(18k) se k =3p+2, para p € N (Teorema 5.4). Claramente, d*(.#]) = 1/2 = 0.5 (pois
JH) = A1 = Pg) e J; ndo possui cédigo de identificagdo, pois N[(a, 1)] = N[(a,2)] para todo
ac.

Na Sec¢do 5.4, mostramos o codigo de identificagdo 6timo de grades king de altura
3, 4,5 e 6. Provamos que d*(#3) = 1/3 ~ 0.333 (Teorema 5.7), d*(#4) = 5/16 = 0.3125
(Teorema 5.8), d*(#5) = 4/15 ~ 0.2666 (Teorema 5.5) e d*(#s) = 5/18 ~ 0.2777 (Teorema
5.6). Esses resultados estdo sintetizados na Tabela 5. Além disso, todos esses resultados impli-
cam que Yk, #x e Lk sdo as unicas grades king que possuem um cédigo de identificacdo com
densidade 2/9, uma vez que pode-se derivar de C., cddigos de identificagdo com densidade 2 /9

para 7k e para Dg.

5.2 Limites inferiores gerais para grades king

Nesta se¢do, provaremos primeiro que d*(G) > 2/9 ~ 0.222, se G é uma grade king
finita ou infinita (Teorema 5.1) e, por fim, provaremos que d*(G) > %, se G € uma grade king
finita (Teorema 5.2).
Teorema 5.1. Se G é uma grade king finita ou infinita, entdo d*(G) > 2/9.
Prova: Seja G uma grade king e C um cédigo de identificacdo de G. Definimos U = V(G) \ C.
Devemos provar que d(C,G) > 2/9. Usamos o Método da Descarga para tal. A carga inicial de
um vértice v € 1 se v € C e 0 caso contrdrio. NOs entdo aplicamos algumas regras de descarga
locais. Devemos provar que a carga final de todo vértice em G é pelo menos 2/9. Isso implica
o resultado.

Seja G uma grade king finita. Um vértice cheio é um vértice tal que seus oito

vizinhos em ¥k estdo em G, caso contrario ele é um vértice da borda. Observe que todo vértice
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Ndmero k de linhas \ Densidade 6tima \

Grade king finita >2/920.222

Teorema 5.2

1/2=05

Corolario 1.1

2 N3do existe.

1/3~0.333
Teorema 5.7

5/16 =0.3125

Teorema 5.8

4/15 ~ 0.2666

Teorema 5.5

5/18 ~ 0.2777

Teorema 5.6
>2/9+8/(81k)
Teorema 5.3

k>T7ek=3p

<2/9+6/(18k)
Teorema 5.4

>2/9+8/(81k)
Teorema 5.3

k>T7ek=3p+1

<2/948/(18k)
Teorema 5.4

>2/948/(81k)
Teorema 5.3

k>7ek=3p+2
<2/9+7/(18k)
Teorema 5.4

Tabela 5: Densidades 6timas de Codigo de Identificacdo para grades king com nimero
limitado de linhas.
Fonte: Préprio autor.

da borda tem no médximo cinco vizinhos em G. As proximas Afirmagdes nos auxiliardo a provar
o Teorema 5.2.

Afirmacao 5.1. Sejam u e v dois vértices em C,. Entdo u e v ndo sdo adjacentes.

Prova. Suponha, por contradi¢do, que dois vértices u e v em C; sdo adjacentes. Entdo Clu] =

C[v] = {u,v}. Uma contradi¢@o. Portanto, dois vértices em C, ndo podem ser vizinhos. O
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Afirmacéo 5.2. Se (a,b) €C, {(a+1,b—1),(a+1,b),(a+1,b+1)} CU e (a+1,b) ¢ Uy,
entdo pelo menos um vértice de {(a+1,b—1),(a+1,b),(a+ 1,b+ 1)} estd em U>3.

Prova. Suponha que (a,b) € C e que {(a+1,b—1),(a+1,b),(a+1,b+1)} CU. Se
(a+1,b) € U,, entdo seu identificador estd contido ou no identificador de (a+ 1,0 — 1) ou

no identificador de (a+ 1,b+ 1). Portanto, um desses dois vértices estd em U>3. O

Afirmacao 5.3. As seguintes propriedades sdo verdadeiras:
(i) Todo vértice em C tem no mdximo um vizinho em U] .
(ii) Todo vértice cheio que pertence a Cy tem pelo menos trés vizinhos em U>3.
(iii) Todo vértice cheio que pertence a C3 tem um vizinho em U>3.
Prova. (i) Todos os vizinhos de um vértice v em C tém v em seus identificadores. Como todos
os identificadores sdo distintos, entdo no maximo um deles é {v}.

(ii) Seja v = (a,b) um vértice cheio que pertence a C; e seja w seu vizinho que
pertence a C. Entdao v e w possuem dois vizinhos x € y em comum cujos identificadores contém
{v,w}. Como {v,w} é o identificador de v, ele ndo pode ser o identificador de x ou de y os quais,
consequentemente, devem estar em U>3. Ademais, por simetria, assumimos que {(a+1,b—
1),(a+1,b),(a+1,b+ 1)} N{w,x,y} =0 e (a+ 1,b) ¢ U,. Entdo, pela Afirmagdo 5.2, existe
um vértice, distinto de x e y, pertencente a Us3z em {(a+ 1,b—1),(a+1,b),(a+ 1,6+ 1)}.

(iii) Seja v = (a,b) um vértice cheio pertencente a C3 e sejam u; e up seus dois
vizinhos em C. Se um vértice w vizinho de v e pertencente a U € adjacente a u; € up, entdo w
estd em U>3 e nds temos o resultado. caso contrdrio, entdo u; e up devem ser diagonalmente
simétricos com respeito a v, isto é, ou {uj,up} = {(a—1,b—1),(a+1,b+ 1)} ou {uj,ur} =
{la—1,b+1),(a+1,b—1)}. Por simetria, assumimos que estamos no primeiro caso. Assim,
{uy,v} pertence aos identificadores de (a,b— 1) e (a — 1,b). Portanto um deles deve estar em
U>3. O

Afirmacao 5.4. Todo vértice (a,b) em C| ndo possui vizinhos em U; e possui no mdximo seis
vizinhos em U,. Ademais, se ele tem seis vizinhos em U,, entdo ou {(a—1,b—2),(a—2,b—
1),(a+2,b+1),(a+1,b+2)} CCou{(a+1,b—2),(a+2,b—1),(a—2,b+1),(a—1,b+
2)} CC.

Prova. Seja v = (a,b) um vértice em C;. Seu identificador é {v}. Além disso, todos os
seus vizinhos possuem um identificador contendo v mas distinto de {v}. Portanto, eles ndo
pertencem a Uj.

Agora vamos provar que v tem no maximo seis vizinhos U,. Se v € um vértice da
borda, entdo isso € trivialmente verdadeiro pois v possui cinco vizinhos. Entdo assumimos que
v € um vértice cheio.

Pela Afirmacdo 5.2 e por simetria, existe um vértice que pertence a U>3 em cada
um dos quatro conjuntos a seguir: {(a+ 1,b—1),(a+ 1,b),(a+ 1,6+ 1)}, {(a—1,b—1),
(a—1,b), (a—1,b+1)},{(a—1,b—1), (a,b—1), (a+1,b—1)} e {(a—1,b+1), (a,b+ 1),
(a+1,b+1)}. Daqui em diante, se v tem seis vizinhos em U, e somente dois em Us3, entdo
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esses dois vizinhos em U>3 sdoou (a—1,b—1)e (a+1,b+1)ou (a—1,b+1)e (a+1,b—1).

Assumimos que (a—1,b—1) e (a+ 1,b+ 1) sdo os dois tnicos vizinhos de v em
Us3. Entdo (a—1,b) e (a— 1,0+ 1) estdo em U, e possuem identificadores distintos. Entio,
além de v, (a—1,b) e (a—1,b+ 1) devem possuir um tnico vizinho w em C. Note que o
vizinho w de (a — 1,b) ndo pode pertencer a vizinhanga (a — 1,b+ 1) pois, caso contrdrio,
ou C[(a—1,b)] = C[(a—1,b+1)] ou pelo menos um vértice entre (a —1,b) e (a—1,b+1)
pertence a U>3.

Desta maneira, a Gnica forma de termos (a —1,b) € Ua, (a—1,b+1) € U, e C[(a—
1,b)] # C[(a—1,b+1)] é termos (a —2,b — 1) pertencendo C. Assim, o identificador de (a —
1,b) é {v,(a—2,b—1)}. Similarmente, como (a,b—1) € U, (a+1,b—1) € U, e C[(a,b—
1)] # Cl(a+1,b—1)], temos que (a —1,b+2) € C. Também de forma similar, como (a —
1,b+1) €Uy, (a,pb+1)€UyeCl(a—1,b+1)] #Cl[(a,b+ 1)], temos que (a+ 1,b+1) € C.
Por fim, como (a+1,b—1) € U, (a+1,b) e Uy e C[(a+ 1,b—1)] # C[(a+ 1,D)], temos que
(a+2,b+1) € C. Analogamente, se (a—1,b+1) e (a+1,b— 1) sdo os tnicos vizinhos de v
em U3, temos que {(a+ 1,b—2),(a+2,b—1),(a—2,b+1),(a—1,b+2)} CC. O

Um vértice defectivo é um vértice em C| com seis vizinhos em U,. Sejav = (a,b)
um vértice defectivo. A equipe de v é um dos dois conjuntos {(a — 1,b—2),(a—2,b—1),(a+
2,b+1),(a+1,b+2)}e{(a+1,b—-2),(a+2,b—1),(a—2,b+1),(a—1,b+2)} que estdo
incluidos em C. Pela Afirmacgdo 5.4, essas equipes existem. Além disso, pela Afirmacao 5.1,
pelo menos dois vértices da equipe estdo em C>3. Esses vértices sdo os parceiros de v, isto €,
os vértices da equipe que estdo em C>3.

Observe que um vértice cheio que pertence a C € parceiro de no maximo dois vérti-
ces defectivos e que um vértice da borda que pertence a C é parceiro de no maximo um vértice
defectivo. Isso ocorre por conta da configuragdo de um vértice defectivo. Veja a Figura 32 e

lembre que vértice parceiro estd em C>3.

1 2 3 4 5
Figura 32: As configura¢des de um vértice defectivo: v = (a,b) = (3,3).

Agora, devemos aplicar as seguintes regras de descarga. Aplicamos as regras de
descarga uma apo0s a outra.
(R1) Todo vértice em C envia carga % para cada vizinho em Uj;.

(R2) Todo vértice defectivo recebe carga % de cada um dos seus parceiros.
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Devemos provar que a carga final chrg(v) de todo vértice v é pelo menos 2/9. Dis-
tinguimos os casos dependendo do conjunto ao qual v pertence.

e Assuma primeiro que v € U. Existe algum i tal que v € U;. Entdo v recebe % de cada um
dos seus i vizinhos em C por (R1). Logo chrg(v) = 2/9 apés a aplicagiio das regras de
descarga.

e Assuma que v € um vértice da borda que pertence a C. Pelas Afirmacdes 5.4 e 5.3(1), ou
ele estd em C e tem cinco vizinhos em U, (j4 que ndo pode possuir vizinho em Uj), ou
ele possui quatro vizinhos em U com no maximo um em U;. No primeiro caso, v envia no
maximo carga 5 X 9%2 = 5/9 quando v possui cinco vizinhos em U,. No segundo caso,
v envia no maximo carga % +3x & = 5/9 quando v possui um vizinho em U e trés
vizinhos em U,. Em ambos os casos, v envia no maximo g por (R1). Além disso, lembre
que v € parceiro de no maximo um vértice. Assim, v envia no maximo carga 5i4 por (R2).
Portanto chrg(v) > 1—-3 —&; = 2 > .

e Assuma que v € um vértice cheio que pertence a C>4. Ele tem no mdximo cinco vizinhos
em U com no méaximo um em U; pela Afirmacdo 5.3(i). De agora em diante, ele envia
no maximo % (1 +4 % %) = 2/3 por (R1). Além disso, v é parceiro de no maximo dois

vértices defectivos. Logo ele envia no méximo 5+ por (R2). Portanto chrg(v) > 1 — % —
1

7=

e Assuma que v € um vértice cheio que pertence a C3. Entdo v tem seis vizinhos em U com
no maximo um em Uj e pelo menos um em U>3 pelas Afirmacdes 5.3(i) e 5.3(iii). Sejam
u e w os dois vizinhos de v em C. Note que u e v identificam dois vértices (a e b) vizinhos
de v e pelo menos um dos dois deve pertencer a U>3. Note também que w e v identificam
dois vértices (c e d) vizinhos de v e pelo menos um dos dois deve pertencer a U>3. Temos
dois casos: a,b,c e d todos distintos ou nao.

— Se a,b,c e d forem todos distintos, temos que v possui pelo menos dois vizinhos em
U>3. Nesse caso, v envia carga no maximo % (1 +3x % +2 X %) = %. Além disso,
v € parceiro de no maximo dois vértices defectivos. Portanto, ele envia no maximo
% por (R2). Assim, chrg(v) > 1 — % - 21—7 = 27—7 > % apo6s a aplicacdo de (R2).

— Caso contrario, sem perda de generalidade, assuma b = d. Nessa configuracdo,
temos que b pertence a U4 (pois C[v] # C[b]). Nesse caso, v envia carga no maximo
% (1 +4 x %+ %) = %. Observe que v ndo pode ser parceiro de nenhum vértice
defectivo por conta da configuracdo de um vértice defectivo. Assim, chrg(v) >

— % = 17—8 > 27—7 > % apos a aplicagdo de (R2).
Em ambos os casos, temos chrg(v) > 7/27 ap6s a aplicagdo de (R2).

e Assuma que v € um vértice cheio que pertence a C;. Ele tem sete vizinhos em U com no
méximo um em U e pelo menos trés em Us3 pelas Afirmagdes 5.3(i) e 5.3(ii). Logo, ele
envia no mdximo 3 (143 x 4 +3 x ) = J. Além disso, ele nada envia por (R2), porque
parceiros devem estar em C>3 por definicdo. Portanto, chrg(v) > 1 — % = %.

e Assuma que v é um vértice cheio que pertence a Cy. Sendo v um vértice que pertence
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a C1, v pode ser defectivo ou ndo. Se v ndo € um vértice defectivo entdo v possui no
maximo cinco vizinhos em U,. Além disso, pela Afirmagdo 5.4, v ndo possui vizinho em
U;. Assim, v envia no maximo % (5 X %—f— 3 x %) = % por (R1). Ademais, ele ndo envia
carga por (R2) porque parceiros devem estar em C>3 por defini¢cdo. Portanto, chrg(v) >
1-7=%
Se v € defectivo, entdo v ndo possui vizinho em Uj e possui no maximo seis vizinhos em
U,. Entdo v envia no mdximo 3 (6 x 3 +2 x 1) = £ por (R1). Além disso, por (R2), v
recebe carga 51—4 de cada um dos seus parceiros. Assim, v recebe pelo menos 21—7 no total
porque v tem pelo menos dois parceiros. Portanto chrg(v) > 1 — % + % = %.

a

Em 2002, Charon et al. (CHARON, HUDRY, e LOBSTEIN, 2002b) provaram que
d*(%9k) € 2/9. Portanto, o limite 2/9 do Teorema 5.1 é o melhor possivel. A partir de C. pode-
se derivar c6digos de identificacdo de J#x e Pk com densidade 2/9. Contudo, para outras
grades king, pode-se provar que a densidade é maior que 2/9.

A ideia é provar que existem vértices cuja carga final é maior que 2/9. Para todo
vértice v, seu excesso é exc(v) = chrg(v) —2/9. Para um conjunto X de vértices, temos que
exc(X) = Y cxexc(x) onde exc(X) denota o excesso de carga do conjunto X. Devemos provar
que alguns vértices possuem excesso positivo. Isso serd feito pelo teorema a seguir.

Teorema 5.2. Se G € uma grade king finita, entdo d*(G) > %.

Prova: Seja G = Py X P, uma grade king finita. Se k =1 ou ¢ = 1, entdo temos que d*(G) >
% pois G = .1 = P;. Se k=2 ou ¢ =2, entdo G ndo possui cédigo de identificacdo pois
N[(a,1)] = N[(a,2)] para todo a € Z e, assim, d*(G) = +oo.

Suponha agora que k,¢ > 3. Procederemos como na prova do Teorema 5.1. Seja
C um cddigo de identificacdo de G. Comeg¢amos com a mesma carga inicial e aplicamos as
mesmas regras de descarga. Apds aplicd-las, todo vértice v tem uma carga chrg(v) que € pelo
menos 2/9. E suficiente provar que um vértice tem excesso positivo pelo menos € para algum
€ fixo. Isso implica d*(G) > % +5.

Para tanto, devemos provar que existe um vértice da borda que pertence a C ou que
existe um vértice que pertence a C>3. Tal vértice tem excesso pelo menos % como mostrado na
prova do Teorema 5.1.

Suponha, por contradi¢do, que ndo existe tal vértice. Entdo (1,1), (1,2), (1,3) e
(2,1) ndo estdo em C. Logo (2,2) estd em C porque C[(1,1)] # 0. Além disso, (2,2) ndo possui
vizinho w em C porque C[(1,1)] # C[(2,2)]. Agora, pela Afirmagdo 5.1, um vértice entre (2,2)
e w estd em C>3. Uma contradicdo. O

5.3 Grades king com pelo menos sete linhas

O principal objetivo dessa se¢do é estabelecer um limite inferior melhor que 2/9

para a densidade dos cddigos de identificacdo em grades king de grande altura. Para tanto,
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precisamos de algumas defini¢des.

A b-ésima linha de .%; é R, = {(a,b) : a € Z}. A a-ésima coluna de .%; é Q% =
{(a,b) : 1 < b < k}. De agora em diante, nés sempre omitimos k e escrevemos apenas Q,
para a a-ésima coluna pois k € sempre fixo e ndo existe risco de confusdo. A base de % é
B=RiURyUR3eoseutopoéT =Ry UR,_1UR;_,. Para todo inteiro a, denotamos Bla] =
BN(Qu-1UQuUQui1)eTlal =TN(Qu-1UQ,UQu+1). O teorema a seguir é o principal
resultado dessa secao.
Teorema 5.3. Para todo k > 7, d* () > % + 8%<.

Prova: Procederemos como na prova do Teorema 5.1. Fixe kK > 7. Seja C um codigo de
identificagcdo de .#;. Comecamos com a mesma carga inicial e aplicamos as mesmas regras de
descarga. Apds a aplicacéio das regras de descarga, todo vértice v tem uma carga chrg(v) que
é pelo menos 2/9 e entdo ele tem excesso ndo-negativo. Devemos provar que alguns vértices
na base e no topo de %} possuem excesso positivo. As afirmagdes a seguir nos auxiliardo na
demonstracdo deste teorema.

Afirmacao 5.5. Todo vértice em Ry tem um vizinho em C que estd em R3.
Prova. A vizinhanga fechada do vértice (a,1) estd incluida na vizinhanga fechada do vér-
tice (a,2). Os identificadores desses dois vértices sdo distintos, entdo existe um vértice em

C[(a,2)]\ C|(a,1)] que pertence a C e que estd necessariamente em Rj. O

A seguinte afirmacao segue diretamente da Afirmacao 5.5. Relembre a configuracao
de um vértice defectivo na Figura 32.

Afirmacao 5.6. Um vértice em B é parceiro de no mdximo um vértice defectivo.

A afirmacdo implica que o limite inferior do excesso de vértices em Cx3 estabele-
cido no Teorema 5.1 pode ser aumentado por 5i4 para tais vértices em B porque esses limites
estavam considerando que um vértice enviaria 21—7 por (R2), ou seja, estavam considerando que
tais vértices poderiam ser parceiros de dois vértices. Por conta da Afirmagdo 5.6, sabemos que
um vértice de B envia no maximo 5L4 por (R2). Consequentemente, nds obtemos o seguinte.
Afirmacao 5.7. As seguintes propriedades sdo verdadeiras:

(i) Todo vértice em B que pertence a C3 tem excesso pelo menos %.
(ii) Todo vértice em B que pertence a Cy tem excesso pelo menos %.
Na demonstragdo do Teorema 5.1, vimos que um vértice v em C3 tem, ap0s a apli-

cacdo de (R1), carga chrg(v) > 1 — % = % Como v envia carga no maximo 1/54 por (R2),

5 7 1 _ 13 i 1B 2_ 1
entdo chrg(v) > 57 — 57 = =5. Assim, exc(v) > 57 — 5 = ;.
Também na demonstracdo do Teorema 5.1, vimos que um vértice v em Cy tem, apos

2
9x2

1/54 por (R2), entdo chrg(v) > 3 — &; = 7. Assim, exc(v) > & — % = %.

a aplicagd@o de (R1), carga chrg(v) > 1 — % —4x =3/9. Como v envia carga no maximo

Afirmacio 5.8. Se v é um vértice da borda que pertence a C, entdo exc(v) > %.
Prova. Sejav = (a,1) um vértice da borda. Se v estd em Cj, entdo ele tem cinco vizinhos em U

e nenhum deles estd em U; pela Afirmagdo 5.4. Portanto, v envia no maximo 5 x 9%2 = % por
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(R1). Entdo exc(v) > § — 3 = 2.

Se v estd em C>3, entdo ele tem no méximo trés vizinhos em U e no mdximo um
em U; pela Afirmagdo 5.3(i). Portanto ele envia no maximo % +2 % & = g por (R1). Além
disso, v € parceiro de no maximo um vértice, entdo ele envia no maximo 5l4 por (R2). Logo
exc(v) > 1 -2 -1

Se v estd em C,, entdo ele tem pelo menos dois vizinhos em U adjacentes ao

seu vizinho em C os quais, consequentemente, estdo em U>3. Assim, v envia no maximo

% (1 + % +2 X %) = % Como v € (2, v ndo pode ser parceiro de nenhum vértice por defini¢ao.
Logo, exc(v) > — 53 = & > Z. O

Afirmacdo 5.9. Se (a+ j,1) € U para todo j € {—2,—1,0,1,2}, entdo exc(B[a]) > 24—7.
Prova. Sejaatal que (a+ j,1) € U paratodo j € {—2,—1,0,1,2}. Em relagdo a (a,2), temos
duas possibilidades: (a,2) € C (Caso 1) ou (a,2) & C (Caso 2).

Caso 1: Assumindo que (a,2) € C temos, pela Afirmacdo 5.5, que (a —1,2), (a,2) e (a+1,2)
possuem vizinho em R3 que pertence a C. Além disso, como C[(a,1)] # C[(a—1,1)], (a—2,2)
estd em C ou (a+1,2) estd em C. Se (a —1,2) € C, entdo um vértice em {(a —1,2),(a,2)}
estd em C>4 € 0 outro estd em C>3. Entdo, pela Afirmagdo 5.7, exc(Bla]) > & + 15 = 5. De
agora em diante, podemos supor que (a — 1,2) ¢ C. Por simetria, devemos supor também que
(a+1,2) ¢ C. Portanto, como os identificadores de (¢ — 1,1) e (a+ 1,1) sdo diferentes de
C[(a,1)] = {(a,2)}, necessariamente (a —2,2) e (a+2,2) estdo em C.

Lembre que (a,2) precisa ter um vizinho em R3 que pertenga a C. Suponha que
(a—1,3) € C é esse vizinho. Esse vértice tem um vizinho em R4 que pertence a C pois o seu
identificador € diferente do identificador de (a — 1,2). Ademais, (a —1,2) € U>3 e (a,3) estd
ou em C ou em U>3 porque ele tem um vizinho em R4 que estd em C, pois o seu identificador
¢ distinto do identificador de (a,2). Além disso, pela configuragdo de um vértice defectivo
(Figura 32), (a —1,3) é parceiro de no mdximo um vértice, entdo ele envia no maximo 5—14 por
(R2). Entdo exc(Bla]) > exc((a—1,3)) > & —2(1+2x 5 +2x 1) — & = ;. De agora em
diante, supomos que (a —1,3) ¢ C e, por simetria, (a+ 1,3) ¢ C. Entdo, pela Afirmacao 5.5,
(a,3) €C.

Observe que (a — 1,3), (a,3) e (a+ 1,3) possuem um vizinho em R4 porque seus
identificadores sao diferentes dos identificadores de (a — 1,2), (a,2) e (a+ 1,2) respectiva-
mente. Em particular, (a—1,3) e (a+1,3) estdo em U>4 pois C[(a—1,3)] D {(a—2,2),(a,2),(a,3)}
e Cl(a+1,3)] D {(a+2,2),(a,2),(a,3)}. Entéo (a,3) estd em C>3, possui dois vizinhos em
U3 ((a—1,2) e (a+1,2)) e dois vizinhos em Us4 ((a —1,3) e (a+ 1,3)) e ele é parceiro
de no maximo um vértice pela configuragdo de um vértice defectivo (Figura 32). Portanto,
exc(Bla]) > exc((a,3)) > -3 (1+53+2x1+2x 1) — =9 =&

Caso 2: Assuma agora que (a,2) ¢ C. Como (a,1) é adjacente a pelo menos um vértice em
C, entdo temos que pelo menos um entre {(a — 1,2),(a+ 1,2)} pertence a C. Assumimos por

simetria que (a —1,2) € C. O vértice (a+ 1,2) estd em C ou ndo. N6s distinguimos essas
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possibilidades em dois subcasos: (a+1,2) € C (Subcaso 2.1) e (a+ 1,2) ¢ C (Subcaso 2.2).
Subcaso 2.1: Suponha que (a+1,2) € C.

Note que (a,3) deve ter um vizinho em R4 que pertence a C, pois o seu identificador
¢ diferente do identificador de (a,2). O vértice (a,3) pode estar em C ou ndo.

e Assuma primeiro que (a,3) € C. Entdo (a,3) € C>4 e, assim, exc((a,3)) > 55—4 pela Afir-
magdo 5.7(ii). Se um vértice entre {(a —1,2), (a+1,2)} estd em C>3, entdo esse vértice
tem excesso pelo menos {5 pela Afirmacdo 5.7(i) e, assim, exc(Bla]) > & + 15 = 5. De
agora em diante, supomos que ambos (a —1,2) e (a+ 1,2) estdo em C, uma vez que,
pela Afirmagdo 5.5, ambos devem ter pelo menos um vizinho que pertence a C em R3.
Isso implica que (a — 1,3) e (a+ 1,3) estdo U3 pois os seus identificadores sdo distin-
tos de C[(a —1,2)] ={(a—1,2),(a,3)} e C[(a+ 1,2)] = {(a,3),(a+ 1,2)}. Portanto,
exc((a,3)) 2%—%(1+%+3x %) —5i4: ;—i > %.

e Se (a,3) ¢ C, entdo pelo menos um vértice entre {(a — 1,3), (a+ 1,3)} deve pertencer a
C pois Cl(a,2)] #Cl(a,1)] = {(a—1,2),(a+1,2)}. Sem perda de generalidade, assuma
que (a—1,3) € C. Como C[(a—1,3)] #C[(a—1,2)] 2 {(a—1,3),(a—1,2)}, entdo
(a—1,3) possui um vizinho que pertence a C em Ry. Assim, temos que pelo menos um
vértice de {(a —2,4),(a—1,4),(a,4)} deve pertencer a C (por conta de C[(a—1,3)]) e
que pelo menos um vértice entre {(a — 1,4),(a,4),(a+ 1,4)} deve pertencer a C (por
conta de C[(a,3)]).

Com relagao a esses dois conjuntos, se os vértices que pertencem a C ndo estiverem na
interse¢do, entdo temos que (a —2,4) € Ce (a+1,4) € C. Nesse caso, note que (a—1,3)
ndo possui vizinhos em U e possui no maximo dois vizinhos em U, ((a — 1,4) e (a,4)).
Assim,0exc((a—1,3)) > -3 (2x 3 +4x §) =25 > 5.
Se tivermos algum vértice na intersecdo que pertence a C, entdo temos que, no pior caso,
apenas um vértice entre {(a —2,4),(a— 1,4),(a,4),(a+ 1,4)} pertence a C e, por estar
na intersecdo, (a —1,4) € C ou (a,4) € C.
Se (a—1,4) € C, entdo (a,3) ndo possui vizinho em U, possui pelo menos dois vizinhos
em Us3 ((a—2,3) e (a—2,2)) e possui pelo menos um vizinho em Us4 ((a,3)). Assim,
exc((a—1,3)) > 5 -3 (3x3+2xt+7) =8> L.
Se (a,4) € C, entdo (a,4) tem pelo menos dois vizinhos em U>3 ((a —2,3) e (a,2))
e pelo menos dois vizinhos em (Us4) ((a —2,2) e (a,3)). Assim, exc((a —1,3)) >
I-i(+i+2xttox) =2 > 4.

Subcaso 2.2: Suponha que (a+1,2) ¢ C.

Entdo (a+2,2) € C porque (a+ 1,1) tem um vizinho em C e (a —2,2) € C porque
Cl(a—1,1)] # Cl(a,1)]. Em particular, (a — 1,2) € C>3 pois (a — 1,2) tem um vizinho que
pertence a C em Rj3 pela Afirmacdo 5.5. Assim, temos que pelo menos um vértice entre {(a —
2,3),(a—1,3),(a,3)} estiem C.

e Se(a—1,3)eC, entdo (a—1,3) estdem C>4 porque (a— 1,3) tem um vizinho em R4 para

ter o seu identificador diferente do identificador de (a — 1,2). Logo, pela Afirmagdo 5.7,
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exc(Bla]) > 14 + 18 27 pois (a—1,3) € Cs4 e (a—1,2) € C>3. De agora em diante,
supomos que (a — 1,3) € C. Observe que (a,1) € Uy, (a—1,1) e Ur e (a—2,1) € U3
pois o seu identificador é diferente de {(a —2,2,a—1,2)} =Cl[(a—1,1)].

e Se (a,3) €C,entdo (a,2) € Uy, (a—1,3) € U>4 pois ele tem um vizinho em R4 para ter
o seu identificador diferente do identificador de (a —1,2) e (a —2,3) € U>3 UC pois seu
identificador é diferente de {(a —2,2,a—1,2)} =C[(a—1,1)]. Assim, exc((a—1,2)) >
d—2(1+2xt+2xt+1)— 4 =1 Além disso, (a,3) tem vizinho em R4 para ter o
seu identificador diferente do identificador de (a,2). Portanto, (a, 3) € C>3 e entﬁo 0 seu
excesso € pelo menos 73 pela Afirmagdo 5.7(i). Logo, exc(Bla]) > § + 15 = ¢ > 2. De
agora em diante, assumimos que (a,3) € U.

Consequentemente, temos que (a —2,3) € C. Necessariamente, (a+ 1,3) € C por-
que C[(a,2)] # C[(a,1)]. Ademais, (a+ 1,3) tem um vizinho em R4 para ter o seu identificador
diferente do identificador de (a+1,2). Entdo (a+1,3) € C>3 e seu excesso € pelo menos g
pela Afirmagdo 5.7(i). Temos também que (a — 1,3) € U>4 porque ele tem um vizinho em Ry
para ter o seu identificador diferente do identificador de (a —1,2) e (a,3) € U>3 porque ele tem
um vizinho em Ry para ter o seu identificador diferente do identificador de (a,2). Além disso,
(a—2,1) € U3 pois ele tem um identificador diferente do identificador de (a —1 1) Assim
exc((a—1,2)) >5—3 (1+2x 5 +2x $+1)— & =45 Portanto, exc(Bla]) > § + 5 = £ > 5.

O

Afirmacao 5.10. Se (a—1,1), (a,1) e (a+1,1) estdo em U, entdo exc(B[a]) > %
Prova. Assuma que (a—1,1), (a,1) e (a+ 1 ,1) estﬁo em U. Se Bla| contém um vértice de
Cs4, entdio, pela Afirmagdo 5.7, exc(Bla]) > & > &. Portanto, nés assumimos que todos os
vértices de B[a] que estdo em C estdo em C<3. Se Bla] contém dois vértices de C3, entdo pela
Afirmagdo 5.7, exc(B[a]) > 2 x 11—8 = % > Z. Entdo nés assumimos que Bla] tem no méximo
um vértice em Cs.

Como C[(a, 1)] # 0, temos que pelo menos um vértice entre {(a — 1,2),(a,2), (a+
1,2)} estd em C. Assuma primeiro que (a,2) € C. Pela Afirmagdo 5.5, (a,2) tem um vizinho
w em C que estd em R3. Por simetria, assumimos que w € {(a — 1,3),(a,3)}. Pela Afir-
magdo 5.5, existe um vértice em {(a,3),(a+1,3),(a+2,3)} que pertence a C por causa de
Cl(a+1,2)] #C[(a+1,1)] e existe um vértice em {(a — 1,4),(a,4),(a+ 1,4)} que pertence a
C pois C[(a,3)] # C[(a,2)]. Consequentemente, w e (a,2) ndo podem ser parceiros de algum
vértice por conta da configuragdo de um vértice defectivo (Figura 32). Como C[w] # Cl(a,2)],
entdo pelo menos um dos dois vértices tem que estar em C>3. Pela Afirmacdo 5.7(i), esse vértice
tem excesso pelo menos 1—18. Mas como esse vértice nao pode ser parceiro de um outro vértice,
entdo o seu excesso € % + % = % De agora em diante, assumimos que (a,2) ¢ C. Portanto,
(a+1,2)ou(a—1,2) estaiem C.

Por simetria, assumimos que (a+ 1,2) € C. Entdo (a,3) tem um vizinho em R4

que pertence a C pois C[(a,3)] # C[(a,2)]. Se (a,3) estd em C, entdo ele estd em C3. Logo,
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(a+1,2) € C; pois Bla] tem no maximo um vértice em C3. Assim, (a —1,2), (a+2,1) e
(a+2,2) estioem U. Logo, C[(a,1)] =C[(a+1,1)] = {(a+1,2)}, uma contradi¢do. Portanto
(a,3) ¢ C.

Assuma entdo que (a+ 1,3) estd em C. Como B[a] contém no méaximo um vértice
em C3, entdo (a+2,2) e (a+2,3) estdo em U. Além disso, um vértice entre {(a+1,2), (a+
1,3)}, denotado 7, estd em C3 e o outro estd em C, e tem identificador {(a+1,2),(a+1,3)}.
Logo, os vértices (a,2), (a,3), (a+2,2) e (a+2,3) estdo em U=3 pois os seus identifi-
cadores contém e sdo diferentes de {(a+ 1,2),(a+1,3)}. Portanto, exc(B[a]) > exc(r) >
% - % (1+1+4x1)— 4 =2 > £. Deagora em diante, assumimos que (a+ 1,3) € C. As-
sim, assumimos que (a — 1,3) € C, uma vez que C[(a,2)] # C|(a,1)].

Se (a—1,2) € C, entdo analogamente ao argumento anterior, um vértice ¢ em {(a —
1,2),(a—1,3)} estd em C3 e exc(Bla]) > exc(t) > 57—4 > Z. De agora em diante, assumimos
que (a—1,2) € C. Agora, (a+2,1) ou (a+2,2) estd em C pois C[(a+ 1,1)] # C[(a,1)] e
(a+2,3) estd em C porque C[(a+ 1,2)] # C[(a+1,1)]. Logo (a+1,2) estd em C; e, pela
Afirmacgdo 5.7(i), esse vértice tem excesso pelo menos %8. Ademais, ele nio € parceiro de
vértice algum pois (a—1,3) e (a+2,3) estdo em C (veja a configuracdo de um vértice defectivo
na Figura 32). Entdo, exc(Bla]) > exc((a+1,2)) > 1k + 4 = &. O

Para finalizar a demonstracdo do Teorema 5.3, nds primeiro aplicamos a seguinte
regra de descarga.
(R3) Todo vértice da borda que estd em C envia carga % para cada um de seus dois vizinhos

na borda.

Vamos denotar por exc3 o excesso de carga apés a aplicagdo de (R3). Sobre o excs(Blal),
faremos uma afirmacdo a seguir.
Afirmacdo 5.11. excs3(Bla]) > 5 para todo inteiro a.
Prova. Se (a,1) € C, entdo exc((a,1)) > 3 pela Afirmagdo 5.8. Como os dois vizinhos de
(a,1) na borda pertencem a B[(a)], entdo exc3(Bla]) > exc((a,1)) > %. Suponha entdo que
(a,1) € C. Suponhaentio que (a—1,1) € C. Note que (a— 1, 1) possui um vizinho na borda que
pertence a B[(a)] e um outro vizinho na borda que ndo pertence a B[(a)]. Assim, exc3(B[a]) >
exc3((a—1,1))+excs((a,1)) >exc((a—1,1))—2x % + % > % pela Afirmagdo 5.8. Suponha
entdo que (a —1,1) € C. Analogamente, se (a+ 1,1) € C entdo exc3(B[a]) > 2i7. De agora em
diante, assumimos que (a —1,1),(a,1),(a+1,1) estdo em U.

Se (a—2,1) e (a+2,1) estdo também em U, entdo excs(B[a]) = exc(B[a]) > %
pela Afirmagdo 5.9. Caso contrario, dizemos, sem perca de generalidade, que (a —2,1) € C.
Entdo exc3(Bla]) > exc(Bla]) + £ pois (a— 1,1) recebe # de (a—2,1) por (R3). Além disso,
exc(Bla]) > # pela Afirmagdo 5.10. Entdo exc3(B[a]) > 5. O

Por fim, nds entdo aplicamos a seguinte regra de descarga:
(R4) Para todo inteiro a, todo vértice v em B[a] envia ﬁ exc3(v) para cada vértice em Q, e todo

vértice em T [a] envia carga 5; exc3(v) para cada vértice em Q,.
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Seja exc4(v) o excesso de todo vértice v ap6s a aplicagdo da (R4). Como k > 7, um
vértice v = (a,b) ndo pode estar na base e no topo. Além disso, ele pertence somente a B[d] para
d € {a—1,a,a+1}. Assim, v envia carga para no maximo trés colunas por (R4). Portanto,
cada vértice v envia no maximo excs(v). Além disso, todo vértice v recebe 5 (excs(Bla]) +

exc3(T[a])). Pela Afirmacdo 5.11 e por simetria, exc3(B[a]) > % e exc3(T[a]) > %. Portanto,

excq(v) > exc3(v) —exc3(v) + %c . (24_7 + 24_7) _ %.
Concluimos entdo que d(C, #;) > % + % .

A seguir, apresentamos um limite superior para as grades king com pelo menos 7
linhas.
Teorema 5.4. Para todo k > 7,

F+:%, sek=0 mod3,
d* () < %—Fl%k, sek=1 mod3,
%+1L8k, sek=2 mod3.

Prova: Lembre o cédigo de identificacdo C.. de uma grade king infinita na Figura 31:

C. = {(6a+2,6b+1),(6a+4,6b+2),(6a+6,6b+2),(6a+2,6b+3),

(6a+5,6b+4),(6a+1,6b+5),(6a+3,6b+5),(6a+5,6b+6) : a,bEZ}.
Seja k > 7 um inteiro. Se k =0 mod 3 ou k=2 mod 3, seja

c = (Cw mZx[k]> U

{(6a+2,3),(6a+5,3),(6a+2,k—2),(6a+5,k—2) : aEZ};
se k=1 mod 3, seja

c = (CmﬂZx{Z,...,k—H}) U

{(6a+2,4),(6a+5,4),(6a+2,k— 1),(6a+5k—1) : ac z}.

Pode-se verificar que C, é um cédigo de identificacdo de .#; quando k =0 mod 3 ou k =2
mod 3, e que C; é um cédigo de identificacdo da grade king de altura limitada induzida pelas
linhas de 2 a k+ 1 (que é isomoérfica a .#;). Como um exemplo, C§ e Cy sdo os segundos cédigos
de identificagdo das Figuras 38 e 39 respectivamente (novos vértices estdo em preto). Ainda

como exemplo, temos Cé, Cg e Cé na Figura 33, na Figura 34 e na Figura 35 respectivamente.
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Neste caso, os novos vértices também estao em preto. Nao € dificil verificar que:

0 mod 3,
1 mod3
2 mod 3.

se k
, sek
se k
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Figura 34: Cédigo de identificagdo de #5.

5/18~

0.2666, d* (#5)

4/15~

Na préxima se¢do, demonstraremos que d*(#5)

0.2777, d*(43)

1/3~0.333 e d* () =5/16 =0.3125.



83

L 9
g
L 6
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4
SRR

123456;789101112

Figura 35: Cédigo de identificacdo de #4.

5.4 Grades king com trés, quatro, cinco ou seis linhas

Dado um inteiro k > 3 e um cédigo de identifica¢do C de %%, seja d(C,R;) a densi-
dade de C na linha i:

1
2n+1

d(C,R;) = limsup(

n—oo

).‘Cﬁ{(a,i) :acZal <n}|

Note que d(C, %#;) = % YX ,d(C,R;). Paraprovar os limites inferiores, nés primeiro provaremos
o seguinte lema auxiliar. Para demonstrar esse lema, utilizaremos o mesmo mecanismo do
método da descarga. Entretanto optamos por nao menciond-lo explicitamente.

Lema 5.1. Seja k > 3 um inteiro e seja C um cédigo de identificacdo de ;.. Entdo d(C,Ry) +
d(C,Ry) > 1/2, d(C,Ry) +d(C,Ri_1) > 1/2, d(C,R3) > 1/3 e d(C,Ri_») > 1/3.

Prova: Para todo a € Z, CN{(a—1,3),(a,3),(a+1,3)} # 0, pois, caso contrério, (a,1)
e (a,2) possuem o mesmo identificador, uma contradi¢do (situagdo ilustrada na Figura 36).
Entdo, d(C,R3) > 1/3. Simetricamente, temos d(C,R;_») > 1/3.

Considere agora Ry URy. SejaA={acZ : CN{(a,1),(a,2)} =0} e B=7Z\A.
Para cadaa € A, seja s(a) definido como a seguir. Se a— 1 € B, entdo s(a) = a— 1, caso contréario
s(a) = a—3. Provamos agora que s ¢ um mapeamento injetivo de A em B. Se s(a) =a— 1,
entdo s(a) € B por defini¢do. Se ndo, entdo CN{(a—1,1),(a—1,2)} =0. Logo, (a—2,1) €
C ou (a—2,2) € C porque C[(a—1,1)] # 0, o que implica que a —2 € B. Ademais, como
Cl(a—2,1)] #C[(a—1,1)], entdo (a—3,1) € Cou (a—3,2) € C, entdo s(a) = a— 3 estd em
B (situagdo ilustrada na Figura 37). Logo s ¢ injetivo. Portanto d(C,R;)+d(C,Ry) > 1/2.
Simetricamente, temos d(C,Ry) +d(C,R;—1) > 1/2. O
Teorema 5.5. d*(5) = 4/15 ~ 0.2666.
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Figura 37: Demonstracdo do Lema 5.1.

Prova: Seja C um cédigo de identificacdo de .#5. Do Lema 5.1, temos d(C,R;) +d(C,Ry) >
1/2,d(C,R4)+d(C,Rs) >1/2ed(C,R3) > 1/3. Entdod(C,.#5) =+ ¥2_d(C,R) > (5 + %+
%) =4/15. Os dois c6digos de identificacdo periddicos de %5 gerados pelo recortes retratados
na Figura 38 possuem densidade 4/15. Assim, d*(.#5) < 4/15. Portanto, d*(#5) =4/15. O

1 2 3 4 5 6
Figura 38: Dois recortes gerando cédigos de identificagdo 6timos de .#5 (densidade 4/15).

Teorema 5.6. d* (%) =5/18 =~ 0.2777.
Prova: Seja C um c6digo de identificagdo de .#. Do Lema 5.1, temos d(C,R;) +d(C,Ry) >
1/2,d(C,Rs)+d(C,R¢) >1/2,d(C,R3) >1/3ed(C,R4) >1/3. Entdo, d(C, ) = ¢ Yo, d(C,R;) >
%(% + % + % + %) = 5/18. Os dois cddigos de identifica¢do periddicos de % gerados pelos re-
cortes representados na Figura 39 possuem densidade 5/18. Assim, d* (%) < 5/18. Portanto,
d* () =5/18. O
As provas dos proximos lemas dessa se¢do usam o Método da Descarga nas colu-
nas. Lembre que, com £ fixo, Q, € a a-ésima coluna de %} para todo a € Z. A ideia geral é
considerar qualquer cédigo de identificagdo C de .#; e associar para todo a € Z a carga inicial
chrgy(a) = |Q,NC|. Iremos dizer que a € Z esta insatisfeito se chrg(a) é menor que um dado
valor ¢, e diremos que a € Z esta satisfeito caso contrario. Entdo aplicamos algumas regras
de descarregamento locais (envio de carga de a’s satisfeitos para a’s insatisfeitos). Aqui, local
significa que ndo existe carga transferida de um @’ € Z satisfeito para um a € Z insatisfeito com
|a’ — a| maior que uma dada constante. Finalmente, provamos que, apés o descarregamento,

todo inteiro a € Z estd satisfeito. Com isso, obtemos que a densidade de C é pelo menos g/k.



85

5]
nd

%
"V‘
[ X
5
%
i

5
o2
5
5
ule

"V‘
N/

s
X
5
"x‘

]
]
]

1 2 3 4 5 6 1 2 3

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 6

Figura 40: Cinco recortes gerando cédigos de identificagdo 6timos de .3 (densidade 1/3).

Prova: Os cinco cédigos de identificagdo periddicos de .#3 gerados pelos recortes representa-
dos na Figura 40 possuem densidade 1/3. Entdo, d*(.¢3) < 1/3.

Vamos provar agora que d*(.#3) > 1/3. Seja C um cédigo de identificagdo de .73.
Para todo a € Z, seja a carga inicial chrgy(a) igual a |Q,NC|. Dizemos que a € 7Z esta satisfeito
se sua carga atual € pelo menos 1, e dizemos que a € Z estd insatisfeito caso contrdrio. Apli-
camos as seguintes cinco regras de descarga, Regra i de i = 1 a 5, uma apds outra. Denotamos

por chrg;(a) a carga de a ap6s a aplicagdo da Regra i.

[Regra 1]: todo a € Z insatisfeito recebe carga 1 de a — 1, se chrgy(a—1) > 2
[Regra 2]: todo a € Z insatisfeito recebe carga 1 de a — 2, se chrg,(a —2) > 2
[Regra 3]: todo a € Z insatisfeito recebe carga 1 de a — 3, se chrg,(a —3) > 2
[Regra 4]: todo a € Z insatisfeito recebe carga 1 de a —4, se chrgy(a —4) > 2
[Regra 5]: todo a € Z insatisfeito recebe carga 1 de a — 5, se chrg,(a —5) > 2

Devemos provar que apds a aplicacdo das regras de descarga, todo a € Z estarda

satisfeito. Isso garante que d(C,.#3) > 1/3, uma vez que ¢ = 1 e k = 3. Observe, pelas regras,
que uma vez que um inteiro se torna satisfeito, entdo ele permanece satisfeito.
Considere um inteiro inicialmente insatisfeito a. Entdo, O, N C = (. Assuma,

por contradi¢do, que a estd insatisfeito apos a aplicagdo das cinco regras de descarga. En-

tdo, |Q,—1 NC| < 2, caso contrério ele estd satisfeito apds a aplicagdo da Regra 1. Assim, por
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simetria, assumimos que estamos em um dos seguintes casos: Q,—1 NC = {(a —1,2)} (Caso
1), 0, 1NC={(a—1,1)} (Caso2)e Q,—1 NC =0 (Caso 3).

Caso 1: 0,1 NC = {(a—1,2)} (ilustrado na Figura 41). Como C[(a—1,1)] #C[(a—1,2)] e
C[(a—1,3)] #C[(a—1,2)], entdo (a —2,1) € Ce (a—2,3) € C. Portanto, a recebe 1 de a —2

pela Regra 2 e esté satisfeito, uma contradigdo.

3 )
2
1 O
a-3 a-2 a-1 a

Figura 41: Demonstrando que d*(#3) > 1/3 - Caso 1.

Caso2: O, 1NC = {(a—1,1)} (ilustrado na Figura 42). Como C[(a —1,1)] # C[(a — 1,2)],
entdo (a—2,3) € C. |Q,—2NC| < 1, caso contrério a receberia 1 de a — 2 pela Regra 2 e estaria
satisfeito. Entdo (a—2,1)¢Ce(a—2,2) ¢C. ComoC[(a—2,1)] #C[(a—1,1)] ={(a—1,1)},
entdo CN{(a—3,1),(a—3,2)} #0. Ademais, como C[(a—2,3)] #C[(a—1,3)] ={(a—2,3)},
entdo CN{(a—3,3),(a—3,2)} # 0. Além disso, |Q,—3NC| < 1, caso contrério a receberia 1
de a — 3 pela Regra 3 e estaria satisfeito. Assim, O, 3NC = {(a—3,2)}. Logo (a—4,1) € C,
pois C[(a—3,2)] # C[(a—3,3)|. Ademais, {(a—4,2),(a—4,3)} NC # 0, pois C[(a — 3,3)] #
Cl(a—2,3)]={(a—2,3),(a—3,2)}. Entdo |Q(a —4) NC| > 2. Portanto, a recebe 1 de a —4

pela Regra 4 e estd satisfeito, uma contradi¢ao.

a-4 a-3 a-2 a-1 a
Figura 42: Demonstrando que d*(#3) > 1/3 - Caso 2.

Caso 3: O, NC = 0 (ilustrado na Figura 43). Como C[(a—1,1)] # C[(a—1,2)] e C[(a —
1,3)] # Cl[(a—1,2)], entdo (a—2,1) € Ce (a—2,3) € C. Logo, a—1 recebe 1 de a —2
pela Regra 1 e estd satisfeito. Agora, (a —2,2) ¢ C, caso contrdrio a receberia 1 de a —2
pela Regra 2 e estaria satisfeito. Como C[(a —2,1)] # C[(a—1,1)] ={(a—2,1)}, entdo CN
{(a—=3,1),(a—3,2)} # 0. Ademais, como C[(a —2,3)] # C[(a—1,3)] = {(a—2,3)}, entdo
Cn{(a—3,3),(a—3,2)} #0. Além disso, |Q,—3NC| < 1, caso contrdrio a receberia 1 de
a — 3 pela Regra 3 e estaria satisfeito. Logo, Q,—3NC = {(a—3,2)}. Como C[(a—3,1)] #
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Clla—2,1)] ={(a—3,2),(a—2,1)}, entdo CN{(a—4,1),(a—4,2)} # 0. Ademais, como
Cl(a—3,3)] # Cl(a—2,3)] = {(a—3,2),(a —2,3)}, entdo CN{(a—4,3),(a—4,2)} # 0.
Além disso, |Q,—4NC| < 1, caso contrério a receberia 1 de a —4 pela Regra 4 e estaria satisfeito.
Logo, Q,—4NC={(a—4,2)}. Como C[(a—4,1)] #C[(a—4,2)| e C[(a—4,3)] #C[(a—4,2)],
entdo (a—5,1) € Ce (a—5,3) € C. Portanto, a recebe 1 de a — 5 pela Regra 5 e esta satisfeito,

uma contradigdo. O

1 U N\ U
a-5 a-4 a-3 a-2 a-1 a
Figura 43: Demonstrando que d*(#3) > 1/3 - Caso 3.

Apresentamos, agora, o dltimo resultado deste capitulo.
Teorema 5.8. d*(#;) = 5/16.

1 2 3 4 5 6 7 8
Figura 44: Recorte gerando um c6digo de identificagdo 6timo de .#; (densidade 5/16).

Prova:
O codigo de identificagdo periddico de %4 gerado pelos recortes representados na
Figura 44 possuem densidade 5/16. Entdo, d*(.#4) < 5/16. Vamos provar agora que d*(.%4) >
5/16 =0.3125.
Seja C um coédigo de identificacdo de .#4. Para todo a € Z, seja a carga inicial
chrgy(a) = |Q, N C|. Dizemos que um inteiro a estd satisfeito se sua carga é pelo menos 5/4, e
dizemos que um inteiro a estd insatisfeito caso contrario. Aplicamos as trés regras de descarga,
Regra i de i = 1 a 3 uma apds a outra. Denotamos por chrg;(a) a carga de a apds a aplica¢do
da Regra i e definimos exc;(a) = chrg;(a) —5/4 (observe que um inteiro a estd satisfeito se e
somente se exc(a) > 0).
[Regra 1]: todo a € Z insatisfeito recebe min{exco(a — 1), —excp(a)} dea—1,se a—1
estd satisfeito.
[Regra 2]: todo a € Z insatisfeito recebe min{exc|(a —2),—excj(a)} dea—2,se a—2

esta satisfeito.
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[Regra 3]: todo a € Z insatisfeito recebe min{excy(a —3),—excy(a)} dea—3,sea—3
estd satisfeito.

Devemos provar que, apés a aplicacdo das regras de descarga, todo a € Z esta satis-
feito. Isso garante que d(C,.#4) > 5/16, uma vez que g = 5/4 e k = 4. Observe, pelas regras
de descarga, que uma vez que um inteiro se torna satisfeito, entdo ele permanece satisfeito.

Assuma, por contradi¢do, que um inteiro a estd insatisfeito apds a aplicagdo das trés
regras de descarga. Como « estava inicialmente insatisfeito, entdo |Q, NC| < 1. Por simetria,
assumimos que estamos em um dos seguintes casos: Q,NC =0 (Caso 1), 0,NC = {(a,1)}
(Caso2)e Q,NC ={(a,2)} (Caso 3).

Caso 1: Q,NC = 0. Nesse caso, exco(a) = —5/4. Primeiro, note que (a—3,1) € C ou (a—
3,2) € C, pois C[(a—2,1)] #Cl[(a—1,1)],e (a—3,3) € C ou (a —3,4) € C, porque C[(a —
2,4)] # C[(a—1,4)]. Em particular, exco(a — 3) > 3/4 pois, tendo pelo menos dois vértices em
C, chrgy(a—3) > 2.

Temos entdo que |Q,—1 NC| < 2, caso contrério a recebe 5/4 de a— 1 pelaRegra l e
estd satisfeito. Portanto, por simetria, estamos em um dos seguintes sete subcasos: @, 1NC =0
(Subcaso 1.1), Q,-1NC ={(a—1,1)} (Subcaso 1.2), O, 1 NC = {(a—1,2)} (Subcaso 1.3),
Qu-1NC={(a—1,1),(a—1,2)} (Subcaso 1.4), 0,1 NC={(a—1,1),(a—1,3)} (Subcaso
1.5), Qs-1NC={(a—1,1),(a—1,4)} (Subcaso 1.6), 0,1 NC={(a—1,2),(a—1,3)} (Sub-
caso 1.7). Em todos esses subcasos, lembre que exco(a —3) > 3/4.

Subcaso 1.1: Q,— 1 NC = 0 (ilustrado na Figura 45). Como C[(a—1,1)] #C[(a—1,2)] e C[(a—
1,4)] # C[(a—1,3)], entdo (a—2,2) € Ce (a—2,3) € C. Como C[(a—1,2)] # C[(a—1,3)],
entdo (a—2,1) € Cou (a—2,4) € C. Além disso, |Q,_»NC| < 4, caso contrario exco(a —2) =
11/4, entdo a —2 envia 5/4 para a — 1 pela Regra 1 e 5/4 para a pela Regra 2, e a estd satisfeito.
Por simetria, assumimos que (a —2,1) € C e (a—2,4) ¢ C. Logo exco(a—2) = 7/4 e entdo
a—2 envia 5/4 para a — 1 pela Regra 1 e envia 1/2 para a pela Regra 2. Ademais, a — 3 envia

carga 3/4 para a pela Regra 3, e entdo a estd satisfeito, uma contradig@o.

X

]

a3 a2 al a
Figura 45: Demonstragdo - d*(.#4) > 5/16 - Subcaso 1.1.

Subcaso 1.2: O, 1 NC = {(a—1,1)} (ilustrado na Figura 46). Como C|(a—1,1)] # C[(a —
1,2)] e C[(a—1,4)] # C[(a—1,3)], entdo (a —2,2) e Ce (a—2,3) € C. Além disso, |Q,—2N
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C| <2 caso contrario exco(a —2) > %, entdo a —2 envia 1 /4 para a — 1 pela Regra 1, e 5/4 para
a pela Regra 2 e a estd satisfeito. Portanto, (a —2,1) & C e (a —2,4) ¢ C. Consequentemente,
a—?2 envia 1/4 para a — 1 (pela Regra 1) o satisfazendo e envia 1/2 para a pela Regra 2.

Finalmente, a — 3 envia carga 3 /4 para a pela Regra 3 e entdo a estd satisfeito, uma contradigdo.

1 0 O
a3 a2 al  a
Figura 46: Demonstragdo - d*(.#4) > 5/16 - Subcaso 1.2.

Subcaso 1.3: Q,_1 NC = {(a—1,2)} (ilustrado na Figura 47). Como C[(a—1,1)] # C[(a —
1,2)], entdo (a—2,3) € C. Como C[(a—1,2)] #C[(a—1,3)],entdo (a—2,1) eCou (a—2,4) €
C. Se (a—2,2) € C, entdo (a —2) possui pelo menos trés vértices em C e exco(a —2) > 7/4.
Assim, a —2 envia 1/4 para a — 1 pela Regra 1 e 5/4 para a pela Regra 2. Entdo a estd satisfeito
e temos uma contradi¢do. Logo, assumimos que (¢ —2,2) ¢ C. Agora, a — 2 tem no maximo
dois vértices em C e, assim, exco(a —2) > 3/4. Entdo, a — 2 envia 1/4 para a — | pela Regra
1 e 1/2 para a pela Regra 2. Ademais, a — 3 envia carga 3/4 para a pela Regra 3. Entéo a estd

satisfeito e temos uma contradi¢ao.

a-3 . a-2 a-1 a
Figura 47: Demonstragdo - d*(.#4) > 5/16 - Subcaso 1.3.

Subcaso 1.4: 0,1 NC={(a—1,1),(a—1,2)} (ilustrado na Figura 48). Observe que exco(a —
1) > 3/4 e, assim, (a — 1) envia pelo menos 3/4 para a pela Regra 1. Entdo, exci(a) = —1/2.
Como Cl(a—1,1)] # C[(a — 1,2)], n6s temos que (a —2,3) € C. Mas [CNQ,—2
contrdrio exco(a —2) > 3/4 e, assim, (a —2) envia 1/2 para a pela Regra 2 e a estd satisfeito.
Entdo, (a—2,1) € C,(a—2,2) ¢Ce (a—2,4) ¢ C. Logo, exco(a—2) = —1/4. Assim, a—3

<1, caso
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envia 1/4 para a —2 pela Regra 1 e envia 1/2 para a pela Regra 3. Entdo a estd satisfeito e
temos uma contradi¢do.

2i <>< )
1 0O O
a3 a2 al a

Figura 48: Demonstracgdo - d*(.#4) > 5/16 - Subcaso 1.4.

Subcaso 1.5: Q,-1NC ={(a—1,1),(a—1,3)} (ilustrado na Figura 49). Entdo, exc(a—1) >
3/4. Assim, (a — 1) envia 3/4 para a pela Regra 1. Entdo, exci(a) = —1/2. Como C[(a —
1,3)] #Cl(a—1,4)], entdo (a—2,2) € C. Mas |CNQ,—»| < 1, caso contrdrio exc(a—2) > 3 /4
e, assim, a — 2 envia 1/2 para a pela Regra 2 e a estd satisfeito. Portanto, assumimos que
(a=2,1)¢C,(a—2,3)¢Ce (a—2,4) ¢ C. Logo, exco(a—2) = —1/4. Assim, a — 3 envia
1/4 para a — 2 pela Regra 1 e envia carga 1/2 para a pela Regra 3. Entdo a estd satisfeito e

temos uma contradig¢ao.

a-3 . a-2 a-1 a
Figura 49: Demonstragdo - d*(-#4) > 5/16 - Subcaso 1.5.

Subcaso 1.6: 0, 1NC={(a—1,1),(a—1,4)} (ilustrado na Figura 50). Entdo, C[(a—1,1)] #
Cl(a—1,2)] implica (a—2,3) € C. Ademais, C[(a—1,3)] # C[(a—1,4)]. Entdo, (a—2,2) € C.
Assim, exco(a— 1) = 3/4 e exco(a—2) > 3/4. Logo, a— 1 envia 3/4 para a pela Regra 1 e
a—2 envia 1/2 para a pela Regra 2. Portanto a est4 satisfeito e temos uma contradigio.

Subcaso 1.7: Q,1NC ={(a—1,2),(a—1,3)} (ilustrado na Figura 51). Entdo exc(a—1) =
3/4 e, assim, a — 1 envia carga 3/4 para a pela Regra 1. Entdo, exci(a) = —1/2. Ademais,
Cl(a—1,2)] #C[(a—1,3)], entdo (a—2,1) € Cou (a—2,4) € C. Mas |[CNQ,—»| <1, caso
contrdrio exco(a —2) > 3/4 e, assim, a — 2 envia carga 1/2 para a pela Regra 2 e, assim, a estd
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a-3 . a-2 a-1 a
Figura 50: Demonstragdo - d*(-#4) > 5/16 - Subcaso 1.6.

satisfeito. Portanto, por simetria, nés assumimos que (a—2,4) € C, (a—2,1) ¢ C,(a—2,2) ¢C
e (a—2,3) €C. Assim, exco(a—2) = —1/4. Agora, a—3 envia carga 1 /4 para a — 2 pela Regra
1 e envia 1/2 para a pela Regra 3. Entdo a estd satisfeito e temos uma contradigao.

Figura 51: Demonstragao - d*(.#4) > 5/16 - Subcaso 1.7.

Caso 2: 0,NC = {(a,1)}. Primeiro, note que ou (a —3,3) € C ou (a—3,4) € C, pois C[(a —
2,4)] # Cl(a —1,4)]. Ademais, |Q,—1 NC| < 1, caso contrdrio exco(a — 1) > 3/4 e, assim,
a— 1 envia carga 1/4 para a pela Regra 1 e a estd satisfeito. Portanto, nds estamos em um
dos seguintes cinco subcasos: Q,—1 NC = 0 (Subcaso 2.1), Q,1NC = {(a—1,1)} (Subcaso
2.2),0,-1NC={(a—1,2)} (Subcaso 2.3), 0,1 NC = {(a—1,3)} (Subcaso 2.4), 0,1 NC =
{(a—1,4)} (Subcaso 2.5).

Subcaso 2.1: Q,—1 NC = 0 (ilustrado na Figura 52). Como C[(a—1,1)] #C[(a—1,2)] e C[(a —
1,4)] # C[(a—1,3)], entdo (a —2,2) € Ce (a—2,3) € C. Mas [CNQ,_»| <2, caso contrério
exco(a—2) >7/4 e, assim, a — 2 envia carga 5/4 para a — 1 pela Regra 1 e envia carga 1/4 para
a pela Regra 2. Assim, a estd satisfeito. Assumimos entdo que (a—2,1) ¢ Ce (a—2,4) ¢ C.
Em particular, exco(a —2) > 3/4 e, assim, a — 2 envia 3/4 para a — 1 pela Regra 1. Ento,
exci(a—1) = —1/2. Ademais, |CNQ,_3| < 1, caso contrdrio exco(a — 3) > 3/4 e, assim,
a — 3 envia carga 1/2 para a — | pela Regra 2 e 1/4 para a pela Regra 3 e, assim, a estd
satisfeito. Em particular, (a —3,1) € Ce (a—3,2) € C. Como C[(a—2,2)] #C[(a—1,3)] =
{(a—2,2),(a—2,3)}, temos entdo que(a —3,3) € C. Como C[(a —2,3)] # C[(a—2,2)] =
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{(a—2,2),(a—2,3),(a—3,3)}, temos entdo que (a —3,4) € C. Isso contradiz [CNQ, 3| < 1.

4 ﬁ><f>
3 ><>
2 )

1 C/ A\ \J
a-3 a-2  a-l a
Figura 52: Demonstragéo - d*(.#4) > 5/16 - Subcaso 2.1.

Subcaso 2.2: Q, 1 NC = {(a—1,1)} (ilustrado na Figura 53). Como C[(a—1,1)] # C[(a —
1,2)], entdo (a—2,3) € C. Ademais C[(a—1,3)] # C[(a—1,4)], entdo (a —2,2) € C. Logo,
exc(a—2) >3/4e, assim, a — 2 envia carga 1 /4 para a — 1 pela Regra 1 e envia carga 1/4 para
a pela Regra 2. Portanto, a estd satisfeito e temos uma contradicao.

1 O
a-3 a-2 a-1 a
Figura 53: Demonstragdo - d*(#4) > 5/16 - Subcaso 2.2.

Subcaso 2.3: O, 1 NC = {(a—1,2)} (ilustrado na Figura 54). Como C|(a—1,1)] # C[(a —
1,2)], entdo (a —2,3) € C. Mas |CNQ,—2| < 1, caso contrério, exco(a —2) > 3/4 e, assim,
a — 2 envia carga 1/4 para a — 1 pela Regra 1 e envia carga 1/4 para a pela Regra 2 e, dessa
maneira, a estd satisfeito. Portanto, assumimos que (a—2,1) €C, (a—2,2) ¢Ce (a—2,4) ¢C.
Ademais, |CNQ,_3| < 1, caso contrério exco(a — 3) > 3/4 e, dessa maneira, a — 3 envia carga
1/4 paraa—2,1/4 paraa—1, e 1/3 para a pelas Regras 1, 2 e 3 respectivamente. Dessa forma,
a estd satisfeito. Portanto, assumimos que (a —3,1) Ce (a—3,2) €C. Agora, (a—3,3) e C
porque C[(a—2,2)] # C[(a—1,3)] = {(a—1,2),(a—2,3)}. Além disso,(a —3,4) € C pois
Cl(a—2,3)] #C[(a—2,2)]={(a—1,2),(a—2,3),(a—3,3)}. Isso contradiz [CN Q,_3| < I.
Subcaso 2.4: Q,_1 NC = {(a—1,3)} (ilustrado na Figura 55). Como C[(a — 1,4)] # C[(a —
1,3)], entdo (a—2,2) € C. Mas [CNQ,—2| < 1, caso contrdrio exco(a—2) >3 /4 e, dessa forma,

a —2 envia carga 1/4 para a — 1 pela Regra 1 e envia carga 1/4 para a pela Regra 2. Assim, a
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1 O
a-3 a-2 a-1 a
Figura 54: Demonstracgdo - d*(-#4) > 5/16 - Subcaso 2.3.

estd satisfeito. Entdo, assumimos que (a —2,1) € C, (a—2,3) € Ce (a—2,4) € C. Ademais,
|CNQ,—3| <1, caso contrério exco(a — 3) > 3/4 e, dessa maneira, a — 3 envia carga 1/4 para
a—2,enviacarga 1 /4 paraa— 1 e envia carga 1/4 para a pelas Regras 1, 2 e 3 respectivamente.
Assim, a esta satisfeito. Em particular, assumimos que (a —3,1) € C e (a—3,2) ¢ C. Agora,
(a—3,3) € C pois Cl(a—2,2)] # Cl[(a—1,3)] = {(a—1,3),(a—2,2)}. Além disso, temos
que (a—3,4) € C porque C[(a—2,3)] #C[(a—2,2)] = {(a—1,3),(a—2,2),(a—3,3)}. Isso
contradiz [CNQ,—3| < 1.

4 O
2 D)
1 O O O

a-3 a-2 a-1 a
Figura 55: Demonstragdo - d*(.#4) > 5/16 - Subcaso 2.4.

Subcaso 2.5: Q,—1 NC = {(a—1,4)} (ilustrado na Figura 56). Como C[(a—1,1)] # C[(a —
1,2)], entdo (a —2,3) € C. Como C[(a—1,3)] # C[(a— 1,4)], entdo (a —2,2) € C. Assim,
exco(a—2) > 3/4. Logo, a — 2 envia carga 1/4 para a — 1 pela Regra 1 e envia carga 1/4 para

a pela Regra 2. Portanto, a esta satisfeito e temos uma contradigao.

Caso 3: 0,NC = {(a,2)}. Primeiro, note que (a —3,3) € C ou (a —3,4) € C pois C[(a —
2,4)] # C[(a—1,4)]. Ademais, |Q,—1 NC| < 1, caso contrdrio exco(a — 1) > 3/4 e, dessa
forma, a — 1 envia carga 1/4 para a pela Regra 1 e a estd satisfeito. Portanto, estamos em um
dos seguintes cinco subcasos: Q,—1 NC = 0 (Subcaso 3.1), @, 1NC ={(a—1,1)} (Subcaso
3.2),0,-1NC={(a—1,2)} (Subcaso 3.3), 0,1 NC={(a—1,3)} (Subcaso 3.4) e Q, 1 NC =
{(a—1,4)} (Subcaso 3.5). Lembre que (a —3,3) € C ou (a —3,4) € C em todos os subcasos.

Subcaso 3.1: Q,—; NC = 0 (ilustrado na Figura 57). Como C[(a — 1,1)] # C[(a — 1,2)], entdo
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a-3 a-2 a-1 a
Figura 56: Demonstragdo - d*(-#4) > 5/16 - Subcaso 2.5.

(a—2,3) € C. Como C[(a—1,2)] #C[(a—1,3)], entdo (a—2,1) € Cou (a—2,4) € C. Mas
|C N Qy—2| <2, caso contrdrio exco(a —2) > 7/4 e, assim, a — 2 envia carga 5/4 para a — 1
pela Regra 1 e 1/4 para a pela Regra 2 e, dessa maneira, a estd satisfeito. Assuma entdo que
|CN Q42| =2. Assim, exco(a—2) >3 /4 e, dessa maneira, a —2 envia 3 /4 para a— 1 pela Regra
1. Entdo exci(a— 1) = —1/2. Além disso, (a —2,2) & C. Agora, C[(a—2,3)] # C[(a—2,4)],
entdo (a—3,2) € C. Logo, |CNQ,—3| > 2. Consequentemente, exc(a —3) > 3 /4 e, assim, a — 3
envia carga 1/2 para a — 1 pela Regra 2 e envia carga 1/4 para a pela Regra 3. Portanto, a estd

satisfeito e temos uma contradi¢do.

a-3 a-2 a-1 a
Figura 57: Demonstragdo - d*(.#4) > 5/16 - Subcaso 3.1.

Subcaso 3.2: O, 1 NC = {(a—1,1)} (ilustrado na Figura 58). Como C|[(a—1,1)] # C[(a —
1,2)], entdo (a —2,3) € C. Mas |[CNQ,2| <1, caso contrdrio exco(a —2) > 3/4 e, dessa
forma, a — 2 envia carga 1/4 para a — 1 pela Regra 1 e envia carga 1/4 para a pela Regra 2.
Assim, a estd satisfeito. Logo, assumimos que (¢ —2,1) ¢ C, (a—2,2) ¢ Ce(a—2,4) & C.
Agora, C[(a —2,3)] # C[(a —2,4)], entdo (a —3,2) € C. Portanto, |[CNQ,_3| > 2 e, dessa
forma, exco(a —3) > 3/4. Logo a — 3 envia carga 1/4 para a — 2, envia carga 1 /4 paraa— 1 e
envia carga 1/4 para a pelas Regras 1, 2 e 3 respectivamente. Portanto, a estd satisfeito e temos

uma contradi¢do.

Subcaso 3.3: 0,1 NC = {(a—1,2)} (ilustrado na Figura 59). Como C[(a —1,1)] # C[(a —
1,2)], entdo (a—2,3) € C. Como C[(a—1,2)] #C[(a—1,3)], entdo (a—2,1) €Cou (a—2,4) €
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a-3 a-2 a-1 a
Figura 58: Demonstragdo - d*(#4) > 5/16 - Subcaso 3.2.

C

C. Com isso, exco(a —2) > 3 /4 e, assim, a — 2 envia carga 1 /4 para a — 1 pela Regra 1 e envia

carga 1/4 para a pela Regra 2. Portanto, a estd satisfeito e temos uma contradicao.

a-3 a-2  a-l a
Figura 59: Demonstragdo - d*(.#4) > 5/16 - Subcaso 3.3.

Subcaso 3.4: O, 1 NC = {(a—1,3)} (ilustrado na Figura 60). Como C|(a — 1,2)] # C[(a —
1,3)], entdo (a—2,1) € Cou (a—2,4) € C. Mas |[CNQ,_2| < 1, caso contrério exc(a —2) >
3/4 e, assim, a —2 envia carga 1/4 para a — 1 pela Regra 1 e envia carga 1/4 para a pela
Regra 2. Dessa forma, a estd satisfeito. Logo, assumimos que (a —2,2) ¢ Ce (a—2,3) £ C.
Agora, C[(a—2,3)] # C[(a —2,4)], entdo (a —3,2) € C. Portanto, [CNQ,_3| > 2. Logo,
exc(a—3) > 3/4 e, assim, a — 3 envia carga 1/4 para a — 2, envia carga 1/4 para a — 1 e envia
carga 1/4 para a pelas Regras 1, 2 e 3 respectivamente. Portanto, a estd satisfeito e temos uma

contradicao.

Subcaso 3.5: Q,—1 NC = {(a—1,4)} (ilustrado na Figura 61). Como C[(a—1,1)] # C[(a —
1,2)], entdo (a —2,3) € C. Mas |[CNQ,_2| <1, caso contrdrio exc(a —2) > 3/4 e, dessa
maneira, a — 2 envia carga 1/4 para a — 1 pela Regra 1 e envia carga 1/4 para a pela Regra 2
tornando, assim, a satisfeito. Assumimos entdo que (a—2,1) €C, (a—2,2)¢Ce (a—2,4) ¢ C.
Agora, C[(a—2,3)] # C[(a—2,4)], entdo (a—3,2) € C. Portanto, |CNQ,_3| > 2. Dessa forma,

exc(a —3) > 3/4. Logo a — 3 envia carga 1/4 para a — 2, envia carga 1/4 para a — 1 e envia

carga 1/4 para a pelas Regras 1, 2 e 3 respectivamente. Portanto a esta satisfeito e temos uma

contradicao. O
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a-3 a-2  a-l a
Figura 60: Demonstracéo - d*(.#;) > 5/16 - Subcaso 3.4.
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a-3 a-2 a-1 a
Figura 61: Demonstragdo - d*(.#4) > 5/16 - Subcaso 3.5.
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6 CONCLUSAO

Nesta tese, apresentamos resultados para o Problema do Cddigo de Identificagcdo
em grades triangulares e em grades king quando essas possuem um nimero limitado de linhas
obtidos durante 2014 e 2018.

Nos provamos que d* (7)) =d*(95) =1/2=0.5,d* (%) =d*(I4) = 1/3~0.3333,
d*(J5)=3/10=0.3,d"(Z) =1/3~0.333 e d*(F) = 1 /4 + 1/(4k) para todo k > 7 impar.
Além disso, provamos que 1/4+1/(4k) < d*(F;) < 1/4+1/(2k) para todo k > 8 par e conjec-
turamos que d*(.%) = 1/4+ 1/(2k) para todo k > 8 par. Esses resultados foram apresentados
no Bordeaux Graph Workshop em 2016 (DANTAS, HAVET, e SAMPAIO, 2016) e foram publi-
cados no periddico Discrete Mathematics em 2017 (DANTAS, HAVET, e SAMPAIO, 2017a).

Mostramos também que para toda grade king G, d*(G) >2/9 ~ 0.222. Além disso,
mostramos que esse limite € alcancado somente para grades king que sdo produtos forte de dois
caminhos infinitos. Provamos que d*(#3) = 1/3 ~ 0.333, d*(#4) =5/16 = 0.3125, d* (.#5) =
4/15~0.267 e d*(H5) =5/18 ~0.278. N6s também provamos que % + & < d* () < 3+ ¢
para todo k > 7. Esses resultados foram apresentados no IX Latin and American Algorithms,
Graphs, and Optimization Symposium - LAGOS em 2017 (DANTAS, HAVET, e SAMPAIO,
2017b) e foram publicados no peridédico Discrete Mathematics em 2018 (DANTAS, HAVET, e
SAMPAIO, 2018).

6.1 Questoes em aberto

Existem alguns resultados do nosso trabalho que podem ser aperfeicoados. Também
existem algumas perguntas na literatura que permanecem sem resposta.

e Qual a densidade 6tima de cédigos de identificacdo para grades hexagonais infinitas?
Como foi mostrado anteriormente, o ultimo resultado obtido em relacdo a isso foi em
(CUKIERMAN e YU, 2013).

e No Capitulo 4, conjecturamos que para k > 8 par, d*(.%;) = }1+ ﬁ Existe um codigo
de identificacdo com densidade menor do que a mostrada na Figura 29 para esse tipo de
grade? E possivel obter um limite inferior mais apertado que % + 41_k para esse tipo de
grade?

e No Capitulo 5, determinamos que a densidade 6tima de cddigos de identificacdo para
grades king com k > 7 linhas é limitado por % + % <d* () < % + %{. Determinamos
também que, para alguns casos, esse limite superior pode ser mais apertado: quando
k=0 mod 3, temos que d* (%) < % + lisk; e quando k =2 mod 3, temos que d* (%) <

% + l%k. E possivel tornar esses limites (tanto inferior quanto superior) mais apertados?
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6.2 Trabalhos futuros

Como vimos no Capitulo 3, o problema de Cédigo de Identificacdo e suas variantes
vém sendo amplamente estudados em uma grande variedade de classes de grafos. Dessa ma-
neira, existem muitas dire¢cdes para onde o nosso estudo pode se estender. Alguns problemas
que pretendemos explorar sao:

e Estudar o problema do cédigo de identificacdo para grades hexagonais com linhas limi-
tadas.

Como visto na Secdo 2.3.1, o conjunto de vértices de grades infinitas € o conjunto
Z x 7.. As grades hexagonais infinitas e as grades king infinitas t€ém os seus conjunto de arestas
definidos da seguinte forma (ver exemplos na Figura 2):

() E(9y) = {{u,v}: u—ve{(0,(=1)"7+1) (£1,0)},onde (i,j) = u}
(i) E(%) ={{u,v}: u—ve{(0,£1),(£1,0),(£1,1),(£1,-1)}

Existem muitos resultados na literatura para a densidade 6tima de grades com linhas
limitadas. No Secdo 3.3, apresentamos os resultados relacionados a grades retangulares com
linhas limitadas. No Capitulo 4, apresentamos os resultados que obtivemos para grades triangu-
lares com linhas limitadas. No Capitulo 5, apresentamos 0s nossos resultados para grades king
com linhas limitadas. Assim, naturalmente, as grades hexagonais com linhas limitadas (ver o
recorte da Figura 63) despertam o nosso interesse.

e Estudar o problema do Cédigo de Identificac@o para grafos direcionados

O conceito do Problema do Cédigo de Identificagdo foi introduzido para grafos nao
direcionado mas foi naturalmente estendido para grafos direcionados e orientados. Citamos, a
seguir, alguns dos estudos do Problema de Cédigo de Identificacdo para grafos direcionados.
Em CHARON, HUDRY, e LOBSTEIN (2002a), foi provado que o Problema do Cédigo de Iden-
tificagdo € NP-Completo para alguns grafos direcionados como, por exemplo, grafos bipartidos
sem ciclos direcionados. Em FOUCAUD, NASERASR, e PARREAU (2013), foi caracterizado
o conjunto de grafos direcionados (finitos e infinitos) cujo unico cédigo de identificacdo pos-
sivel € todo o conjunto de vértices do grafo. J4 em CHARON et al. (2006), foi descrito um
algoritmo de tempo linear para encontrar o cddigo de identificacdo minimo de qualquer arvore
orientada. Esses trabalhos demonstram ter potencial para serem estendidos.

Em SKAGGS (2009), Skaggs mostrou que a orientacdo de arestas pode reduzir
drasticamente a densidade do codigo de identificagdo para grafos completos e grafos bipartidos
completos. Por outro lado, foi demonstrado que a orientagdo também pode aumentar o niimero
de vértices necessdrios para identificar um grafo. Na Figura , temos um exemplo de como o
cddigo de identificacdo de um grafo pode mudar quando as arestas desse grafo sdo orientadas.

Ainda em SKAGGS (2009), Skaags deixou uma pergunta em aberto: sobre que
condicdes o codigo de identificagdo de um grafo G orientado € menos denso do que o coédigo de
identificagdo de G ndo orientado? Além disso, podemos investigar, para cada classe de grafos

orientados, qual a orientacao que produz um cédigo de identificacdo de densidade minima.
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Figura 62: Exemplo de c6digo de identificagc@o para grafo G nédo direcionado e para o grafo G
orientado.
Fonte: SKAGGS (2009).

Figura 63: Recorte de grade hexagonal.

e Estudar o problema do c6digo de identificag@o para grades cilindricas.

Durante os nossos estudos sobre grades com linhas limitadas, percebemos que, fre-
quentemente, as bordas dessas grades retém mais carga que as demais linhas. Dessa maneira,
pensamos em uma estrutura de grades onde os vértices da borda superior sdao adjacentes aos
vértices da borda inferior. Essas novas arestas seguirdo o padrdo de cada tipo de grade e serdo
denominadas grades cilindricas. Por exemplo, para grades king, o conjunto de arestas da grade
cilindrica (¢ % k) é definido da seguinte maneira (ver Figura 64)):

E(€ % k) ={{u,v}: u—ve{(0,£1),(£1,0),(£1,1),(£1,-1)U{{u,v}: u—
ve{(0,£(k—1)),(£l,£(k—1))}

e Estudar o Problema do Sistema de Observacgao (definido na Secdo 3.2) para grades retan-
gulares, hexagonais e triangulares.

Como visto na Se¢do 3.2, o Problema de Sistema de Observagdo generaliza o Pro-
blema do Cddigo de Identificacdo. Em algumas situag¢des, por conta da generalizacdo, pode
ser mais plausivel investigar o Problema de Sistema de Observacdo ao invés do Problema do
Cédigo de Identificagdo. No exemplo de deteccdo de falha em sistemas multiprocessadores,
podemos ter processadores que simplesmente ndo estdo conectados, com a finalidade de fazer
reporte de falhas, a alguns dos processadores em sua adjacéncia.

Em AUGER et al. (2013), o referido problema foi estudado para grades king. Como
o problema é semelhante ao problema do Cddigo de Identificagc@o e as grades citadas possuem

uma estrutura semelhante a estrutura da grade king, abordar o Problema dos Sistemas de Obser-
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vagdo para as grades que estudamos para o Problema do Cédigo de Identificacdo atrai a nossa

atencgao.

— D W kA N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Figura 64: Exemplo de grade king cilindrica.
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