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RESUMO

Este trabalho introduz a formulacao lagrangiana para campos relativisticos e estuda algumas das
consequéncias da invariancia desses campos sob determinados tipos de transformacdes, a saber,
translagdes espaciais e boosts de Lorentz. Para isso, um estudo abreviado da relatividade espe-
cial e de como se transformam vetores e tensores no espaco-tempo de Minkowski € executado.
Em particular, estuda-se o teorema de Noether, que surge como consequéncia do principio da
acdo estaciondria e que garante que para toda simetria continua no espago-tempo existe uma lei
de conservacio. E dado destaque ao estudo do campo eletromagnético cldssico, cujas simetrias
resultam na conservacao da energia € momento associados ao campo, bem como do momento
angular orbital e de spin. Essas grandezas surgem das definicdes de tensor energia-momento e
de momento angular associados ao campo eletromagnético.

Palavras-chave: Transformacdes de Lorentz. Formulagdo Lagrangiana. Teorema de No-
ether. Campo Eletromagnético.



ABSTRACT

This work introduces the Lagrangian formulation for relativistic fields and studies some of the
consequences of the invariance of these fields under certain types of transformations, namely,
spatial translations and Lorentz’s boosts. For this, an abbreviated study of special relativity and
how vectors and tensors transform in Minkowski’s space-time is performed. In particular, we
study the Noether theorem, which arises as a consequence of the principle of stationary action
and which guarantees that for all continuous symmetry in space-time there is a law of conser-
vation. Emphasis is given to the study of the classical electromagnetic field, whose symmetries
result in the conservation of the energy and momentum associated with the field, as well as
the orbital and spin angular momentum. These quantities are derived from the definitions of
energy-momentum tensor and angular momentum associated with the electromagnetic field.

Keywords: Lorentz Transformations. Lagrangian Formulation. Noether Theorem. Electromag-
netic Field.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho tem como objetivo o estudo de campos relativisticos através
do uso do formalismo lagrangiano. Em especial, usaremos o teorema de Noether para ob-
ter as quantidades conservadas associadas a transformacgdes continuas de simetria, ou seja,
transformacdes que deixam os campos invariantes. Embora apresentadas no contexto de uma
teoria cldssica de campos, essas ferramentas sao bastante gerais e aparecem também no estudo
de campos quanticos, de modo que o presente trabalho € parte de uma introducio natural a
teoria quantica de campos.

Um estudo sobre a relatividade especial, em particular, sobre as transformagdes en-
tre referenciais inerciais em configuracao padrao, € feito no segundo capitulo. As transformagdes
de Lorentz sdo definidas a partir dos postulados de Einstein para a relatividade especial. Nao
¢ de interesse aqui a andlise detalhada das consequéncias fisicas dessas transformacdes, mas
somente o modo como as grandezas fisicas devem ser definidas de modo a estarem de acordo
com os postulados de Einstein e as consequentes transformagdes de Lorentz. Definimos, entao,
os objetos matemdticos que descrevem as teorias do espaco-tempo: escalares, quadrivetores
e tensores de Lorentz, objetos que se transformam de maneira semelhante as coordenadas no
espago-tempo. E definida a métrica do espaco plano, que aparece constantemente nas equagdes
relativisticas.

O terceiro capitulo introduz um modo de se generalizar uma teoria lagrangiana de
um sistema mecanico para um sistema continuo. A lagrangiana que descreve um campo rela-
tivistico deve obedecer a certas restricdes. A partir da densidade lagrangiana, construimos a
acdo associada ao campo e entdo o principio de Hamilton € usado para se obter as equacoes de
Euler-Lagrange, as equagdes do movimento. A partir do principio de Hamilton, também, obti-
vemos um dos resultados mais importantes da fisica, o teorema de Noether. Esse teorema ga-
rante que a qualquer transformacao de simetria continua estd associada uma lei da conservacao.
Em particular, a conservacao da energia e momento linear, ¢ do momento angular, associados
aos campos, € obtida a partir desse teorema, quando se analiza, respectivamente, a invariancia
sob translagdes no espago-tempo e sob transformacdes de Lorentz.

Por fim, analizamos as quantidades conservadas associadas as simetrias de campos
eletromagnéticos no espaco-tempo. As equacdes de Maxwell sdo invariantes sob transformacoes
de Lorentz. Entretanto, isso ndo fica evidente na forma vetorial como elas sdo escritas comu-
mente, de modo que € importante representd-las em termos de tensores. Deduzimos a forma
mais geral que uma lagrangiana de um campo vetorial deve possuir, de modo a se obter uma

motivacdo para a definicdo da lagrangiana de um campo de Maxwell. Usamos, entio, o teo-
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rema de Noether para se obter o tensor energia-momento do campo eletromagnético, de onde
derivam as quantidades conservadas associadas as transformagdes: energia, momento linear, e

os momentos angulares orbitais e de spin do campo eletromagnético.
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2 TRANSFORMACOES DE LORENTZ

A teoria da relatividade especial tem como alicerce dois postulados enunciados por

Einstein em 1905, e que podem ser assim escritos [1]]:

e Postulado 1: Todo sistema fisico € invariante pela escolha de referencial inercial.

e Postulado 2: A velocidade da luz é uma constante independente do movimento relativo

entre fonte e observador.

Por sistema inercial de referéncia, entende-se aquele no qual € vélida a lei da inércia.
Ou seja, uma particula livre de qualquer interacao se moverd em linha reta [2].

O primeiro postulado ndo € exclusivo da relatividade de Einstein. Um principio re-
lativistico equivalente também pode ser enunciado na mecanica newtoniana [3]]. A importincia
fundamental deste postulado reside em garantir a equivaléncia entre todos os referenciais iner-
ciais, levando ao abandono da ideia do referencial absoluto, no caso, o Eter. Em particular,
o primeiro postulado garante a validade das equagdes de Maxwell em todos os sistemas de
referéncia, equacdes essas que ndo sdo covariantes sob transformacdes de Galileu [4].

E do segundo postulado que derivam as consequéncias que revolucionaram a fisica
no século passado. Sobretudo, o segundo postulado equivale a afirmagao de que ha um limite
maximo de velocidade na propagagdo das interagdes da natureza [3]]. Isso implica no fim da
ideia de acdo a distncia da mecanica newtoniana, bem como no fim da nocdo de simultanei-
dade absoluta e da existéncia de um tempo universal, medido igualmente por todos os obser-
vadores em todos os referenciais. As transformacdes de Galileu e, consequentemente, toda a
mecanica newtoniana, que dependiam dessas nogdes para a sua sustentacdo ldgica, deveriam

ser modificadas [6].
2.1 Deducao das transformacoes de Lorentz

Considere dois sistemas de referéncia em configurag¢ao padrio: S, fixo em relagio
a uma observador inercial qualquer, e S’, que se move em relagdo a S com velocidade constante
de médulo v, apontando na diregdo do eixo x de S, de modo que as origens, O e O, coincidam
no tempo t = t' = 0. Devemos procurar um novo grupo de transformacgdes que esteja de
acordo com os postulados da relatividade de Einstein. As transformacdes procuradas sio as

transformagoes de Lorentz, que podem ser expressas da forma [6]
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= y(xz—ot) (2.1)
y =y

7 = z

= At —vz/P),

onde o fator v € definido como:
v=+1-0v%/c? 2.2)

Essas transformagdes podem ser deduzidas a partir da constancia da velocidade da
luz nos referenciais S e S’ [[I]. Seja uma frente de onda luminosa com fonte localizada na
origem O de S e que se desloque com velocidade c. A equacdo que descreve essa frente de

onda é:

2+ y2 + 2% = 2t? (2.3)

No referencial S’, vale a mesma relagao:
I/2 + y/Q + 2/2 — 02t12 (24)

Argumentos de simetria podem ser usados para demonstrar que, no caso de os refe-
renciais S e S’ estarem em configuragdo padrio, as coordenadas y e z nao serdo alteradas [5]].

Ou seja:

y =y (2.5)

Com isso, as equagdes (2.3) e (2.4) estdo relacionadas por:

At? — "% = A2 — 2 (2.6)

Essa equacdo servird de base para a deducdo das transformacgdes de Lorentz. De
fundamental importancia, também, sdao as no¢des de homogeneidade e isotropia do espago-
tempo, que implicam que as transformacdes devam ser lineares [3] [6].

Admite-se, entdo, que 2/, bem como ct’, dependam de forma linear de x e ct (a

constante c¢ € introduzida para garantir a homogeneidade dimensional das equagdes):
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¥ = Az + B(ct) (2.7
ct" = Cx+ D(ct)

Usando a equagdo (2.6), substitituindo os valores de «’ e ct’, encontra-se a relagdo

entre os coeficientes A,B,C' e D:

At? —a? = (Cx+cDt)? — (Azx + cBt)? (2.8)
= (C*— A%2® + (D* — B*)c*t* + 2¢(CD — AB)xt

O que resulta nas seguintes relagdes:

C? - A% = —1 (2.9)
D*-B* =1
CD = AB

Essas relacdes podem ser representadas em termos das fung¢des hiperbdlicas,

A = D =cosh¢ (2.10)
B = (C = —senho,

em que ¢ € conhecido como rapidez. Seu significado fisico serd visto em sequéncia. Temos,

portanto:
2’ = xcosh¢ — ctsenho (2.11)
ct’ = xsenh¢ — ctcosho
Ou:
¥’ = cosh¢(z — cttanh ¢) (2.12)
ct' = cosh¢(ct — x tanh @)

Na origem do sistema O’, temos:

x — (ct)tanh ¢ = 0 = tanh ¢ = x/ct = v/c (2.13)
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Definiremos, agora

coshgp = v (2.14)

tanh¢ = = E,

c

de modo a se obter:
h
tanh ¢ = S0 . cenh o = By
cosh ¢
Temos, também:

cosh? p —senh? p = 1 = senh? ¢ =42 — 1 (2.15)

Comparando as expressdes anteriores, obtemos a relacio entre os coeficientes 7y e

1
T=\1g (2.16)

Lembrando das defini¢cdes adotadas, tanh¢ = [ e cosh¢ = ~, e inserindo os
resultados na equagdo (2.12), chega-se, finalmente, as transformag¢des de Lorentz em sua forma

mais comum:

¥ = ~y(x — Bet) (2.17)
y o=y

Z = z

t = ~(t— gx)

Quando representadas em termos de diferenciais, as equacoes (2.17) terdo a mesma

forma [6]], ou seja:

dr’ = ~y(dz — Bcdt) (2.18)
dy = dy
dZ = dz

dt' = ~(dt — édx)
c
A transformacgdo inversa = = x(z’,t’) é obtida trocando-se o sinal de 3 nas equagdes
(2.17) [6]]. Isso equivale, obviamente, a se trocar o sinal do angulo ¢.
Aqui, vemos que as coordenadas espaciais e a temporal aparecem mixadas no con-

junto de equagdes. Nao tratamos mais o tempo e o espaco como grandezas fisicas desassoci-
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adas, como era na mecanica de Newton, mas como uma unica entidade interligada, nomeada
espaco-tempo |'| [6]].

Obtivemos as equacdes que dizem como as coordenadas no espago € no tempo
devem mudar entre dois referenciais em configura¢do padrdo. As transformacdes gerais sdao
faceis de se obter, bastando-se decompor o movimento em duas dire¢des ortogonais, de modo
que em uma delas as coordenadas se transformem como as coordenadas y e z, € na outra dire¢ao
as coordenadas se transformem como na configuracao padrao. A demonstracdo completa pode
ser encontrada, por exemplo, na referéncia [7]].

As implicacdes das transformagdes de Lorentz sdo bastante conhecidas: elas garan-
tem que corpos sdao observados achatados quando vistos em movimento (contracdo espacial),
que o tempo passa mais devagar quando viajamos a grandes velocidades (dilatacdo temporal)
€ que a massa, € consequentemente a energia, cresce para viajantes “relativisticos”. Elas sdo
exaustivamente discutidas, por exemplo, nas referéncias [ e [6].

As transformacodes de Lorentz podem ser representadas em forma matricial como

Se€ segue:

ct’ v =8 0 0 ct
x’ - 00 x
_ |8 (2.19)
Y 0 0 10 Yy
2! 0 0 01 z
Ou, em funcdo dos angulos hiperbdlicos:
ct’ cosh¢p —sinh¢ 0 0 ct
x —sinh cosh 0 0 x
= ¢ ¢ (2.20)
Y 0 0 10 Yy
2! 0 0 0 1 z
Em notagdo indicial:
Xt = At XY (2.21)

Na ultima relag¢do, usamos a notacao de soma de Einstein, em que dois indices re-
petidos em uma equagdo implicam em uma soma sobre os valores assumidos por esses indices,
por exemplo, v = (0,1,2,3). A matriz A é chamada de matriz de transformacao de coordena-
das, na relatividade especial. Vemos que essas transformacoes se reduzem as transformacdes
de Galileu no limite de baixas velocidades, quando v << ¢ [1]]. Isso implica que a mecanica

newtoniana ainda € uma excelente aproximacao quando estudamos os fendmenos cotidianos.

!Como enunciou Minkowski, “Daqui em diante, espaco por si s6 e tempo por si s6 estio fadados a desaparecer
em meras sombras, € somente um tipo de unido dos dois preservard uma realidade independente”.
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Podemos comparar a matriz A com a matriz de rotacdo em coordenadas cartesianas

(18l

cos¢p —sen¢g 0
R=|sen¢ cos¢p 0 (2.22)

0 0 1
Isso d4 a sugestdo de que, do ponto de vista matemético, as transformacdes de
Lorentz podem ser vistas como uma rotacao hiperbdlica de um angulo ¢ em torno da origem dos
sistemas de coordenadas no espago-tempo, as quais podem ser imbutidas, também, as rotagoes
espaciais ﬂ Essas rotagcdes geram um grupo, o chamado grupo de Lorentz . Quando incluidas
translagcdes na origem do sistema de coordenadas, temos o entdo chamado grupo de Poincaré.
Note que a matriz A que representa essa transformacao é ortogonal e que detA = 1, de modo
que o grupo é do tipo SO(1, 3). Um estudo detalhado do grupo de Lorentz pode ser encontrado

nas referéncias [2], [3]] e, em um nivel mais avancado, [9].

2.2 Vetores e tensores de Lorentz

Tensores sao de fundamental importancia na fisica para escrever expressdes ma-
tematicas em forma covariante, ou seja, de modo que elas tenham a mesma forma quando
descritas em qualquer referencial [3]]. Isso ndo fica evidente quando, por exemplo, escrevemos
uma expressao em termos de vetores usuais. Veremos como isso se aplica ao caso das equacoes
de Maxwell, para as quais sera feita uma formulacio covariante no capitulo 4.

O principal objetivo dessa secdo € fazer uma descricdo rapida do que sdo quadri-
vetores e tensores e algumas de suas propriedades, com o objetivo de introduzir a linguagem
que serd utilizada em capitulos posteriores. Portanto, ndo ha pretensdo aqui de se fazer uma
andlise rigorosa ou completa. Um estudo mais aprofundado de tensores pode ser encontrado,

por exemplo, na referéncia [11].

2.2.1 A métrica do espaco-tempo

Eventos no espago-tempo sao rotulados por suas coordenadas em um dado referen-
cial. A posicao de um evento € marcada atribuindo-se a ele coordenadas espaciais e temporal,
juntas em um tnico objeto x# = (2, !, 22, 23) = (ct,x). A partir disso, definimos o intervalo

infinitesimal entre dois eventos com coordenadas (¢, z,y, z) e (t + dt,z + dz,y + dy, z + dz)

2Como é feito, por exemplo, na referéncia [1]]
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comoE][lO]:

ds® = dt? — da® — dy2 —dz? (2.23)

Verifica-se facilmente, aplicando-se as transformagoes (2.18]), que o intervalo entre
dois eventos independe do referencial que os descreve. O espago-tempo com intervalo invari-
ante dado por (2.23)) é chamado espaco de Minkowski [10].

A geometria de um espaco € descrita pela sua métrica. O espaco de Minkowski €
um espago conformalmente plano com métrica indefinida dada por n** = diag(1, —1,—1, —1)

[3], de modo que a expressdo na equagdo (2.23) pode ser representada de maneira abreviada:

ds® = n,,dz"dz” (2.24)

A invariancia do intervalo sob tranformacdes de Lorentz impde uma condi¢ao de
transformag@o as matrizes dadas pela equacao (2.21). Em um sistema de referéncia S’, o inter-

valo deve ser escrito como:

ds? = 2d? — do? — dy'2 — d2"? (2.25)

= nudatdx" = ds?

. ~ = /.
Logo, aplicando as equagdes de tranformagao para os dz/,:

Napdr®dz® = 1, A odz* N sdz”® (2.26)

14
Noag = anAMaA B
Isso serd usado mais a frente, quando trataremos de transformacoes infinitesimais.

2.2.2 Escalares e Quadrivetores

Um escalar de Lorentz € definido como um objeto invariante sob transformacoes
de Lorentz, de modo que seu valor € independente do referencial adotado [10]. O intervalo € o
exemplo mais 6bvio de um escalar.

Um quadrivetor contravariante é um conjunto de quantidades V# que, sob tais

3Essa definicdo nio é universal. Muitos autores usam a defini¢io de intervalo com sinais trocados, de modo que
algumas equagdes aparecem diferentes em determinados livros e artigos. A mudanga de sinais nio tem, entretanto,
significado fisico, tratando-se apenas de convencdo a escolha de qual defini¢ao usar. [10]
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transformacoes, se transforma como [[10]

Vi = ARV, (2.27)

ou seja, se transforma da mesma maneira que o vetor posi¢ao em (2.21)).
Podemos generalizar o produto escalar entre dois vetores para quadrivetores. Sendo

um produto escalar, ele ¢ um invariante de Lorentz, dado por [10]:

VW = VOWO — VW — VEW? - VWS =, VI, (2.28)

O dltimo termo dessa expressao deixa a sugestdo de que a métrica pode ser usada
para se levantar e abaixar indices. De fato, podemos fazer isso livremente, de modo que as

expressoes podem ser escritas nas formas [[10]:

Vo = nuV” ", =T1T"" (2.29)

T, = UuaUVBTaﬁa etc.

Baseado nisso, podemos definir a inversa da métrica de Minkowski, que resulta ser

igual a ela mesma [2]], com indices levantados, e obedecendo a expressao

n'uanozl/ - 5ul/7 (230)

sendo 0*,, o delta de Kronecker em quatro dimensdes.
A partir disso, definimos um quadrivetor covariante como um conjunto de quatro
quantidades que se transformam como
Vl: =AV,. (2.31)
Em geral, um quadrivetor possui uma componente que se transforma como o tempo,
associada a outras componentes, que se transformam como as componentes espaciais do ve-
tor posi¢ao no espago-tempo [6l]. Os quadrivetores surgem de maneira natural no estudo da

mecanica relativistica. Alguns que serdo importantes para a continuagdo desse trabalho sdao ﬂ

e Quadrivetor energia-momento

Pt = (E,p), (2.32)

onde F' é a energia e p € o 3-momento.

#Uma discussdo detalhada sobre o que motivou essas quantidades a serem definidas desta maneira pode ser
encontrada na referéncia [6].
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e Quadrivetor densidade de corrente eletromagnética

T = (p.J), (2.33)

onde p € a densidade de cargas e j € a densidade de corrente tridimensional.

e Quadrivetor potencial eletromagnético

AF = (¢, A), (2.34)

sendo ¢ o potencial coulombiano e A o potencial-vetor eletromagnético.

2.2.3 Tensores

De modo similar ao que foi feito na subse¢@o anterior, podemos definir, simplifica-
damente, um tensor contravariante de segunda ordem como um objeto que se transforma como
o produto de dois quadrivetores [[10]. Dessa forma, a lei de transformacao de tal tensor é dada

por:

T = A N 5T (2.35)

Temos, também, tensores covariantes € mistos, cujas respectivas leis de transformacao

sdo dadas por:

T, = NAST.s (2.36)

pv

T, = AN AT

A genelarizacao para tensores de ordem superior, como um objeto que se transforma
como um produto de quadrivetores, € imediata.

Um tensor € dito simétrico em relacao aos indices p e v se 7" = T"*. Da mesma
forma, um tensor € dito antissimétrico se 7" = —T"*. Todo tensor pode ser decomposto em

uma parte simétrica, representada por 7{,,), € uma antissimétrica, 77,,), de modo que [6]:

(T + To) (2.37)

N~ DN —

(TMV - Tyu)

Um tensor de ordem superior pode ser simétrico ou antissimétrico em relacdo a
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dois indices particulares, sendo a sua parte simétrica e antissimétrica representada por 7{,,,)» €
T, respectivamente. Para um espago quadridimensional, hd somente uma quantidade com-

pletamente antissimétrica, chamada de pseudo-tensor de Levi-Civitta, definida como [22]:

1, se afvyd é uma permutacdo para de 0123

e ={ 1, se af3vd é uma permutacio fmpar de 0123 (2.38)

0, de outro modo

O produto de um tensor de ordem (m,n) por um tensor de ordem (p, ¢) gera um

tensor de ordem (m + p,n + q) [6]. Por exemplo:

T Ur, = Ve, (2.39)

Por fim, definimos a operagao de contracdo como uma soma entre um indice covari-
ante e um indice contravariante de um tensor misto ou de um produto de tensores. Por exemplo,

TH,, €061, etc. Isso gera um tensor de ordem (n — 2) [10].

2.3 Transformacoes infinitesimais

Veremos, mais adiante, que mudangas no espaco-tempo que deixam as equagdes
de campo invariantes acarretam em alguma quantidade conservada no sistema. Por agora, sera

tratado somente o modo como essas mudangas podem ser escritas:
e Translacoes
Uma translacdo nas coordenadas espacial e temporal € representada por
H =t 4 M, (2.40)
onde as quantidades e* possuem valores muito pequenos.
e Transformacdes de Lorentz
Uma transformacao de Lorentz infinitesimal pode ser escrita da forma

¥ =t + o, (2.41)

onde a matriz €/, possui entradas infinitesimais. De acordo com isso, a matriz de transformacao

A deve satisfazer a seguinte condicao, facilmente verificavel [1]:

G Ty (2.42)



23

Aplicando essa condigio a equagdo (2.26), encontramos:

77W<5Ma + Eua)((syﬁ + Eyﬁ) = Tap (2.43)

Ou seja:
77;“,((5’“&5”5 + 5”0[6”,3 + GNQ(SVﬁ + euaey/g) = Nap (2.44)

Desprezando o produto no ltimo termo antes da igualdade na dltima equagdo, mu-
dando os indices com os deltas de Kronecker e usando a métrica para abaixar os indices dos

e, chegamos a condi¢do:

Eag = —65a (245)

Assim, as quantidades ¢*,, que representam uma transformacao de Lorentz infinite-
simal devem ser antissimétricas. Essa propriedade serd usada no préximo capitulo, quando
obeteremos as quantidades que se conservam quando hd uma invariancia sob esse tipo de

transformacao.
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3 FORMULACAO LAGRANGIANA PARA CAMPOS E SIMETRIAS

O formalismo lagrangiano simplifica enormemente o trabalho de se obter as equacdes
diferenciais que descrevem o movimento. Além disso, ele evidencia com muita clareza as quan-
tidades que sdo conservadas em um sistema ao serem impostas condicdes de simetria [2]. Esta
ultima caracteristica € o que torna o formalismo lagrangiano apropriado para descrever teorias
de campos.

Trataremos aqui de campos relativisticos, de modo que h restri¢cdes que devem ser
satisfeitas pelas equacdes do movimento. Antes de prosseguir, faremos uma revisao rapida do

formalismo lagrangiano para a mecanica cldssica.
3.1 Equacoes de Euler-Lagrange para sistemas mecanicos

Na mecanica classica, podemos descrever o estado de um sistema através de sua

acdo, um funcional E] definido por: [14]:

A= /tQ AL (o (1), 6, (), 1) 3.1)

t1

Aqui, a fungdo L(q,(t),q-(t),t) é a lagrangiana do sistema, que depende do con-
junto de coordenadas generalizadas g, e de suas derivadas ¢, (velocidades generalizadas), bem
como possivelmente do tempo. Na mecénica cldssica, essa quantidade € identicamente definida
pela diferenca entre a energia cinética e potencial do sistema, escritas em termos das coordena-
das e velocidades generalizadas [14].

As equagdes que ditam a evolug@o do sistema no espago de configuracdes sao ob-
tidas por meio de um poderoso principio enunciado por Hamilton, ainda quando estudante de
graduacao [3]:

Principio de Hamilton: Dentre todas as trajetorias ao longo dos quais um sistema
dinamico poderia evoluir de um ponto a outro em um intervalo de tempo especifico (consistente
com quaisquer vinculos), o caminho real a ser seguido é aquele no qual a agdo é estaciondria
quando tomada ao longo desse caminho [3]].

O principio de Hamilton € aplicavel ndo somente para sistemas mecanicos, como
também para campos, bastando, para isso, que seja feita uma adaptacao na definicdo de coorde-
nandas e velocidades generalizadas [3].

As equacdes do movimento sao obtidas através das condi¢des impostas pelo principio

'Um funcional é, de maneira simplificada, uma funcio cujos argumentos sdo outras funcdes. Os resultados que
se seguem derivam da teoria de célculo funcional, um tema abordado em brevidade, por exemplo, na referéncia

(3.
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de Hamilton, quando executada uma variacdo funcional na acdo. Introduzindo variagdes infini-

tesimais nas coordenadas e velocidades:

¢ (t) = ¢ (t) + dq.(1) (3.2)
Gr(t) = G, (t) + 0¢,(t)

A acdo variard da seguinte forma:

2 9L oL
A= - il )
) /t1 di| qr(Sqr + qréq,,] 3.3)

Assumindo que a variagao d¢, pode comutar com a derivada, temos:

L TaL oL ddq
SA = dt| 225 " 4
/t1 {8(17» q”L(?q‘r i } (3.4)

2 1oL  d oL OL
0A = dt - — 5q, + —0q,
/m {6% dtaq;] I g,

Foi realizada uma integracao por partes no segundo termo da primeira linha. Assu-

t2

t1

mindo que configuragdes dos pontos extremos se anulam, isto €

5qr(t1) = 5qr(t2) = O, (35)
obtemos que
b2 oL d oL
A= - —= . .
) /t1 dt {aqr i Gq}} 0qy (3.6)

Como estamos lidando com variagdes d¢, arbitrarias, a condi¢ao imposta pelo principio
de Hamilton é que o integrando na equacao (3.6) se anule [14]. Obtemos, entdo, as equagdes de

Euler-Lagrange em sua versao mais conhecida:

d (0L oL
7 ( ) (3.7)

94, ) Oqg,

A tarefa, entdo, é encontrar um modo de se generalizar o formalismo de Lagrange
para um sistema com infinitos graus de liberdade. Isso € feito usando-se o principio de Hamilton
para esses sistemas, executando-se um procedimento parecido com o descrito nessa se¢ao e
obtendo-se equagdes do movimento similares as equagdes (3.7)), também chamadas de equagdes

de Euler-Lagrange.
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3.2 Formalismo lagrangiano para campos e teorema de Noether

Buscaremos, agora, um modo de generalizar as técnicas vistas na secao anterior
para o caso de campos. Um campo pode ser pensado como uma fun¢do continua do espago
tempo, isto &, ¢,(x,t) = [¢1(x), ¢2(),...], que possui infinitos graus de liberdade (omitire-
mos, entretanto, o indice r em ¢, (X, t), de modo a facilitar a notagdo. Voltaremos a utilizar
os indices quando for necessario). Substituimos, entdo, o conjunto de varidveis discretas g, (t)
pelas varidveis continuas ¢(x), definidas em cada ponto do espago-tempo e que constituem as
variaveis dinamicas da teoria [15]].

Portanto, as coordenadas x* do sistema ndo podem mais ser tratadas como coor-
denadas generalizadas, condicdo essa ocupada agora pelos proprios campos ¢. Isso € uma
consequéncia da transicdo de um meio discreto para um meio continuo, procedimento que €

executado em detalhes na referéncia [24].

3.2.1 Lagrangianas relativisticas

A funcdo lagrangiana deve satisfazer algumas restri¢des, de modo a descrever uma
teoria de campos relativistica. Em primeiro lugar, as equacoes do movimento derivadas dessa
lagrangiana devem ser invariantes de Lorentz, algo que é garantido pela invariancia da propria
lagrangiana [2]. Em sistemas clédssicos, a lagrangiana também deve ser real, algo que deriva do
fato de que nenhuma teoria com energias complexas foi encontrada até agora [2].

A lagrangiana agora é um funcional do campo e de suas derivadas. Ou seja:

L(t) = L[o(t, x), Vo(t,x), ¢(,x)] (3.8)

Podemos incorporar o gradiente e a derivada temporal juntos, usando a notacgao:

0,9(t,x) = {0y, Vo}, (3.9
onde
0 o o0 0 0
“T Qe {B:EO’ ozt dz?’ 83:3} (3.10)

¢ o operdador diferencial. Com isso, a lagrangiana pode agora ser escrita na forma L =
L(6, 9,9).

Em principio, a lagrangiana poderia depender também de derivadas superiores de ¢.
Entretanto, € desejado que as equagdes do movimento sejam, no maximo, de segunda ordem,
condi¢do que ¢ satisfeita pela com a dependécia em relagdo a J,¢. Além disso, desejam-se

que os campos sejam locais, significando que, para um ponto z* no espaco-tempo, a densidade
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lagrangiana dependa dos campos e de suas derivadas calculadas naquele ponto [15].

Por fim, a Lagrangiana deve ter a forma mais simples possivel. Isso deriva do fato
de que, dada uma equagdo do movimento, existe mais de uma forma da funcao lagrangiana que
¢ capaz de descrever esse sistema [2].

Em teoria de campos usa-se, em vez da lagrangiana, a densidade lagrangiana, de-
finida como a lagrangiana por unidade de volume, e representada por £ = L(¢,d,¢) [15]. A

acdo ¢ definida, em termos da densidade lagrangiana, como [15]:

S = /d4:c£ (3.11)

A tabela [l| sumariza as principais diferencas entre a formulag¢do lagrangiana para

campos e a formulacdo para a mecanica classica. Ela foi adpatada da referéncia [16].
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Tabela 1: Comparac¢do dos principios de acdo em mecanica cldssica e em teoria de campos

Propriedade Mecanica Teoria de Campos
Variavel independente t (t,x)

Variavel dependente q(t) o(t,x)

Defini¢do de agdo S = [dtL S = [d'zL
Forma da lagrangiana L= L(g,q) L=L(¢,0,0)
Dominio de integragdo t € (t1,t2) e Q)

Fronteira de integracao
Momento candnico

Forma geral da variacao

Forma de £

Condicao de fronteira para se
obter as equacdes do movi-

mento
Equacdes do movimento

Forma de 0.5 quando £ = 0

resulta no momento

Energia

dois pontos, t = t1, o

_ oL
p_aq

05

fttf dto, (péq)

0L

Elq] 2

" dtElglog +

— )

0q = 0 na fronteira

oL _ o _
dq p=
65 = (pdq)
E=ps—L

superficie tridimensional 0f2

oL

TH =

9(0ud)
58 = [,dzE[)op +
Jo d*z0, (7"60)
oL
S[Q] = a—¢ — auﬂ‘u

0¢ = 0 na fronteira

oL
L)
08 = [,q o (7"d0)

_ o
=10

TV = —[n'8,¢ — 61L]
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3.2.2 Equacoes de Euler-Lagrange para campos

As equagdes do movimento sdo encontradas fazendo-se uma variag¢do na agéo (3.11).

S = 5/d4x£ (3.12)
[ foc oL }
= [ x{ 56°" + B )

= /d4x{%5¢+ %ﬁﬂaﬁb(ad))}

Utilizou-se novamente o fato de que a derivada comuta com a variacdo. Agora,

fazendo uma integracdo por partes no segundo termo do integrando, obtemos:

[ foL_ (oL oc
5= [ d { 96" a“(a[am)w} 90,9

Admitindo contribui¢cdes nulas para os termos de fronteira, a variacao resultante €

B A 8_£ B oL
5= [ a x{ 86 aﬂ(@[@@]) }w G

O principio de Hamilton garante que as equagdes do movimento sio obtidas quando

(3.13)

Q

dada por:

a acao é estaciondria sobre a trajetéria real [3]. Em outras palavras, a variacao da acdo, dada pela
equacdo (3.14), deve ser nula. Como as variagdes d¢ sdo arbitrarias, temos que o termo entre
colchetes na equacgdo (3.14) devera se anular. Obtemos, entdo, as equagdes de Euler-Lagrange

para campos:

oL oL
a5~ <3[3u¢]> G

Desde que £ ndo depende de derivadas de ordem superior, os campos que satisfa-

zem essa equagdo sao, no maximo, de segunda ordem [[15]].

3.2.3 Simetrias e leis de conservacao

Uma simetria pode ser entendida como uma mudanga no espaco-tempo que deixa as
equacgdes do movimento invariantes [15]. Uma simetria pode ser interna ou externa. Simetrias
internas sdo mudancas no campo que nao envolvem coordenadas no espago-tempo, enquanto as
externas dependem das mudancas nas coordenadas [15].

O elo entre as simetrias de um sistema e suas quantidades conservadas € descrito
pelo teorema de Noether, enunciado pela primeira vez em um artigo de 1918 escrito pela ma-

tematica alema Emmy Noether [23]]:
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Teorema de Noether: Cada transformacdo de simetria continua em um sistema
conduz a uma lei de conservagdo [135]].
Para a prova desse teorema, consideramos uma variacao infinitesimal nas coorde-

nadas e nos campos, dada por:

T, =, +0x, (3.16)

I

¢'(") = ¢(z) + 09(x), 3.17)

com correspondente variacdo na densidade lagrangiana

L'(z') = L(x) + dL(x), (3.18)

onde L£(z') = L(¢'(z'), 9,0 (' )) € a densidade lagrangiana obtida com a mudanga nas coor-

denadas e campos. Definindo:

0p(x) = ¢'(x) — ¢(x) (3.19)

como uma mudanca somente no campo, mantendo fixas as coordenadas, temos:

0p(z) = ¢'(z) = ¢'(a') + ¢(a') — p() (3.20)
= d¢(z) — (¢'(2') — ¢/(2))
= 0¢(x) — 0"/ (x)oxy
= 0¢(x) — 9"¢(x)ox)

Voltando agora as atengdes para a acdo, vemos que mundangas no espago-tempo

conduzem a uma variagdo dada por:

58 = / /d4x’[,’(x’)— /Q d*zL(x) (3.21)
_ / da5L(a) + / L) /Q L (x)

E essencial agora encontrar como se transforma o elemento de volume em quatro

dimensoes, considerando aproximacoes de primeira ordem. Ele € dado pelo jacobiano
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de = B (3.22)

) 0
I Zo Zo

ox i
6z, 001

0
1+

851'3

1
+ 85(73

0oz,

=1
+8xu’

onde foi utilizada a aproximagdo de primeira ordem para as derivadas, oriunda da equacgdo
(13.16):

oMoz, = o*, + oMoz, (3.23)

Com isso, a equacgdo (3.21)) tomara forma:

S = /d4$6£(x)+/d4x5£(x)(3u5x“ (3.24)
Q

Q

= /d4x(5£(1‘)+8ﬂ£(:€)5$“) +/d4£(:c)8u5:c“

_ /Q <5£(x)+8(£($)5$”)) Q

Lembrando que 0£(x) representa uma variagdo total na lagrangiana, que depende

do campo e de suas derivadas. Essa variacdo € dada por:

L(0().0,0(0) = S bole) +

= [A500) - o (250 Vs

(25 Yoty + S0 o0 )

[P (25 s+ o [ 2 )

5(0"0) (3.25)

Temos agora tudo o que € necessario. O principio de Hamilton pode ser usado para
garantir que o integrando na equacgdo (3.24) se anule, desde que o intervalo de integracdo {2

¢ arbitrario [15]. Substituindo o resultado obtido em (3.25) na equacdo (3.24), vemos que o
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integrando se transforma em:

[ﬁa(:;) - (gé%ﬂ 0¢(z) + 0" {gé,(:b)) 5 () + ng“} =0 (3.26)

Admitindo que o campo ¢ obedece a equacdo do movimento, vemos que o termo
a esquerda dessa expressdo se anula. Resta, entdo, o segundo termo. Usando 6¢(x) = §¢ —

0" pdx,, a expressao se torna

o+ {g@% (8¢ — 0" ¢ox,) + &W} = 0. (3.27)
Chamando
_ L) OL(z) 09 .
J, = 907) do(z) — <8(3l‘¢) proie nw,ﬁ) ox (3.28)

de corrente associada a transformacao, chegamos a uma equacao da forma

0", =0, (3.29)

que, em notacao usual, se torna, com J, = (p, j):

dp
TV I=0. (3.30)

Essa € idéntica a expressdo da equagdo da continuidade no eletromagnetismo. Sa-

bemos que a equagdo da continuidade estd associada a uma lei de conservacao [17]]. Integrando

a equacdo (3.30):

0 = / dP*xotJ, = / d*xd° Jy + / d*xd'J; (3.31)
Q Q Q
d
= — dSJO(:c)+/d3(V-j)
d

i 0(x)+7é9 o]

Foi usado o teorema de Stokes no dltimo passo, de modo a transformar a integral
de volume em uma intregal de superficie. Admitindo, entdo, que os campos caem a zero na

fronteira de integracdo, o segundo termo se anulard. A quantidade

Q= / d*zJy (3.32)
Q

¢ definida como a carga conservada associada a transformacdo de simetria do sistema. Isso
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conclui a demonstracdo do teorema. Vemos o quanto esse resultado é poderoso. Nenhum tipo
de simetria particular foi especificado em sua demonstragdo, o que garante a total generalidade
do teorema de Noether. Portanto, associada a qualquer invariancia em um sistema por um tipo
particular de transformacdo continua, haverd alguma quantidade conservada [3]].

O teorema de Noether ndo € aplicavel somente a sistemas continuos. O teorema
equivalente para sistema mecanicos ndo serd abordado nesse trabalho. Simetrias em sistemas
mecanicos sao tratadas em detalhes na referéncia [3].

Vejamos, agora, como obter quantidades conservadas a partir de dois tipos particula-
res de transformagdes, ja definidas na se¢éo[2.3} translagdes no espago-tempo e transformagdes

de Lorentz.
3.3 Simetrias basicas do espago-tempo

e Invaridncia sob translacdes

A invariancia sob translacdes segue da homogeneidade do espaco-tempo [15)]. Ela
ja foi definida na equacao (2.40):

ot = gt 4 et (3.33)

Os campos ndo sao alterados sob esse tipo de transformagdo, de modo que sua
variacdo local se anula, 6¢ = 0 [15]. Consequentemente, a corrente de Noether, denominada

aqui de tensor energia-momento, tomara a forma [[135]:

oL
@MV = Wﬁyqb — nuuﬁ (334)

A equacdo da continuidade associada a essa simetria se torna

9"0,, = 0 (3.35)

e as quantidades conservadas sdo obtidas através da equagio (3.32)), fazendo-se v = (0, 1,2, 3):

P’ = / P JY (x), (3.36)

onde a quantidade P” € identificada como o quadrivetor momento energia, definido pela equagao

(2.32). Para v = 0, a corrente em (3.34) se torna

oL
Joo = Waocﬁ — L, (3.37)

Obtemos, entdo, a conservac¢ao da energia associada ao campo. Da mesma forma,

tomando os componentes espaciais da corrente (3.34), obtemos a conservacdao do 3-momento.
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Expressamos essa lei de conservagdo em notacao de quadrivetores:

P” = (E,p) = constante (3.38)
e Invaridncia sob transformacodes de Lorentz

A 1isotropia do espago-tempo implica na invariancia da acdo sob transformacdes
de Lorentz [15]. Na mecanica clédssica, a invaridncia de um sistema sob rotacdes resulta na
conservacao do momento angular [10]. Analogamente, espera-se que uma invariancia sob
transformacoes de Lorentz resulte na conservacdo de um momento angular associado aos cam-
pos. Vejamos como obter essa quantidade.

Considere uma transformacao de Lorentz infinitesimal:

=t 4+ S, (3.39)

onde a quantidade dw"” € antissimétrica, em acordo com os resultados obtidos na se¢do 0)
campo transformado dependerd linearmente dos angulos de rotagdo e dos valores de ¢(z), de

acordo com o ansatz (retomando aqui a representacao dos indices ) [[15]]:

¢.(2') = ¢p(x) + %&uuy([ M), s () (3.40)

As quantidades " sdo os geradores infinitesimais das transformagoes de Lorentz,
sendo ("), a representagdo matricial do gerador infinitesimal [15]. Os geradores podem ser
escolhidos como sendo antissimétricos em relagdo aos indices (u, ), possuindo, portanto, seis
quantidades independentes, com trés delas representando rotagdes espaciais e as trés remanes-
centes reprensentando boosts. Uma discuss@o detalhada a respeito do grupo de Lorentz e seus
geradores € encontrada em [2] e [18].

Inserindo as transformagdes e na equagéo (3.28)), obtemos a corrente
conservada

oL 1

Ju(x) = W§5wy,\(1w‘)m¢s(m) — 0,,0w Ty, (3.41)

sendo ©,,, o tensor momento-energia identificado na equacdo (3.34). A antissimetria de dw"”

permite escrever o ultimo termo como:

1
@W&u”’\x)\ = §5w”’\(®wx,\ — O,n7,) (3.42)

Com isso, a corrente conservada se torna:

Ju(x) = %m”MW(x) (3.43)
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Onde a quantidade M, € dada por:

oL
M;w/\(x) - Gukxu - @/ﬂ/xA + W(Iuk)rsgbs(x) (344)

A carga conservada € encontrada realizando uma integracao com respeito as coor-

denadas espaciais, de acordo com a equag@o (3.32):

M, = / >z Mo, (3.45)
1%
oL

= /Vd?’x |:@0)\xu — Oy + W(IVA)M%(SC)

A quantidade M, € identificada como o tensor momento angular associado ao
campo. Tomando as componentes espaciais de M,,,, vemos que o tensor dado em (3.45) pode
ser separado em duas partes: a primeira conterd o momento angular orbital, L,,, associado ao
campo, enquanto a segunda parte, S,,;, que contém os geradores (I, ),s e, portanto, dependera
das propriedades de transformacdes intrinsecas aos campos ¢,, serd identificada como o mo-
mento angular de spin, sendo muito diferente para os campos escalares, spinoriais e vetoriais,

dentre outros [15]]. Isso fica mais evidente quando escrito na forma:

My = Ly 4 S (3.46)
onde
Ly = /V d*z (O, — o) (3.47)
= | P (e )
€
Su = /V d%%umms(@ (3.48)

Além de descrever o momento angular, quando se mixa os componentes espaci-
ais e temporais, o tensor momento angular M, resulta em trés propriedades adicionais de
conservacao, relacionadas ao conceito relativistico de centro de massa [15]. Uma discussdo a
respeito dessa propriedade pode ser encontrada em [19].

Como rotagdes espaciais devem estar embutidas nas transformagdes de Lorentz,
devemos obter, também, uma lei de conservagdo para o momento angular tridimensional, L [2].

Isso pode ser feito utilizando as trés componentes independentes da parte espacial e realizando a
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contragdo dos indices m e [ com o tensor de Levi-Civitta em trés dimensdes, segundo a relacao:

My = e J” (3.49)

Isso resulta em trés componentes cartesianos:

L' = My, L? = Mz, L’ = My, (3.50)

que podem ser escritos em notacdo mais concisa:

1
Jm = §em"anl (3.51)

Agora, nosso trabalho ja estd pronto. Os resultados obtidos nesse capitulo sao de
grande generalidade, podendo ser aplicados a uma enorme gama de campos. Em particular, as
equacgoes de campo de Einstein, que descrevem o movimento de corpos em campos gravitacio-
nais,

1

R/u/ - §guu = 87rl-ruua (352)

podem ser obtidas a partir dos principios variacionais descritos nesse capitulo, a partir da acdao

S = / V—gRd*z (3.53)

onde R € o tensor de Ricci, definido, por exemplo, na referéncia [22]]. Todo o procedimento €
descrito em detalhes na referéncia anterior. Entretanto, aplicaremos essas técnicas somente ao
caso do campo cléssico mais estudado, o campo eletromagnético, na proxima secao, e obtere-

mos as quantidades conservadas sob os dois tipos de simetria descritos aqui.
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4 CAMPOS ELETROMAGNETICOS E LEIS DE CONSERVACAO

Os fendmenos eletromagnéticos no vacuo podem ser descritos pelos campos elétrico
e magnético, E(x,t) e B(x, t). Eles satisfazem as bem-conhecidas equagdes de Maxwell. Em
notacgdo tridimensional e utilizando-se o sistema de Heaviside-Lorentz e usando ¢ = 1, elas sdo

expressas por [20]:

B

V-B=0, VXE—I—%—tZO 4.1)
OE

V-E=p, VXB+_8t =j

Aqui, p é a densidade de carga e j € o vetor densidade de corrente usuais. Assim
como o campo elétrico pode ser descrito em termos do potencial eletrostitico, ¢, o campo
magnético pode ser descrito em termos do potencial vetor magnético, A, definido de tal forma
que B =V x A [[17], de modo que o campo elétrico satisfara :

0A

E=—— V¢ (4.2)

Sabemos que as equagdes de Maxwell sdo relativisticamente covariantes [4]. En-
tretanto, isso ndo fica evidente quando elas sdo representadas da forma que estdo em (&.1).
Buscaremos formular esse conjunto de equagdes em uma notagdo que torne a covariancia o

mais claro possivel.

4.1 Formulacao covariante do eletromagnetismo

A maneira de expressar qualquer teoria em termos de equacdes que a deixem mani-
festantemente covariante € formular suas equagdes em linguagem tensorial. Vejamos como isso
se aplica ao caso do eletromagnetismo.

O quadrivetor potencial eletromagnético ja foi introduzido na equacdo (2.34). In-

troduzimos agora o tensor de campo eletromagnético:

0 —E' —E* —E®

L | Bt 0 B B
FH = 4.3)

E2 B* 0 -B

E3 —B> B' 0

Ele se transforma como um tensor antissimétrico de segunda ordem, F* — A# AV 5 P
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[20]. Seus componentes sdo:

F% = _—F° 4.4)

Em termos do quadrivetor potencial, o tensor de campo pode ser representado como
[20]:

Fr = ghAY — 9 AF (4.5)

onde fica clara a sua antissimetria. Com isso, as equagdes homogéneas sdo automaticamente

satisfeitas:
F% = —F=0°4"—9'A° (4.6)
OA
E = =—
= 5 + Vo
c
F9 = —el"BF =941 — Y A’ 4.7)

que conduz a equacdo B =V x A.

As equagOes inomogéneas estdo contidas na equagao covariante:

0, F" = J¥ (4.8)

com J" = (p,j). Para v = 0, recuperamos a equacdo V - E = p, e para v = 1, chegamos a

O F™ 4 0, F?' 4+ 05 F3 = 4! (4.9)
oE'oB®  oB* |
ot Oz, Ozs 7

ou seja, o componente 1 da dltima equacdo de Maxwell em (4.T).
Finalizamos, entdo, a formulag¢do covariante das equagdes de Maxwell ﬂ O poten-

cial vetor A* € empregado como variavel dinamica dos campos eletromagnéticos [[15]]. Substituindo-

!Combinando as equagdes (#.3) e {.6), podemos obter uma expressio que ndo faz referéncia explicita ao
potencial A*, que é ttil em alguns casos [20]:

ONFHY L GV L Y MM = () (4.10)
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se a equagdo (4.5)) na equagdo (@.8)), chega-se diretamente a equagdo de onda,

OA” — 8 (9,A") = J7, (4.11)

onde o operador [ = 9,0" é conhecido como operador D’alembertiano. Tomando-se a qua-
dridivergéncia de (@.11)), chegamos a equacio da continuidade, que implica na conservacdo da

corrente eletromagnética:

O J" =0 (4.12)

7z

O potencial vetor A*(x,t) ndo €, entretanto, unicamente determinado [17]. A

transformacao

At (z) = A*(z) + 0" A(x), (4.13)

onde A(x) é uma funcdo escalar arbitraria, preserva a equagio de onda (.11)) e ndo modifica
os valores dos tensores de campo. Essa transformacdo € conhecida como transformacdo de
gauge local (ou transformagdo de calibre). A propriedade de invaridncia de gauge conduz a
complicagdes no estudo das quantidades conservadas no campo eletromagnético, como veremos
na se¢do [4.3] Para se encontrar quantidades desejadas, faz-se o potencial ficar sujeito a uma
determinada condi¢do de gauge, isto €, ’fixa-se o gauge”, de modo que o calibre € escolhido
de tal forma a satisfazer as condi¢Ges impostas no problema. Invaridncia de Gauge nao sera
tratada em detalhes aqui, mas enfatizamos a conexdo entre invariancia de gauge e conservagao

da corrente [15]].
4.2 Lagrangiana de um campo de Maxwell

A densidade lagrangiana para um campo vetorial nao-massivo E] pode ser escrita na
forma:

Lo= (- iFWFW — J,A") (4.14)

Isso pode ser deduzido a partir dos principios basicos estabelecidos até aqui. Para
comecar, a densidade lagrangiana £ € um escalar de Lorentz que deve ser construida a partir do

quadrivetor potencial A" e de suas derivadas. Ela deve consistir de termos de segunda ordem,

2Campos vetoriais massivos sio descritos pela lagrangiana de Proca [13], quando é adicionado um termo de
massa a lagrangiana em (@.19). Entretanto, ndo abordaremos campos vetoriais massivos nesse trabalho.
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desde que a equacgao de campo para A* deve ser linear [15]]. Partiremos do ansatz geral:

L = a(9,A")? + B(0,A") (0" A,) + v(0,A") (0, A") + 60, A" + €], A" (4.15)

A interacdo com a corrente pode ser determinada da equagdo de campo (.11)). O
campo A" deve satisfazer a equacdo de Euler-Lagrange:
oL oL

oA ;) N —0 (4.16)

Usando-se o ansatz dado na equagdo (4.15), o cdlculo das derivadas necessarias é

imediato. Inserindo os resultados na equacéo (4.16)), chegamos a:

A" + %ej“ = 0"[an",(0,A%) + BO, A" + yO" A, ] @.17)
= (a+~)0"(0,A%) + pOA*

E requerido que isso concorde com a equagdo de campo @.11), o que ¢ satisfeito
parad = 0, § = %6, a+y = —%e. Resta entdo determinar o valor do fator . Deduz-se
que € = —1 a partir do conhecimento de que a energia potencial de uma carga ¢ sujeita a um
potencial Ay deva ser V' = ¢A,, entrando na lagrangiana com um sinal negativo [[15]. A partir

disso, a expressao geral para a lagrangiana se torna:

1

1
L= a(d,A")” - S OuA) (@A) + (5 = )0, A7) (9, A7) = T, A" (418)
Comparando-se com a expressao
Lo= (- iFWF’“’ — J,AM), (4.19)

vemos que a lagrangiana dada em (#.18) difere de £, por um fator
a[(0,A")(9,A") — (0,47)(0,A")],

onde o € um paramentro arbitrario. Entrentanto, esse termo € um termo de fronteira, e portanto
nao contribui para a agdo do campo [15]. Portato, o parametro o pode ser escolhido como sendo

nulo, de modo a se obter a lagrangiana mais simples possivel para o campo de Maxwell.
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4.3 Quantidades conservadas

Do estudo do eletromagnetismo cldssico, sabemos que a densidade de energia ar-
mazenada em um campo eletromagnético é, em unidades do sistema internacional, dada por
[17]:

1 1
Uem = — (60E2 + —B2) (4.20)
2 Ho

A densidade de momento € dada por [17]

P = poeoS, (4.21)

onde a quantidade S é o vetor de Poynting, identificado como:

(E x B) (4.22)

Essas quantidades estdo associadas as leis de conservac¢do para o campo eletro-
magnético, como, por exemplo, € estabelecido no teorema de Poynting [[17]. Vejamos como elas

aparecem naturalmente como consequéncia das simetrias da a¢do do campo eletromagnético

sob as transformagdes (2.40) e (2.41).

A agdo para o campo eletromagnético interagindo com uma fonte de cargas J,,(x)

€ obtida utilizando-se a densidade lagrangiana dada na equacao (4.19):

S = / ‘'L (4.23)

1
- / d%:( = 7 Fw " - J”A“>

Aqui, € requerido que a corrente satisfaca a equacdo da continuidade, 0*J,, = 0, de

modo que a acdo seja invariante sob transformacoes de gauge [15]:

A" = T (A" 4 OA) (4.24)
= JA" £ M(J,A) — A0 T,)

= J,A" 4 termo de superficie

Garantida a invariancia da ac¢do, podemos agora partir para a obten¢do das quanti-

dades conservadas. O tensor momento-energia candnico € obtido substituindo-se a densidade
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lagrangiana na equagio (3.34)), de modo a se obter:

oL
= YA, — M 4.2
) 0,4 )8 "L (4.25)
Isso pode ser escrito como:
1
O = g E g FP — Fr¥ Ay 4+t J, A° (4.26)

4

que € obtida utilizando-se a identidade, demonstrada na referéncia [[13]]:

O(FasF?)
0(0,4,)

A corrente J, € tratada como uma fonte externa ao campo, de modo que a in-

= 4[He (4.27)

variancia do sistema sob translagdes é quebrada [15]. Isso significa que um termo extra para a
equacgao da continuidade para as densidades de energia e momento deve ser adicionado. Por-
tanto, a conservagdo da energia e do momento € garantida somente na auséncia de corrente,
J,=0.

Vejamos isso com mais detalhes. Tomando-se a quadridivergéncia do tensor energia-

momento:

+(0"J, )A" + J,0" A°
= —%a (0aAp + 05A0)FP + (8" Ay) A°
= (0"J,)A°

Foi usada a antissimetria do tensor F'*” no dltimo passo. Pontanto, a conservacio
da energia (v = 0) é violada no caso de a corrente .J, depender do tempo. Da mesma forma
que a conservagdo do momento (v = 1,2, 3) , visto que J,(X, ) tem um gradiente espacial. A
violacdo da conservacdo da energia e do momento nada mais € do que uma consequéncia da
escolha de tratar a corrente como uma fun¢@o dada. A corrente deve ser tratada como originéria
da interacdo com outros campos, de modo que um termo de interagdo € incluso na lagrangiana,
alterando a forma do tensor energia-momento. Isso resulta em uma equacdo da continuidade
para o tensor momento-energia, de forma a garantir a existéncia da lei de conservacdo. Isso é
tratado em detalhes na referéncia [[15], onde € feito o acoplamento do campo eletromagnético
com o campo de Dirac.

O tensor energia-momento introduzido na equacio (4.25]) € ndo-simétrico e ndo é

invariante sob transformacodes de gauge:
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@’/W _ @MV o FpaauaUA + anJUaUA (429)
= O = O, (FMO"N =™ J7A) + (9, ") A — 0 (9,J7)A
= O™ — 0,(F" "N — " J7A) — JHO"A

onde foi usada, no segundo passo, a regra do produto para inverter a ordem das derivadas, e no
tltimo passo foi usada as equagdes do movimento (#.8) e da continuidade (3.30).

Portanto, ©"” ndo é gauge invariante, mesmo na auséncia de correntes externas
(nesse caso, entretanto, a transformacgdo de gauge conduz apenas a uma divergéncia, que sob
integragcdo produz um termo de superficie, que ndo contribui para os momentos e energias totais
do campo). E permitido, entretanto, adicionar ao tensor energia-momento a divergéncia de um
tensor arbitrario de terceira ordem, x?*”, antissimétrico em relagdo aos dois primeiros indices,

e que ndo altera as quantidades conservadas [135]:

P’ = / d*rO" = / &Pz (0% + 0,x™™) (4.30)
= P+ / d®*x0y X" + termo de superficie = P”

Podemos usar esse fato para construir um tensor energia-momento “fisico”’que, na
auséncia de fontes, € simétrico e invariante de gauge. Para isso, adiciona-se ao tensor energia-

momento candnico a divergéncia de um termo antissimétrico, de modo a cancelar o segundo
termo na equagao (4.29)) [15]]:

TH = @M 4 9, (FHAY) 4.31)

1
= 1 EaE o YR 4 I AT = JEA

No tltimo passo, foram usadas as equagdes de Maxwell. Na auséncia de fontes,
a simetria e a invariancia de gauge de 7" sao evidentes, visto que o tensor depende apenas
de F'*”. Podemos pensar, novamente, na aparente violagdo da conservacdo da energia e do
momento como decorrente do fato de que a corrente J,,(X, t) € origindria da presenca de campos
externos, que contribuirdo para o tensor energia-momento dado em (4.31)) [15].

As densidades de energia e momento sdo obtidas explicitamente da equacédo (4.31))

através de:

e Densidade de energia
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1
w = T% = 7 Fas FP L PR 4 J,A7 — JOA° (4.32)
1
= §(B2+E2) -J-A

e Densidade de momento (vetor de Poynting)

pk — T(]k — FOoFak - JOAk (433)
p = ExB-JA

que, desconsiderando as intera¢cdes com outros campos, se reduzem a energia do campo eletro-
magnético e ao vetor de Poynting, definidos nas equacdes (4.20) e (4.21). Essas quantidades
surgem, portanto, das correntes de Noether associadas a simetria de translagdo do campo ele-

tromagnético.
4.4 Tensor momento angular

A densidade de momento angular de spin, para o campo eletromagnético, ¢ dada,
em unidades SI, por [21]:
E xA

Ls in — 434
P dme (4.34)

Onde E e A sao os 3-vetores campo elétrico e o potencial vetor eletromagnético.
Vejamos como essa grandeza surge do tensor momento angular definido pela equacao (3.45).

Dada uma transformacao de Lorentz inifinitesimal,

o =t + s x,, (4.35)

onde a quantidade dw"” € antissimétrica. De acordo com (2.45)), o teorema de Noether permite
encontrar o momento angular associado ao campo A, (x), e que € invariante sob a transformagado
(4.33). Para isso, admitamos uma forma geral para a transformagdo de um campo de muiltiplas

componentes:

A (') = AM(x) + %5@)&5 (1°P)" A, () (4.36)

Os geradores do grupo de Lorentz devem ser determinados pelas propriedades do

grupo de transformagdes. Como o campo A, (x) é um quadrivetor, ele deve se transformar da
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mesma maneira que as coordenadas na equagdo (4.33). Segue:

At(2") = A (x) + dw' A, (2) (4.37)
Das relacdes (4.36) e e utilizando a métrica para abaixar os indices em dw"”,
chegamos a:
1 af\ KV ap, Bv
dWap 3 (] ) -7 =0 (4.38)

Podemos escolher os geradores como sendo antissimétricos, de modo que a equacao

(4.38) resultara em [[15]:

(1°)" = pom — o (4.39)

Agora, substituimos esse resultado na definicao de tensor momento angular, dado
na equagao (3.44)), de modo a se obter:

oL
9(9,A%)
— @,u/\xu o @,uux)\ . Fug(nuan)\f . nm‘n)\o')AT

— @quV o @/u/x)\ + (F,u)\AV . F;U/A)\)

Mul/)\ _ (__)/L)\xV o @MVQ?)\ + ([VA)OTAT (440)

O primeiro termo estd associado a0 momento angular orbital do campo. O termo
entre parénteses € o spin do campo eletromagnético. Fazendo p = 0, tomando as componentes

espaciais de v e \ e introduzindo isso na equacgdo (3.48)), vemos que a quantidade

Snl — /de(FOlAn o FOnAl) (441)

é a carga conservada associada a transformagdo (4.33). Em notagdo vetorial, o spin do campo

eletromagnético se torna

S:/fxExA (4.42)
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5 CONCLUSAO

A formulacdo lagrangiana é de grande importancia para a descri¢do de campos re-
lativisticos. Sobretudo, ela permite evidenciar as simetrias de um sistema sob determinado tipo
de transformacdo com bastante facilidade. A lagrangiana que descreve um campo relativistico
deve obedecer determinadas condi¢des, de modo a descrever uma teoria coerente. As varidveis
dindmicas de uma teoria cldssica de campos sdo os campos e as suas derivadas, e as equacdes
que descrevem a evolugdo dos campos no espaco-tempo sdo as equagdes de Euler-Lagrange.

Uma simetria é uma transformacdo que deixa o campo invariante, € o teorema
de Noether garante que a toda transformacdo de simetria continua estd associada uma lei de
conservacdao. O campo eletromagnético € um campo vetorial relativistico descrito a partir
do quadrivetor potencial, e os tensores energia-momento € tensor momento angular surgem
como correntes de Noether a partir das transformagdes de translacdo no espaco-tempo e de
transformacodes de Lorentz, resultando em grandezas conhecidas a partir do estudo padriao do

eletromagnetismo.
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APENDICE A - UNIDADES NATURAIS

Em teorias de campos, € muito utilizado um sistema de unidades conhecido como
natural. Nesse sistema, as constantes fundamentais c, h e k, respectivamente a velocidade da
luz no vacuo, constante de Planck e constante de Boltzmann, sao tratadas como adimensionais

e iguais a unidade. Ou seja ¢ = h = k = 1. Isso torna possivel escrever, por exemplo:

[energia] = [massa] = [comprimento '] = [tempo ] (A.1)

A acdo, que é uma integral da lagrangiana (que tem unidade de energia) com res-

peito ao tempo, € entdo uma grandeza adimensional.

[S] = [E][T] =1 (A.2)

Com isso, as unidades da densidade lagrangiana e do elemento de volume em quatro

dimensdes se tornam, respectivamente:

(L] = M* (A.3)

[diz]) = M~ (A.4)
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