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RESUMO

O processo de difusdo é amplamente abordado em sistemas fisicos onde ocorre transporte de
matéria em um meio. Em meios homogéneos, onde ndo ha barreiras, a difusdo € caracterizada
como normal, pois as particulas tem um deslocamento quadratico médio que cresce linearmente
com o tempo. Porém, em meios criticamente desordenados, quando as particulas estdo presas
dentro de um regido com contornos fractais, a relacio do deslocamento quadritico médio da
particula deixa de ser linear com o tempo, caracterizando o processo de difusdo andmala. Di-
versos exemplos de meios desordenados podem ser encontrados na natureza e, por conta disso, 0
estudo do processo de difusdo andmala tem grande aplicabilidade. Existem modelos estatisticos
capazes de simular tanto o processo de difusdo de particulas quanto a geometria de meio desor-
denado, gerando um objeto fractal. Neste trabalho utilizamos o modelo de percolagdo de modo
a obter um fractal, que representa um meio criticamente desordenado, e utilizamos o modelo de
random walk para simular o movimento aleatério de particulas que se difundem através deste
meio. Assim, determinamos a correlacdo entre a geometria do sistema e o processo dindmico
de difusdo, caracterizada pelos expoentes dinamicos d,,, que representa a dimensao fractal do
trajetoria da particula, e fi, que representa a condutividade do meio. Obtivemos também a di-
mensdo espectral do sistema, dg, em um valor préoximo ao previsto através da conjectura de
Alexander-Orbach.

Palavras-chave: Sistemas Desordenados. Random Walk. Percolacgao.



ABSTRACT

The diffusion process is widely approached in physical systems where matter transport takes
place in a medium. In homogeneous media, where there are no barriers, the diffusion is cha-
racterized as normal, because the particles have a mean square displacement that grows linearly
with time. However, in critically disordered media, when the particles are trapped within a re-
gion with fractal contours, the relation of the mean square displacement of the particle ceases
to be linear with time, characterizing the process of anomalous diffusion. Several examples of
disordered media can be found in nature and, because of this, the study of the anomalous diffu-
sion process has great applicability. There are statistical models capable of simulating both the
process of diffusion of particles and the geometry of disordered medium, generating a fractal
object. In this work we use the percolation model to obtain a fractal, which represents a criti-
cally disordered media, and we use the random walk model to simulate the random motion of
particles that diffuse through this medium. Thus, we determine the correlation between the sys-
tem geometry and the dynamic diffusion process, characterized by the dynamic exponents d,,,
which represents the fractal dimension of the trajectory of the particle, and /i, which represents
the conductivity of the medium. We also obtained the spectral dimension of the system, d, in a
value close to that predicted through the Alexander-Orbach conjecture.

Keywords: Desordered Systems. Random Walk. Percolation.
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1 INTRODUCAO

Se uma gota de tinta € colocada em uma superficie de 4gua em um copo, por exem-
plo, veremos que inicialmente a tinta se encontra concentrada no seu ponto de origem e, com
o passar do tempo, ela se espalha fazendo com que toda a quantidade de dgua do copo es-
teja uniformemente colorida. Esse € um exemplo classico de difusdo, fendbmeno caracterizado
pelo transporte de matéria de um ponto a outro do espaco devido ao movimento aleatério de
atomos ou moléculas, onde as particulas de um soluto sdo transportadas em um solvente devido
a presencga de um gradiente de concentracao.

Macroscopicamente, esse movimento se da na direcdo contraria ao gradiente concen-

tracdo, esse comportamento é mostrado através da primeira lei de Fick,

J=-DVp,

onde J representa o fluxo de difusdo, D é chamado de constante de difusdo e V indica o gradi-
ente da concentracdo p. Assumindo a equagdo da continuidade, dada por,
dp

L 4v.3=0
5 TV ,

e combinando as equacdes acima, obtemos a segunda lei de Fick, também conhecida como
equacao de difusio,
dp

—= = DV?p.
o = PV

O evento macroscopico de difusdo, por outro lado, pode ser descrito miscroscopica-
mente por um processo estatistico. Se, durante a difusdo de uma gota de tinta em um copo com
agua, como no exemplo citado, pudéssemos analisar o movimento individual de uma particula
da tinta, veriamos que as colisdes entre ela e as moléculas de d4gua fazem com que as dire¢des do
seu movimento sejam aleatérias. Uma das maneiras de descrever esse movimento se da através
do modelo de random walk.

O random walk € um modelo utilizado na descri¢do de um grande numero de sis-
temas desordenados cujo as varidveis sdo aleatorias e apresentam uma evolucao temporal. Par-
tindo de um modelo inicial bastante simples, como o caso de um movimento aleatério unidi-
mensional, podem ser feitas diversas variacdes de modo a deixar o modelo mais geral. Por
conta dessas variagdes, o random walk é, sem duvidas, um dos modelos matematicos com
maior nimero de aplicagdes, sendo utilizado na modelagem de sistemas fisicos [3]], biologicos

[4]], econdmicos [5] e em diversas outras areas do conhecimento [6} [7].
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Pode-se mostrar que um conjunto de particulas executando um movimento aleatério
segundo o modelo de random walk descreve, no limite de espaco e tempo continuos, um
processo macroscopico de difusdo. Para um processo de difusdo normal, o deslocamento

quadratico médio desse conjunto de particulas obedece a equacao

(r?) ~t,

onde 7 € a posicdo de uma particula em um sistema de coordenadas e ¢ € o tempo. A média, ( ),
¢ calculada sobre os valores de 7 de varias particulas.

Esse resultado € obtido através do modelo de random walk e em grande parte de suas
variacoes. Uma exce¢do € uma variacao do random walk chamada Voo de Lévy. Nesse modelo,
o comprimento dos passos das particulas tem um valor aleatério dado por uma distribui¢do na
forma de lei de poténcia, fazendo com que a relacdo do deslocamento quadratico médio com o
tempo deixe de ser linear, caracterizando o fendmeno de difusdo andmala.

Além do modelo de Voo de Lévy, a difusdo em meios desordenados, como fractais,
¢ também andmala e, devido a grande presenga de objetos fractais na natureza, o seu estudo é
de grande interesse cientifico, sendo utilizado na modelagem de diversos sistemas fisicos [2].

Pierre Gilles de Gennes foi o primeiro a estudar o processo de difusdo em clusters
de percolacao, criando o termo “formigas no labirinto”’para descrevé-lo. Esse modelo pode ser
aplicado também no estudo da difusdo de particulas através de um fluido em um meio poroso,
por exemplo [8]. Neste trabalho, utilizamos o modelo de percolagdo para gerar um objeto fractal

e analisar como particulas se difundem em um meio limitado pelo contorno desse fractal.
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2 O MODELO DE RANDOM WALK

2.1 Modelo Unidimensional

O modelo de random walk pode ser descrito, de uma maneira bastante simples,
como o movimento aleatério de uma particula em uma dimensdo onde a cada passo de tempo
a direcao desse movimento € escolhida com probabilidade u para a direitae w = 1 — u para a

esquerda, como mostrado na Figura 1.

w u

-2 £ o 4 2t

20 A

15 4

10

—10 4

—-15 4

t
(b)

Figura 1: (a) Representacdo esquematica de um random walk unidimensional.(b) Trajetérias
de 5 particulas executando um random walk ndo-tendencioso (u = w = 1/2) ap6s 100 passos.

Como mostrado no Apéndice A, a probabilidade de, apés N passos, observarmos

N para a direita € dada pela distribui¢ao binomial

Pn(N,) = (j\\;l)uleN—Nl. (2.1

Assim, podemos calcular o valor médio de V|, como

(Ny) = uﬁ [(u + v)N] = Nu, (2.2)
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e de forma semelhante, o nimero médio de passos para a esquerda € dado por

Podemos usar novamente a operagdo (u 0/0u) para obtermos o valor médio de N2 e N2,

N

(u+w)N| =uN +u*N(N — 1),

(2.3)

(u+w)N| =wN +w?N(N —1).

Dessa forma, podemos calcular o deslocamento médio da particula. Para isso, de-
finimos o deslocamento efetivo da particula como m = N; — N,. Assim, apés N passos, a
particula se encontra na posi¢do x = ml, onde | é o comprimento de cada passo. Portanto, o

deslocamento médio da particula € dado por

(x) = (m)l = ((N1) = (N2))l = Nl(u — w). 24

Logo, para um movimento ndo-tendencioso (u = w = 1/2), temos

(z) = 0. (2.5)

Esse resultado mostra que, em média, as particulas tendem a se mover em torno do
seu ponto de origem. Porém, visando compreender como essas particulas se movem a medida
em que o niimero de passos aumenta, podemos obter o deslocamento quadrético médio (x?), de

modo que
(@) = (m*)I? = ((N1?) + (N2®) = 2(N1 o)) %,
Usando as equagdes 2.3 e assumindo v = w = 1/2, é facil mostrar que
(z?) = NI2. (2.6)
Supondo que cada passo ocorra em um tempo constante 7, o tempo total de movi-
mento €t = N7. Assim,

(x*) = 2Dt, (2.7)

onde D = [?/27 é conhecido como constante de difusdo.
Desse modo, o deslocamento quadratico médio das particulas apresentam um com-

portamento linear com o tempo, como mostrado na Figura 2.
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Figura 2: Comportamento do deslocamento quadratico médio com o tempo para passos de
tamanho [ = 1 ocorrendo em um tempo também unitdrio (7 = 1) apds 100.000 passos. Como
esperado, a reta apresenta coeficiente angular igual a 1. Média obtida sobre um conjunto de
1000 realizagdes.

2.1.1 Limite Gaussiano

E interessante observar o comportamento da distribui¢do binomial a medida em que

o nimero de passos aumenta. Nesse limite, podemos usar a aproximac¢ao de Stirling na forma

InN!'~NInN — N. (2.8)

Entdo, como mostrado no Apéndice B, obtemos que, para um niimero grande de
passos, a distribuicdo binomial, representada pela equagdo 2.1, tende para uma distribui¢ao

gaussiana na forma:

IEQ
P(x,t) = R (——) 2.9
(#.8) = Poexp (=5 9
O valor da constante F, pode ser obtido através da normalizagdo, por fim obtemos

a forma completa de P(z,t),

Pla,t) = —— i 2.10
($7)—\/ﬁexp<—4—m>- (2.10)

Essa distribuicdo apresenta a forma de uma distribuicdo gaussiana centrada na ori-
gem e com desvio-padrio ¢ = /2Dt. A largura da gaussiana é diretamente ligada ao seu
desvio-padrdo e nesse caso ao tempo. Logo, no tempo ¢ = 0 a probabilidade P(x, t) apresenta-
se como um caso limite da distribui¢do gaussiana quando o — 0, podendo ser escrita como
P(z,0) = 6(x), onde §(z) é a funcdo delta de Dirac. Isso significa que no tempo ¢t = 0 a

particula com certeza encontra-se na origem e a medida em que o tempo aumenta, a probabili-
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0.07 9 — t=100

----- t=1000
0.06 - -—- t=10000

Figura 3: Distribui¢io de probabilidade P(z,t) para diferentes valores de tempo. Fica clara a
influéncia do tempo na largura da distribui¢ao.

dade de encontrar a particula distante da sua origem também aumenta.
Podemos obter novamente os valores médios apresentados nas equacdes 2.5 e 2.7

agora por meio da forma gaussiana, onde

(x) = /_ Z wP(z,t)dz = 0,

(2.11)

(x?) = /_OO 22 P(z,t)dx = 2Dt.

2.1.2 Difusao

Para explicar a conexao entre o modelo de random walk e os fendmenos de difusao,
podemos assumir o fato de que, para se encontrar em uma dada posi¢ao x no tempo t + 7 €
preciso que a particula ou esteja na posi¢do x — [ no tempo ¢ e se mova para a direita ou esteja
na posicao x + [ no tempo ¢ e se mova para a esquerda. Assim, o movimento pode ser descrito

através da seguinte equacdo estocastica

P(z,t+7) =uP(x — I,t) + wP(x + 1, 1). (2.12)

Assumindo u = w = 1/2, podemos escrever a equacdo 2.12 como

P(z,t+71)— P(z,t) = %[P(x —1,t)+ P(x +1,t) — 2P(x,t)], (2.13)
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ou ainda,

P(z,t+7)—P(z,t) 1? P(x—1,t)+ P(x+1,t) — 2P(x,1)
T S 27 [2

. (2.14)

Em um limite onde [ e 7 sd3o muito pequenos, ou seja, fazendo [, 7 — 0, obtemos a

equacdo de difusao

ot a2

E ficil ver, através de substituicdo direta, que a equagdo 2.10 é solugdo da equacao

2
or Da—P (2.15)

de difusdo. Assim, o fendmeno macroscopico de difusdo pode ser entendido a partir de um
processo microscopico, como particulas em movimento aleatério, em um limite de espago e

tempo continuos.

2.1.3 Condutividade

Para obtermos a equacgao de difusdo (equacdo 2.15), assumimos um movimento
nao-tendencioso, ou seja, a probabilidade de um passo ser dado para a direita € a mesma de
um passo ser dado para a esquerda. Porém, podemos considerar um modelo onde existe uma

assimetria no movimento caracterizado por um parametro €. Assim, temos que

Ly
U= = €
2 Y
€
1
W= - — €.
2

Dessa forma, a equacao 2.15 se torna

2
oP __ oP 0P

- Var TP (2.16)

onde D € a constante de difusdo e v representa a velocidade de arrasto da particula, de modo
que
2ea
V= —.
T

Considerando a conservagao da probabilidade, € vélida a equagao da continuidade,

que, em uma dimensao, tem forma:

or_ o
ot oz’

onde J = vP — D% representa uma corrente de probabilidade.

2.17)

Se consideramos agora que as particulas possuem cargas elétricas de valor e que
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se difundem com constante de difusdo D em um metal e adicionamos um campo elétrico de
modulo £ no sistema, 0 movimento das particulas passa a ter uma direcao preferencial fazendo
com que elas atinjam uma velocidade terminal constante, v. De acordo com a Lei de Ohm,
temos

J=nev=—0oF, (2.18)

onde n € a densidade de carga por volume e o € a condutividade do material.
No caso em que a posicao das particulas no metal estd restrita a valores positivos de
x e o campo elétrico estd na direcdo de x positivo, as cargas chegardo a um estado estacionério

onde 2 = 0. Assim,

e, usando a equagdo 2.18, temos

P oE 9P _

= — 2.1
Ox? * neD Ox 2.19)
A solucdo dessa equagdo é dada por:
ocEbx
P(z) =P, — 2.20
(#) = Ry exp | = =5, (2.20)

onde utilizamos como condicdo de contorno o fato de que as particulas se movem apenas na
regido em que = > 0, ou seja, J(x = 0) = 0.
Se 0 metal estd a uma temperatura T, as cargas atingirdo o equilibrio térmico carac-

terizado pela distribui¢do de Boltzmann,

FEex
kgT |’

Pg(x) = Pg, exp | — (2.21)

onde o termo Fex representa a energia das cargas e kg € a constante de Boltzmann.
Comparando as equacdes 2.20 e 2.21, temos a equacdo conhecida como relagdo de

Einstein para a condutividade, dada por

ne?D

kgT

(2.22)

o =

2.1.4 Random Walk em d dimensoes

O modelo até aqui desenvolvido, para d = 1, pode ser facilmente estendido para

dimensdes superiores. Supondo que a particula se mova agora sobre uma rede d-dimensional,
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(a) 103 passos (b) 10° passos
Figura 4: Trajetoria de uma particula executando um random walk em uma rede bidimensional
quadrada para diferentes nimeros de passos.

cada passo de tamanho [ pode ser representado pelo vetor
u; = l €i,

onde e; € 0 vetor unitdrio que aponta na dire¢do do préximo sitio da rede a ser visitado.

Dessa forma, o deslocamento total da particula é dado por

r=Y u (2.23)

Como cada passo tem sua dire¢éo escolhida aleatoriamente, temos que (e;) = 0 e,

consequentemente,

(r) = 0. (2.24)

Podemos também escrever o deslocamento quadratico médio, como

N
7’2 = E uj - uj.

i7j

Visto que (e; - ;) = d;;, temos que:

N
(r*) =1?) 6;;=1I’N (2.25)
4.

ou ainda,

(r*) = 2dDt, (2.26)

onde D = [?/2dr é a constante de difusdo para um sistema d-dimensional. As equagdes 2.24 €



21

2.26 sdo as formas das equacdes 2.5 e 2.7 para dimensdes superiores a 1.

400000

300000 +

A

~
- 200000 -

100000 -
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t

Figura 5: Deslocamento quadratico médio de uma particula se movendo em uma rede
quadrada ap6s 100.000 passos. Aqui usamos passos de tamanho [ = 2 ocorrendo em um tempo
7 = 2. Como esperado, o valor do coeficiente angular da reta obtida é aproximadamente 2.

Seguindo 0 mesmo procedimento para 0 movimento unidimensional, obtemos no-
vamente a distribui¢do gaussiana para a probabilidade P(r,t), na forma
/2 r’
P(r.t) = (47Dt)"%? ex (——> 227
(1) = (4rDO) = exp (— 2.27)
A distribui¢do acima, assim como no caso unidimensional, satisfaz a equacao de

difusdo que pode ser escrita na forma

OP(r,t)
ot
onde V2 é o operador laplaciano em d-dimensdes.

= DV?P(r,t), (2.28)

De forma a tornar o modelo desenvolvido acima mais geral, podemos retirar a
restricdo do movimento da particula ocorrer sobre uma rede, permitindo que a mesma se des-
loque uma distancia [ escolhendo aleatoriamente a dire¢do do passo por meio de um angulo 6
entre 0 e 2. Assim, a particula pode se mover para qualquer ponto da circunferéncia de raio /,

sendo a direcdo determinada pelo angulo 6. Esse movimento € representado na Figura 3.
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(a) (b)
Figura 6: (a) Representacdo esquematica do modelo utilizado na simulacido de um random
walk no espago continuo. (b) Trajetéria de uma particula apds 1000 passos de tamanho | = 1.

Apesar da trajetéria se apresentar bastante diferente da mostrada na Figura 4, as
equagoes 2.24 e 2.26 continuam sendo validas para este tipo de movimento e podem ser obtidas

de forma analoga.
2.2 Variacao no tamanho dos passos

Até aqui desenvolvemos o modelo de modo que a dire¢do do movimento, preso a
uma rede ou ndo, fosse aleatéria mas mantemos o comprimento do passo, [, fixo. Uma forma
de tornar o modelo ainda mais geral seria a introducao de uma distribui¢do de probabilidades
também para o tamanho do passo. Em uma dimensao, com [ sendo dado por um valor aleatério
seguindo uma distribui¢@o de probabilidades (1), temos que a probabilidade de encontrarmos
a particula na posi¢ao x no tempo ¢t + 7 é

o0

Pz, t+71)= / P(x —1,t) - o(l)dl. (2.29)

Assumindo [ e T pequenos, podemos expandir a fun¢do P(x,t) em série de Taylor

em torno de [, 7 = 0, obtendo:

P S op [ 2P [
P(z,t) + 75 —P(x,t)/_ gp(l)dl—l—a—/ lgo(l)dl—kw/_ B o

o0 —0o0 o0 2
Se (1) é uma distribui¢do normalizada e par (¢(l) = p(—1)), temos que
oP  O°P /°° 2

=g | 5o edl (230)
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Assim, podemos definir a constante de difusao como

00 12
D= /oo ool (2.31)

Essa abordagem € semelhante a utilizada por Einstein na descricdo do movimento
browniano em 1905 [3}, 9, [10].

Para um tempo caracteristico, 7, constante, teriamos a expressao,
(*)
D=L (2.32)

mas também pode ser introduzida uma distribui¢ao de probabilidade para o tempo caracteristico,
7, em que cada passo ocorre. Um exemplo de utilizacdo dessa variagdo ocorre na modelagem
do movimento da bactéria E.Coli através de uma distribuicdo de Poisson para o tempo carac-

teristico de cada passo [11].

2.2.1 Distribuicao Gaussiana

Como um primeiro exemplo vamos abordar uma distribui¢ao para o tamanho dos

passos como uma gaussiana na forma

ooll) = ﬁ exp [ _ %(Z_T“)Q] , (2.33)

onde p e o representam a média e o desvio-padrdo da distribuigdo.
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Figura 7: (a) Histograma do tamanho dos passos para uma distribui¢cao gaussiana de
parametros ;= 0 e 0 = 1 (b) Trajetoria apds 1000 passos de uma particula realizando um
random walk de passo gaussiano com 0s mesmos parametros usados no histograma.

Em duas dimensdes, assumindo um tempo caracteristico constante, temos que a

constante de difusdo como definida na equacao 2.32 é
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Figura 8: Deslocamento quadratico médio ap6s 100.000 passos de uma particula que se move
com passos de comprimento gaussiano e direcdo aleatéria. Aqui usamos os parametros = 0,
c=1lerT=1.

() _o*+
D = =
At Ar 7
e dessa forma,
2 2
(r?) = [—U o ]t (2.34)
T

Para analisar o comportamento do coeficiente angular da reta mostrada no Figura 8,

fixamos um dos parametros e variamos o outro. O resultado é mostrado na Figura 9.
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Figura 9: Andlise da influéncia dos parametros da distribuicdo gaussiana no coeficiente
angular da reta. Em (a), mantemos a média da distribuic@o constante ( = 0) e variamos o
valor do desvio-padrdo, obtendo uma relagao quadratica, como esperado. Em (b), invertemos a
ordem dos parametros, fixando o desvio-padrdao em o = 2 e variando o valor da média.
Novamente obtivemos uma relacdo quadrética para o coeficiente angular.
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Assim, a Figura 9 confirma o comportamento apresentado na equagao 2.34.

2.2.2 Difusao anomala e Voos de Lévy

Nas ultimas décadas tem aumentado o interesse no estudo de modelos de random
walk onde o comprimento dos passos ¢ dado por uma distribuicdo de probabilidade tal que
(I*) — co. Nesse caso deixamos de ter uma difusdo normal, onde (r?) depende linearmente do
tempo, e passamos a estudar o processo de difusdo andmala.

Na difusdo andmala, a relacdo entre o deslocamento quadratico médio e o tempo é

dada pela lei de poténcia

(r*) ~ 17, v#1, (2.35)

podendo ser dividida em dois regimes: subdifusivo, onde 0 < v < 1 e superdifusivo, onde
1 <y < 2.0 casoem que v = 1 corresponde a difusdo normal.
Uma das distribuicdes de passos que gera um processo de difusdo andmala € a

distribui¢do na forma de lei de poténcia, dada por

@all) ~ 17271 (2.36)

Assim, assumindo um valor constante para o tempo caracteristico, a integral da
equagio 2.24 apresenta divergéncia para valores de « entre 0 e 2, fazendo com que (I?) — oo
e a constante de difusdo se torne indeterminada. Esse modelo € conhecido como Voo de Lévy,
devido aos trabalhos do matematico francés Paul Lévy.

Embora seja utilizado na modelagem de diversos sistemas, o modelo de voo de Lévy
permite que uma particula percorra passos de grande comprimento em um pequeno intervalo
de tempo, fazendo com que a velocidade da particula apresente divergéncias. Uma solucdo
para esse problema seria a fixagao da velocidade da particula, fazendo com que passos grandes

ocorram em um tempo maior. Essa varia¢do é conhecida como Caminhada de Lévy.
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Figura 10: (a) Histograma da distribuicdo de tamanho dos passos a partir de uma lei de

poténcia de expoente o = 1, 3.(b) Trajetdria de uma particula seguindo a distribui¢ao descrita
acima apds 1000 passos.

Nota-se a partir de ambos os gréficos que passos de menor comprimento s3ao privi-
legiados no movimento enquanto os de maior comprimento ocorrem com menor frequéncia.

Assim, como esperado, a relacdo entre a deslocamento quadratico médio com o
tempo deixa de ser linear, tendo seu comportamento na forma de lei de poténcia como mostrado

na equacao 2.35. Essa relacdo é mostrada na Figura 11.
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Figura 11: Deslocamento quadratico médio em fun¢do do tempo para o = 1, 3. Essa curva
apresenta o comportamento na forma da lei de poténcia (r?) = t1% (linha tracejada),
caracterizando um processo superdifusivo.
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3 PERCOLACAO

3.1 Introducao a geometria fractal

A geometria euclidiana, fundamentada em conceitos como pontos, retas, circulos,
superficies e sélidos, € tradicionalmente a mais utilizada na descricao de objetos na natureza,
sendo esses conceitos base para o desenvolvimento de grande parte das teorias fisicas. Porém,
em diversas situagdes sdo encontrados na natureza objetos que, por serem muito irregulares,
podem apenas ser aproximados através das defini¢des da geometria euclidiana.

De fato, ao vermos a forma de uma montanha, por exemplo, podemos pensar em
um cone como uma boa maneira de descrevé-la, ou ainda descrever uma nuvem através de
uma esfera. Em alguns casos essas descri¢do pode ser uma boa aproximag¢ado para a forma real
do objeto, entretanto, seria necessdria uma nova geometria para descrevé-lo de maneira mais
precisa. Com esse intuito, o0 matemético francés Benoit Mandelbrot desenvolveu o que ele
mesmo chamou de geometria fractal.

Podemos descrever a irregularidade de um dado objeto através do conceito de di-
mensdo de Hausdorff, também conhecida como dimensao de Hausdorff-Besicovitch, que serve
como uma medida do tamanho local do espago ocupado por um objeto. Se um objeto de tama-

nho linear L(9) é dividido em N (§) objetos de comprimento d, podemos dizer que

onde dy € a dimensdo de Hausdorff, que pode ser obtida através da equacdo

In N

p— L'
lng

Na geometria euclidiana, os objetos apresentam dimensao topoldgica inteira, por

du 3.1

exemplo, uma reta tem dimensdao d = 1, uma figura plana tem dimensao d = 2, etc. Se
dividirmos uma reta de comprimento L em segmentos de comprimento L/n, terfamos entdo
n segmentos de reta, de modo que para uma reta a dimensdo de Hausdorff € igual a 1. Da
mesma forma, se dividirmos os lados de um quadrado de lado L em um fator n terfamos n?
quadrados de lado L/n, resultando em dy = 2. Esse comportamento ocorre em todos os
objetos euclidianos, de modo que para um objeto euclidiano a dimensdo de Hausdorff coincide
com a dimensao topoldgica.

Mandelbrot apresentou duas caracteristicas para fractais. A primeira define fractal

como um conjunto no qual a sua dimensdo de Hausdorff-Besicovitch excede estritamente a sua
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dimensao topoldgica [[12]. Dessa forma, os fractais passam a ser caracterizado por sua dimensao
de Hausdorff, também chamada de dimensao fractal d;. Para a maioria dos fractais o valor da
dimensao fractal é nao-inteiro, dai o nome fractal.

A segunda caracteristica usada por Mandelbrot afirma que fractais sdao formas feitas
de partes similiares ao todo de alguma forma [13]]. Isso significa que fractais apresentam a
propriedade de autossimilaridade de modo que se ampliarmos uma parte do objeto encontramos
uma figura idéntica a original. Alguns fractais podem ser gerados através de uma regra de
iteracdo, sendo chamados de fractais deterministicos, enquanto outros sdo obtidos através de

processos de natureza aleatéria, sendo chamados de fractais aleatérios ou estocdsticos.

3.1.1 Fractais Deterministicos

A constru¢do de um fractal deterministico se d4, de maneira geral, primeiramente
com um objeto inicial chamado iniciador que, através de uma regra fixa de substituicdo geométrica
chamada gerador, sofre um processo de infinitas iteragdes.

Como exemplo, podemos usar uma reta como iniciador. Entdo, dividindo a reta
em trés partes iguais, substituimos o segmento do meio, cujo comprimento é 1/3, por dois
segmentos de reta de mesmo comprimento formando um tridngulo equildtero de lado 1/3 sem
base. Agora temos quatros segmentos de reta de mesmo comprimento € em cada um deles
realizamos o mesmo procedimento de divisdo e formacgdo de tridangulos equilateros sem base.
O resultado obtido € conhecido como curva de Koch, ¢ mostrado abaixo:

No caso da curva de Koch, a cada gera¢do o comprimento dos segmentos de reta, d,

A5

Figura 12: Construgdo da curvas de Koch para as seis primeiras geragoes da curva, de cima
para baixo[1].
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¢ reduzido por um fator de 3, enquanto o nimero desses segmentos, /N, aumenta por um fator

de 4. Assim, como definido na equagao 3.1,

Em cada geragdo, a curva obtida pode ser esticada obtendo a forma de uma reta.
Assim, a dimensao topoldgica da curva de Koch € igual a 1. Por defini¢do, a curva de Koch é um
fractal. Se repetirmos o processo de geracdo da curva infinitas vezes, obteremos uma curva de
comprimento infinito, embora limitada a uma regido finita do espagco. Assim, analisando o valor
fraciondrio da dimensao fractal, temos que a curva de Koch € muito densa ou complexa quando
comparada a uma linha reta, mas muito simples quando comparada a um objeto bidimensional.

Como a curva de Koch, existe um grande nimero de fractais deterministicos dentre
os quais podemos citar o floco de neve de Koch onde o iniciador deixa de ser uma reta e passa a
ser um tridngulo equilétero, o tapete de Sierpinski e o conjunto de Mandelbrot, sendo o dltimo

mostrado abaixo.
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Figura 13: O conjunto de Mandelbrot é construido através da equacao de iteracao

Znt1 = Zn° + ¢, onde z € um niimero complexo. Para um dado valor da constante complexa c e
um valor inicial zo = 0, se o valor de |z| € menor que 2, entdo o ponto no plano complexo na
posicao c faz parte do conjunto de Mandelbrot. Na imagem podemos ver a caracteristica de
autossimilaridade, comum nos fractais.

3.1.2 Fractais Aleatorios

Fractais ndo precisam ser gerados por regras deterministicas como nos exemplos
acima. Podemos também adicionar uma aleatoriedade em sua formacdo fazendo com que, em-
bora ndo seja exatamente autossimilar, o objeto continue apresentando uma caracteristica frac-

tal. Isso ocorre pois o objeto apresenta medidas numéricas ou estatisticas que sdo preservadas
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(b)
Figura 14: Diferenca entre o tapete de Sierpinski (a) deterministico e (b) aleatério [2]].

em diferentes escalas, ocorrendo o que € chamado de autossimilaridade aleatéria. Neste caso, a
média da geracdo de varios objetos aleatdrios exibe propriedade autossimilar.

Um exemplo pode ser dado com o uso do fractal deterministico conhecido como
tapete de Sierpinski. Nele temos como iniciador um quadrado, o qual € subdividido em 9
células menores sendo retirada a célula central. O processo € repetido para cada uma das células
a cada geracdo. Podemos adicionar um termo aleatério ao gerador, fazendo com que a célula
descartada seja qualquer uma das 9 disponiveis, onde a escolha € feita de maneira aleatoria.

Na Figura 14(a), a propriedade de autossimilaridade € bastante explicita e podemos
determinar a dimensao fractal, obtendo

In8&

=, 3.2
I =3 (3.2)

Na Figura 14(b), a autossimilaridade € estatistica, o que significa dizer que a distribui¢ao
de buracos no objeto parece similar em todas as escalas de comprimento. Em fractais aleatorios,
a massa do objeto M (L) (quadrados pretos para o caso do tapete de Sierpinski) depende do

comprimento linear L na forma [1]]
M(L) ~ L%. (3.3)

Assim, o tapetes de Sierpinski, deterministico e aleatdrio, apresentam a mesma
dimensao fractal, dada pela equagdo 3.2.

Sistemas em que alguns dos parametros definidos por varidveis aleatorias, chama-
dos sistemas desordenados, acabam, em geral, produzindo fractais aleatérios. Se analisarmos,
por exemplo, o desenho formado pela trajetéria de uma particula executando um random walk,
como o mostrado na Figura 4, vemos que esse objeto também apresenta buracos em todas as

escalas de tamanho fazendo com que o mesmo possa ser definido como um fractal aleatério de
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dimensao fractal d,,. O valor da dimensao fractal pode ser obtido através da relagao [2]

(r?) ~ 2/ (3.4)

Como visto no Capitulo 2, para um processo de difusdo normal temos d,, = 2,
que ,embora seja um valor inteiro, excede a sua dimensao topoldgica d = 1. Isso significa que,
apesar de ser constituida por diversas retas, a trajetoria de uma particula executando um random
walk tende a ocupar todo o plano ap6s um longo periodo de tempo. Claramente, a dimensao

fractal d,, tem valor diferente de 2 para o processo de difusdo andmala.

3.2 O modelo de Percolacao

Um outro exemplo de fractal estatistico gerado a partir de um sistema desordenado
¢ obtido através do modelo de percolagdo. Este modelo, inicialmente proposto por Broadbent
e Hammersley (1957) para descrever um fluido se espalhando aleatoriamente em um meio, é
bastante utilizado em fisica estatistica para simular sistemas onde ocorrem transi¢des de fase,
como por exemplo: Rede de resistores [14]], epidemias [15], fogo em florestas [16] e influéncia
social[[17]. O modelo pode ser dividido em percolagdo de sitios e percolacao de ligacao.

O modelo de percolagdo de sitios consiste, inicialmente, em preencher os vértices,
ou sitios, de uma dada rede com uma probabilidade p. Para isso, € atribuido a cada sitio um
numero aleatorio entre O e 1. Se esse niimero for menor que o valor de p, dizemos que este sitio
estd ocupado, caso contrdrio o sitio estd vazio. Em percolagdo de ligacdo, o mesmo processo de
ocupacao ocorre agora para as arestas das redes, gerando um comportamento semelhante, em-
bora com algumas diferencas, ao modelo de percolacao de sitios. Por conta dessa semelhanca,
podemos usar como exemplo o modelo de percolacao de sitios, sendo os conceitos abordados
neste facilmente estendidos para o modelo de percolacao de ligacdo.

Para valores pequenos da probabilidade de ocupagdo p, poucos sitios serdao ocupa-
dos formando varios agregados de sitios ocupados vizinhos (clusters), porém sendo a maioria
desses de tamanho unitario. A medida em que aumentamos a probabilidade de ocupagdo, os
clusters aumentam de tamanho e comecam a se unir em agregados maiores, at€ que para p = 1
existe apenas um cluster que engloba todos os sitios da rede.

A proposta do modelo € estudar a transi¢cdo de um estado localmente conectado,
onde existem varios agregados pequenos isolados, para um estado globalmente conectado, onde
apenas um cluster contém todos os sitios da rede. Essa transi¢do € representada pelo surgimento
de um cluster que atravessa o sistema de um extremo ao outro, chamado cluster percolante. O
valor de p para o qual ocorre a transi¢do ¢ chamado probabilidade critica ou ponto critico de

percolagdo, denotado por p,. A medida que o parimetro p se aproxima do ponto critico, diversas
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Figura 15: Representacao do modelo de percolagdao em uma rede quadrada com L=10.
Quadrados pretos representam sitios vazios enquanto os brancos representam sitios ocupados.
Se o sitio em vermelho for ocupado, passard a existir um cluster que percola o sistema.

relacdes podem ser encontradas na forma de lei de poténcia, cujos expoentes sdo chamados
expoentes criticos de percolagao.

O sistema a ser simulado através do modelo de percolacdo determina a geometria da
rede a ser utilizada, que por sua vez determina o valor do ponto critico obtido. Entretanto, como
afirma o principio de universalidade, o comportamento dos clusters durante todo o processo de
percolagdo independe da estrutura local da rede. Isso significa que, para uma dada dimensao, os
expoentes criticos de percolacdao nao dependem do tipo de rede utilizada. Neste trabalho, como
exemplo, usaremos redes bidimensionais quadradas de lado L.

Para um ndmero grande de sitios, a probabilidade Py(p) de que um sitio ocupado

pertenca ao agregado percolante deve ser tal que

Pn(p) =0, se p < pe,

3.5
Pn(p) =1, se p> p..
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Figura 16: Probabilidade de um sitio ocupado pertencer ao cluster percolante como fungdo da
probabilidade de ocupagdo p. Em (a), temos o gréfico obtido para uma rede quadrada de lado
L= 1024 onde podemos ver o comportamento dado pela equacdo 3.5. Em (b), podemos ver a
influéncia do valor de L na transicdo, notando que quanto maior € a rede mais abrupta é a

transicao. Do grafico pode-se estimar um valor para o ponto critico p. como um valor proéximo
de 0,6.

Em sistemas finitos, como as redes quadradas usadas nas simulac¢des, ndo se tem,
em geral, um ponto critico bem definido. E preciso ento analisar o sistema no limite termo-
dindmico, ou seja, fazer uma extrapolacao para obter o valor do ponto critico p. para uma rede
infinita. Para isso, obtem-se o ponto critico de percolagdo como fun¢do do inverso do compri-

mento linear da rede quadrada, p.(L~!), cujo comportamento é mostrado na Figura 17.
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Figura 17: No limite termodinimico (L — co) temos que L~! — 0, ou seja, o ponto critico de
percolagdo para uma rede infinita é numericamente igual ao coeficiente linear da reta obtida.

Dessa forma, obtemos o valor do ponto critico para uma rede quadrada infinita,
pe(L — 00) = 0,592831 £ 0, 000081.

Como observado na Figura 17, quando aumentamos o tamanho da rede a transi¢ao
tende a se localizar no ponto p = p.(L — o0). A margem de erro apresentada é devida ao
método de regressao linear utilizado para obtermos o coeficiente linear da reta.

Na criticalidade, onde p = p,, o cluster percolante € bastante ramificado e apresenta

buracos de varios tamanhos, mostrando um comportamento caracteristico de um fractal.



35

(@) p < pe

©)p > pe
Figura 18: Maior cluster para diferentes probabilidades de ocupacdo em uma rede quadrada de
L=1024. Para p = 0, 58 (a), o maior agregado ainda tem um tamanho pequeno quando
comparado ao tamanho total do sistema. No momento em que o sistema atinge a criticalidade
(b), p = p., 0 maior cluster atravessa o sistema e passa a ter um tamanho compardvel ao
tamanho da rede. Por fim, para p = 0, 61 (c), o maior cluster ja ocupa quase todo o sistema.

Como vimos na secao anterior, diferentemente de objetos geométricos euclidianos,
onde a “massa”(M) do objeto obedece a lei de poténcia M (L) ~ L% onde d é a dimensdo
euclidiana, objetos fractais apresentam “massa’como fun¢do do comprimento linear da rede
também na forma de uma lei de poténcia dada pela equacao 3.3.

Entao, podemos analisar o comportamento da “massa”(nimero de sitios pertencen-
tes ao cluster) do maior agragado como uma funcido do comprimento linear da rede, como

mostrado abaixo
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Figura 19: Gréfico M(L) x L. Em escalas logaritmicas a lei de poténcia, equagdo 3.3, se torna

uma reta cujo coeficiente angular € numericamente igual a dimensao fractal do cluster

percolante d;.

Dessa forma, usando o método de regressdo linear, podemos obter o valor da di-

mensao fractal

dy = 1,887228 £ 0,002867.

Além da relacdo da massa com o tamanho da rede, diversas relacdes na forma de

lei de poténcia sao obtidas na criticalidade. Como exemplo, podemos avaliar o comportamento

da distribuicdo de tamanho dos clusters na criticalidade, ou seja, o nimero N, de clusters com

s sitios.

300000

250000 H

200000 H

N,

150000 H

100000 H

50000

0

| S

0 10 20 30 40

5

Figura 20: Histograma para a distribui¢do de tamanho dos clusters para p = p. com caixas de

tamanho em escala logaritmica, onde podemos ver que na criticalidade existem agregados de
varios tamanhos com uma maior nimero de agregados pequenos.
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Figura 21: Em escala logaritmica, a relacdo mostrada pela equagdo 3.6 se torna uma reta cujo
coeficiente angular é numericamente igual ao negativo do expoente de Fisher.

O grafico apresenta a forma de uma lei de poténcia do tipo [8]

Ny~ 577, (3.6)

Onde 7 € conhecido como expoente de Fisher e pode ser facilmente obtido através
do uso de escalas logaritmicas e do método de regressao linear, como mostrado abaixo:

Assim, obtemos o valor do expoente de Fisher como:

T = 2,047799 £ 0, 028866.

Esse resultado obedece a relagdo analitica, mostrada em [8], entre os expoentes
criticos 7 e ds e a dimensao euclidiana, d, do sistema,
d

=14+ —
—|—df

Por serem expoentes criticos, a dimensao fractal e o expoente de Fisher ndo apre-
sentam dependéncia com a geometria da rede utilizada dependendo apenas da dimensdo da

mesma.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Até aqui, vimos exemplos de sistemas que apresentam aleatoriedade, ou desordem,
de maneiras diferentes. Primeiramente, podemos citar a desordem do tipo annealed. Nesse tipo
de sistema os parametros aleatorios do modelo mudam com o tempo, podendo assim ser enten-
dido como uma aleatoriedade dindmica. Um exemplo desse tipo de desordem foi descrito no
Capitulo 2, quando apresentamos o modelo de random walk, modelo este onde a cada intervalo
de tempo uma nova dire¢cdo de movimento € escolhida aleatoriamente.

Por outro lado, temos a desordem do tipo quenched, onde nao ha dependéncia tem-
poral nos parametros aleatérios do sistema. Como exemplo deste tipo de desordem podemos
citar o modelo de percolacdo, abordado no Capitulo 3. No modelo, a aleatoriedade se encontra
na ocupagao de sitios de uma rede, ndo envolvendo assim uma evolucao temporal.

O objetivo deste trabalho € analisar como o processo de difusdo das particulas é
afetado quando a sua trajetéria € limitada por um contorno fractal, especificamente o cluster
percolante obtido no modelo de percolacdo. Esse modelo, estudado inicialmente por Pierre
Gilles de Gennes, € conhecido como “formigas no labirinto”. Dessa forma, podemos relacionar
caracteristicas dos modelos que representam desordens do tipo annealed e quenched.

Para simularmos esse processo de difusdo, usamos o modelo de percolagdo para
obter um cluster e entdo fizemos com que a particula se encontrasse em um sitio ocupado desse
cluster, escolhido aleatoriamente, fazendo com que o seu movimento ocorra apenas para um
de seus quatro primeiros vizinhos. Assim, caso o sitio escolhido faga também parte do cluster,
esse sitio € dito permitido e a particula passa a ocupé-lo. Caso contrdrio, a particula permanece

parada no sitio de origem.

@ ®)

Figura 22: (a) Trajetoria de uma particula executando um random walk (em vermelho) em um
cluster de percolagdo. (b) Trajetoria ampliada.
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4.1 Dimensao Fractal da Trajetoria

Usando esse modelo, tracamos o grifico do deslocamento quadratico médio das
particulas como fun¢do do tempo para os regimes subcritico (p < p.), critico (p = p.) € su-

percritico (p > p.), obtendo o comportamento mostrado na Figura 23.

104 4

103 4

102 4

<r:>

101 4

100

t

Figura 23: Deslocamento quadratico médio como func@o do tempo para diferentes valores da
probabilidade de ocupagdo p.

No regime subcritico, o tamanho do cluster ¢ bem menor que o do sistema, assim a
trajetoria da particula € limitada fazendo com que o deslocamento quadrético médio tenda a uma
constante depois de um longo periodo de tempo. No regime supercritico, o cluster percolante ja
ocupa quase todo o sistema fazendo com que a relacdo do deslocamento quadratico médio com
o tempo seja linear assim caracterizando um processo de difusdo normal.

Porém, na criticalidade o cluster percolante € um fractal cuja dimensao fractal,
como obtida no capitulo 3, com d; ~ 1, 89. Nesse caso, a relagdo do deslocamento quadratico
médio com o tempo € representada por uma lei de poténcia de expoente v, como mostrado na
equacao 2.35, caracterizando um processo de difusdo andmala. Esse comportamento é mostrado

na Figura 24(a).



40

3500 -
3000
2500 4
A 2000
o
[
\/ 1500
1000 1
500 -
oA
0 20000 40000 60000 80000 100000
(a)
]_03 4
A 102
(o]
[
\'
101 4 Pa
Lz
z"
’t
r"’
/"
100 7
10° 10! 10? 103 104 105

Figura 24: (a) Deslocamento quadratico médio com fun¢ao do tempo com o sistema na
criticalidade. Em (b), o grafico € mostrado em escalas logaritmicas, apresentando o
comportamento semelhante ao da reta tracejada obtida através de regressao linear.

Dessa forma, obtemos valor do expoente dessa lei de poténcia, que € igual ao coe-

ficente angular da reta obtida em escalas logaritmicas na Figura 24(b) ,

v =0,707581 £ 0, 000015, 4.1)

que carateriza o processo como subdifusivo. Entdo, a partir da equacao 3.4, obtemos a dimensao

fractal da trajetdria da particula
d, = 2,826531 £ 0,000060. 4.2)

No capitulo 2, vimos que o movimento aleatério de uma particula em um espago
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dado por uma rede euclidiana leva a um processo de difusdo normal, onde o deslocamento
quadrético médio da particula depende linearmente do tempo. Entretanto, no desenvolvimento
tedrico, assumimos o fato de que (e;-e;) = 0 para¢ # j, ou seja, assumimos que todos os sitios
sdo equivalentes e, portanto, pode ser facilmente provado que a correlacdo entre dois passos
diferentes € nula.

Porém, para um rede limitada por um contorno fractal, os sitios ndo sao todos equi-
valentes, visto que o nimero de sitios inacessiveis a particula varia com a posicdo da mesma.
Dessa forma, a correlagdo entre dois passos diferentes passa a ser nao nula, (e; - €;) # 0. Em
ultima andlise, o fato da correlacdo entre dois passos diferentes ser ndo-nula € responsavel por

um comportamento andmalo.
4.2 Condutividade em Fractais

Como mostrado no capitulo 2, a condutividade de um meio estd diretamente rela-
cionada com a constante de difusdo através da relacao de Einstein (equagdo 2.22). Porém, em
um processo de difusdo andomala D deixa de ser um valor constante e passa a variar a medida
em que a difusdo ocorre. Assim, € esperado que a condutividade de um fractal dependa do seu

tamanho linear na forma da lei de poténcia [2]

o(L) ~ L7F (4.3)
onde /i € chamado coeficiente de condutividade.
Em um fractal, a dependéncia da condutividade, mostrada na equacdo 2.22, com o
comprimento linear ocorre apenas na densidade n(L) e no valor de D(L). A densidade em um
fractal € dada por

M(L L%
)= "5~ o

~ L4, (4.4)

E, como o tempo necessario para a particula percorrer um distincia L = 1/(r?) em

um fractal é proporcional a L%, temos que o valor de D(L) depende de L na forma

L2 L2 _
D(L) = —~ T L%, (4.5)

Assim, usando as equagdes 4.4 e 4.5, temos que

o(L) ~n(L)D(L) ~ L*4+dr=dw, (4.6)

Comparando as equagdes 4.3 e 4.6, obtemos uma expressdo para o expoente de
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condutividade, dada por

ii=d—2+d,—d. (4.7)

Logo, para o caso em que d = 2, temos

f=dy, —dy =0,939303 £ 0.002867. (4.8)

Para um rede euclidiana, temos que d,, = 2 e dy = d resultando em um expoente
de condutividade nulo, mostrando que a condutividade nao depende do valor de L como € visto

na relacdo de Einstein.

4.3 Dimensao Espectral

Em um cluster percolante, o nimero de sitios acessiveis em um raio L € dado por
L%, enquanto o tempo necessario para uma particula se deslocar a uma disténcia L = +/(r2) é
dado por L4 Assim, como d,, € maior que d, para um perfodo suficiente de tempo, a particula
visitard a maioria dos pontos do meio sendo cada ponto visitado diversas vezes. Nesse caso, o
movimento € dito recorrente, visto que para um longo periodo de tempo a particula certamente
voltard ao seu ponto de origem.

Dessa forma, é esperado que a probabilidade, P(0,t), da particula se encontrar na
sua origem apds um determinado tempo seja inversamente proporcional ao volume explorado

por ela, ou seja,

1 1
Assim, temos que,
_4f _ds
PO,t) ~t dw =t 2, 4.9)

onde d, = 2d;/d,, é chamado de dimensdo espectral. A dimensio espectral relaciona a geo-
metria do sistema, representada por ds, com a dindmica do processo de difusdo, representado
por d,,. Para uma rede euclidiana, onde d; = d e d,, = 2, a dimensdo espectral coincide com
a dimensao euclidiana do sistema. De fato, se analisarmos o comportamento da distribui¢ao de

probabilidade gaussiana obtida para redes euclidianas (equacgdo 2.10) para » = 0, temos,

P(0,t) ~t 2,

mostrando que, em um meio fractal, a dimensao espectral tem funcdo equivalente a dimensao

euclidiana em meio homogéneo (redes euclidianas).
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Assim o valor da dimensdo espectral pode ser obtido através dos valores da di-
mensdo fractal do cluster percolante e da dimensao da trajetéria da particula, ambos obtidos

anteriormente, como

ds = 1,331122 £ 0.002029.

Em 1982, Alexander e Orbach estimaram que o valor da dimensao espectral é
igual a 4/3 para qualquer d > 1. Para d > 6, a dimens@o espectral é exatamente 4 /3 enquanto

que para 2 < d < 6 o valor € bastante préximo do valor proposto.
4.4 Distribuicao de Probabilidades

Por fim, obtemos a distribui¢do de probabilidade P(r, t) da particula ser encontrada
a uma distancia r em um dado tempo ¢. No caso de um processo de difusao normal, vimos, no
capitulo 2, que esta distribui¢do € dada por uma curva gaussiana na forma da equagdo 2.10. Ja
em um processo de difusdo em um meio fractal, é esperado que a forma da distribui¢do mude.

Assim, obtivemos a Figura 25 para a probabilidade da particula se encontrar a uma
disténcia r ap6s 10° passos para uma particula realizando um movimento aleatério em um
cluster de percolagdo, obtendo uma curva bastante diferente de uma gaussiana caracteristica de

um processo de difusdo normal.

P(r)

a 100 200 300 400 500 600 700 &00D
r
Figura 25: Média da distribuicdo de probabilidade, P(r), realizada sobre processos de difusdo
em 1000 clusters percolantes.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho buscamos simular o processo de difusdo em um meio desordenado,
conectando os modelos de percolagdo e random walk. Vimos que o modelo de percolacdo pode
ser utilizado para descrever um meio desordenado quando a probabilidade de ocupagdo dos
sitios da rede encontra-se em um valor critico, p., que caracteriza o surgimento de um agregado
de sitios ocupados que atravessa o sistema, chamado cluster percolante. Essa estrutura apresenta
buracos de diversos tamanhos e varias ramificagdes, sendo caracterizado como um fractal cuja
dimensdo fractal € dy = 1, 888.

Entdo, usando o modelo de random walk, simulamos o movimento de particulas
em redes bidimensionais com a restri¢ao de que os pontos do espago acessiveis a particula sd@o
os sitios ocupados pertencentes ao cluster percolante. Assim, analisamos que o movimento
dessas particulas levam a um processo de difusdo andmala, onde a relacdo do deslocamento
quadratico médio com o tempo € representada na forma de uma lei de poténcia de expoente
~. Esse expoente estd relacionado com a dimensao fractal da trajetéria da particula, cujo valor
obtido foi d,, = 2, 827.

Em sequéncia, mostramos que a condutividade de um material ndo-homogéneo
apresenta uma dependéncia com o tamanho linear da rede, diferentemente do valor constante
obtido na equacgdo de condutividade de Einstein para meios homogéneos. A relacdo entre a con-
dutividade e o tamanho linear da rede € dada novamente por uma lei de poténcia, cujo expoente
i, chamado de expoente de condutividade, foi determinado como i = 0, 939.

Por fim obtivemos a forma da distribuicao de probabilidade da particula se encontrar
a uma distancia r da origem, mostrando que o comportamento gaussiano mostrado em meios
homogéneos deixa de acontecer.

Os valores dos expoentes dinamicos obtidos neste trabalho estdao de acordo com os
encontrados na literatura [2, 8] dentro de uma margem de erro menor que 5%. Portanto, os
resultados aqui obtidos mostram o comportamento que diferencia o processo de difusdo em

meios desordenados da difusao normal.
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APENDICE A - DISTRIBUICAO BINOMIAL

Em um random walk unidimensional, como o descrito na se¢do 2.1, apos N passos,
a probabilidade de uma unica sequéncia de N; passos para a direitae No = N — N; passos para

a esquerda é dada por

wWu@ 4B V) W@y p(N2) — uleNQ,

enquanto o nimero de sequéncias dessa forma € dado pelo fator combinatério

N\ NI
N/ NN,

Logo, a probabilidade de apds N passos termos N; para a direita é dada pela

distribui¢do binomial,

Pn(Ny) = ( ]]\Z >uN1wNN1. (A.1)

Essa distribuicdo ja se encontra devidamente normalizada, visto que

N N
> Py(Ni) = (ﬁ)uleNNl = (u4w)N = 1. (A2)
N1=0 N !

1=0

O valor médio do numero de passos para a direita €, por defini¢do,

N N

N

(Ny) = E N1 Pn(Ny) = g (N1>N1uleNN1. (A.3)
N1=0 N1=0

O lado direito da equacgdo pode ser reescrito como

“ou

€ assim,

(Ny) = u% [(u + U)N] = Nu. (A4)

Os demais valores médios apresentados na Se¢do 2.1 sao obtidos de maneira analoga,

utilizando o operador (v 9/0u).
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APENDICE B - LIMITE GAUSSIANO PARA A DISTRIBUICAO BINOMIAL

Como as probabilidades u e w sdo sempre menores que 1, temos que a equagdo 2.1

obedece a seguinte condicao,

Pn(0) =w™ — 0
(B.1)

Py(N)=u" =0
Assim, pode-se afirmar que a distribuicdo de probabilidade apresenta um valor
maximo para Ny = N; = kN com 0 < k < 1. Para analisarmos o valor desse maximo torna-se
mais conveniente trabalhar com o logaritmo natural dessa distribuicdo g(N;) = In Py (NV7) que
varia mais lentamente. Uma vez que o logaritmo natural é uma funcdo monotOnica crescente,
deve apresentar o mesmo maximo da fun¢do Py(/N;). Préximo ao ponto de maximo, N; e

N — Nj se tornam tdo grandes quanto o N, assim podemos usar a aproximacao de Stirling na

forma

InN!'~ NInN — N, (B.2)

Dessa forma, temos

g(N;)=NInN —N;InN; — (N — Ny)In(N — Ny) + Nylnu+ (N — Ny)Inw. (B.3)

O valor para o qual g(/V;) é maxima é ]\71 tal que 88—]\5;1 _ = 0. Assim, temos
Ni=N,

—~In N, +In(N = Ny) +Inu —Inw =0

€, portanto,
Ny = Nu = (Ny). (B.4)

Logo, para N grande, o valor mais provdvel coincide com o valor médio. Podemos avaliar

também o valor da segunda derivada de ¢g(/V;), de modo que

0%g 1 1
= —| — . B.5
ON,? <N1 +N—Nl) (B-5)

Assim, podemos expandir a fun¢do em torno do ponto de maximo usando a ex-

pansdo em série de Taylor até a segunda ordem, dada por
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. dg 1 g
Nyp) = g(V- Ny — Ny)— —(Ny — Ny)?
g(N1) = g(N) + (M 1)8N1 ) +2( 1 1) ON,2 E
N1:N1 N1:N1
~ 1 ~ 9
IDPN(N1> = hlPN(Nl) — QNUUJ(NI — Nl) .

Dessa forma, usando a fun¢@o exponencial em toda a equagao, temos:

1 -
Py(Ny) = Pyexp (o (Ny = N)?). B.6
N (V1) 0 €eXPp 2Nuw( 1 1) (B.6)
Sabendo que N; = Nz;m e usando algumas das defini¢Oes citadas na Se¢do 2.1.1, é
facil ver que:
22
P(z,t) = P, (——> B.7
(,t) = Poexp (= B.7)
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