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RESUMO

A radiacdo Hawking forneceu um novo horizonte para estudos de buracos negros. Classica-
mente, buracos negros ndo emitem radiacdo, apenas a obsorvem. Entretanto, do ponto de vista
da mecanica quantica, € possivel mostrar que buracos negros emitem radiacdo. Muitos métodos
tem sido desenvolvidos para calcular as propriedades termodindmicas de um buraco negro. Den-
tre eles, destaca-se um método semicldssico, conhecido como método de tunelamento quantico,
o qual tem sido aplicado a varios modelos gravitacionais com resultados satisfatorios. No con-
texto da radiacdo Hawking, a violac¢do da simetria de Lorentz (LSB) pode trazer contribuigdes
interessantes na escala de energia de Planck. Na literatura, encontramos calculos das proprie-
dades termodinamicas em solug¢des do tipo Schwarzschild com LSB, a partir da gravidade de
superficie. Neste trabalho, apresentamos os primeiros resultados obtidos ao se aplicar o método
do tunelamento quantico em modelos do tipo Schwarzschild nos quais a simetria de Lorentz
nao € preservada.

Palavras-chave: Radiacao Hawking. Tunelamento Quantico. Violagdo da Simetria de Lorentz.



ABSTRACT

Hawking radiation has provided a new horizon in the study of black holes. Classically, black
holes do not emit radiation, only absorb it. However, when it comes to a quantum mechani-
cal approach, it is possible to show that black holes do emit radiation. Many methods have
been developed to evaluate black hole thermodynamical properties. Among them, we can high-
light a semi-classical method, known as quantum tunneling, which has been applied to many
gravitational models with satisfactory results. In the Hawking radiation context, the Lorentz
symmetry breaking (LSB) can provide interesting contributions in the Planck energy scale. In
the literature, we find calculations of the thermodynamical properties of LSB Schwarzschild-
like solutions, using the surface gravity. In this work, we present the first results obtained via
quantum tunneling method for Schwarzschild-like models in which the Lorentz symmetry does
not hold.

Keywords: Hawking Radiation. Quantum Tunneling. Lorentz Symmetry Breaking.
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1 INTRODUCAO

A radiacdo proveniente de um buraco negro, conhecida como radiagao Hawking, in-
dica que a gravidade e a mecanica quantica estao profundamente relacionadas. Buracos negros
sdo objetos previstos pela teoria da relatividade, que apenas absorvem matéria € ndo possuem
nenhum tipo de emissdo. Contudo, em meados dos anos 70, Stephen Hawking mostrou, ao
levar em consideragdo efeitos quanticos, que buracos negros emitem radiagdo com temperatura
proporcional a sua gravidade de superficie [1]]. Esse resultado, que aparentemente estava em
contradicdo ao que se sabia até entdo, abriu novos horizontes ao estudo de buracos negros.

Anteriormente ao trabalho apresentado por Hawking, ele juntamente com Bardeen
e Carter publicaram um conjunto de leis para a dindmica de buracos negros que faziam analogia
com as leis da termodinamica [2], baseando-se nos trabalhos de Bekenstein [3,[24]] e Smarr [5]].
Bekenstein, utilizando a teoria da informacdo, discutiu a analogia entre a fisica de buracos
negros e a termodindmica. Em seu trabalho de 1973, ele sugeriu que a drea do buraco negro A
e sua gravidade de superficie x eram, de certo modo, a entropia e temperatura do buraco negro,
e ndo simplesmente andlogos. Num primeiro momento, Bardeen e Hawking discordaram dessa
afirmagdo pois, de acordo com eles, a temperatura do buraco negro deveria ser nula, uma vez
que este ndo emitiria radiacdo [2].

Porém, uma vez que a emissao de radiacao de um buraco negro € levada em conside-
racdo, as leis para buracos negros deixam de ser uma mera analogia. Como argumentado por
Hawking, sem essa consideragao, a Segunda Lei Generalizada seria violada, por exemplo, por
um buraco negro imerso em uma radiacdo de corpo negro, cuja temperatura fosse menor que a
do buraco negro [1].

Uma interpretacdo heuristica do processo da radiacdo Hawking, na qual a radiagao
seria gerada por pares virtuais de particulas e antiparticulas criadas espontaneamente logo apds
o horizonte de eventos, foi apresentada por Hawking. A antiparticula, com energia negativa,
seria atraida pelo campo gravitacional do buraco negro, enquanto a particula poderia escapar
para o infinito. Essa particula constituiria a radiacdo térmica liberada pelo buraco negro [/1].

No entanto, essa interpretacao ndo € realistica e, como foi argumentado pelo proprio
Hawking, ndo corresponde a justificativa real para a emissao de particulas por um buraco negro.
Na verdade, esse mecanismo de emissdo é causado pela ambiguidade na defini¢ao de estados
de vacuo em espacos-tempo curvos. Como o vacuo depende do observador, € possivel que um
determinado observador detecte particulas no estado de vacuo de outro observador [6].

Uma abordagem alternativa é fornecida pelo método de tunelamento, de acordo com

o qual, a emissdo pode ser resultante da criacio de particulas logo dentro do buraco negro [7].
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Neste caso, uma das particulas poderia tunelar quanticamente o horizonte de eventos, que neste
caso seria andlogo a uma barreira de potencial, e emergir do buraco negro com energia positiva.
Enquanto isso, sua parceira com energia negativa permaneceria no buraco negro, contribuindo
para a perda de massa sofrida por esse, devido a emissdo de particulas. Sabendo-se a probabi-
lidade de tunelamento, € possivel calcular a temperatura do buraco negro e sua entropia, bem
como outras quantidades termodinamicas relevantes.

Desde que a radiagdo Hawking foi demonstrada, discute-se se a radiagdo emitida
por buracos negros respeita a conserva¢do de informac¢do e a unitariedade. Esse problema,
comumente nomeado como paradoxo da informacao, foi apresentado por Hawking em 1976 [§]).
Dentro do contexto de tunelamento quantico, o paradoxo da informag¢do tem sido amplamente
discutido [9-16]. Embora alguns autores afirmem que corre¢do de back-reaction sdo capazes
de solucionar o problema [|11}/14], ainda ndo hd um consenso na comunidade cientifica e o
paradoxo da informac¢do permanece nao solucionado.

Nos ultimos anos, a violacdo da simetria de Lorentz (LSB), simetria fundamental
da relatividade, tem sido aplicada na tentativa de obter-se uma nova fisica no nivel de energia
da escala de Planck. Apesar de ter sido primeiramente aplicada no contexto da teoria de cordas
[17], a quebra de Lorentz pode ser aplicada na gravitacdo [[18}/19], fornecendo novas solucodes
de buracos negros [20]. Além da LSB, a gravidade rainbow (RG), teoria na qual a relagcdo
de dispersao padrao € modificada e temos uma familia de métricas dependentes da energia da
particula (métricas rainbow), também pode fornecer uma nova fisica na escala de Planck [21].

Propriedades termodinamicas de buracos negros do tipo Schwarzschild foram estu-
dadas em [20,22]] utilizando a gravidade de superficie dessas solucdes. Entretanto, o tratamento
via método de tunelamento pode estender essas investigacdes através de correcdes de back-
reaction e do cdlculo de correlacdes.

Esta dissertacdo tem como objetivo principal discutir as contribuicdes para a radia¢ao
Hawking obtidas através do mecanismo de violacao da simetria de Lorentz e da gravidade rain-
bow, ambos candidatos ao estudo de fendmenos fisicos na escala de energia de Planck. Esta
organizada da seguinte forma. O capitulo 2, destina-se a um resumo das leis que regem a
dinamica de buracos negros e do formalismo de teoria quantica de campos (TQC) em espagos
curvos, discutindo como a TQC em espacgos curvos implica na radiagdo Hawking. No capitulo
3, temos a apresentacdo do método de tunelamento quantico, bem como discussdo breve sobre o
paradoxo da informagdo. Para efeitos pedagdgicos, aplicamos o método a métrica de Schwarzs-
child e mostramos que os resultados obtidos sdo os mesmos conhecidos na literatura. O capitulo
4 aborda a violacao da simetria de Lorentz. Apresentamos o modelo de bumblebee, a gravidade
rainbow e as métricas tipo Schwarzschild obtidas através desses modelos. No capitulo 5, apre-

sentamos os resultados obtidos e discutimos como esses resultados se relacionam com os ja



obtidos na literatura.
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2 RADIACAO HAWKING

Neste capitulo, apresentamos a Radiacdo Hawking. A primeira secdo destina-se a
revisdo das leis dindmicas de buracos negros enquanto a segunda destina-se a revisdo da teoria

quantica de campos em espagos Curvos.
2.1 Propriedades Termodinamicas de Buracos Negros

No trabalho apresentado por Hawking em 1975 [1]], encontramos os famosos resul-

tados para a temperatura

hk
T, = 2.1
o ek (2.1
e para a entropia de um buraco negro
A/{?BC?’
Sy = Sph = ——— 2.2
BH bh el (2.2)

onde h € a constante de Planck, « é a gravidade de superficie, c € a velocidade da luz no véacuo,
kg é a constante de Boltzmann, GG € a constante gravitacional de Newton e A é a drea de sua
superficie. Os indices bh indicam black hole, enquanto os indices BH indicam Bekenstein-
Hawking.

Encontramos constantes como a velocidade da luz, a constante de Planck e a cons-
tante gravitacional de Newton na entropia. Assim, € natural supor que o tratamento termo-
dindmico da dinamica de buracos negros possa nos revelar aspectos quanticos da gravidade.

A temperatura e entropia de buracos seguem leis andlogas as leis termodindmicas
usuais [2]], e s3o enunciadas a seguir:

Lei Zero: A gravidade de superficie x de um buraco negro estaciondrio é constante sobre seu
horizonte de eventos.
Primeira Lei: Uma mudanc¢a na massa M de um buraco negro esta relacionada a mudancga na

sua area A, seu momento angular J e sua carga elétrica () pela seguinte equacio:
SM = 8£5A L Q8T + BSQ, (2.3)
m

onde « € a gravidade de superficie, ) € a velocidade angular e ® € o potencial elétrico.
Segunda Lei: A area A da superficie de um buraco negro nunca decresce.
Terceira Lei: A gravidade de superficie x de um buraco negro nao pode ser reduzida a zero por
uma sequéncia finita de operacoes.

A Lei Zero € andloga a Lei Zero da termodinamica que afirma que, para um sistema

em equilibrio, a temperatura 7' € constante.
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A Primeira Lei corresponde a Primeira Lei da termodindmica dE = T'dS — PdV'.
Como a gravidade de superficie e a drea do buraco negro sao analogas a temperatura e a entropia,
entdo os dois ultimos termos em estdo relacionados ao trabalho realizado sobre o buraco
negro por um agente externo que modifica 0 momento angular por uma quantidade 6./ e a carga
elétrica por uma quantidade 6@ [3]].

A Segunda Lei surge do teorema da area de Hawking e € andloga a Segunda Lei
da termodinamica. Porém, uma vez provado que buracos negros emitem radiacao, seria natural
esperar que estes evaporassem. Essa evaporacdo levaria a uma dimininui¢do de sua massa e,
consequentemente, da drea de sua superficie, contrariando o teorema de Hawking [23]]. Neste
caso, devemos enunciar a Segunda Lei Generalizada, proposta por Bekenstein: “A entropia total
St = Spu + Sest, resultante da unido da entropia do buraco negro Spy com a entropia externa
aele S.,;, nunca decresce” [24]).

A Terceira Lei é andloga a forma fraca da Terceira Lei da termodinamica, a qual
afirma que a temperatura 7' de um sistema nao pode ser reduzida, por meio de um nimero finito
de operacdes, ao zero absoluto [25]. Na época da publicacdo dessas leis por de Bardeen et al.,
ndo havia uma demonstracdo matemadtica rigorosa para esta lei, embora houvesse argumentos
razoaveis para creditd-la. Por exemplo, se fosse possivel reduzir a gravidade de superficie
x por um numero finito de operagdes, entdo seria possivel continuar o processo, obtendo-se
assim, uma singularidade nua. Isso violaria a previsibilidade assintética, argumento usado, por
exemplo, na lei da drea A ndo decrescente [2]]. Posteriormente, essa lei foi demonstrada por
Israel [26].

2.2 Teoria Quantica de Campos em espacgos curvos

A emissdo de particulas de um buraco negro surge, essencialmente, devido a geome-
tria do espaco-tempo e ao proprio conceito de particula, ja que na Teoria Quantica de Campos
(QFT, na sigla em inglés) em espagos-tempo curvos, este nao € um conceito independente do
observador. Nesta secdo, discutimos alguns conceitos importantes de QFT em espacos curvos e
como eles no levam a radiagdo Hawking.

Faremos a quantizacdo de campo para espagos-tempo curvos de maneira semelhante
a encontrada em [|6]. Primeiramente, vamos definir a densidade lagrangeana utilizada

,_ VI

=5 9" 0ty —m*¢* — (RG] (2.4)

onde ¢ € o campo escalar, m € o quanta de massa do campo, ¢ , representa a derivada parcial em
relacdo a coordenada x* e R € o escalar de Ricci. Devemos ressaltar que o termo multiplicativo

\/—g esta presente para garantir que £ seja uma densidade escalar. O termo £ R¢? representa
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0 acoplamento entre o campo escalar ¢ e o campo gravitacional. Neste caso, a constante £ € a
constante de acoplamento. Podemos notar que, no espago de Minkowski R = 0, uma vez que
nao hd interacdo gravitacional. Neste caso, recuperamos a densidade lagrangeana comumente
utilizada para a quantizac@o no espaco flat.

A acdo para um espacgo-tempo n-dimensional é dada por

Sz/ﬁfﬂ 2.5)

A variagdo da a¢do em relagdo a ¢ nos dé a seguinte equagao de movimento
Oz +m* + ER(x)]¢(x), (2.6)

onde [J € o operador d’ Alembertiano, definido por Ll¢ = ¢*”¢.,,,,, com ¢, indicando a derivada
covariante em relagdo a coordenada x* e o indice subescrito x indicando que a derivacao é feita
relacdo ao argumento x.

Vamos definir o produto escalar da seguinte forma
, i =
(f1,02) = —i | V/—g=dX" ¢1(x) 0, d3(), (2.7)
¥

onde ¢ 0, ¢2 $1(0,05) — (0u01) P35, dXH = n*d% com n* sendo um vetor unitdrio ortogonal
a hipersuperficie X e dX sendo o elemento de volume nessa hipersuperficie. Apesar da definicao
do produto interno ser tomada em rela¢do a uma hiperficie do espago-tempo, o valor de (¢1, ¢2)
¢ independente de X [27].
Deve existir um conjunto completo e ortogonal wu;(z) de solugdes para a equagdo
(2.6), de modo que devemos ter
(wiyuy) = 055, (ui,ui) = =6, (w,u;)=0. (2.8)

17y J

Assim, o campo escalar ¢ pode ser expandido em termos do conjunto de solucdes

b= Z a;u; + alul (2.9)
onde a; e aZT obedecem as relagdes de comutagdo usuais da TQC em espaco flat
[a;, a;r-] =0ij, la;, a4 = [aj,a}] 0. (2.10)

Levando em consideragdo que a; € a}

sdo os operadores de aniquilacdo e criagdo,
respectivamente, podemos construir o estado de vacuo, dado por a;|0 >= 0, e o espaco de Fock

de maneira andloga a do espaco flat. Contudo, ndo nos deteremos a esses detalhes, uma vez que
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este ndo é o objetivo da secao.

Devemos ressaltar que, no caso da TQC em espacos curvos, surge uma ambiguidade
[28]. No espago de Minkowski, o sistema de coordenadas € retangular e possui as simetria do
grupo de Poincaré. Além disso, o estado de vicuo do espaco de Minkowski € invariante sob as
transformacoes deste grupo - translacdes, rotacdes no espaco e transformacdes de Lorentz. O
mesmo nao € valido para espagos curvos, uma vez que estes ndo aprensentam as simetrias do
grupo de Poincaré [30].

Vamos considerar um segundo conjunto completo e ortogonal v; de solugdes para
(2.6), tal que (v, v)) = —(vi,vf) = d e (vg,v]) = 0. Podemos expandir ¢ em termos dos

modos de v; da mesma forma que fizemos para os modos u;:
¢ = Z (bjv; + blv?) 2.11)

Devemos definir um novo estado de vacuo ]6 >, tal que bj]f) >= (), e um novo
espago de Fock serd definido de maneira andloga. Como b; e b; sdo os operador de aniquilagdo

e criagdo dos modos v;, eles devem seguir as seguintes relagdes de comutacio
(b, b1 = Oty [b, bi] = [b, b] = 0. (2.12)

Como os dois conjuntos de solugdes u; € v; sdo completos, € interessante expandir,

por exemplo, v; em termos de u; € u;, através das transformagdes de Bogoliubov
vi= D (g + Bjiuf), (2.13)
i
onde a; e 3;; sdo os coeficientes de Bogoliubov. A transformacdo inversa € dada por
U; = Z(Oéjz‘vj - Bjﬂ);) (2.14)
J

Utilizando as condig¢des de ortogonalidade dos modos v;, podemos determinar as seguintes

relacdes matriciais para os coeficientes de Bogoliubov

Z(akiﬂli—ﬁkiah) = 0,

7

Z(akiaﬁ'—ﬁkiﬁfi) = Ok (2.15)

i
Se substituirmos a transformag@o (2.14) na expansio (2.9), podemos relacionar os

operadores de cria¢@o e aniquilacdo dos modos u; e v;

_Zaﬂ — B;ibh). (2.16)
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A partir dessa relagdo, podemos concluir que o estado de vacuo dos modos v; ndo € aniquilado

quando aplicamos a; a ele. De fato, temos
a;]0 >=>" ;b0 >=>" ;|1 >, (2.17)
J J

que em principio € diferente de 0, se pelo menos um dos coeficientes [3;; for ndo-nulo. Além
disso, o valor esperado do niimero de particulas também nao € independente do modo escolhido.
O operador numero para os modos u; € dado por N; = af a; e, semelhantemente, para os modos

v; temos N; = b; b;. Ao calcular o valor esperado de N; em relagdo ao estado |0 >, obtemos
<OIN|0 >=) |8l (2.18)
J

que € diferente de 0 a menos que todos os coeficientes [3;; sejam nulos.

A partir da equacdo (2.18), podemos ver claramente a ambiguidade na defini¢do
do estado de vacuo. Ao contririo do que se espera, o estado de vacuo dos modos v; contém
particulas do modo u;. Nesse caso, o estado de vacuo ndo € independente do observador. Porém,
essa ambiguidade nao surge da nao unicidade do vacuo. Embora o estado vicuo nio seja tnico,
nem mesmo no caso do espaco de Minkowski, o que acontece € que todos observadores inerciais
concordam que no véacuo, nao ha deteccao de particulas. Isso ocorre devido a invaridncia do
estado de vacuo e dos observadores inerciais no espago flat em relacdo ao grupo de Poincaré.
Na presenca de campos gravitacionais, ndo temos observadores inerciais, uma vez que estes se
tornam observadores em queda livre. Em geral, observadores em queda livre ndo concordam na
escolha do estado de vacuo [6].

E comum encontrar, na literatura, textos que definem os modos u; como modos
in, ou seja, modos de um passado remoto (passado nulo infinito, no diagrama de Penrose), e os
modos v; como modos out, modos de um futuro distante (futuro nulo infinito). Assim, os modos
in podem representam o estado do sistema antes do colapso gravitacional, quando o espago era
aproximadamente flat. Portanto, > ; |3;:]* pode ser interpretado como o nimero de particulas
criadas pelo potencial gravitacional e emitidas para o infinito. Podemos calcular o valor dos
coeficientes 3;; e obter [1]

1

< 0|V;[0 > :
[N exp(2rwk~1) F 1

(2.19)

A expressdo anterior corresponde ao espectro de um corpo negro, com temperatura 7' = /2,
em coordenadas naturais. Os sinais negativo e positivo correspondem, respectivamente, a
emissdo de bosons e férmions. Esse resultado € muito semelhante ao obtido para o nimero

médio de ocupacgdo de particulas em um determinado nivel de energia, para as estatisticas de
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Bose-Einstein e Fermi-Dirac, quando o potencial quimico é u = 0 [31]]. Além disso, podemos
notar que o numero de particulas s6 depende de parametros macroscopicos do buraco negro,

neste caso a gravidade de superficie «, € ndo do processo de colapso gravitacional.
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3 TUNELAMENTO QUANTICO

Embora seja possivel obter a temperatura de um buraco por meio do célculo dos
coeficientes de Bogoliubov, esse método ndo € tdo simples ou direto. Desde a publicagdo do
trabalho de Hawking, outros métodos foram desenvolvidos e obtiveram os mesmos resulta-
dos [32-35]. Dentre eles, podemos citar o método de tunelamento quantico, que consiste em
considerar a radiacdo Hawking como um processo de tunelamento de particulas através do ho-
rizonte de eventos do buraco negro [7].

O método de tunelamento quantico oferece muitas vantagens em relagdo aos outros
métodos desenvolvidos. Entre elas, podemos apontar: a simplicidade dos calculos envolvidos;
a facilidade na incorporacao de efeitos de back-reaction, os quais fornecem modelos dinamicos
para o processo de radiacdo; o fato de levar em conta somente a geometria do espago-tempo
em consideracdo, o que torna o método aplicdvel a diversos modelos de buraco negro, inclusive
modelos onde ndo ha singularidades [42]].

Existem, basicamente, duas abordagens para o processo de tunelamento: o método
das geodésicas nulas, proposto por Parikh and Wilczek [7,36] e o ansatz de Hamilton-Jacobi
originado no trabalho de Padmanabhan et al. [37-39] e desenvolvido por Angheben et al. [40].
O segundo apresenta, em relacdo ao primeiro, a vantagem de ser mais direto, embora ambos
sejam equivalentes.

No primeiro método, os efeitos de back-reation devem ser levados em consideracao,
enquanto no segundo € possivel tratar o processo de radiacdo negligenciando tais efeitos. Além
disso, o método das geodésicas nulas utiliza um sistema especifico de coordenadas regulares
através do horizonte de eventos (coordenadas de Painlevé-Gullstrand). Porém, de acordo com
a Relatividade Geral, ndo deve haver sistemas referenciais privilegiados e observaveis fisicos
devem ser invariantes sob mudancgas de coordenadas. Por essas razoes, utilizaremos o método

de Hamilton-Jacobi ao longo desse trabalho.

3.1 Descri¢ao do Método

Nesta secdo, apresentaremos a derivacdo da radiacio Hawking pelo método de
Hamilton-Jacobi. Basicamente, o método consiste em utilizar a aproximacao WKB (Wentzel-
Kramers-Brillouin) para obter a parte imagindria da acao que descreve a equacao de movimento
da particula. Utilizaremos uma abordagem similar a encontrada em [42]]. Aplicaremos o método
a métrica de Schwarzschild e verificaremos com os resultados ja conhecidos da literatura. Os

efeitos de auto-gravitacao das particulas serdo negligenciados.
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Uma grande variedade de solu¢gdes de buracos negros nao-girantes podem ser escri-

tas da seguinte forma
ds®> = —f(r)dt* + g(r)'dr* + h(r)(d6* + sin® 0d¢?). (3.1

Devemos notar que proximo ao horizonte de eventos a parte angular da métrica € deslocada
para o vermelho. Logo, somente a parte temporal e radial contribuirdo e a métrica € reduzida
para duas dimensoes

ds® = —f(r)dt* + g(r) " dr®. (3.2)

Para efeito de simplicidade, utilizaremos um campo escalar real ¢. Este campo deve

obedecer a equagdo de Klein-Gordon
R gV V¢ —m*¢ = 0. (3.3)

Utilizando a métrica na forma dada por (3.2)), obtemos

2

~020+ A0 + 30A(1)0,6 — ()6 =0, G4

onde A(r) = f(r)g(r).
Para resolver a equacdo anterior, utilizaremos a aproximacdo WKB. Deste modo, o
campo ¢ deve ser da forma
o(t,r) = exp [—%I(t,r)] . (3.5)
O uso da aproximacdo WKB se justifica pelo fato de que, préximo ao horizonte, o niimero de

ondas radiais se torna infinito [7]. Substituindo o ansatz (3.5) na equagdo (3.4) e tomando o

limite 7 — 0, podemos obter a equacdo relativistica de Hamilton-Jacobi
(0T)* = A(r)(0,1)* = m*f(r) =0, (3.6)

Uma vez que estamos usando uma exponencial no nosso ansatz, podemos fazer
a separagdo de varidveis apenas tomando a func¢do Z(¢,r) como a soma de uma fung¢do que
depende somente da coordenada radial » com uma fun¢do que depende somente do tempo ¢.

Vamos assumir que a dependéncia temporal € linear, portanto,
Z(t,r) = —wt + W(r). 3.7)

O uso de w ficard claro mais adiante. Substituindo (3.7) na equacio relativistica de Hamilton-

Jacobi, obtemos a seguinte expressao para W ()

dr 2 _m2f(r). )
W(r) = / R (3.8)
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Agora, tomaremos a expansio de f(r) e g(r) nas proximidades do horizonte de

eventos 74

9(r) = g(ra) +9'(ru)(r —ra) +---, (3.9)
onde a linha denota derivagéio em relag¢do a coordenada radial . Deste modo, W () se torna

o — dr \/w2 —m2f(ry)(r—ry)
VO | Ty o

A ultima integral possui p6lo simples em r = r,;, portanto, temos

2miw
vV f'(ra)g' (rw) 7

onde ignoramos a contribuicao real, uma vez que ela nao contribuird para o que estamos inte-

W(r) = (3.11)

ressados em calcular. A parte imagindria de Z nos da a probabilidade de tunelamento para uma

particula com energia w

4w
I' ~ —2ImT| = — . (3.12)
exp | mZI] = exp [ f’(TH)g’(TH)]

Como I' ~ e #, onde B = 1/Tgy (fizemos kg = 1), podemos obter a temperatura do buraco

negro

w f'(ru)g (1x)
2ImI Amr '

Podemos notar que a temperatura do buraco negro depende somente dos termos da métrica, ou

Tyy = (3.13)

seja, da geometria exterior do buraco negro, € ndo de nenhuma informac¢do contida dentro do
buraco negro.

A partir da temperatura, podemos calcular a entropia do buraco negro Sy, utili-
zando a relagdo termodinamica 7'dS = dM. Assim,

am
SBH—/W. (314)

Vamos testar se o método de Hamilton-Jacobi nos da os mesmos resultados que os

ja obtidos na literatura. Para tanto, vamos utilizar a métrica de Schwarzschild, dada por

2M 2M\ ™
ds® = (1 —~ 7) dt® — (1 — T) dr? — r*(d6® + sin® 0d¢?), (3.15)
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onde usamos a assinatura (+1, —1, —1, —1). Logo, temos

2M
f(r)=g(r)=— (1 - 7) : (3.16)
Assim, f'(rs) = —1/2M, onde rs = 2M ¢é o raio do horizonte de eventos. Com isso, obtemos

a temperatura 7} e a entropia Sy do buraco negro de Schwarzschild:

1 K
T = — = _ 3.17
"7 8rM T 2n’ (3.17)
A
Sy = AnM? = T (3.18)

onde k = 1/4M é a gravidade de superficie e A = 167 M? é a édrea da superficie do buraco
negro de Schwarzschild, em coordenadas naturais.

No método original de Hawking temos, em coordenadas naturais,
Ton = -, (3.19)
2T

onde « € a gravidade de superficie do buraco negro.

A gravidade de superficie € dada pela equagdo
k'Y K, = Kk, (3.20)

onde k, € o vetor de Killing.
Para uma métrica do tipo (3.1)), temos k, = (1,0,0,0) e
f'(re)g' (re)

K= 5 . (3.21)

Esse resultado, juntamente com (3.13)), deixa claro que a derivagdo original de Hawking e o

método de tunelamento levam a resultados equivalentes para a temperatura.

3.2 Efeito Back-reaction

Até o momento, temos tratado o processo de tunelamento quantico sem considerar
os efeitos de auto-gravitacdo das particulas emitidas na radiagdo. Contudo, € interessante inves-
tigar como a inclusdo desse efeito alteraria os resultado ja obtidos. Essa andlise € especialmente
importante nos ultimos estidgios de um buraco negro em evaporacao [41].

Efeitos de auto-gravitacao foram investigados no formalismo de tunelamento por
Parikh e Wilczek [7,9]. Especificamente, para a abordagem de Hamilton-Jacobi, esses efeitos
foram estudados pela primeira vez em [43].Nesta se¢do, nos basearemos no desenvolvimento

presente em [43].



23

A derivacdo da radiacdo Hawking foi realizada utilizando a teoria quéntica de cam-
pos em espagos curvos. Assim, dada a geometria do espaco-tempo em consideragcdo, os cam-
pos quanticos sdo quantizados, observando-se como eles sdo influenciados por essa geometria.
Neste caso, obtém-se uma radiacdo térmica, para a qual verifica-se que ndo ha correlacdo entre
os eventos de emissao [[7]. Entretanto, a inclusdo de efeitos de back-reaction nos da correlagdes
ndo-nulas entre eventos de emissdo de particulas do buraco negro. Logo, a inclusdo desses
efeitos é importante para investigar se a radiacdo Hawking pode, de alguma forma, conter
informacdo a respeito da matéria que formou o buraco negro. Assim, devemos generalizar
os resultados obtidos de modo a incorporar os efeitos de back-reaction.

A temperatura do buraco negro depende de sua massa, mas essa varia a medida que
o processo de radiagdo ocorre. Para resolver esse problema, devemos permitir que a geometria
do espaco varie com a massa do buraco negro. Vamos comecar definindo como o efeito de back-
reaction pode ser incorporado ao método de Hamilton-Jacobi. Na secdo anterior, obtivemos a
probabilidade de tunelamento de uma particula de energia w (3.12). Vamos supor, devido a
conservacao de energia, que para uma particula com energia instantanea w que tenha tunelado

o horizonte de eventos, a métrica do buraco negro serd dada por
ds* = —f[r(M — &)]|dt* + g[r(M — )] dr® + h[r(M — &)](d6? + sin® ¢*). (3.22)

Devemos notar que € uma func¢do nao mais somente de M, mas de M — @, onde M é a massa
do buraco negro antes do tunelamento da particula. Aqui, ndo podemos supor que r» muda
instantaneamente de (M) para (M — w), pois isso violaria o principio da incerteza. Ao invés
disso, devemos assumir que essa transi¢cdo ocorre gradualmente. Portanto, devemos assumir
uma transi¢ao suave, (M) — r(M — @), onde w varia de 0 a w.

A parte relevante da acdo, desconsiderando os termos reais, € dada por

“ 2mi
I(r)= / do. (3.23)
" o VI ruM—))g(ra(M —))
Por outro lado, de acordo com (3.13)), temos
4m
= . (3.24)
f'(ru)g'(ru)
Portanto, o
I(r) = %/ BM — @)d. (3.25)
0

Agora, vamos expandir a acdo em série de Taylor. Essa expansao se justifica no fato

de que o buraco negro é muito mais energético do que qualquer particula emitida, de modo que
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M >> w > ©. Assim, temos

i (¢ - - -
) = . / [B(M) — 28, B(M) + OG2)] di
0
i w? Oy (M) 5
= —pB(M - 26
o0 w- 22000 o). (.20
onde 0,, denota a derivagdo em relagdo ao argumento. Pela primeira lei mecénica de buraco

negros, devemos ter 705 = 6 M logo, 5 = 0,,5. Deste modo, a a¢do se torna

; 2
I(r) = % {w@MS - %a@s + O(&)] . (3.27)
Devemos notar que
2
S(M — w) ~ S(M) — wdyS + %aﬁ,s + OW?). (3.28)

Logo, vemos que a acdo é dada pela variacdo da entropia devido a emissdo de uma particula
com energia w .
I(r) = —% [S(M — w) — S(M)]. (3.29)

Esse resultado estd em concordancia com o obtido em [9]]. Com isso, vemos que a consideragao

dos efeitos de back-reaction nos dio a seguinte probabilidade de tunelamento

(M, w) = exp [S(M — w) — S(M)] = 7. (3.30)

Como e = exp Stina/ €XP Siniciar, Podemos reinterpretar esse termo como o nimero de
f

graus de liberdade internos do buraco negro. Portanto, a temperatura corrigida serd dada por

w w
I= ~In[[(M,w)] T AS 33D

Para o caso de Schwarzschild, temos

[(M,w) = e = exp [87rw (g . M)] , (3.32)

de modo que a temperatura corrigida é dada por

T —

1 1 w 9 w 9
~ ~Ty 1+ 2 . .
St —wj2) = et L 2ar TOW )} 0 [ o oW (3.33)

O termo w surge da conservacdo da energia que, de certa forma, aumenta a temperatura do

buraco negro a medida que este evapora [9]].
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3.3 Paradoxo da Informacao

O paradoxo da informacdo tem sido um problema bastante discutido desde que a
radiacdo de buracos negros foi demonstrada. A principio, ndo deveriamos ter acesso a nenhuma
informacao sobre o estado quéintico de um buraco negro durante sua evaporagdo. Porém, a
radiacdo Hawking viola a unitariedade, ou seja, um estado quantico puro poderia evoluir para
um estado quantico misto. Até o momento, ndo ha um consenso a respeito do paradoxo da
informacao. Por um lado, a unitariedade € a base para fisica cldssica e quantica. Por outro, a
radiacdo Hawking € um resultado confidvel, tendo sido obtido por diversas abordagens distintas.

Se a radiacao Hawking fosse somente térmica, nenhuma informagao estaria contida
nela, uma vez que ela seria especificada somente por sua temperatura. Além diso, de acordo com
o teorema no-hair, somente uma pequena quantidade de parametros, por exemplo, massa, carga
e momento angular, sdo suficientes para especificar a geometria externa a um buraco negro [15].
Portanto, a propria geometria do espago-tempo nao seria capaz conter informagdes detalhadas
sobre a natureza do corpo que deu origem ao buraco negro. Com isso, pode-se especular que
uma vez que um buraco negro evapore completamente, teremos perda de informacao.

Como vimos, a conservagdo da energia resulta em corre¢des ndo térmicas da radiagao
Hawking. Entretanto, como veremos, isso ndo € suficiente para provar que ha transmissao de
informacao. Para tanto, devemos mostrar que as correcdes devido a efeitos de auto-gravitagao
nos levam a correlacdo entre dois eventos.

Por exemplo, podemos calcular a correlacdo entre a emissao de uma particula com
energia w; + wo € a emissdo de uma particula de energia w; seguida pela emissdo de uma
particula de energia w,. Quando efeitos de back-reaction nao sao levados em consideracao, a
correlacdo entre esses eventos € zero. Porém, uma vez que levamos em conta corre¢des nao
térmicas, podemos mostrar que existe correlagdo entre dois eventos de tunelamento.

A correlacdo entre eventos de emissao de particulas de um buraco negro foi discu-
tida pela primeira em [9,44]. Entretanto, esses trabalhos concluiram que a correlagdo deveria
ser nula, mesmo para os termos de correcdo de back-reaction. Posteriormente, foi mostrado que
na verdade esses termos possuem correlacao nao nula [[11]]. Esse pode ser um indicativo de que
nao ha perda de informacao no processo de radiacio Hawking.

A medida de correlacdo estatistica de dois eventos = e y € dada por [45]

Pz, y) }
P(z)P(y) ]

onde P(x) é a probabilidade do evento x ocorrer, P(y) é a probabilidade do evento y ocorrer, e

x(z,y) =1In { (3.34)
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P(z,y) é a probabilidade de ambos os eventos ocorrerem. Podemos ainda escrever

x(r,y) =1In {%} : (3.35)

onde P(y|z) = P(x,y)/P(x) é a probabilidade condicional de y acontecer, dado que z acon-
teceu. Se substituirmos P(y) por P(y|z), obteremos correlagdo nula entre os dois eventos.
Iremos estender esse conceito para o caso de tunelamento de particulas através do
horizonte de eventos de um buraco negro. Neste caso, a probabilidade do evento 1 ocorrer
(emissdo de uma particula com energia w; + wy) é dada por I'(M,w; + wy). A probabili-
dade de duas particulas com energia w; € w- serem emitidas separadamente serd dado por
I'(M,w)I'(M,w,), pois os eventos sdo independentes, Aqui, I' é definido como em (3.30).

Deste modo, temos para o caso de Schwarzschild

D(M,w; +wy) = exp[S(M —w; —wy) — S(M)]
= exp [4m (M — wi — wy)® — 47 M?] (3.36)

T'(M,w) = exp [S(M — w;) — S(M)] = exp [47 (M — w;)* — 47 M?] , (3.37)

[(M,wy) = exp[S(M —w; —wq) —S(M — w)]
= exp [4m (M — w1 — wy)? — 47(M — wy)?] . (3.38)

Em I'(M, wy) levamos em conta o fato de que, pela conservagdo de energia, a massa do buraco
negro apos a emissao de wy € M — wy. .

Portanto, temos a seguinte correlagdo [9]
C(w1 4 wo;wy,wa) = InT(M,wy + wy) — In[[(M,wq )T (M, ws)] = 0. (3.39)

Esse resultado nos diz que ndo hé correlagdo entre os dois eventos, de modo que teriamos perda
de informacao.

Entretanto, de acordo com as observacdes encontradas em [/11]], a probabilidade de
emissdo de wo deve ser dada por I'(M, ws) e ndo por I'(M — wy,ws). Primeiro, devemos notar
que essa € na verdade a probabilidade da particula 2 ser emitida dado que a particula 1 foi

emitida [14]

[walwy) = T(M — wy,ws) = exp [S(M — w; — ws) — S(M — wy)]. (3.40)
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Com isso, podemos mostrar que a probabilidade de duas emissdes com energia w; e wy € dada

por

D(wo,wy) = T(wi)T(walwr)
= exp [S(M —wi) — S(M)]xexp [S(M — w1 —w2) — S(M — wi)]
= exp[S(M —w; —ws) — S(M)] =T'(wy + wy), (3.41)

onde omitimos a dependéncia em M em ['(w;) = ['(M,w) e ['we + wy) = I'(M,wy + wy).
Para obter a probabilidade de emissao da particula com energia w», devemos utilizar
a probabilidade da emissdo da particula 1 ocorrer, dado que a segunda particula foi emitida,

['(wq|ws). Temos

I (ws) [we, wy) _ exp [S(M — wy; —wy) — S(M)]
? T (wi|ws) exp [S(M — wy — wy) — S(M — w,)]
= exp|[S(M —wq) — S(M)]. (3.42)

Vemos que de fato, ['(wy) = I'(M,w,), e ndo I'(M — wq,ws) como poderiamos ser levados a
pensar. Uma outra maneira de obter esse resultado é utilizando a lei Bayesiana I"(w; )T (we|w;) =
['(wo)T' (w1 |w2). Esse é um ponto importante uma vez que, se a probabilidade de tunelamento
da particula 2 fosse realmente I'(M — wy,ws), teriamos que a correlagdo calculada em (3.39)
seria nula, mesmo com a corre¢do de back-reaction [9,/44]. Levando em conta a probabilidade
de emissdo dada em (3.42)), a correlac@o encontrada é 87w, ws [[11]).

Como foi dito, o problema da perda de informacgdo tem sido bastante discutido
nos ultimos anos. Alguns trabalhos de Zhang et al. [11,/14] propdem uma possivel alternativa
ao paradoxo da informacdo. Além disso, cdlculos considerando corre¢des de back-reaction
e correcdes quanticas para o espectro de buracos negros mostraram que a entropia do buraco
negro € conservada [[12}/13].

Entretanto, ainda ndo existe um consenso no que concerne o paradoxo da informacao.
Enquanto alguns trabalhos afirmam que a natureza de I'(wy,ws) = I'(w; + we) € suficiente e
necessdrias para garantir a conservacao da entropia e a unitariedade [ 16], outros afirmam que so-
mente pequenas correcdes nao sao suficientes para que ndo haja perda de informacao [|10, 15].
De acordo com esses autores, os argumentos apresentados por Zhang et al. ndo estdo plena-
mente de acordo com a ideia de conservagao de informagao quantica. Objecdes aos trabalhos de
Zhang et al. podem ser encontradas em. Na segunda referéncia, Mathur afirma que a condi¢ao
['(wy, wse) = I'(wy + we) é vdlida mesmo a nivel de drvore (sem corre¢des de back-reaction),
situacdo na qual ndo deve existir correlagdo. De acordo com ele, a natureza do paradoxo se en-
contra no emaranhamento dos estados em ambos os lados do horizonte de eventos, e ndo apenas

dos estados emitidos.
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4 VIOLACAO DA SIMETRIA DE LORENTZ

A simetria de Lorentz € a simetria fundamental da relatividade [46]. Apesar dessa
simetria ter sido experimentalmente comprovada [47]], a quebra ou violagdo dessa simetria se
mostrou interessante no contexto de teoria de cordas. Em 1989, Kostelecky e Samuel [17]]
investigaram a possibilidade de ocorrer uma quebra espontinea na simetria de Lorentz em teoria
de cordas, procedimento que ganhou bastante adesao na comunidade cientifica, inclusive no
contexto gravitacional [18-20]

Neste capitulo, revisamos os conceitos de violacdo da simetria de Lorentz. O
capitulo estd organizado da seguinte forma: nas duas primeiras se¢des, falamos sobre a simetria
de Lorentz e apresentamos o modelo de bumblebee de LSB. Com isso, baseado no trabalho de
Bertolami e Paramos [20], apresentamos uma métrica tipo Schwarzschild para a LSB radial; na

ultima se¢do, apresentamos a gravidade rainbow e obtemos uma métrica tipo Schwarzschild.

4.1 Simetria de Lorentz

De acordo o principio da relatividade especial, as leis da fisica devem ser invariantes
sob transformagdes de Lorentz [46]. As transformagdes de Lorentz podem ser: boosts, que
mudam a velocidade do sistema de coordenadas numa determinada direcd@o e rotacdes espaciais.
Além disso, podem ser realizadas do ponto de vista passivo — quando relacionamos sistemas de
coordenadas inerciais, enquanto os pontos do espaco-tempo (eventos) sao mantidos fixos, — ou
ativo — quando o sistema de coordenadas permanece fixo, mas movimentamos os pontos do
espaco-tempo [48].

Uma transformacgdo de Lorentz relaciona um sistema de coordenadas x* com um

sistema de coordendas z'* da seguinte forma
" = A 2V + at, 4.1)

onde
AN 1 = s, 4.2)

com a métrica de Minkowski dada por 1, = diag(—1,+1,+1,+1).

O conjunto de todas as transformagdes de Lorentz forma o grupo de Poincaré, ou
grupo de Lorentz inomogéneo. O subconjunto das transfomagdes com a* = 0 forma o grupo de
Lorentz homogéneo, ao qual nos referiremos apenas como grupo de Lorentz [46]. Um subgrupo
importante do grupo de Lorentz é o grupo das transformagdes proprias (detA = 1) e ortocro-

noldgicas (A%, > 0), no qual cada transformacéo pode ser obtida por meio de transformagdes in-
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finitesimais. Em geral, quando nos referimos a invarincia de Lorentz, levamos em consideragao

somente as transformagdes desse grupo [49].
4.2 Violacao Espontanea de uma simetria

O conceito de simetria estd profundamente atrelado com as leis da fisica e, em geral,
diz respeito a transformagdes matematicas que nao modificam a forma das equagdes que regem
as leis da natureza. Desse modo, podemos dizer que a natureza é definida por simetrias.

Uma simetria pode ser quebrada, por exemplo, por meio de uma quebra espontinea.
Uma maneira simples de visualizar o mecanismo de quebra espontinea de simetria € imaginar
que temos um lapis mantido na vertical, com sua ponta tocando uma mesa, enquanto seguramos
a outro lado do I4pis e entdo o soltamos. O I4pis, ao cair, deixa seu estado de simetria rotacional,
o qual € instavel e ocorre num regime de energia mais alta, e procura uma configuragdo de menor
energia. Nessa configuracio, encontramos um lapis apontando em alguma direcdo. Como nédo
ha uma maneira de prever qual serd essa direcdo, ou seja, ndo existe uma dire¢ao preferencial
pré-determinada na qual o lapis iré cair, dizemos que houve uma quebra espontanea de simetria
[50].

A quebra espontanea da simetria na fisica ocorre, por exemplo, com materiais fer-
romagnéticos 0s quais, em altas temperaturas, possuem um alinhamento aleatério dos seus
1mas atdomicos internos. Materiais ferromagnéticos possuem subunidades chamadas dominios
magnéticos, que contém bilhdes de dtomos cujos “pdlos norte” estdo alinhados numa mesma
direcdo. A medida que o material é resfriado, observa-se que os diferentes dominios apontam
em direcOes aleatdrias, de modo que ndo existe dire¢ao de alinhamento preferencial.

Se um campo magnético € aplicado a esse ferromagnético, ocorre o alinhamento de
todos os dominios, fazendo com que o ferromagnético seja magnetizado. Esse alinhamento €
entdo responsdvel pela quebra da isotropia espacial. Mesmo que o campo magnético externo
seja desligado, os dominios continuam alinhados, gerando um campo magnético de fundo. Para
retornar a situacdo na qual os dominios do ferromagnético estdo aleatoriamente alinhados, €
preciso elevar a temperatura do ferromagnético acima de uma temperatura critica, chamada
temperatura de Curie, caso no qual ocorre uma transi¢ao de fase [S0].

Um exemplo classico de viola¢do espontanea de simetria € o do “potencial chapéu
de mexicano” [51]. Vamos considerar o lagrangeano utilizado para descrever um campo escalar,

no modelo \¢*:
L= tu0r - g -2 (4.3)
2 2 47 '
Esse modelo € invariante sob a transfomagdo ¢(z) — —¢(x).

Desejamos encontrar o estado fundamental do modelo, ou seja, a configuracao do
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campo ¢ com menor energia. Para tanto, precisamos encontrar o funcional de energia. O

quadri-momento ou tensor energia-momento associado ao campo ¢ € dado por [52]

m:/m%% 4.4)
onde
oL
O = S0~ oL 4.5)

€ o tensor densidade de energia-momento.

Desse modo, o funcional de energia associado ao campo ¢ é dado por
1 1 2 A
B = [ st S0 + 5007 + ot 4 3 @6)

Como os dois primeiros termos na equacao anterior sao quadraticos, a energia minima € obtida

quando esses termos se anulam e, além disso, o potencial
m? 5 Ay
V(g) = 50" + 70 4.7)

deve ser minimizado.

Devemos analisar os casos m? > 0e m? < 0. Se m?

> 0, o potencial € minimizado
em ¢ = 0. Esse estado é invariante sob a transformagio ¢(xr) — —¢(z), logo, o estado

fundamental ndo viola a simetria do sistema. Se m? < 0, o potencial é minimizado em

1

¢ =tpy=+—7=, (4.8)
VA
onde p?> = —m? > 0. O ponto ¢ = 0 agora é um ponto de mdximo local do potencial, como
mostrado na figura
Vi)
—Lpo +(190
¥
Figura 1: Potencial de um campo escalar real com simetria ¢ = —¢. Fonte: [51]].

Se escolhermos ¢ = ¢y como estado fundamental, podemos ver que esse estado
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ndo € invariante sob a transformacdo ¢ = —¢, logo, a simetria do sistema € espontaneamente
quebrada.

No caso de um campo escalar complexo

¢ = %(gbl + i) (4.9)

o lagrangeana é dado por
L=0,6"0"6 — m*¢"¢ — A¢"9)", (4.10)

ou, em termos dos campos reais ¢ € ¢

(97 + ¢3)". (4.11)

] >~

1 2
L= 50u0:0" ;= (03 + 63) —

Novamente, desejamos encontrar o estado de minima energia para o campo ¢, 0 que
pode ser feita de maneira andloga ao caso escalar real. Entretanto, neste caso a lagrangeana é

invariante sob transformacoes globais do grupo U(1):
d(z) = ¢/(x) = e¢(x)- (4.12)
Semelhantemente ao caso escalar, devemos minimizar o potencial

V(g,¢") =m’¢ ¢+ Ao 0)>. (4.13)

Se m? > 0, temos ¢ = 0 como estado fundamental, de modo que a simetria U(1) é preservada.
Se m? < 0, o potencial é minimo para ¢ = ¢g = p/ v/ e possui um maximo local para ¢ = 0.
Neste caso, o potencial forma uma figura de revolu¢cdo semelhante a um chapéu mexicano.

Vamos considerar o estado fundamental como

®o
= —, 4.14
=7 (4.14)
ou seja, o1 = ¢o/ V2 e ¢o = 0. Podemos notar que esse estado ndo é preservado sob

transformagdes do tipo (#.12). Assim, quando m? < 0, a simetria do sistema € espontanea-
mente quebrada, tanto para o caso real, quanto para o caso complexo.

Perturbagdes nos campos ¢ € ¢, levam ao surgimento de um campo nao-massivo,
devido a simetria do grupo U(1) na lagrangeana e a ndo-simetria do estado fundamental em
relacdo a esse mesmo grupo. Esse campo nao-massivo € denominado campo de Nambu-
Goldstone e a particula relacionada a esse campo € denominada béson de Nambu-Goldstone
[S3-55]].
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4.3 Modelo de Bumblebee

De acordo com a simetria de Lorentz, os resultados de experimentos fisicos ndo
dependem da orientacdo do laboratdrio, ou de sua velocidade em relagdo ao espaco. Ou seja,
as leis da fisica sdo essencialmente invariantes sob rotagdes ou boosts. No contexto do mo-
delo padrdo, a simetria de Lorentz € uma simetria global, no espago flar. Ja no contexto de
relatividade geral, a simetria de Lorentz é uma simetria local para observadores em queda livre.

Na construcao de teorias, € desejavel que a acdo e, consequentemente, a lagrangeana
que descreve essa teoria sejam invariantes sob as simetrias em interesse. L.ogo, uma teoria que
preserve a simetria de Lorentz, por exemplo, deve ter um lagrangeano que seja invariante sob
transformacoes de Lorentz. Entretanto, em algumas situacdes a quebra dessa simetria pode ter
um papel relevante. Dentre as motivac¢des para a violagcdo da simetria de Lorentz podemos citar:
a busca de uma nova fisica na escala de energia de Planck; a criacdo de uma teoria unificada da
relatividade geral e do modelo padrao, o que acredita-se ser valido na escala de Planck [18]].

No mecanismo proposto por Kostelecky e Samuel, a violacdo espontanea da sime-
tria de Lorentz ocorre quando o estado de vacuo perturbativo € instdvel. Neste cendrio, alguns
campos podem assumir valores esperados ndo-nulos, quebrando as simetrias em relagdo as quais
esses campos nao sdo invariantes [[17].

No contexto da gravitagdo, a quebra de Lorentz ocorre utilizando o formalismo
vierbein, o qual permite o tratamento de transformacdes locais de Lorentz e difeomorfismos.
Modelos de bumblebee, no qual o campo de bumblebee adquire um valor esperado constante,
sdo de especial interesse uma vez que abrangem rotacdes, boosts e violacdes da simetria CPT
(simetria sob inversdo de carga, paridade e dire¢ao temporal). O campo de bumblebee é im-
plementado por um potencial que possui um minimo no valor esperado no vacuo (VEV) deste
campo [[18]]. Esse tipo de violacdo espontanea da simetria de Lorentz foi inicialmente investi-
gada em [56]

A dindmica do campo de bumblebee é determinada pela acdo de bumblebee. A

lagrangeana para essa acdo é dada por [19]:
,CB:£9+£QB+£K+£V+£J, 4.15)

onde £, € a lagrangeana gravitational da relatividade geral, L,z € o termo responsdvel pelo
acoplamento do campo de bumblebee com a gravidade através de uma constante de acoplamento
real £, Ly contém os termos cinéticos do campo de bumblebee, Ly, é o termo que contém o
potencial responséavel pela LSB e £ ; contém os termos de acoplamento do campo de bumblebee

com a matéria e envolve uma corrente de matéria J*.
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A parte cinética do campo contém a intensidade do campo de bumblebee
B, =D,B,—-D,B,, (4.16)

onde D, € a derivada covariante adequada para a geometria do espago-tempo escolhido. Quando
ndo hd tor¢des ou curvatura, por exemplo no espaco de Minkowski, B, se reduza d,B,—0,B,,.
O potencial contido em Ly deve possuir um minimo no VEV b,, do campo de bum-

blebee B,,. Assim, o potencial deve ter a seguinte dependéncia funcional:
V =V(B"B, £ b?). (4.17)

O valor b? é real e estd relacionado o VEV b, do campo de bumblebee, enquanto os sinais
positivo e negativo determinam se esse campo € tipo espago ou tipo tempo. Assim, b, e b sdo,
respectivamente, o coeficiente e o paradmetro da violagdo da simetria de Lorentz.

Portanto, a acdo de bumblebee pode ser construida da seguinte forma
1
Sp = /d4a:\/ { (R+EB"BYR,,) — ZBWB’W —V(B*B, £b*) — B,J"|, (4.18)
onde k = 87(.

4.3.1 Dinamica do campo de bumblebee

Nesta secdo, focamos na solucdo apresentada no trabalho de Bertolami e Paramos
[20], no qual a quebra da simetria de Lorentz € puramente radial. Neste caso, estamos interes-
sados em obter a dinamica do campo de bumblebee considerando somente as contribui¢des de
regides de vacuo. Isso significa que, na acao (.18), o termo correspondente ao acoplamento
com a matéria deve ser nulo. Logo, na equacdo (#.13) devemos ter £; = 0.

De inicio, assumimos que o espago-tempo € estatico e esfericamente simétrico. Para
tanto, usamos a métrica de Birkhoff g, = diag(—e*?, ¢*,r2,r? sin? #), onde ¢ e p sdo fungdes
de r. A condicao de estaticidade nos diz que devemos ter um vetor de Killing do tipo tempo,
enquanto a condi¢ao de esfericidade nos diz que devemos ter trés vetores rotacionais de Killing
do tipo espaco. Em Relatividade Geral, o vetor de Killingé um vetor que da a direcao através da
qual o sistema ndo € modificado, ou seja, ele indica uma simetria do sistema. [46]. Os vetores
de Killing para essa métrica sdo conservados, de modo que a simetria radial € preservada.

Vamos admitir que o campo vetorial B, esté fixado no seu VEV b,,, e que esse VEV
obedece Vb, = 0 aoinvés de d,b, = 0, que é a prescri¢do usual. Com isso, podemos construir
a corrente covariantemente associada ao campo de bumblebee. O vetor de Killing K, € definido
por

LzB"=0=KVzB" — B’VzK". (4.19)
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Segue que Vg K* = 0. Se construirmos uma corrente escalar J = B K, teremos
Vol = (VoB")K,, + B'V,K,,. (4.20)

Logo, pelas condi¢des impostas a B, e K, vemos que a corrente J associada ao campo de
bumblebee deve ser constante.
Agora, podemos calcular b,. Como a tinica derivada covariante nio trivial € aquela

em relagdo a coordenada radial, podemos assumir que b, = (0, b(r), 0, 0). Temos entio
Vb, = 8ub, — T2 by = 0, 4.21)
de onde segue, se considerarmos ¢(r) = const, que

b (r)—p'(r)b(r) =0. (4.22)

1/2 ¢ introduzido

Deste modo, temos b(r) = £~1/2bye”, onde b, e ¢ sdo constantes e o termo &~
por mera conveniéncia.

Dadas as condigdes impostas a B,,, a agdo dada em (4.18)) se torna

S = [dev=ay (R + BB Ry) = [ doy=go [R+ €™ FOR), @23

onde o indice s indica que estamos trabalhando somente com quantidades espaciais. Na equagdo
acima, vemos R, € que o Unico termo relevante do tensor de Ricci. Se levarmos em conta so-
mente a parte radial da agdo, o determinante da métrica fica dado por \/—g = r%e™¢. Além
disso, o escalar de curvatura e o tensor de Ricci que s@o relevantes ao nosso caso sao, respecti-

vamente por

R — 2[1+ (2rp/(r) — 1)6_2”(””)],

7,»2
2 /
R, = 2 (4.24)
r

onde a linha denota derivacdo em relacdo a r e foi feita a integracdo em relacao a dependéncia
angular. Aqui, novamente utilizamos ¢(r) = const para facilitar os cdlculos envolvidos.

Vamos introduzir uma redefini¢do de campo ¥ = (1 — e~2?)r2. Podemos notar que

20 e
”

=20 4 U, (4.25)

Agora, podemos reescrever o escalar de curvatura em termos de ¥

—2p

4
R=2U + ——— = 2[30 + 1. (4.26)

r
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Da defini¢do de b, e da equagdo [#.24)), temos £(b")*R,.,. = 2b3p'e~*r~1. Logo,
V)R, = b5 (20 + 10). (4.27)

Se substituirmos (4.26) e na agdo obtida em (4.23), a parte radial da agdo serd

dada por

1 2
S, =~ / drrte?tr [(3 + ) + (1 + %) r\If’] : (4.28)

K

Na acdo acima, somente ¢ nio depende de 7. Se variarmos essa acdo em relacdo a ¢, obteremos

b2
3+ )V + (1 + 5°> ¥’ =0, (4.29)

cuja solucdo € do tipo ¥ = Wyr—3+L onde L é dado por

b2 2B
S PO S S (4.30)

L=3- o~
1+4% 22

Se compararmos a defini¢do de ¥ com a solucdo da equacdo (4.33)), obtemos
Grr = €% = (1 — Wort—H=1, (4.31)

Podemos reescrever a métrica obtida numa forma andloga a da métrica de Schwarzschild:

2G -
9rr = (1 - Lm/’nL) )

r

g = — <1 _ ZG—LmrL> , (4.32)

r

onde G, tem dimensdo [G] = L?> ' em unidades naturais (A = ¢ = 1). Podemos definir
G = Gry L onde ro € uma distancia arbitraria. Assim, a massa geométrica pode ser definida
como M = Gm. Podemos notar que, no limite em que nio temos LSB, ou seja, L — 0,

recuperamos G;, — (. Podemos reescrever a métrica como

oM i\ !
Grr = 1___L )

2M rL
Joo = — (1 — ——L) . (4.33)

O horizonte de eventos da métrica (4.33)) é dado pela condic¢@o

2GM rt
goo = 1 — — =0. (4.34)
roory

Portanto, rg = (2Mry*)/(1=F) Resta identificar se essa singularidade & fisica ou nio. Para
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tanto, vamos calular o escalar de Kretschmann, definido como K = RWG[D’RWW. Temos

5 17 1 1 r\ 2
K = 481 - =L+ —IL?>—-L*+ —L* M? | — =6
{ 3P RY TV TR } )

5 r\ 2
<1 - gL) (7’_0) Ko, (4.35)

onde K, = 48M?r=6 ¢ o escalar de Kretschmann da métrica de Schwarzschild. Podemos ver

12

que K(r = rg) é finito, o que indica que a singularidade r = rg € resultante das coordenadas
escolhidas, logo é removivel. Como o coeficiente de LSB b(r) é muito pequeno, 276 — oo
quando r — 0, o que indica que » = 0 é uma singularidade intriseca, como no caso usual de
Schwarzschild.

Com base nessa nova solugdo de buraco negro, podemos aplicar o método de tune-
lamento quantico e obter as propriedades termodinamicas associadas a ela.

Na referéncia [20], os autores comparam o resultado (#.32)) ao potencial de Yukawa

para obter parametros pos-newtonianos. Assim, tém-se

GLm . Gym

T r

rl =

(1+ ae™?). (4.36)

O primeiro termo apods a igualdade corresponde ao potencial coulombiano enquanto o segundo
termo corresponde ao potencial Yukawa. A constante \ corresponde ao alcance do potencial
uma vez que este se aproxima muito rapidamente de zero a medida que 7 se torna muito maior
que \. Expandindo o termo do lado esquerdo até primeira ordem em torno do ponto r = ry € 0
termo da esquerda em torno do ponto r = (0, obtemos

Gk (1 —L+ L1> =Gy (1 ta-— a5> . (4.37)

To A

Por comparagao, podemos identificar A = ry e « = — L. Isso permite a investigagcao dos efeitos
de uma LSB puramente radial a uma distancia 7y da fonte como se esses efeitos ocorressem
devido a um potencial de Yukawa. O sinal negativo em « indica que, para r > 1, a LSB radial
gera uma componente repulsiva. Afim de obter os valores permitidos para L, deve-se observar
os valores permitidos para o quando A = ry é mantido fixo num experimento. Essa andlise

foi realizada em testes planetarios para a lei de Kepler, com os seguintes valores para Vénus:
A=ry=0,723UAe L = |a] <2x107°.

4.4 Gravidade Rainbow

A relacdo de dispersdo padrdo, em unidades naturais, é dada por E? — p? = m?.
Entretanto, de acordo com alguns autores, ha motivos para crer que essa relacao nao pode ser

mantida na escala de energia de Planck [57-60]. Além disso, na relatividade especial, a escala
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de Planck ndo € invariante sob transformacdes de Lorentz. A solucdo para esse problema foi
modificar a relacdo de dispersao padrao para uma relagao de dispersao modificada (MDR).

No contexto da relatividade especial, foi criada a relatividade duplamente especial
(DSR - Doubly Special Relativity) [61], cuja as constantes fundamentais sdo: a velocidade da
luz c e a energia de Planck F,. O termo duplamente especial se refere ao fato de que, nessa
teoria, o principio da relatividade pode coexistir com escalas de velocidade e comprimento
independentes do observador. Isso difere da relatividade especial, uma vez que neste caso,
comprimentos sao dependentes do observador.

A DSR foi, mais tarde, generalizada para espacos curvos [21]]. Neste caso, ao invés
de uma unica métrica, temos uma familia de métricas parametrizadas pela razio E/E,. Por
esta razao, a versao geral da DSR é chamada de Rainbow Gravity (RG). A RG tem se mostrado
promissora no tratamento termodinamico de buracos negros [22,62-70]]. Além disso, acredita-
se que a RG pode prover uma solucdo para o paradoxo da informacdo uma vez que, proximo a
escala de Planck em RG, um buraco negro ndo evapora completamente. Essa propriedade foi
investigada para aneis negros, solugdes de Schwarszchild e Kerr-Newmann em [62-64].

De acordo com a RG, os principios da equivaléncia e correspondéncia devem ser
modificados [21]]. Pelo principio da equivaléncia modificado, observadores em queda livre
numa dada regido do espago-tempo com raio de curvatura R muito maior que o inverso da
energia de Planck £ ! e fazendo medidas para particulas ou campos com energia E tal que
1/R < E < E,, observam as mesmas leis fisicas que um observador inercial num espago chato
de rainbow. O principio da correspondéncia modificado afirma que, no limite £/E, — 0, a
relatividade geral € recuperada.

Utilizando a RG, a relacdo de dispersdao modificada (MDR) se torna [21]]
E*F*(E/E,) — p*G*(E/E,) = m?, (4.38)

onde F'(E/E,) e G(E/E,) sao as fungdes rainbow responsaveis por modificar a relacdo de
dispersdo e L, € a energia de Planck. A escolha das fung¢des rainbow ndo € unica, porém
elas devem ser definidas de maneira que, no limite £/ E, — 0, a MDR se torne a relagdo de
dispersao padrdao. Assim, devemos ter

lim F(E/E,) = lim G(E/E,) = 1. (4.39)

E/E,—0 E/E,—0

A deformagdo na relacdo de dispersdo (4.38) pode ser realizada através de uma

transformacao nao-linear do espaco dos momentos nele mesmo, U : P — P:

U-(E,p) = [F <E£) E,G <E£> pz} . (4.40)

p p
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Essa transformacgdo ocorre no espago dos momentos € uma questdo que surge naturalmente
€ como isso modifica a relatividade geral. Como argumentado por Magueijo et al. [21]], os
termos da métrica g, (£) dependem da escala de energia na qual a geometria do espago-tempo
¢ testada, e ndo da energia do préoprio espago-tempo. Em outras palavras, se um observador em
queda livre percebe a geometria do espagco-tempo utilizando o movimento de uma particula ou
conjunto de particulas, entdo £ € a energia da particula ou conjunto de particulas. Isso significa
que a geometria do espaco-tempo deve depender da energia pois, particulas com energia £ se

movem em um sistema referencial dependente dessa energia. Assim

E E
€= f (E) €0, €=y (E) €, (4.41)
p p

onde o til denota o sistema referencial dependente da energia da particula de prova. Desse modo,
a métrica do espaco-tempo e outros tensores relevantes da relatividade geral como o tensor de
curvatura e tensor energia-momento, sao substituidos por versdes dependentes da energia .

A modificacdo da relagdo de dispersao faz com que a velocidade da luz seja depen-
dente da energia sempre que F'(E/E,) # G(E/E,) [[11]. Para ver isso, devemos obter a relacdo
de dispersdo para uma particula ndo-massiva e entdao calcular a modificacao na velocidade da
luz. Neste caso, temos

EF(E/E,) =pG(E/E,), (4.42)

de modo que a velocidade da luz depende da energia da particula

_dE  [(dp
=0 "

-1
G? H

H

c

onde H = G/F.

A escolha das funcdes rainbow depende de motivagdes fenomenologicas. Uma
escolha interessante de funcdes rainbow foi proposta em [71], na qual os autores sugeriram
uma transformagao do tipo

[ — ¢~ NE20/OE (4.44)

Nesse caso, as fungdes rainbow sio F(E/E,) = (1 — yE/E,) ' e G(E/E,) = 1,e v é
o parametro rainbow. Essa escolha implica que velocidade da luz depende da energia, ¢ =
1 —vE/E,. Podemos notar que, neste caso, a velocidade da luz na gravidade rainbow se torna
menor a medida que os fotons se tornam mais energéticos. Com base nessa escolha para as
fungdes rainbow, a MDR tem a seguinte forma

i 2 2
_E o 44
(1—~E/E)2 ™" (+45)

Para obter a modificacdo da métrica de acordo com a RG, devemos fazer as seguin-
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tes modificacoes:

dt , dxt
dt - —————, da' = ———. (4.46)
F(E/E,) G(E/E,p)
Portanto, em geral a métrica de um buraco negro pode assumir a forma:
f(r) 1 h(r)
ds® = dt* — dr® — dQ)?, (4.47)
F2(E/E,) 9(r)G*(E/Ep) G*(E/E,)

onde d2? = db? + sin? 0d¢?.
Utilizando a MDR dada em e a métrica de Schwarzschild, obtemos a métrica
de Schwarzschild em RG

E\? 2M oM\
ds® — (1 _ ,YF) (1 _ T) Az — (1 — 7) dr® — r*(d6* 4 sin? 0d¢?).  (4.48)
P

Podemos notar que no limite £/E, — 0, a métrica usual de Schwarzschild é recuperada. O
horizonte de eventos continua sendo 7, = 2M, enquanto a singularidade em » = 0 permanece.
Para tanto, basta notarmos que o escalar de Kretschmann ¢ igual ao da métrica de Schwarzschild

padrio R = 48M?/r%, que é finito em r, = 2M e infinito em r = 0.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

No presente capitulo, apresentaremos os resultados obtidos ao aplicarmos o método
de tunelamento quantico nas métricas tipo Schwarzschild, apresentadas nas se¢oes e
Primeiramente, obteremos as propriedades termodinamicas de cada métrica e as comparamos
com os resultados obtidos pelo método de Hawking e pelo o método da primeira lei. A partir
desses resultados, obteremos as correcdes de back-reaction e as correlacdes entre eventos para
cada uma das métricas estudadas. Discutiremos como a violacdo da simetria de Lorentz mo-
difica os resultados j4 obtidos na literatura para a métrica de Schwarzschild, e que utilizamos

como exemplo no capitulo

5.1 Propriedades Termodinamicas de Buracos Negros com Violacao da Simetria de Lo-
rentz

Nesta secdo, estudaremos como a LSB afeta as propriedades termodinamicas do
buraco negro de Schwarzchild. Comecaremos pela métrica com LSB puramente radial obtida
por Bertolami e Paramos através do modelo de Bumblebee [20]. Apds isso, estudaremos a

métrica obtida por Magueijo e Smolin por meio da modificac¢ao da relagdo de dispersao [21]].

5.1.1 LSB Puramente Radial

Na solugdo encontrada por Bertolami e Paramos [20] e discutida na secao[d.3] temos

a seguinte métrica

oM rt oM rE\ !
ds? = — (1 _ _T_L) dt? + (1 — _T_L> dr® + r*(d6* + sin® §d¢?), (5.1)

onde 7, € uma distancia arbitraria e L € o parametro da LSB.

Deste modo, temos

s =g = (1- 225, 52)
e
£y = g = (1 - )2 5.3
A temperatura do buraco negro é dada pela eqlfagﬁo (3.13)), de acordo com a qual,
temos
T = f’(TZ)g’(TH)' (5.4)
™

No caso da métrica (5.1), o raio do horizonte de eventos é dado por 7, = (2Mry*)V/(1=1),
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Portanto, a temperatura do buraco negro com LSB puramente radial € dada por

(2—-L)
s L(=D2M b (- D2MEMrgt) 0D
C Ax ré — N 47T7“§
= (1-L)2Mrg})7=rTy, (5.5)

onde Ty = (8w M)~! é a temperatura do buraco negro de Schwazschild.

0 2 4 6 8 10
Figura 2: Fonte: O autor. Razio das temperaturas pela massa (L = 107).

Vemos pelo resultado anterior que a violagdo da simetria de Lorentz modifica a
temperatura do buraco negro de Schwarzschild pelo fator (1 — L)(2Mr, 1)% que ¢é igual a |
quando tomamos o limite L — 0. No gréfico[2] plotamos a razdo entre a temperatura encontrada
e a temperatura do caso usual de Schwarzschild para obter resultados mais expressivos. E
possivel notar que a temperatura 7' se torna expressivamente maior que a temperatura 7 a
medida que a massa do buraco negro se torna muito pequena. Além disso, vemos que quanto
menor for o valor de r, menor € a razao entre as temperaturas.

A modificagdo da temperatura devido a LSB fica mais clara quando utilizamos o

método de Hawking, de acordo com o qual
TBH —_ (5.6)

onde x € a gravidade de superficie. No trabalho de Bertolami e Paramos [20], a temperatura
¢ encontrada através do calculo da gravidade de superficie. Verificamos que o resultado en-
contrado através da gravidade de superficie difere daquele obtido pelo método do tunelamento
quantico pelo termo multiplicativo 1 — L. Entretanto, cabe ressaltar que os autores utilizam a
gravidade de superficie do buraco negro de Schwarzschild, quando deveriam utilizar a gravi-

dade de superficie da métrica (5.1)), dada por

o — f/(rl;)g,(TH) _ (1 _ L)(QMTal)%KJOa 5.7
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onde kg = (4M)~! é a gravidade de superficie do buraco negro de Schwarzschild. Vemos, ao
calcular a gravidade de superficie corretamente, que o método original de Hawking e o método
de tunelamento quantico sdo equivalentes. Assim, fica claro que a LSB modifica a gravidade de
superficie do buraco negro e, consequentemente, a sua temperatura.

Agora, vamos calcular a entropia para o buraco negro de Schwarzschild com LSB
puramente radial. Pela temperatura encontrada em (3.5]), vemos que a dependéncia da em M é

da forma K M~Y/0=1) onde K = (1 — L)(2ry %)=/~ /47 Portanto, a entropia é dada por

dM 1 ! 4r(2rg VOB — L 2
S, = | —  — — | MTTdM = 0 M=
B /TBH(M) K/ ’ -1  a2-1" "
2(2Mry YT
0
_ =leMry )h 5.8
oL oo (5-8)

onde Sy = 47 M? é a entropia usual de Schwarzschild. Com isso, vemos que a LSB puramente
radial modifica a entropia de Schwarzschild pelo termo 2(2Mr, l)ﬁ /(2 — L). Vemos pelo
grafico |3} que para massas pequenas, a razao entre as entropia se torna muito pequena. Podemos
notar também que, quanto menor o valor de r(, maior a razao entre as entropias, o que esta em

concordancia com o que acontece com a razao das temperaturas.

Figura 3: Fonte: O autor. Razdo das entropias pela massa (L = 107).
Podemos expandir a temperatura e a entropia em série de Taylor, uma vez que L <

1e L > 0. Assim, temos

{1— LIn(2Mry™") + 1]} ko,
T ~ {1-Ln@Mry")+1]} Ty, (5.9)

=
l

S ~ {1 + L [ln(QMro_l) + %} } So. (5.10)



43

Vamos analisar trés casos:

e 1o < 2M: Temos
Ty = (2Mrg F)Y D S 90 > . (5.11)

Como 7y € a distancia da fonte para a qual os efeitos da LSB podem ser interpretados
como advindos de um potencial de Yukawa, espera-se que essa distancia esteja além do
raio do horizonte de eventos. Como isso ndo ocorre quando ry < 2M, entdo podemos

desconsiderar esse caso.

e 79 = 2M: Agora, In(2Mr; ') = 0, de modo que a temperatura se torna

KR = (1 — L)Ho,
T=(1- LT, (5.12)
enquanto a entr opia se torna
L
S = (1 + 5) So, (5.13)

Assim, tanto a temperatura quanto a gravidade de superficie sdo maiores do que no caso
no qual ndo ocorre quebra de simetria. A igualdade € utilizada porque esse € precisamente
o resultado encontrado quando substituimos 7y = 2M nas equagdes (5.5) e (5.7). Além
disso, podemos notar que a entropia é maior que a do caso sem LSB, o que estd em
concordincia com o fato de que a temperatura é menor que a do caso usual. E interessante
notar que, se o = 2M, recuperamos o raio de Schwarzschild r, = ry¢ = 2M, de modo
que 7 coincide com o raio do horizonte de eventos. Entretanto, como vimos nas equagdes
e (5.13), a gravidade de superficie, a temperatura e a entropia de Schwarzschild ndo
sdo recuperadas. Com isso, vemos que no limite o — 2M, de certa forma recuperamos

os resultados usuais, mas com resquicios da quebra de simetria de Lorentz.

e 7y > 2M: Agora, temos
ry = (2Mrg)YAE) < oM < 1, (5.14)

o que indica que 7y estd além do horizonte de eventos, como desejado. Neste caso,
In(2Mry') < 0, mas isso ndo € suficiente para saber se a gravidade de superficie e a

1

temperatura aumentam ou diminuem. Porém, se 2Mr," < e~ !, ou seja, g > e(2M),

onde e = 2,718 é o ndmero de Euler, teremos In(2M7; ') + 1 < 0. Deste modo,

K > Ko,

T > Tp. (5.15)
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Neste caso, a atuacdo da LSB aumenta a gravidade de superficie e a temperatura do buraco

negro de Schwarzschild. Entretanto, se 2Mr, ' < e~/2, ou seja, 7y > €'/22M, teremos

In(2Mry') + 1/2 < 0. Neste caso,

S < Sp. (5.16)

Vemos que, sob essas condigdes, a entropia do buraco negro de Schwarzschild € di-

minuida devido a uma LSB puramente radial.

Devemos notar que o ponto g = e(2M ), a temperatura 7' é aproxidamadamente
igual a temperatura usual 7j, enquanto a entropia se torna (1 — L/2)S,. Ja para o ponto
ro = e'/?(2M), a entropia S se torna aproximadamente a entropia usual Sy, enquanto a tem-
peratura se torna (1 — L/2)T,. Em suma, para 2M < 7 < e(2M) @M < 7y < eY/2(2M)),
a temperatura (entropia) é menor (maior) que a temperatura (entropia) usual; para ro = e(2M)
(ro = e'/2(2M)), a temperatura (entropia) é aproximadamente igual a temperatura (entropia)
usual; para oy > e(2M) (rg > e'/2(2M)), a temperatura (entropia) é maior que a temperatura
(entropia) usual.

No gréficoa) exageramos o valor L para observar o comportamento linear da razdo
entre as temperaturas quando ry = 2M. Para valores pequenos de L, vemos que as temperaturas

sdo aproximadamente iguais quando ro = e(2M) e que a temperatura 7' é menor que 7 nos

demais casos, como pode ser visto em {b|

i T A O -
2 ' ! .
ro =2M i T s
10p i [ T N S
————— 2M < rp < e(2M) ! 1 R
8f ] : i 1o
O ;i B -
e ro > e(2M) ; ! L e i
s oo T e EAM S T
s 1 L ~——
4 4 ! [ Mer <eM) Sl TTeea
- ! 4
2 e T T S0 fee 1y = e2M)
of s : L i 1o > e(2M) ) ) -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0 2.x107"% 4.x107° 6.x107"° 8.x107"° 1.x10°

L

(a) Valores grandes de L (b) Valores pequenos de L
Figura 4: Fonte: O autor. Razao das temperaturas pelo fator de quebra de Lorentz L.

No gréfico [5a observamos o comportamento linear da razdo entre as entropias

quando ry = 2M, como obtido na equagdo (5.13)). Para valores pequenos de L, a entropia

S € aproxidamente igual a Sy quando ro = e(2M), enquanto é maior nos demais casos.
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08l —— =M

== 2M < 1 < €2(2M)
s g = €12(2M)

06F === rg > e'2(2M)

0.0 0.1 02 03 0.4 05 0 2.x1071° 4.x1071° 6.x1071° 8.x1071° 1.x10°

(a) Valores grandes de L (b) Valores pequenos de L
Figura 5: Fonte: O autor. Razado das entropias pelo fator de quebra de Lorentz L.

5.1.2 Métrica Rainbow

A métrica obtida a partir da relacdo de dispersao de Magueijo e Smolin [71] é dada

por

B\’ 2M oM\
ds?® = (1 - 7?) (1 — _) dt* — (1 — —) dr* — r*(d6? + sin® 6d¢?).  (5.17)
r r

p

Neste caso, temos
o) = — <1 _ _) | (5.18)

! 1 E 2 .
f (TH) = oM (1 - ’YE) ;
g (ru) = —z—. (5.19)

Deste modo, a gravidade de superficie e a temperatura sdo dadas, respectivamente, por

1 E E
(o aEN (o2 5.20

1 E FE
T = l—~y— | =(1—-—~v— | T 21
8m M ( W/Ep) ( ,yEp) ’ 621

Uma vez que a emissao de radiacio Hawking € um processo quantico, os quanta

emitidos devem obedecer o principio da incerteza de Heisenberg, o qual deve ser vdlido em GR
[72[73]], de modo que AzAp > 1 em coordenadas naturais. Podemos obter a partir do principio
da incerteza um valor minimo de energia £/ > 1/Ax, onde E ¢ a energia da particula emitida no

processo de radiagdo Hawking. Pr6ximo ao horizonte de eventos, temos Ax ~ r, = 2M [62].
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Assim,
E>1/2M. (5.22)

Deste modo, sabendo que em coordenadas naturais temos £, = 1,podemos reescrever a gravi-

dade de superficie e a temperatura do buraco negro como [22]

K= (1 _ ﬁ) o, (5.23)
€
= (Pﬁ) To= 87T1M (1_ 2X4> (5.24)

A partir das equacdes e fica mais facil perceber que o pardmetro rainbow v é o res-
ponsavel por modificar a gravidade de superficie e a temperatura do buraco negro de Schwarzs-
child. Além diso, os resultados usuais sdao recuperados no limite v — 0. Podemos notar que,
uma vez que v > 0, a gravidade de superficie obtida e, consequentemente, a temperatura sao

menores que no caso usual de Schwarzschild, como observado em 6

1.0F

09f
0.8f
07F

TITy

0.6;
0.5;

0.4;

03f

M
Figura 6: Fonte: O autor. Razdo das temperaturas pela massa para diferentes valores de +.

A entropia para esse modelo € dada por [22]

M2 4M2_ 2 2
S — 1677/—dM:47r/ Y am

2M — v 2M — v
(2M —7)(2M + ) 7
= 4 M
7T/ [ 2M — ~y * 2M — ~ d
= So+2my[2M + v In(2M — )] (5.25)

Podemos notar que S > Sj, em concordancia com a diminui¢io da temperatura. Além disso,
vemos que no limite v — 0, a entropia de Schwarzschild .Sy é recuperada, especialmente para
valores grandes de M, como mostrado em [/, Vemos ainda que a entropia S se torna muito
maior que Sy quando M € aproxidamente da ordem de v e que para valores grandes de M, S

nao difere muito de 5.
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SISy

0 2 4 6 8 10

Figura 7: Fonte: O autor. Razdo das entropias pela massa para diferentes valores de .

5.2 Correcao de Back-reaction e Calculo das Correlacoes

Como discutido nas se¢oes e a inclusao de efeitos de back-reaction leva
a corregdes nao-térmicas da temperatura de buracos negros. Tais correcdes sdo responsdveis
por gerar correlagdes ndo-nulas entre eventos de emissdo de particulas durante o processo de
evaporacdo de buracos. negros. Nesta secdo, faremos a correcdo das temperaturas encontra-
das na secdo anterior, quando efeitos de back-reaction sao levados em consideracdo. A partir
dessas corregdes calcularemos as correlagdes entre eventos de emissdo para a métrica de LSB

puramente radial [20] e a métrica de GR proposta por Magueijo e Smolin [[71].

5.2.1 LSB Puramente Radial

Vimos na segdo [3.2] que, ao consideramos os efeitos de back-reaction, a probabili-

dade de tunelamento de uma particula com energia w é dada por
I'(M,w) =exp [S(M —w) — S(M)]. (5.26)

Na primeira se¢ao de resultados, obtivemos a seguinte entropia para a métrica de

LSB puramente radial obtida em [20]:

2(2Mry")TT

2-L
57— S0 = oL, o) ML, (5.27)

SBH =

onde .
87T(2T0_1)ﬁ
2—-L

Deste modo, a probabilidade de tunelamento de uma particula de energia w €

a(L, 1) = (5.28)

T(M,w) = exp [S(M — w) — S(M)] = exp {a(L, o) [(M — W)L - M*} } . (5.29)
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A temperatura corrigida é dada por 7" = —w/AS. Para obter a temperatura corrigida numa

forma mais simples, vamos obter a série de Taylor para
2— 2
1 1

AS = a(L, 7o) |(M — w) =t — M1 |, (5.30)

sabendo que L < 1.

Os termos da equacdo anterior podem ser aproximados da seguinte forma

~

x 2—x
al-chi-—= Nb2 {1+$
2—x 2

5 [2In(a) + 2In(b) + 1]} +O®?), (5.31)

onde v = L, a = 2r;" e b pode assumir os valores M — w e M. Portanto,
2 L ~1
AS = 4n(M —w) {1+§[21n(27"0 )+21n(M—w)+1]}
2 L ~1
— 4nM {1 +5 [2In(2ry ") + 2In(M) + 1]}

AS = drw(w —2M) {1—{—% [2In(2rg") + 2In(M — w) + 1]}

M —w
AT M?L1 . 32
L4 n( = ) (532)

Assim, a temperatura corrigida € dada por

T= — {47T(w —2M) ll + g [2In(2ry ") + 2In(M —w) + 1}]
-1
+ ArM2Lw'In (M]\; “’) } . (5.33)

Podemos notar que, no limite L — 0, obtemos a temperatura corrigida de Schwarzschild (7' =
[8m(M — w/2)]7h).

Vamos analisar dois casos limites: M > w, que corresponde aos estagios iniciais
da evaporagdo do buraco negro; e M ~ w que corresponde aos estdgios finais de evaporacao.

Para M > w, temos

In(M —w) ~In M — —, (5.34)

In (M _ “’) ~ L (5.35)
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Portanto, a temperatura se torna

e i () 1] -2 )

T = {47r(2M —w) {1 + g [2In(2Mry") + 1]} + 4L (M — 2@}1 , (5.36)

onde desprezamos os termos de ordem O(w?).

Para o segundo caso, os termos com logaritmo tendem a infinito, de modo que a
temperatura tende a zero a medida que M — w.

Agora, vamos calcular as correlagdes entre eventos de emissdo da radiacdo Haw-

king. Sabemos que essa correlagcdo € dada por

C(w1 4 wo;wy,wa) = InT(M,wy + wy) — In[[(M,wy )T (M, ws)], (5.37)
onde
D(M,w; +wy) = exp {a(L,TO) [(M —wy — WQ)% — M%] } : (5.38)
e
T(M,w;) = exp {a(L,rO) [(M _ W) - M*} } L i=1,2. (5.39)
Portanto,

C(wy + wo;wi,wa) = a(L,ro) [(M —wy — wg)% — M — (M — wl)% + M
2-L 2-L
(M —w)EE 4 MH] . (5.40)
Fazendo a aproximagio (5.31)), obtemos
2 L -1
Clwy + woywy,wy) =~ 4 {(M — w1 — wy) {1 +5 [2In(2rg ") + 2In(M — wy — ws) + 1]}
2 L —1
— (M —w)” |1+ 3 [2In(2rg") + 2In(M — wy) + 1]

— (M — wy)? {1 + g [2In(2rg ") + 2In(M — wy) + 1}}

+ M? {1 + g [2In(2ry ") +21In(M) + 1}} } : (5.41)
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Agora, vamos agrupar os termos

C = 4#{ {(M —wp —wy)? — (M —w)? = (M —wy)*+ MQ] {1 + g [2In(2ry ") + 1]
+ LM —w; —wy)?*In(M — wy —wy) + LM?*In(M)
— L(M —w)’In(M —w;) — L(M — wy)* In(M — w,)} . (5.42)

Os termos do primeiro colchete resultam simplesmente em 87w wy. Os demais termos serao
agrupados da seguinte forma

(M — W1 — w2)M
(M — wy)(M — ws)

AmL {M2 In [

] +wy (wy — 2M) In {m}

M—w1
M—wl—wg

+CU2(LL)2—2M)1H |: M_w2

} + 2wiwy In(M — wy — wz)} (5.43)
Portanto, a correlagdo é dada por

L

2 (M—Wl_WQ)M M_w1_w2

Podemos notar que, essa correlagdo € ndo nula e, no limite . — 0, recuperamos a correlagdo
do buraco negro de Schwarzschild C' = 87w;ws. Para valores pequenos de M, a correlagdao C'
se torna muito maior Cj, o que indica que os eventos de emissao sao altamente correlacionados

nos dltimos estagios da evaporacao do buraco negro.

1.016¢

1.014¢

1.012}

C/Cy

1.010

1.008} 7
1,006} k/’—__——_—_
2 4 6 8 10

M
Figura 8: Fonte: O autor. Razdo das correlagdes pela massa (rg = 10, L = 1073, w; = 1071,

wy = 2x1071h).
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5.2.2 Métrica Rainbow

Agora, calcularemos a correcdo de back-reaction da temperatura e a correlacio en-
tre eventos de emissao para a métrica tipo Schwarzschild proposta por Magueijo e Smolin [[71].

Devemos lembrar que
S(M) = 4xM? + 27v[2M + v In(2M — ~)]. (5.45)
Assim,
S(M —w) =4n(M — w)? + 27y[2(M — w) +yIn(2(M — w) —7)]. (5.46)
Portanto, a variacao da entropia é dada por
AS = 4n(M — w)* +2my[2(M — w) +yIn(2(M — w) —7)]

— AxM? — 27y[2M + yIn(2M — 7)]

AS = dnw(w —2M) + 27y {—200 +v1n (%)} . (5.47)

Segue, de maneira direta que, a probabilidade de tunelamento de uma particula com

energia w € dada por

I'(M,w) = exp {47rw(w —2M) + 27y [—2&) +v1n (%)} } : (5.48)

de modo que a temperatura corrigida serd

-1
T = [zm(zM —w+7)—2m2w n <%ﬂ . (5.49)

Podemos notar que, quando o parametro rainbow tende a zero (v — (), recuperamos a tempe-
ratura corrigida de Schwarzschild 7' = [87(M — w/2)]~!, como esperado.

Como sabemos, a correlacdo entre os eventos de emissao € dada por
C’(w1 + wa; wi, w2) =In F(M, w1 + CL)Q) — 111[F(M, CUl)F(M, CL)Q)]. (550)
Para este caso, temos I'(M, w;),i = 1,2 dado pela equagao (5.48) e

F(M, w1 + (.UQ) = exp {47T[—(2M + ’y)(w1 + CUQ) + (wl + w2)2]

+ 272 {Q(M_wl —w) _VH. (5.51)

2M — ~



52

Portanto,

Clwr +waswri,we) = A[—(2M + ) (w1 +wp) + (w1 + ws)?]
2(M —wy —ws) —
2171
+ Z27y°in 90—~

2(M —wy) —
— 47T[w%—(2M+7)w1]—27T721n{ ( i _11/ }

2(M —wy) —
{ oM =~ } (5.52)

— Arnw? — (2M + y)wsy) — 277%In

Agrupando os termos, obtemos

S i 9?1 4 2 — w1 —ws) = A][2M — ]
C =B + 27 {[2<M—w1)—7][2(M—w2)—7]}' 633

Podemos notar que, no limite v — 0, recuperamos a correlagdo do buraco negro de Schwarzs-

child C' = 87w wsy. Além disso, para valores pequenos de v, as correlagdes C' e Cj se tornam

aproxidamente iguais, a medida que a massa M/ se torna muito grande.

1.0 A . S
F ,¢’ ‘._.---"" ____.—--—':_ —————
L A It —_
[ f / e ///
+ 1 R4 /
0.9} R A Ay
1 J / v=0,1
L I : Vi /
S | A =05
S o8f | | i
| | A y=1
3 1 ]
[ 'l 1 I ——— )/:1’5
o7f | 1 !
AT : ,, I _——— y=2
L1 il
0 2 4 6 8 10

Figura 9: Fonte: O autor. Razio das correlacdes pela massa para vérios valores de 7 (w; = 1071,

wo = 2x1071H).
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, fizemos uma revisao da radiacio Hawking e das leis dinamicas de
buracos negros e como elas se assemelham a termodindmica usual. A partir disso, apresen-
tamos o método de tunelamento quantico, o qual torna possivel a obten¢do de propriedades
termodinamicas de buracos negros de maneira relativamente simples. Como vimos, o método
do tunelamento quantico obtém resultados satisfatorios apenas levando em consideracdo a geo-
metria do espaco-tempo. Além disso, 0 método permite a inclusio de efeitos de back-reacion,
que leva a correcdes ndo térmicas da radiacdo Hawking, responsaveis por correlagdes nao-
nulas entre eventos de emissdo. Verificamos, por meio do método de tunelamento quantico,
que métricas do tipo Schwarzschild obtidas do modelo de bumblebee e da gravidade rainbow
possuem temperatura e entropia diferentes da métrica usual de Schwarzschild. Além disso,

verificamos que essas métricas possuem correlacdes ndo-nulas entre eventos de emissao.
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