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Resumo

Esta dissertacao esta dividida em dois capitulos.

O primeiro capitulo apresenta os Anéis de Grupos, os Grupos de Frobenius e suas re-
spectivas propriedades.

No inicio do segundo capitulo sdo apresentadas as Conjecturas de Zassenhaus. A versao
mais fraca dessas conjecturas é demonstrada para Grupos de Amitsur. No final do se-
gundo capitulo, a validade dessa mesma versao é provada para Grupos de Frobenius.
Tais Grupos de Frobenius sao aqueles cujo complemento verifica-se a validade dessa
conjectura. Na parte final sao apresentados os subgrupos de Hall e o Teorema de
Schur-Zassenhaus.

Palavras-chave: Anéis de Grupos, Conjecturas de Zassenhaus, Grupos de
Amitsur, Grupos de Frobenius.



Abstract

This dissertation is divided into two chapters.

The first chapter introduces the Group Rings, the Frobenius Groups and their proper-
ties.

In the beginning of the second chapter are presented Conjectures of
Zassenhaus . The weaker version of these conjectures is demonstrated for Amitsur
Groups. At the end of the second chapter, the validity of that version is proven to
Frobenius Groups. Such Frobenius Groups are those whose complement, checks the
validity of this conjecture. In the final part we present the Hall subgroups and Schur-
Zassenhaus Theorem.

Keywords: Group Rings, Conjectures of Zassenhaus , Amitsur Groups, Frobenius
Groups.
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Introducao

H. J. Zassenhaus formulou uma conjectura que neste trabalho denotaremos por (ZC1)
como em [7]. Sendo ZG o anel de grupo inteiro de um grupo G temos:

(ZC1) Se u € U(ZG) = {unidades de ZG de aumento 1}, entdo existe
B € U(QG) = {unidades de QG} tal que f7'uf € G.

Uma versao fraca dessa conjectura que em [7] é chamada de Problema (de inves-
tigagdo) 8, e que denotaremos por (P8) é a seguinte:

(P8) Se u € U(ZG) tem ordem finita o(u), entdo existe g € G de ordem o(g) tal
que o(g) = o(u)

O principal objetivo deste trabalho é mostrar que (P8) vale para grupos de Frobe-
nius cujo complemento pode ser imerso em um anel de divisao e para grupos de Frobe-
nius de ordem impar. O trabalho é dividido em dois capitulos. No primeiro estudamos
os anéis de grupos e as propriedades de grupos de Frobenius. No segundo capitulo
obtemos o principal teorema deste trabalho.

Teorema: Se u € U (ZG), entio o(u) divide |X| ou o(u) divide |N|, onde
G = N x X € um grupo de Frobenius finito com nicleo de Frobenius N e comple-
mento de Frobenius X .

Posteriormente usando esse teorema obteremos:

Teorema: Se G € um grupo de Frobenius finito com complemento X. Se (P8)
vale para Z.X , entao vale para Z.G.

Desse tltimo resultado obteremos a validade de (P8) para os casos desejados.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados basicos que serao im-
portantes no capitulo posterior. Se G for um grupo denotaremos sua ordem por |G|
e para g € (G, sua ordem é denotada por o(g). Se G = N x X ( produto semi direto
de N por X), quer dizer que G = NX, NNX =1e que N JG. Indicaremos (m,n)
0 méaximo divisor comum entre inteiros m e n. Se (m,n) = 1, diremos que m e n sdo
COPrimos.

1.1 Anéis de Grupos

O anel de grupo de um grupo G sobre o anel K, com identidade, é o anel K G de todas
as somas formais

A=) M9)g, Mg eK

geG

tal que
supp(A) = {g€G:Ag) # 0},

o suporte de A, é finito; com as seguintes propriedades operacionais

A= gy & Mg =plg) VgeG, (1.1)

geG geqG
IIRCOIEDITOTEIDY (A(g) + u(9)>g, (1.2)
9€G geqG geG
(Y- A@)9) (X nlorg) = Y vigg. (1.3)
geG geG geqG

onde

v(g) = Y _AMh)u(h™'g) =Y Mz)uy)

heG Y=g

10



CAPITULO 1. PRELIMINARES 11

Sendo 14 o elemento identidade de G, a aplicacao de K em KG definida por
k — k-1g é um homomorfismo injetor. Portanto podemos assumir que K estd contido
em KG. O elemento 1 - 15 serd a identidade do anel KG e o denotaremos por 1. A
aplicagao de KG em K denotada por ¢ e definida por

A= "AMg)g =D M)

geG geq

¢ um homomorfismo chamado funcao de aumento de K'G. O ntcleo deste homomor-
fismo,

Ak(G) = (A=Y Mglg € KG: Y Ag) =0}

geG geG

¢ chamado ideal de aumento de K(G. Para um subgrupo normal N de G temos o
homomorfismo natural ¢ de KG em K(G/N) definido por

A=Ay 2 AMg)gN

geG geG

O nitcleo desse homomorfismo denotado por A (G, N), é o ideal gerado por todos
x—1, x € N. A prova desse resultado é dada a seguir.

Teorema 1.1 O ideal (x—1:x € N) de KG, é o nicleo do homomorfismo ¢ definido
acima.

Prova: Seja T' = {x;};e; um conjunto de representantes de classes de G determinadas
por N, ie., G = Ug’ci, onde z; = z;N. Para cada g € G, existe 1 € e ng € N

el
tal que g = x;n,. Portanto se A\ = Z)\(g)g, entao YP(A) = ZZA(me)@. Se
geG €l gezx;
A € Ak (G, N), teremos Z Axing) =0, Vie . Assim,
9gET;
A= Z Mg)g = Z Z Axing)xing
geG i€l geZ;
= Z Maing)xing — Z Z Axing)x;
i,9 i€l gex;

- Z)‘(xing)xi(ng —1) €e{x—1:2€N)

Assim, Ag(G,N) C (x —1:2 € N). A outra inclusdo segue trivialmente.
|

Definicao 1.1 Um elemento r de um anel R é chamados de unidade se ele possuir um
inverso s, i.e., rs = 1 = sr. O conjunto de todas as unidades de R forma um grupo
U(R), chamado grupo das unidades de R.
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A seguir, daremos alguns exemplos de unidades em ZG:

1. Os elementos #¢g, g € G sao obviamente unidades com inversos ¢~ .

Esses elementos sao chamados de unidades triviais.

2. Para A € ZG, denotaremos sua ordem por o(\). Seja g € G com ordem finita.
Escrevamos ¢g como sendo

2
Entao (1 — g)g = 0 e para qualquer h € G, ((1 - g)hﬁ) = 0. Portanto

ugn = 1+ (1 — g)hg tém inverso 1 — (1 — g)hg. As unidades ugp,h,g € G
sao chamadas unidades biciclicas de ZG.

Observacao 1.1 Se u € U(ZG), entao existe v € ZG tal que uwv = 1. Logo
e(u)e(v) = (1) = 1. Assim e(u) = £1, e portanto temos U(ZG) = LU (ZG) onde
U (ZG) sao todas unidades de aumento 1.

Definicao 1.2 Seja H um subgrupo de U(ZG). Se existir um o € U(QG) tal que
H* = a'Ha C G, diremos que H € racionalmente conjugado a um subgrupo de
G. Se H = (a) for racionalmente conjugado a um subgrupo de G, diremos que u é
racionalmente conjugado a um elemento de G.

O proéximo resultado é essencial no estudo de unidades.

Teorema 1.2 (Berman-Higman) Seja G um grupo finito. Suponha  que
v =>.79)g € ZG seja uma unidade de tor¢ao, a saber v = 1 para algum n e
~v(1) #0. Entdo v = +1.

Prova: Para cada r € QG vamos considerar a representacao regular de QG dada po

L,: QG — QG
Yy = Ty

Represente L, por uma matriz em relacao a base {g1, g2, ..., gm} de QG formada por
elementos de G, onde m = |G|. Para g € G, Ly(g;) = ¢; se, e somente se, g = 1.
Portanto para g € G o trago de L,, trL, é dado por

B 0, se g#1
trLg—{ Gl se g=1 (1.4)

Como 4" = 1, entao (L,)" = I, onde I,, representa a matriz identidade de ordem
m. Podemos entao diagonalizar L.. Seus autovalores sao raizes n-ésimas da unidade
(i, © <1 < m. Portanto, temos
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D_G=trLy = Y A(g)trLy =1(1)[G] (1.5)

Como (1) # 0 e ¢ inteiro, temos que |y(1)| > 1. Além disso, |(;| = 1. Assim obtemos

6 < Ykl =m=ldl (16)

rDIGI = ¢ (1.7)

Por (1.5), (1.6) e (1.7), temos que | > G| = > |G| = |G].
1 1

Portanto ¢; = ¢ para todo i. Segue-se que L, = (I, e assim v = ¢ - 1. Como
v € ZG temos que ( = *1.
[ |

Equivalentemente, temos o seguinte corolario:

Corolario 1.1 Seja v € ZG uma unidade de ordem finita n tal que v # +1. Entao
7(1) = 0.

Corolario 1.2 Seja A um grupo abeliano finito. Entao todas as unidades de tor¢ao
de ZA sao triviais.

Prova: Seja v = > v(g)g € ZA de ordem finita n. Como = # 0, existe gy € A tal que
v(g90) # 0 e o(gg) = k < co. Usando a comutatividade de A, temos

(g )™ = (g™ =1

Além disso, (7g,')(1) = v(g0) # 0. Pelo Corolario (1.1), segue-se que g, ' = %1,
portanto v = +gp.
[

Teorema 1.3 Sejam K um corpo de caracteristica 0 e G um grupo finito. Seja
e = Z e(g)g # 0,1 um idempotente nao trivial de KG. Entao e(1) € Q, |Gle(1) € Z,

g
e0<e(l) <Ll

Prova: Para cada x € KG, considere a representacao regular L, € KG definida por
L.(y) = xy como no Teorema (1.2). Os |G| autovalores de L. sdo 0 e 1. Sendo m o
nimero de autovalores de L. iguais a 1, temos que 0 < m < |G|, pois e # 0,1. Além
disso

m=trL, = Z e(g)trLy, = e(1)|G|

g

Assim, 0 < e(1) < 1e |Gle(l) € Z.
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Teorema 1.4 Seja ZG o anel de grupo dos inteiros de um grupo finito G. Suponha
que v € ZG tenha ordem multiplicativa n. Se () = 1, entdo n é um divisor da ordem
do grupo G.

Prova: Considere e = (1 4+ +...+4"1)/n.

ey = {4+v+...+9" Y/nly=(+7*+...+9")/n=c¢

Entao e? = e, pois

ne
¢ = 6(1+7+.--+’7n_1)/n:(6-{-67-‘;—...—{—67”_1)/71:?:@

Como o(7y) = n, temos que 7' # +1 para 1 <7 < n—1. Pelo Corolario (1.1), v*(1) = 0.
Segue entao que

1 , 1
) = =S A1) ==~
e(1) - ;07( )=
Pelo Teorema (1.3) existe k € Z tal que e(1) = - Portanto kn = |G|

Defini¢ao 1.3 Para um anel R, definimos [R, R] como o grupo aditivo gerado por
todos produtos de Lie [z,y] = vy — yx para x,y € R.

Teorema 1.5 Seja R um anel de caracteristica prima p, com unidade. FEntao para
x,y € R e numeros naturais n temos

(x+y)P" = o +y" mod [R, R]

Prova: Vamos provar por inducao sobre n. Para o caso n = 1.

(.I'+y)p = :L.p+yp+ Z R1%2 .+« Zp
zie{z,y}

Para cada termo 212, ... 2, associe-o com suas permutacoes ciclicas

Z1R2 ... RZp, R223...Rp21, .-y RpRLR2...Zp—1
Note que,

229 .. 2y — |21, %273 ... 2p] = ZaZ3...%p%

2129 .. 2y — (2122, 25 ... 2p] = 2324 .. ZpZ1%2

2. 2y — (122 2p1, 2] = ZpPiR2 ... Zpo1
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Segue-se entao que a soma dessas permutagoes ciclicas é pzy2 ...z, médulo [R, R] e
portanto pertence a [R, R|, pois R tem caracteristica p. Observe que

(zy —yz)’ = (zy)’ — (yx)’  mod R, R]
= [z, (yz)" 'y mod R, R|

Portanto,

v€I|R,R] = ~v€[R,R]

Suponha o resultado vélido para n. Entao existe o € [R, R], tal que,

(@+y = 2"+ +a

Pelo caso n = 1 existem ag, oy € [R, R] tais que

(@ +y™" +a) = (2 + 37" )P+’ + ag
_ $pn+1 n ypn+1 4o+ o + ag
Segue-se entdo que (z +y)P" =2’ 4y mod|R, R| |

Definicao 1.4 Denotando por ~ a relagdo de conjugacdao no grupo G, definimos para
um elemento o = Za(g)g do anel de grupo RG,
g

h~g
Teorema 1.6 Se a € [RG, RG, entdo a(x) = 0 para todo x € G.

Prova:

Como gh e hg(= g~*ghg) sdao conjugados, podemos concluir que &(z) = 0 para todo
xeG.
[ |
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Teorema 1.7 (Zassenhaus) Se u € U(ZG) com o(u) = p™,p um primo e |G| < oo.
Entao existe um elemento g € supp(u) tal que o(g) = p"™ e u(g) # 0.

Prova: Sendo u =) u(g)g, pelo Teorema (1.5), para R = ZG /pZG obtemos:

s

l=u = Zu(g)pn + 3 mod pZG
para algum (3 € [ZG,ZG]. Do Teorema (1.6), 3(1) = 0 e portanto,

1 = Zu(g)pn mod p

gr"=1
= Z u(g)?" + Z u(g)”"  mod p
o(g)=p™ gP" =1
n n—1\P
= Y el (X wlor) mod
o(g)=p™ gP" =1

Como o(u) = p", pelo Corolario (1.1) temos

w" (1)

Il
=
s

hS]
3
L
I
o
3
S
S8
b

Assim, concluimos que

Z u(g)? # 0 modp

o(g)=p™

Segue-se entao que existe gg € G de ordem p™ com u(gg) # 0 e u(go) # 0.
[ |

Os trés Teoremas seguintes sdo mostrados em [7].

Teorema 1.8 Se G = N x X, onde N € nilpotente. Entao qualquer subgrupo finito H
de Uy(ZG) com (|H|,|N|) = 1 € conjugado a um subgrupo de U(ZG) , i.e,
H* C Uy\(ZG) para algum o € U(QG).

Teorema 1.9 Seja G = (a) x () tal que (o(a),o(x)) = 1. Entao qualquer subgrupo
finito de Uy(ZG) € racionalmente conjugado a um subgrupo de G.

Teorema 1.10 Se G = P x X, onde P € im p-grupo que ndao divide | X|. Seja H um
subgrupo finito de U(1 + A(G, P)). Entao existe um o € U(QG) tal que H* C G.

Sendo N um subgrupo normal de um grupo finito G e v a aplicacao natural de
ZG em Z(G/N), temos o seguinte teorema cuja demonstragao pode ser encontrada em

2].

Teorema 1.11 Seja H um subgrupo finito de Uy (ZG) tal que (|H|,|N|) =1 e Gy um
subgrupo de G com (|Gyl,|N|) = 1. Entdo H € racionalmente conjugado a Gy se,
e somente se Y(H) for conjugado de (Gy) em Q(G/N). Neste caso se H for um
subgrupo proprio de Uy (ZG), entdo 1 € injetora sobre H.
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1.2 Grupos de Frobenius

Definicao 1.5 Um grupo G € de Frobenius se existe um subgrupo H proprio nao trivial
tal que H N H* =1, para todo v € G\ H.

No caso em que G for um grupo finito, o seguinte teorema garante que
N =G\ U (H* — 1) é um subgrupo normal de G.

zeG

Teorema 1.12 (Wielandt) Suponha que G seja um grupo finito com subgrupos H e
K tais que K QA H e HN H* < K para todo x € G\ H. Seja N o conjunto de todos
elementos de G que nao pertencem a nenhum conjugado de H\ K. Entao N € subgrupo
normal de G tal que G=HN e HN N = K.

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada na referéncia [6].

Sendo G um grupo finito, H é chamado de um complemento de Frobenius e N o
nucleo de Frobenius. Além disso G' pode ser representado por

G = NxH

Teorema 1.13 (Propriedades) Seja um grupo de Frobenius finito com complemento

H e nicleo N = G\ U (H" —1). Entao temos as sequintes propriedades:
zelG

(i) Se g € G, entao o(g) divide |H| ou |N|;
(i) Se 1 # x € N, entao Cg(x) C N;
(111) Se 1 #x € H, entao Cg(x) C H;

(iv) |H| e |N| sao coprimos;

(v) N € nilpotente

(vi) Os p-subgrupos de Sylow sdo ciclicos se p > 2, e se p = 2 0s 2-subgrupos de Sylow
sao ciclicos ou quatérnios

(vii) Se 2 | |G|, entdo G possui um unico elemento de ordem 2 e que deve pertencer
ao centro de G.

Prova: Seja g € G. Se o(g) divide |N|, entao g # N. Logo g = h* para algum h € H
e para algum x € G. Entao o(x) = o(h) | |H|.

Seja agora 1 #x € N. Sey € Cg(x) ey € N, entdo y = h9 para algum h € H
e para algum g € G. Como y* = y, entao h9* = h9 e portanto h99™" = p. Note que
grg~t € H, pois caso contrario h = 1 e assim y = 1 € N. Logo x € HY, implicando
que 29 € HNN =1 e assim z = 1. Absurdo.

Mostremos agora que Cg(x) C H, para 1 # x € H. Se y € Cg(z), entdo
l#x=2Ye€ H'NH. Logoy € H.
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Suponha que (| V|, |X|) # 1. Entao existe um primo p que divide |H| e |N|. Seja
P um p-subgrupos de Sylow de H e () um p-subgrupos de Sylow de G tal que P C @),
com P # Q. Assim P é um subgrupo préprio do normalizador N (P) de P em . Seja
x € Ng(P) tal que = nao pertenca a P. Como P = P* C H*N H e G é de Frobenius,
x deverd pertencer a H. Logo P # P(x) é um p-grupo de H diferente de P, o que é
um absurdo. Logo (|N|,|X]) = 1.

Para (v), (vi) e (vii) veja referéncia [5].

Teorema 1.14 Seja G um grupo finito. As sequintes condi¢oes sao equivalentes.

(i) G € um grupo de Frobenius com complemento H de ordem m.
(i1) G tem um subgrupo prdprio ndo trivial de ordem n se |G| = mn.

(111) |G| = mn, com (m.n) =1. Se g € G entdo g" =1 ou g" = 1.

Além disso se N = {g | g" = 1} entdo N é um subgrupo normal proprio nao
trivial de G.

Prova: Veja [5].



Capitulo 2

Conjecturas de Zassenhaus

Pelo Corolério (1.2), temos que as unidades de torgao de u € U;(ZG) sao triviais, i.e.,
pertencem a (G, se G for abeliano. Uma conjectura de Zassenhaus, extende esse resul-
tado, sem que G nao seja necessariamente comutativo. Denotaremos essa conjectura
por (ZC1) como em [7]. Essa conjectura diz que se u € U, (ZG) é de ordem finita, entao
existe a € U(QQG) tal que a'ua € G. Uma versao mais forte dessa conjectura, que
denotaremos por (ZC3) como em [7], afirma que se H é um subgrupo finito de U (ZG)
entao H é racionalmente conjugado a um subgrupo de G. Uma versao mais fraca de
(ZC1) é chamada de Problema (de investigacao) 8 em [7] e que denotaremos por (P8).

(P8) Sejam G um grupo e uw € Uy(ZG) de ordem finita. Entdo existe um elemento
g € G tal que o(u) = o(g)
Temos entao:

(ZC3) = (ZC1) = (P8)

Se G = (a) x (x) tal que (o(a),o(z)) = 1, entdo pelo Teorema (1.9), podemos dizer
que (ZC1) vale para ZG e portanto (P8) se verifica para ZG. Também temos que essas
trés conjecturas valem para grupos nilpotentes, pois ja foi provado por A. Weiss que
se G for nilpotente entao (ZC3) vale para ZG.

Seja G um grupo de Frobenius finito com nicleo de Frobenius N e complemento
de Frobenius X. Pelo Teorema (1.14) a ordem de qualquer elemento de G divide | X|
ou divide |N|. Mostremos algo similar para unidades no anel ZG, i.e., se G forum
grupo de Frobenius com nticleo de Frobenius N e complemento de Frobenius X, entao
para toda unidade de torgao U;(ZG), a ordem de u divide |N| ou divide | X|. Esse
serd nosso principal resultado que sera utilizado para verificar a validade de (P8) para
grupo de Frobenius em que seu complemento possa ser imerso em um anel de divisao
e para grupo de Frobenius de ordem impar.

19
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2.1 Resultado Principal

Teorema 2.1 (Teorema Principal) Seja G um grupo de Frobenius com nicleo de
Frobenius N e complemento de Frobenius X. Seu € U (ZG), é uma unidade de ordem
finita, entao o(u) divide |[N| ou o(u) divide | X|.

Prova: Sejam n = |N| e m = |X|. Suponha que exista uma unidade de torgao
u € U1 (Z@G) tal que o(u) nao divida n e o(u) nao divida m. Portanto, (n,o(u)) # 1 e
(m,o(u)) # 1. De fato, se (n,o(u)) = 1 existiriam a, b € Z, tais que,

1 = o(u)a+nb

Como |G| = mn, pelo Teorema (1.4) existe d € Z, tal que, mn = |G| = o(u)d.
Logo

m = o(u)am + o(u)bd = o(u) | m

Absurdo, pois estamos supondo que o(u) ndo divida m. Assim existem primos p, g tais
que p | o(u), p| n, q| o(u) e g | m. Como G é de Frobenius, (n,m) = 1 e portanto
p # q. Sejam v,w € (u) com o(v) = p e o(w) = ¢q. Pondo v = vw e como v e w
comutam, temos

(vw)P = PPl =1

Seo(v) =1, v=w"!. Assim v € (w) e portanto p dividiria ¢. Supondo que o(u’) = p,
teremos wP = 1 e assim ¢ dividiria p. Analogamente p dividiria ¢ se suposéssemos
que o(u') = q. Segue-se entao que o(u’) = pg. Como v’ é poténcia de u, e(v') = 1.
Além disso, o(u') nao divide n e o(u) nao divide m. Caso o(v') | n, existird k € Z,
tal que, n = pgk, e assim ¢ dividiria n. Analogamente, obteriamos que p dividiria m
se suposéssemos que o(u’) | m. Entdo podemos supor desde o inicio que u = vw, com
o(v) =p e o(w) =g

Seja ¢ : ZG — ZX o homomorfismo induzido pelo homomorfismo natural
G — X ~ G/N. Se ¢(v) # 1, entdo o(¢p(v)) = p. Como e(¢(v)) = 1, pelo Teo-
rema (1.4) teremos que p | m contradizendo nossa hipétese. Assim devemos ter que
Y¥(v) = 1. Pelo Teorema (1.8) existe v € U;(QG) tal que w? = vy twy € U (ZG).
Entdo w” = ¢(w?) = ¥(w)¥"). Se o(w) = 1, entdo w? = 1, e portanto w = 1. Ab-
surdo, pois o(w) = ¢q. Logo (w) # 1, e portanto ¥(u) # 1. Além disso ¢ (u) # —1,
pois £(u) = 1. Pelo Corolario (1.1)

Sulg) = 0 21)

geEN

Como p e g sao primos distintos ¢ # 0 mod p. Portanto existe um inteiro positivo ¢ tal
que,



CAPITULO 2. CONJECTURAS DE ZASSENHAUS
¢ = 1modp

Logo dr € Z; ¢ =1+ pr. Como v e w comutam,

t t t t t
ul = (vw)? = viw? =07 =" =y

21

Sendo R = ZG/qZG um anel de caracteristica prima ¢q e I = ¢ZG, tem-se pelo Teorema

(1.5)

w1 = S(ulglg+ 1)y mod [RR

Como podem existir h, g € G com ¢4 = h', teremos

' +1 = Zu(g)gqt +1  mod R, R]

onde a soma ¢é sobre elementos distintos de G e u(g) = Z u(h).

ha'=gd*

(R, R] ~ ([Z, GZG| + I)/I, existem « € [ZG,ZG| e § € ZG, tais que,

t

ut =Y ilg)g” +a+qb

Sendo

Como u? = v, entdo u? # 1 e assim pelo Corolario (1.1) temos u¢ (1) = 0. Segue-se

que

' = 3 (ig)g" +alg)g +adle)g) + Y (ilg)g” +alg)g +aB(9)g)

1#geN 9¢N

Mostremos agora que,

1#4£¢"eN & 14geN

Seja 1 # g7 € N. Entdao 1 # o(g?) é um divisor de [N|. Como o(g?") | o(g), temos que
(IN|,o(g)) # 1. Como G ¢ de Frobenius o(g) | |N| ou o(g) | | X|. Se o(g) dividisse |X|
terfamos (|N|,|X]) # 1 ja que o(g) # 1. Absurdo. Logo o(g) | [N|. Se g ¢ N, entao
g=h"; h € X ex € G e novamente teriamos que o(g) | | X|. Portanto 1 # g € N.
Suponha agora que 1 # g € N. Entdo ¢¢ € N e g7 # 1, pois se g7 =1, o(g) seria uma
poténcia de g e como o(g) divide n = | N| implicaria que ¢ | n, o que é uma contradicao.

Pelo Teorema (1.6), a(g) =0, V g € G. Entao,

L=4w)=y@’) = > (a(g) + qﬁ(g))

1#geN

(2.2)
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Mas 0 = (u?)(1) = @(1) 4+ ¢B(1), pois a(1) = 0. Logo (2.2) pode ser substituido por

1 = Z(d(g)Jrqﬁ(g))

geN

Cada u(g) é uma soma de ¢'-ésimas poténcias de coeficientes de u e como para todo
. . t
inteiro a, temos a? = a mod q, obtemos

1 = Zu(g) mod q (2.3)

geEN

Assim (2.3) contradiz (2.1), terminando portanto nossa demonstragao.
|

Corolario 2.1 Seja G um grupo de Frobenius de ordem p"q™, onde p,q sao primos.
Entao (ZC1) vale para G, i.e., para todo u € Uy (ZG) de ordem finita, existe o« € U(QG)
tal que o tua =g € G.

Prova: Seja N o ntcleo de Frobenius de G' e X um complemento de Frobenius de G.
Como (|N|,|X]) = 1, podemos supor que |N| = p" e | X| = ¢™. Seja u € U;(ZG) de
ordem finita. Pelo Teorema (2.1) o(u) | |[N| ou o(u) | | X].

Suponha inicialmente que o(u) divida |N| = p". Seja ¢ : ZG — Z(G/N) o homo-
morfismo canénico.  Como e(u) = 1 entdo e(¢(u)) = 1 e uma vez que
o(¢p(u)) | o(u), entdo o(1p(u)) < co. Pelo Teorema (1.4) o(¢p(u)) | |G/N| = |X| = ¢™.
Além disso o(¢)(u)) | |N|. Logo o(¢(u)) = 1 o que implica u — 1 € A(G, N). Pelo
Teorema (1.10) existe a € U(QG) tal que (u)* C G, e assim u® € G.

Agora se o(u) | | X|, considere ¢ : ZG — Z(G/N) ~ ZX a aplicacao induzida pelo
homomorfismo natural. Neste caso, (o(u), |N|) = 1 e como | X| é poténcia de um primo,
X ¢ nilpotente. Pelo Teorema (1.8) (ZC3) ¢é viélido para X. Logo 3 € U(QX) tal
que Y(u)* =x € X ~ G/N. Sendo ¢(z) = x, pelo Teorema (1.11), u é racionalmente
conjugado a x, concluindo assim nossa demonstracao.

Lema 2.1 Seja G um grupo de Frobenius com nicleo de Frobenius N e complemento
de Frobenius X. Seja u € U (ZG), uma unidade de tor¢ao de ordem prima p. Entdo
u € racionalmente conjugado a um elemento em G.

Prova: Se o(u) = 2 e nao existir F' <G tal que G/F ~ S5 ou o(u) = p > 2 o resultado
ja foi mostrado em [3]. Portanto precisamos considerar somente o caso quando p = 2
e quando existir /' < G tal que G/F ~ S;5. Neste caso G nao é solivel, pois caso
contrario G/ F seria solivel e portanto S5 seria solivel, o que é um absurdo, pois S
nao é solivel. X também nao é solivel, ja que X ~ G/N e N é solivel.

Como todo grupo de ordem fmpar é solivel, temos que 2 divide | X| e 2 nao divide
|N| pois (|N],|X|) = 1. Assim (o(u),|N|) =1 e pelo Teorema (1.8) existe u € U(QG),
tal que, u® = u; € ZX. Pelo Teorema (1.13) existe um unico elemento de ordem 2
em X e portanto pertence ao centro de X. Pelo Teorema (1.7) existe g € sup(u;) tal
que o(g) = o(uy) = 2. Logo g é o tinico elemento de ordem 2 de X e que pertence ao



CAPITULO 2. CONJECTURAS DE ZASSENHAUS 23

centro de X. Sendo v = ug, entdo v(1) = uy(g) # 0. Pelo Teorema (1.2), v = +1. Se
v = —1, entao

Teorema 2.2 Seja G um grupo de Frobenius finito e seja H uma base de grupo nor-
malizada de ZG, ie., H < U(ZG), tal que |H| = |G|. Entdo H é um grupo de
Frobenius.

Prova: Seja G um grupo de Frobenius com nicleo de Frobenius N e complemento de
Frobenius X. Seja H uma base de grupo normalizada. Defina Hy = HN(1+A(G, N)).
Queremos mostrar que todo primo p que divide |Hyl|, p deverd dividir | N|. Com efeito,
se p | |Hol|, existe h € Hy de ordem p. Seja h = 1+ 7; 7 € A(G,N). Pelo Lema
(2.1), existe a € QG e g € G, tal que g = a tha, e portanto g = 1 + a~'7a, onde
a lra € Ag(G,N)NZG C A(G,N). Portanto g = a 'ha € (1+ A(G,N))NG = N.
Logo pelo Teorema de Lagrange p = o(g) = o(h) | |N|. Seja ¢ : ZG — Z(G/N) a
aplicagao natural ¢ : H — U, (Z(G/N)) definida por ¢(\) = ¥(N).

Observe que ¢ é um homomorfismo de grupos. Além disso,

Kerp={ e H;p(\) =1} = HN(1+A(G,N))=H,

Assim Hy = Keryp < H. Pelo Teorema de Isomorfismo de Grupos,

H/Hy = H/Kero ~Ime =~ U (Z(G/N))~U(ZX)

Deste modo (H : Hyp) | |X|. Como |Hy| divide |G| = |N||X| e (|N],|X]|) = 1, entao
|Ho| | |N|. Portanto (|Hol|,(H : Hp)) = 1. Pelo Teorema de Schur-Zassenhauses
[6]; 9.1.2 H = HyXo, como |Xo| = (H : Hy) e como Hy < H, podemos escrever
H = Hy x Xy. Sendo |H| = |G|, entao

[ Xo|  |N]
IN||X| = [Ho||[Xo| = <+ =:5€Z
| X]  [Hol

Mas |Xo| | |X], e entdo | X| = |Xo| e |[N| = |Hp|. Dai se k € H, pelo Teorema (2.1)
o(k) | | Xo|. Pelo Teorema (1.14) H é de Frobenius.
|
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2.2 Problema 8

Lema 2.2 Seja H um subgrupo de um grupo G. Se (ZC1) vale para ZG, entao (P8)
¢ valido para ZH .

Prova: Seja a € U;(ZH) uma unidade de tor¢ao. Como (ZC1) vale em ZG, existe
B€ QG tal que B taB =g € G. Sendo Bt =+, 3= Zﬁ(m)x, v = Z”y(y)y, entao

zeG yeG

a = (Zﬁ(x)w)g<27(y)y>
= S8y e+ Y (X B@nm)zgy)

yeG yeG  a#y—1

Logo a(g) = Y _ By~ )y(y) = 1.
yeG

Como a = Za(t)t, existe h € supp(a) C H que é conjugado a g em G. Assim,
teH

o(h) = o(g) = o(«). Portanto (P8) vale para ZH.
|

Lema 2.3 Seja G = Gy X Gy um produto direto de dois grupos Gi e Gy com
(|G1],|Gs|) = 1. Se (P8) vale para ZG, e para ZGs, entdo (P8) é vdlido para ZG.

mi

Prova: Seja o € Uy(ZG). Sejam |Gy = pi* - ... p e |Gy = ¢i™ - ... ¢ as
decomposicoes em fatores primos. Como |G| e |G3| sdo coprimos,

GiNGy = 1
Também temos que |G| = |G1||Gs|. Pelo Teorema (1.14) o(a) = py* .. oprm-q) .. -5 .
Sendo P; o p;-subgrupo de Sylow de («) parai=1,...,7 e Q; o g;-subgrupo de Sylow
de (@) paraj=1,...,s

o = (0109;
a, € P x... P,
gy € le---Qs'

Neste caso oy e as s@o poténcias de «, portanto a; e ap comutam e uma vez que
(o (), 0(a2)) = 1 temos que, o(a) = o(ay) - o(a).

Seja 1 : ZG — Z(G/G1) ~ ZG5 o homomorfismo natural. Como (P8) vale para ZG5,
existe go € Go tal que o(g2) = o(11(aw)).

Mostremos agora que o(as) = o(¢1(c)). De fato,

(r(0)"™) = (o) =1
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portanto, o(¢1(az)) | o(az). Como podemos ver G; como subgrupo normal de G, {as)
como subgrupo de U; (ZG) e Gy como subgrupo de G, pelo Teorema (1.11) 1), é injetivo
sobre (o) e sendo (1 (az))° @) = 4y (ap°®1(@2)) = 1, teremos a,°®1(22) = 1 ¢ assim
o(as) | o(¢1(az2)). Segue-se entdo que o(ga) = o(¢1(a2)) = o(az).

Definindo agora vy : ZG — Z(G/G3) ~ ZG, de forma natural e vendo (ay) como
subgrupo de U;(ZG), Go como subgrupo normal de G e G; como subgrupo de G
obteremos de maneira analoga um elemento g; € Gp tal que o(g;) = o(ay). Sendo
G1 <G e Gy <G teremos que

9192(9291) " = gi1g297 95 €GINGy =1,

e entao g1g2 = g201-
Segue-se que para g = ¢192 € G,

o(g) = o(g1)o(g2) = o(a1) o (az) = o(a)
[ |

Teorema 2.3 Seja G um grupo com todos subgrupos de Sylow ciclicos. Entao (ZC3)
¢ verdade para ZG.

Prova: Por um Teorema de Hélder, Burnside e Zassenhaus de [[6], 10.1.10] G ¢ da
forma

G = (a, b|a"=b"=1, b lab=ad"),

onde ™ = 1 mod m, m é impar, 0 <r <me (m,n(r —1)) = 1.
Sendo m e n(r — 1) sdo coprimos teremos que (m,n) = 1. Logo (a) N (b) = 1.
Além disso,

(@) < G,

pois b~tab = a".
Assim G = (a) x (b), e pelo Teorema (1.9), (ZC3) vale para ZG. Segue-se entdo que
(P8) também ¢ vélido para ZG.

n

Nosso objetivo agora é estudar (P8) para ZD’, onde D’ é um subgrupo do grupo
multiplicativo de um anel de divisao D. Se D tiver caracteristica prima p, I. N. Herstein
mostrou que qualquer subgrupo D’ finito de D é um p’-grupo ciclico e portanto pelo
Teorema (1.7), (P8) vale para ZD'. Quando carD = 0, S. Amitsur classificou os
subgrupos D, que neste caso chamaremo-os de grupos de Amitsur. O Teorema de
classificacao é dado a seguir e omitiremos sua demonstragao que pode ser encontrada

[1].
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Teorema 2.4 (Grupos deAmitsur) Seja G um grupo finito. Entio G € subgrupo
de um anel de divisao de caracteristica zero se e somente se G for isomorfo a um dos
sequintes grupos:

(i) Um subgrupo de um anel de divisao cujo os subgrupos de Sylow sao ciclicos;

(ii) O grupo octaedral bindrio de ordem 48;

(11i) Um grupo da forma Cp, x Qan, onde C,, é um grupo ciclico de ordem impa m,
Qpn = {a, b|a® " =0 b*=1, a® =a"") é um grupo quartérnio de ordem 2",
e onde a centraliza C,, e b inverte os elementos de C,,;

(iv) Um grupo da forma Q x M, onde Q € o grupo dos quartérnio de ordem 8, M
¢ um grupo de ordem impar cujos todos subgrupos de Sylow sdo ciclicos e 2 tem
ordem multiplicativa mdédulo |M|;

(v) Um grupo da forma SL(2,3) x M, onde M € um grupo cujos todos subgrupos de
Sylow sao ciclicos, (|[M],6) =1 e 2 tem ordem multiplicativa mddulo |M|;

(vi) O grupo bindrio icosaedral SL(2,5).

Agora ja podemos mostrar que (P8) é vélido para grupos de Amitsur.

Teorema 2.5 Seja G um grupo de Amitsur. Se o € Uy(ZG) tem ordem finita, entdo
eziste um elemento g € G tal que o(a) = o(g).

Prova:

Estudarmos os casos possiveis de G de acordo com o Teorema (2.4). Para o
caso (i), todos os subgrupos de Sylow de G sao ciclicos. Portanto pelo Teorema (2.3)
teremos que (ZC3) vale para ZG e assim (P8) também.

Por [2], (ZC3) vale para um grupo bindrio octaedral. Segue-se entdo (P8) para
ZG, onde G é o grupo do caso (7).

No caso (iii), podemos supor que G = C,, X Qan, onde C,, é um grupo ciclico
de ordem fmpa m, Qo = {(a, b| a® = a7}, a2 = b)), a € Cq(Cy) e blch = b1,
V ¢ € Cp. Entao para a € U)(ZG), o(a) < oo, podemos escrever a = ajay tal
que o(ay) seja fmpar e o(ag) = 2!. Como a ordem de ay é poténcia de um primo,
pelo Teorema (1.7) existe gy € G tal que o(ay) = o(gy) = 2t Assim, gy € Qb
para algum h € G e portanto existe gy € Qan tal que o(g)) = 2. Uma vez que
mmcQan = mmc{o(g) |g € Qan} = 271 = o(a), temos que o(gy) | o(a). Sendo (a)
ciclico podemos obter g» € (a) de modo que o(gs) = o(az). Como £(ay) = 1, pelo
Teorema (1.4) o(ay) divide |G| = 2™m, i.e., existe r € Z tal que 2"m = o(ay)r e sendo
(o(cr1),2") = 1, existem z,y € Z, tais que

1=o(a)z+2"y = m=o(a)zm+ olay)ry = o(ay) | m

—_

Como C,, é ciclico, existe g; € C,, tal que o(g;) = o(ay). Entao (o(g1),0(g2)) =
e como a centraliza C,,, g1g2 = gog1. Tome g = g192, e entao o(g) = o(gy) o (g2) =
o(an) o (az) = o(a).
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Se G for como em (iv), i.e., G ~ Q x M, onde Q é o grupo dos quartérnio de
ordem 8, M é um grupo de ordem impar, cujos todos subgrupos de Sylow sao ciclicos e
2 nao divide [M|. Como |Q| = 23, pelo Teorema (1.7), (P8) vale para Q, pelo Teorema
(2.3), também vale para M. O resultado segue-se novamente do Lema (2.3).

Como SL(2,3) é um subgrupo do grupo octaedral binario, pelo Lema (2.2)
(P8) vale para ZSL(2,3), e como vimos anteriormente também vale para M e como
(|M],6) = 1, entao para o caso (v), o resultado segue-se novamente do Lema (2.3).

Por [3], (ZC3) vale para SL(2,5), portanto (P8) vale no caso (vi).

|

Teorema 2.6 Seja G um grupo de Frobenius com nicleo N e complemento X. Se
(P8) vale para ZX , entao também € vdlido para ZG.

Prova: Seja a € Uy (ZG) de ordem finita n. Pelo Teorema (2.1) teremos que n divide
|N| ou | X|. Suponha inicialmente que n seja um divisor de |N|. Entéao

a = g ...y

onde a ordem de cada «; é uma poténcia de um primo p; que é divisor de |N|, 1 < i <.
Seja P; o p;-subgrupo de Sylow de N, 1 <1 < t. Mostremos que P; <G. Como N 4G,
basta verificar que P; é subgrupo caracteristico de N. Para todo ¢ € AutN, o conjunto

o(F) = {o(h); he P}

¢ um subgrupo de N de ordem |P}|, i.e., o(P;) é p;-subgrupo de Sylow de N. Como N
é nilpotente, o(P;) = P;, V 0 € AutN.
Além disso, cada P; é p;-subgrupo de Sylow de GG. Caso contrario, P; seria subgrupo
préprio de um p;-subgrupo de Sylow de G, P/. Entao p; dividiria (G : P/)(P! : P) =
(G : P;). Mas p; ndo divide (G : N) e nem (N : P;). Logo p; ndo divide (G : N)(N :
P)) = (G : P;). Absurdo.

Pelo Teorema (1.7), para cada i existe g; € G tal que o(g;) = o(«;). Sendo P; <G,
entao g; € P;. Assim para 1 <4,j5 <t, i # j, temos g;g; = ;-
De fato,

P, <G = gi9;7'97" € Pi= gig;9; 97" € P,
PG = gg;'e ' € Py = gigig; 'g; € P
t

Como P; N P; = 1, segue-se que g;g; = ¢;g;- Sendo g = Hgi € G, temos que,
i=1

~
~

- ITet00 =]ote0)

=1 =1

Agora se n | |X|, pelo Teorema (1.8) « ¢é racionalmente conjugado a um elemento
u € Uy(ZX). Como (P8), existe z € X < G tal que o(z) = o(u) = o(«) e segue o
resultado.

|
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Corolario 2.2 Seja G um grupo de Frobenius com complemento X. Se X for de
Amitsur entao (P8) vale para ZG.

Prova: Pelo Teorema (2.5) (P8) vale para ZX e o resultado segue-se entao do Teorema
(2.6).
[

Corolario 2.3 Seja G um grupo de Frobenius de ordem impar com complemento X.
Entao (P8) vale para ZG.

Prova: Pelo Teorema (1.13) todo subgrupo de Sylow de X sao ciclicos. Assim pelo
Teorema (2.5), (P8) é vélido para ZX e o resultado segue-se novamente do Teorema
(2.6).

|



Apeéendice A

O Teorema de Schur-Zassenhaus

A.1 Subgrupos de Hall

Considere GG um grupo finito e 7 um conjunto nao-vazio de primos.

Definicao A.1 Um subgrupo H de G € dito ser um subgrupo de Halll se
(|H|,|G : H|) = 1. Dizemos ainda que H €é um w-subgrupo de Hall de G se |H| é
um m-nimero e |G : H| é um n'-nimero, onde ' é o conjugado dos primos que nao
estao em .

Observagao A.1 Seque-se da defini¢cao acima que se H é um mw-subgrupo de Hall,
entio (|H|,|G : H|) =1 e portanto, H é um subgrupo de Hall. Além disso, |H| deve
ser o mator m-numero que divide a ordem de G. Por um Teorema de P. Hall, se G for
solivel, sempre existe um m-subgrupo de Hall de G para qualquer conjunto de primos
7 e quaisquer dois desse subgrupos sao conjugados. Veja ainda que se m = {p}, entdo
um m-subgrupo de Hall de G € um p-subgrupo de Sylow de G. Finalmente, observe
que, para um dado conjunto de primos w, nem sempre existe um m-subgrupo de Hall
para um grupo finito G qualquer. De fato, considere G = As e m = {2,5}. Se As
tem um m-subgrupo de Hall H, entdo |H| = 20. Tomando a ag¢do ¢ : G — Sx, onde
X ={zH; x € As}, dada por

p:G — Sy
g — @g:xHw— grH

obteriamos, A5 ~ Imp < Sx ~ S3, 0 que é absurdo.

Considere novamente m um conjunto nao-vazio de primos. Denotaremos por
O,(G) o subgrupo gerado por todos os m-subgrupos normais de G. Em particular,
O, (@) é o maior m-subgrupo normal em G.

O lema a seguir serd ttil na demonstracao do Teorema de Schur-Zassenhaus.

29
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Lema A.1 Seja G um grupo e ™ um conjugado de primos. Entdio, O,(G) < H, VH,
m-subgrupo de Hall de G.

Prova: Considere H um 7w-subgrupo de Hall de G. Entao,

G
' —niamero
G

W—nﬁ% 0.(G)
/=

O-(G)

\

=

\ |
N H/

T—NUumero

1

como |O(G)H : OL(G)| e |0:(G) : Or(G) N H| sao m-ndmero segue que
|O-(G)H : H| é m-ntimero pois:

0.(GVH : O5(G)[|0+(G) : O(G)NH| = |0-(G)H : H||H : O-(G) N H]

Mas, por outro lado, |O,(G)H : H| é um 7n’-ntimero, visto que |G : H| é um 7’-nimero
e |G:H|=1|G:0,(G)H||O:(G)H : H| . Portanto, |O,(G)H : H| é um m-nimero e
m’-numero. Logo |O,(G)H : H| =1, ou seja, O(G)H = H. Portanto, O,(G) < H.

|

A.2 O Teorema de Schur-Zassenhaus

Teorema A.1 (Schur-Zassenhaus) Se G ¢é um grupo finito e N I G com
(|G : N|,|N|) = 1, entao existe H < G tal que |H| = |G : N| e dois quaisquer
subgrupos de ordem |G : N| sdo conjugados.

Observe que se H < G com |H| = |G : N|,entdo G=NH e HNN = 1.
Com efeito, note que |[H N N| | |H| e |H N N| | |N|, portanto |H N N| | (|H|,|N|) = 1.
Logo, H N N = 1. Do Teorema do indice segue-se que:

_ |H|IN]
[HAN]

|HN| = |G : N[[N| = ¢

Logo, G=HNe & =~ I}
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Prova do Teorema:

1° Caso: (Schur) N é abeliano.
EXISTENCIA

Seja Q) = % Note entao que () age sobre N. Basta considerarmos a aplicagao

v:Q — AutN
xr — n’, x=gN

onde, n® =1, : N — N dada por ¢,(n) =n9, Vn € N.
Observe entao que ¥ esta bem definida pois se

r=qgN =gN =N =Ng,= g1 =mgs, me N
= nst =n"2 = (n")” =n% Yne N

Denotemos n? = 1,(n) := n*. Neste caso, para * € N temos n* = n'¥ = n.
Além disso, segue-se que dados z,y € Q, vale n® = (n®)Y. De fato, x = ¢ N
ey = goN, logo xy = ¢1NgoN = ¢g192N, donde n™ = n99% e, por outro lado,
(n*)Y = (n9)Y = (n9)% = n99%. Portanto, n®¥ = (n”)Y, ou seja Y (zy) = Y(z)Y(y),
donde ) é um homomorfismo.

Considere agora T' = {t,;z € Q} um transversal de N em G. Note que

laty € tytyN =ty N = t,t, = t,tyCy), ondecyy) € N

De (t,t,)t, = t,(t,t,) e sendo z = t,N obtemos que:

lz

(taty)t: = (tayClog))tz = taytals  Clagts = toylaCoy™ = (bay)=Clay))Cay)

Por outro lado,

te(tyls) = ta(tysC,2) = (Eatys)C(y,2) = (Fays)Clo =) Cw,0)

Logo,

Clay,)Clay) = Claw2)C(y.2) (A1)

Definamos agora para cada y € @, d(y) = H C(z,y)- Entao valem:
TEQ

e (i) Como N ¢é abeliano, para um y € @ fixado temos d(y) = H Clz,z) = H Clay,2)-
reQ zeQ
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o (i) dly) = ([T cwn) = IT ctow”

zEQ T€Q

o (iii) ”cxyz

T€Q

z

Assim,

a7 2L (T e ( I o)

T€EQ

2 (o) (I

z€Q

= H Clay2) Clay)

T€EQ

H Clzyz)C(y,2)

z€Q

( H C(z,yz) ) <c(y 2) ) C(y,2) Nao depende de
z€Q

,\
=~
=

=

d(yz)c(y,z)m

onde, m = |Q|.
Logo obtemos,

dlyz) = d(2)d(y) ey " =d(y) d(z)cyn ™ (A.2)

Como (m,ng) = 1, onde ng = |N|, e d(y) € N, existe e, € N tal que d(y)~" = e,
Para ver isto basta notar que existem r, s € Z tais que rm-+sny = 1 e tomar e, = d(y)~ "
Assim, d(y) = e,~™. Portanto,

ey, = d(yz) = d(y)zd(Z)C(y,z)_m = (ey_m)zez_mc(y,Z)_m = (eyzezc(yjz))_

E como (m,ng) = 1 segue que e,, = e,*€.Cy 2
Defina s, =t e,, © € (). Entao temos que:

yey)(t e.) = (tytztz_ley>(tzez>
v Z)ey e. = (tyCryz))ey’e.

t
yz(ey’e, Cly,2) ) = ty.€y,

SyS: (t
= (t
t
Syz

Segue entao que a aplicacao

0:QQ — G

T — S
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¢ um homomorfismo. Mais ainda, s, = 1 implica que t,e, = 1, donde, t, € N. Assim,
x = N e, portanto, x = 1. Logo, Kerfl =1 e portanto, 6 é injetiva.

Tome H = 6(Q) < G. Certamente |H| = |Q| = m = |G : N|. Isto prova a existéncia
de H em G.

CONJUGACAO

Considere H e H* subgrupos de G com |H| = |H*| = |G : N| = m. Entao,
G=HN=H*N,com HNN = H*"N N = 1. Definamos entao a seguinte aplicagao:

v:Q — H
A T
HN

onde ¥ = u,N. Veja que z € ) = %, entao v = un,N = u,N, onde u, € H e
n, € N. Observe que se v = hiN = ho N, entao h;lth = N, donde, h;lhl c HN =1
e, neste caso, hy = ho. Isto garante que u, é o unico elemento de H tal que x = u,N.
Dai ¥ ¢ uma bijecao.

Observe agora que: Uz N = zy = (uyN)(uyN) = u,u, N. Portanto, uy, = u,u,, visto
que o representante é Unico.

Da mesma forma,

vV.Q — H

T = U

¢ um isomorfismo, tal que ug,* = u,"u,*.
_ _ * 7 * :
Ora, x = u, N = u,*N e, dai, u,* = uza,, a, € N. Assim,

*

. * ok _ -1 — Uy — Y
Ugy = Uz Uy = UgQgpUyly = UgUyUy AzUyQy = UgyQg ~ Gy = UgyQg” Ay

Por outro lado,

Ugy Ay

Logo,

Ay = axyay (A3)

Defina b = H a,. Para algum y € @) fixo temos:
T€Q
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Novamente pelo fato de termos (m,ng) = 1, segue a exiaténcia de ¢ € N tal que b = .
Logo,

"= (MVa," = (Ya,)" = e Ya,)]" =1 = ¢ (da,) =1
——
eN
= a,=cVc (A.4)
Portanto, u,* = uy,a, (4 uyc Ve = u,(c e = ¢ luye.

Sendo ¥ e U* sobrejetoras segue-se que

H = {u 5 yeQ}= C_l{uy3 y€Qlc=c 'He=H°
20 Caso: Caso Geral
EXISTENCIA

Seja p um divisor primo de |N| e seja P € SylpN. Considere L = Ng(P),
C = Z(P) # 1 ¢ faga M = Ng(C). Temos C' car P < L, donde, C < L. Logo
L <M.

Pelo Argumento de Fratini, G = LN = M N. Assim:

/
N

NNM

\/

Fazendo N; = N N M, segue do 2° Teorema dos Isomorfismos que

|M : Ni| = |G : N| = m. Entao, ‘M‘<|G|e%§l%com: (’%:%,%)zl,visto
que |2 B =M Ni|=me |22 ||N].
Por indugao, existe £ < ¥ com %‘:m:|G:N|. Assim, ¥ = £ e Enf =1

e portanto M = KNye KN N, =C".

Observe agora que |C| é um divisor de |N| e dai, como |K : C| = m = |G : N|, conclui-
se que (|C|,|K : C|) = 1 e pelo fato de C' ser abeliano segue do 1° Caso a existéncia
de H< K com |H|=|K :C|=|G: N|. Como H < @ fica provada a existéncia no 2°
Caso.

CONJUGACAO

1° Subcaso: ¢ ¢é solivel
Seja m o conjunto de primos que dividem m = |G : N| e considere R = O.(G).

Tomemos entdao H e K subgrupos de G tais que |H| = |K| = m. Ora, |H| = |G : N|
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implica que |[N| = |G : H| e do mesmo modo |[N| = |G : K|. Portanto, (|H|, |G : H|) =
(INL,IG : K]) = 1.

Isto garante que H e K sao ambos m-subgrupo de Hall de G. Logo pelo Lema (A.1),
R<HeR<K,ouseja, R<HNK.

Como |G : NR| | |G : N|, |N| é #’-ntimero. Pelo 2° Teorema dos Isomorfismos vale:

- NR N
N=— ~ ~N
R RNN
Temos ainda que:
G NR| |NR
(77 [T l) = de:vmLv) =
Ainda,
’_‘ _ lG:Np_ G 6l |Gl Bl |G NR
R |R| INI[R[ [NR| |R[I[NR| R R
e do mesmo modo, [£| = %:%.

R %g, onde g = gR, para algum g € G.

, %‘ < |G| e por inducdo, & =
Portanto,

H g 'RKgR ¢ 'RKg ¢ 'Kg

- — frg = :> H = Kg

R R R R
Logo podemos supor que R =1 e além disso assumir que m > 1 e, portanto, N # G.
Seja % < % Sendo % soluvel, segue que % é p-abeliano elementar para algum primo
em 7.
Por Dedekind temos N(LNH)=(NH)NL=GNL=1L (*).

/\
/\/

LNH

\/

NNH=1
Assim, L N H € SylpL, visto que temos:

HNL _ N(LNH) L

HNL ~ ~ ——
NN(LNH) N N
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e ainda,

IL:LNH| = |HL:H|=|G:H|=|N|=ny e ping

Do mesmo modo L N K € SylpL.

Pelo 2° Teorema de Sylow, existe g € L tal que LN H = (LN K)Y.

Mas, (LN K)? =L9NKY=LNKY. Fazendo S = LN H segue que S < (H, K9) = J,
pois SIH e S<KKY. SeJ =G, entao S 4G e como S é um m-subgrupo terfamos
S <0,(G)=R=1.Dai, LNH =1epor (*) L =N. Isto é um absurdo, pois £ =1
e % g %

Assim, J # G e, portanto, Ngo = NN J < J e (|H|,|No|) = (|K9],|No|) = 1. Por
indugdo, H = (K9)) = K% para algum j € J, provando que H e K sao conjugados
em G.

29 Subcaso: N é soltvel

Sejam H e K subgrupos de G tais que |H| = |K| = m. Podemos supor N’ # 1, pois
do contrario N é abeliano e o resultado segue pelo 19 Caso.
Ora, como N’ < N temos N'N H =1 e ainda N’ car N <G, donde, N’ < G. Temos

também que HTJ\,V ~ M ~ H e, do mesmo modo, HT]Y/ ~ K. Além disso, & ¢é
abelianﬁo e, portanto, % < % Pelo 1° Caso, HT]Y/ e KT]Y/ sao conjugados em % Logo,
N\ 9 /
(%—N) = B para algum g = gN' € <. Assim,
KN (HN'\9 g 'N'"HN'gN' B g *HN'gN' B g tHgN' _ HIN' g ,
— = = = = = HI< KN
N’ N’ N’ N’ N’ N’

Agora, |HN'| = |K||N'| < |K||N| = |G|, visto que N ¢ solivel. Novamente por
inducao. H9* = K, 32z € KN'.

39 Subcaso: Geral

Sendo (|N|, |G : N|) = 1, segue-se que |G : N| ou |N| é impar. Entao pelo Teorema de

Feit-Thompson % ou N é soluvel. Pelo subcasos anteriores o resultado segue. [ |

Observacao A.2 Vale ressaltar que a condicao N <G € essencial para a demonstracdao
do Teorema de Schur-Zassenhaus. Com efeito, se considerarmos o grupo As ¢ N um
2-subgrupo de Sylow de As temos (|N|,|As : N|) = 1 porém, ndo existe um subgrupo
de ordem |As : N| =15 em As.

Observacao A.3 Vale ainda observar que a existéncia de um complemento N no caso
provado por Schur no Teorema A.1 €, na realidade, uma consequéncia imediata de um
teorema mais geral que diz que:

Teorema A.2 Se G é um grupo finito, N um subgrupo abeliano normal em G e existe
H <G tal que N< H, (|G: H|,|IN|) =1 e N tem complemento em H, entio N tem
complemento em G.

Uma prova deste resultado pode ser encontrada em [[8], Teorema 9.3.5].
De posse desse resultado, a existéncia de um complemento para N, abeliano,
segue ao fazermos H = N.
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