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RESUMO

Um Bilhar consiste basicamente de uma particula confinada em uma regiao do espaco.
Trataremos apenas de Bilhares em duas dimensoes na auséncia de campos externos e
desprezaremos qualquer tipo de forcas dissipativas, de modo que as colisoes da particula
com as fronteiras do Bilhar sao eldsticas. Além disso, as fronteiras sao fixas, ou seja,
respeitam uma equagao do tipo g = ¢(r,0) = go, onde r e § s@o as coordenadas polares
planas e gy ¢ uma constante qualquer, sem dependéncia temporal.

O Bilhar é um modelo interessante por vérios motivos. Primeiro, é um sistema muito
simples (tem poucos graus de liberdade) e de facil visualizacao. No entanto, possui uma
dinadmica nao-trivial com grande riqueza de comportamentos (podendo apresentar com-
portamento regular, cadtico ou até mesmo misto, caso em que coexistem no espaco de fase
de um tnico Bilhar regides cadticas e regulares). Segundo, o tratamento numérico desses
sistemas nao requer integracao numérica de equacgoes diferenciais e, portanto, nao consume
muito tempo de execucao. Além disso, os Bilhares permitem que realizemos investigacoes
de cardter fundamental, por exemplo, podemos estudar como sistemas regulares reagem
ao serem levemente perturbados.

Palavras-chave: Sistemas Dinamicos Caos Determinista Mecanica Analitica



ABSTRACT

A Billiard consists basically of a particle confined in a region of space. We will just dealing
Billiards in two dimensions in the absence of extern fields and any type of dissipative
forces so that particle collisions with Billiard boundaries are elastic. Furthermore, the
boundaries are fixed, ie, they obey an equation of kind g = g(r,0) = go, where r and 6
are the polar coordinates in the plan and g is any constant, without time dependence.
The Billiard is an interesting model for several reasons. First, it is a very simple (it have
few degrees of freedom) and easy display system. However, it has a non-trivial dynamic
with wealth behavior (may have regular, caotic behavior or even mixed, in which case
in the phase space of a single Billiard coexist regular and caotic regions). Second, the
numerical treatment of these systems does not require numerical integration of differential
equations and, therefore, does not consume much runtime. In addition, the Billiards allows
we make investigations of fundamental character, for example, we can study how regular
systems react to being slightly disturbed.

Keywords: Dynamical Systems. Deterministic Chaos. Analytical Mechanics. . .
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1 INTRODUCAO

Os Bilhares sao regioes bidimensionais confinantes em que uma particula de tamanho
desprezivel estda em movimento com velocidade constante em modulo e pode eventual-
mente colidir com as fronteiras do sistema. Tais tipos de sistemas sao usados para inves-
tigagOes em vdrias dreas de pesquisa, como Caos na mecanica cldssica[l] e na mecanica

quantical[2, 3].

O movimento em um Bilhar retangular, mostrado na Figura 1, nao é cadtico. Movi-
mentos que comecam com condigoes iniciais ligeiramente préximas continuam proximos
um do outro com o passar do tempo. O movimento geral da bola tera sempre a mesma

diregao depois de 4 colisdes com a fronteira do bilhar[2, 3].

Figura 1: Bilhar Retangular

Uma pequena alteragao nesse sistema, por exemplo, colocando um circulo interno
fixo, como sugerido pelo matematico russo Yacob Sinai e mostrado na figura 2, terd como
efeito desfocalizar as trajetérias (algo muito semelhante serd feito nesse trabalho). Logo,
movimentos com condigoes iniciais ligeiramente diferentes podem ter um movimento a
longo prazo muito diferente do movimento nos instantes iniciais. Este tipo de Bilhar

exibe comportamento caético[3|. Sistemas cadticos serao tratados nas segdes 2.2 e 2.3,

Outro tipo de Bilhar que exibe comportamento cadtico é o Bilhar de Bunimovich,
devido ao matematico russo Leonid Bunimovich, Figura 3. Esse Bilhar é construido

adicionando duas partes semi-circulares ao Bilhar retangular, que servirao como desfo-
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Figura 2: Bilhar de Sinai

N

Figura 3: Bilhar de Bunimovich

calizadoras das trajetdrias. Nesse sistema, também temos comportamento caético[2, 3.

Dos exemplos acima, percebe-se que a desfocalizacao da trajetéria tem um papel

fundamental na ocorréncia de caos na mecanica classical[3].

No dominio da mecanica quantica, temos que as particulas evidenciam sua natureza
ondular. No Bilhar quantico, a cada colisao da particula com a fronteira, teremos uma
onda associada a particula que é refletida e interfere com as reflexoes da onda devido a
colisoes anteriores e posteriores. Teremos entao um padrao de interferéncia e um dos pro-
blemas quanticos iniciais correspondentes ao jogo do Bilhar classico é saber quais ondas
cabem nas formas das Figuras 1, 2, 3 ou de outros tipos de Bilhares. Podemos pensar
nesse problema como se os Bilhares fossem tambores que vibram. Surge entao natural-
mente a seguinte pergunta: Podemos decompor o movimento de vibracao do tambor em
modos de vibragao, com diferentes frequéncias? As Figuras 4 e 5 mostram um modo de vi-
bragao de tambor com a forma de um Bilhar retangular e de um Bilhar de Bunimovich|3],

respectivamente.

Uma outra aplicacao da teoria de Caos quantico é a tecnologia de nanoestruturas em
semicondutores. Os Bilhares podem ser usados para modelar o que chamam de pontos

quanticos, que sao minusculas regioes usadas para confinar elétrons e estao previstos como
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Figura 4: Um dos modos de vibracao para um tambor retangular. A figura representa o
relevo da membrana do tambor fotografado em um dado instante. Observe que o padrao
¢ completamente regular. Fonte: [3].
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Figura 5: Um dos modos de vibracao para um tambor com a forma do Bilhar de Buni-
movich. O relevo da membrana nao apresenta regularidade alguma, exceto as simetrias.
Fonte: [3].

o ponto de partida para futuras geragoes de dispositivos eletronicos, como os transistores.

Nesse trabalho os Bilhares sao usados com o objetivo de perceber como sistemas
dinamicos integraveis, que serao definidos na secao 2.1, evoluem para sistemas cadticos a
medida em que aplicamos uma perturbagao no sistema. Nesses sistemas nao ha nenhum
tipo de dissipacao de energia e nenhum campo externo aplicado, logo, temos que a energia
total do movimento e o médulo da velocidade sao constantes. A andlise do movimento
de uma particula confinada dentro de um Bilhar serd feita por meio do espago de fase do
sistema. Para construirmos esses espacos de fase, veremos como tratar sistemas integraveis
por meio de uma transformacao canonica que, devido ao fato de que sistemas integraveis
possuem um numero de constantes de movimento igual ao nimero de graus de liberdade,
nos permitem reescrever a Hamiltoniana que representa o sistema em uma forma mais
simples, em que as equagoes de Hamilton sao extremamente faceis de serem resolvidas.
Feito isso, iremos aplicar uma pequena perturbacao nesses sistemas e ver como evoluem a
medida que o grau da perturbacao aumenta. Para enterdermos a evolucao desses sistemas
com a perturbagao, iremos langar mao dos Teorema KAM[4, 5, 6] e Teorema de Poincaré-
Birkhoff[5]. O Teorema KAM nos diz o que acontece no espago de fase quando o sistema

sofre uma perturbacao. Ja o segundo, o Teorema de Poincaré-Birkhoff, nos diz como



acontece a mudanca sofrida pelo sistema no espaco de fase.

15
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2 SISTEMAS DINAMICOS

Dentro da grande classe dos sistemas dinamicos, existe uma de grande interesse que é
a classe dos sistemas dinamicos integraveis. Por sistemas integraveis, entendemos sistemas
cujas equacoes de movimento sao resolvidas por meio de quadraturas, ou seja, por meio
de integrais de fungoes conhecidas. Para tais sistemas, ¢ fundamental a existéncia de um
nimero de constantes de movimentos maior ou igual ao niimero de graus de liberdade do
sistema. Antes de tratarmos um sistema integravel com N graus de liberdade, exemplifi-
caremos essa ideia com um sistema unidimensional conservativo, ou seja, em que a energia
total é constante. Exemplos de sistemas desse tipo podem ser um oscilador harmonico,
um corpo em queda livre nas proximidades da superficie terrestre, entre outros. Em tais

sistemas, temos que a energia total é expressa por:

1
E = 5mg;«Q + V(x), (2.1)

a energia total é uma constante de movimento. Por esse fato, podemos reescrever a

equagao (2.1) em fungao de &

2
m

T =

(E—V(x)) (2.2)

e a equacgao acima é facilmente resolvida para o tempo t¢:

90 d
t—toz/ _ ¢ (2.3)
0/ (E = V(())
Aplicando um procedimento algébrico de inversao, pode-se escrever x = z(t), ou seja,

a equacao de movimento do sistema.

Na secao seguinte, iremos desenvolver a versao dessa ideia para sistemas com N graus
de liberdade. Como no exemplo acima, o nimero de constantes de movimento é igual ou

maior que o nimero de graus de liberdade do sistema e desempenha um papel fundamental



17

na caracterizacao dos sistemas integraveis.

2.1 Dinamica dos Sistemas Integraveis

Um sistema com N graus de liberdade é dito integrével se possui no minimo N cons-
tantes de movimento. Assim, tomemos um sistema S integravel com N graus de liberdade

descrito pela Hamiltoniana (Ver Apéndice 5.1):
HZH(qul) y ?::1,2,3,...,]\[ (24)

onde
f’L:fZ(QzupZ>:CZ ) i:172a37'“7N (25)

sao as N constantes de movimento.

Nessas varidveis as equagoes de movimento (equagoes de Hamilton) ficam:

. OH (g, pi)
o li, Pi) 2.
‘ api ( 6)
. O0H (¢, pi)

sujeita aos vinculos (2.5).

Acontece que nao sabemos nada se as integrais para ¢ e p provenientes das equacoes
(2.6) e (2.7) sao facilmente soliveis. Dependendo do nosso sistema, elas podem ser bas-
tante complicadas ou bastante simples. Gostariamos de nao arriscar e entao é natural
perguntar se existe alguma transformacao canonica T (Ver Apéndice 5.2) que torna a
dinamica do sistema trivial. De fato, devido as N constantes de movimento, podemos
definir novas variaveis (@, 13) de tal forma que as novas equacoes de Hamilton em ter-
mos dessas variaveis sejam facilmente resolvidas. A ideia que nos leva a crer que tal
transformagao existe é bastante simples[5]. Iremos apresentéd-la aqui em sua forma mais

simples.

Suponha que temos N constantes de movimentos dadas por (2.5). Definiremos novas
variaveis (@, P) de tal forma que P; = f;(q;, p;), ou seja, identificaremos nossos P’s com
nossas N constantes de movimento, dai a sua necessidade. Como os P; sao constantes,

temos
0Q;

logo, h (nova Hamiltoniana) nao pode depender dos Q's, ou seja, h = h(ﬁ) J& a outra

P, = =0, (2.8)
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equacao, temos

Qi = o, w; = cte, (2.9)

Temos entao dois novos conjuntos de equagoes nessas novas variaveis cuja integragao
é trivial: P, = Py e Q; = Qi +wit, © = 1,2,...,N. Fica claro entao que existe uma

transformacao canonica que torna a dinamica trivial.

Identificando entdo (@, P) com as varidveis de angulo-acao (¢, J) (Ver Apéndice 5.3),

temos que a nova Hamiltoniana fica:

=

h = h(J) (2.10)

da qual derivam-se equagoes de movimento diretamente integraveis:

. h

- _3@ —0 = Ji—r—cte, i=1,., N (2.11)
. oh .
¢i = 57 = Wi = ce = ¢ =wit + ¢y, 1=1,.... N (2.12)

As equagoes (2.11) e (2.12) em duas dimensdes ficam:

Jl =T (213)
J2 = T3 (214)
¢1 = wit + ¢1o (2.15)
P2 = wat + P20 (2.16)

Essas quatro equacoes acima caracterizam um movimento sobre um toro, que também
¢ chamado de toro invariante, pois uma trajetoria que inicia sobre ele jamais escapa desse
toro. Pode-se dizer que temos dois movimentos circulares uniformes independentes nas

coordenadas ¢ e ¢o com frequéncias wy e wy de rotacao, respectivamente, dadas por:

Oh(Ty, Jo)

w1 = a,]l (217)
_Oh(S, )

w =57 (2.18)

Os toros podem ser de dois tipos. Quando a razao entre as frequéncias acima é um
nimero racional temos um toro racional e quando a razao entre as frequéncias é um
nimero irracional temos um toro irracional. Se o toro é racional, a trajetoria é periddica

com periodo igual ao minimo multiplo comum a w; e wy. Se o toro é irracional, a trajetéria
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nunca se fecha e, portanto, o toro é completamente coberto apds um intervalo de tempo

infinito.

2.2 Dinamica dos Sistemas Quase-Integraveis

Sistemas conservativos quase-integraveis sao obtidos pela aplicacao de uma perturbacao
fraca que preserva a conservacao da energia de um sistema integravel. Anteriormente, es-
tudamos o comportamento de sistemas integraveis. Agora, veremos como esses sistemas

reagem ao serem levemente perturbados.

Segundo o teorema KAMI4, 5, 6], na presenga de uma perturbagao fraca, os toros
irracionais nao se quebram, mas apenas se deformam levemente, enquanto que os toros
racionais sao gradativamente destruidos e se espalham de uma maneira extremamente
irregular entre os toros preservados de tal forma que o volume ocupado por eles tende a
zero. Mas, com o aumento da intensidade da perturbacao os toros irracionais também

comecam a ser destruidos um a um até o ultimo.

A maneira como os toros sao destruidos é descrita pelo teorema de Poincaré-Birkhoff
[5]: Na presenca de uma perturbacao fraca, os toros racionais ressonam e se quebram.
Em seu lugar, surgem uma sequéncia de pontos de equilibrio estavel (chamados de pontos
elipticos) e instdvel (chamados de pontos hiperbdlicos). Ao redor dos pontos elipticos
aparecem pequenas estruturas regulares composta por toros racionais e irracionais, auto-
similares ao sistema original. As d6rbitas préoximas aos pontos hiperbélicos ficam altamente
instaveis, ou cadticas, dando origem a uma sequéncia de pontos distribuidos de maneira

aleatdria no espago de fase.

2.3 Sistemas Nao-Integraveis

Quando a perturbacao aplicada no sistema se torna forte o suficiente, todos os toros
racionais e irracionais sao quebrados e o espaco de fase é coberto por pontos distribuidos
aleatoriamente e dizemos que o espaco de fase esta coberto pelo mar de caos. Um sistema
com tal espaco de fase é dito nao-integravel ou cadtico. Sistemas cadticos apresentam a
propriedade de que dados dois movimentos com condicoes iniciais proximas, com o passar

do tempo, esses dois movimentos podem estar muito distantes um do outro.
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3 BILHARES

3.1 Dinamica de um Bilhar

Os Bilhares que serao estudados nesse trabalho sao integraveis porque possuem sem-
pre no minimo duas constantes de movimento. Sao elas: Energia total do movimento
e moédulo da velocidade da particula. Entre dois impactos com as paredes do Bilhar, a
particula move-se em linha reta com velocidade constante, pois nao ha campos de forgas
atuando sobre o Bilhar. Assim, as informacoes relevantes sobre as trajetérias da particula
encontram-se nos pontos de colisao com a fronteira e a orbita fica completamente es-
pecificada pela sequéncia de posicoes e diregoes logo apds os impactos. Dessa forma,
analisaremos o movimento a partir da equacao g(r,0) = g, j4 que cada ponto nessa
equagao representa uma colisdo e pode ser caracterizado pela coordenada S = S(0) e
p = cos(a), onde @ é o angulo polar, S é o comprimento da fronteira do Bilhar medida
a partir do semi-eixo x positivo até o ponto da colisao dividido pelo comprimento total
do Bilhar e o é o angulo de reflexdo[l]. Consequentemente, a dindamica de um Bilhar
fica reduzida ao estudo da sequéncia de pontos (.S;, p;) e seu espago de fase serd o espago
formado pelas coordenadas S e p. Nesse espaco, uma Orbita periddica aparecerd como
uma linha pontilhada (linha onde todos os pontos estao igualmente espagados), identifi-
cando toros racionais. por outro lado, uma érbita quase-peridédica surgirda como uma linha
continua (toros irracionais). Além disso, uma érbita cadtica aparecera como uma série de

pontos espalhados de maneira aleatdria sobre o espago de fase (mar de caos).

Para obter a sequéncia de pontos (S;, p;) a partir de uma condicao inicial (Sp, pg), é

necessario conhecer a equacao que caracteriza o contorno do Bilhar

g(r,0) = go ou f(z,y) = fo (3.1)
e a equacgao que nos diz qual o valor da tangente ao Bilhar no ponto de colisao

tan B = G(r,0) ou tanf = F(z,y). (3.2)
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Figura 6: Instante da Colisao da particula com a fronteira do Bilhar

No instante em que acontece a colisao, como mostrado na Figura 6, temos que a
velocidade da particula sofre uma rotagao de 2a;, em que «, angulo entre a velocidade da
particula e a reta tangente ao ponto de colisao, é o angulo de reflexao. Para obtermos o
angulo de reflexao, primeiro calculamos angulo v que a velocidade da particula faz com

um eixo paralelo ao eixo x e subtraimos do angulo tangente ao ponto de colisao f3.

Cada um dos resultados mostrados nas proximas sec¢oes deste capitulo foram obtidos
pela simulagao de 20 experimentos realizados com o auxilio da linguagem de programacao
Fortran. Cada experimento corresponde a um movimento da particula dentro do Bilhar

com uma condicdo inicial diferente e evolui no tempo por 10° iteracoes.

3.2 Bilhar Circular

O Bilhar circular estda mostrado na Figura 7. Assumindo que o centro do Bilhar esteja

localizado na origem, temos que ele é definido pela seguinte equagao

2?4y =1’ (3.3)
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Figura 7: Bilhar Circular

onde r é o raio. A tangente em um ponto (z,y) da borda do Bilhar é obtida da equagao

(3.3) derivando implicitamente em relagao a x:

d
2xdx + 2ydy = 0 — ydy = —xdx — d—y S (3.4)
xz Y

Ou seja,

T
tan f = > (3.5)

No espago de fase na Figura 8 percebemos linhas pontilhadas, caracterizando o Bilhar
circular como um sistema integravel. Todos os movimentos possiveis nesse Bilhar sao
regulares. O espago de fase foi gerado para uma posicao inicial (z,y) = (—0.1,—0.5) e 20

direcoes diferentes para as velocidades iniciais.
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Figura 8: Espago de fase para o bilhar circular

3.2.1 Bilhar Circular Suavemente Deformado

Deformaremos o Bilhar suavemente, definindo o Bilhar circular suavemente defor-

mado. As equacOes que caracterizam esses Bilhares sao:
r—ecost) = 1 (3.6)

ou
22 +y? —ex

onde € é um parametro que varia de 0 a 0.5 e nos fornece o grau de deformacao do Bilhar.

~ 1 (3.7)

Para calcularmos a tangente em um ponto da borda desse Bilhar, devemos notar que

x = f(0)cos(0)

y = f(0)sen(d),
onde f(0) =r =1+ ecos(d). A derivada de y em relagao a x é, usando a regra da cadeia

dy _dydf  dy g

dxiﬁdx%d:cifl—fg
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dy _ f(B)cos(6) + f'()sen(0) (3.8)
de  —f(0)sen(0) + f'(6)cos(0) |

Aplicando a equagcdo (3.8) para f() =r = 1 + ecos(f), temos

dy _ cos(0) + ecos? () — esen(0)
dr  —sen(0) — esen(f)cos(0) — esen(f)cos(0)

dy _ —sen(6)[esen(0) — cotg(0) — ecotg(0)cos(6)]
dx —sen(0)[1 + 2ecos(0)]

dy _ esen(f) — (1 + ecos(6))cotg(0)
dx 1 + 2ecos(6)

substituindo 1 + ecos(f) = r no numerador e 1 + 2ecos(0) = ecos(f) + r no denominador

dy  esen(0) — rcotg(f)
dr ecos(0) +r

(3.9)

sabendo que

TZW’

X
COS(Q) = W
€
sen(f) = Y

temos que a equagao (3.9) fica
dy ey’ —x(z® +3°)

tan f = -2 = 1
an § dr  y(z? + y? + ex) (310)

Nas Figuras 9, 10, 11, 12 e 13 encontramos o espago de fase gerado para ¢ = 0.1, 0.2,
0.3, 0.4 e 0.5, posicao inicial (x,y) = (—0.1,—0.5) e para 20 direcoes diferentes para as

velocidades iniciais, respectivamente.

De acordo com o Teorema KAM, quando € # 0 mas ainda € < 1, temos que o sistema
preserva sua integrabilidade, como podemos ver nos espacos de fase mostrados nas Figuras
9, 10. Para ¢ = 0.3, o sistema se torna praticamente nao-integravel, com alguns poucos
toros deformados. Para ¢ = 0.4, 0.5 o Bilhar circular suavemente deformado perde sua

caracteristica integravel e o seu espago de fase esta densamente coberto pelo mar de caos.
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Figura 9: Bilhar suavemente deformado com € = 0.1 e posigao inicial (—0.1,—0.5)
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Figura 10: Bilhar suavemente deformado com ¢ = 0.2 e posigao inicial (—0.1, —0.5)

3.3 Bilhar Anular

O Bilhar anular pode ser considerado como uma deformacao no Bilhar circular por
meio de uma introdugdo de uma fronteira interna. Estd mostrado na Figura 14. O
comprimento d é a distancia entre os centros dos circulos de raio b e raio a. Nesse

sistema, o circulo interno apenas ira desfocalizar as trajetorias.

3.3.1 Caso concéntrico

Da Figura 14, se fizermos d = 0, teremos o caso em que o centro dos circulos irao

coincidir. Esse é o Bilhar anular concéntrico. O espacgo de fase desse Bilhar gerado para
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Figura 11: Bilhar suavemente deformado com € = 0.3 e posi¢ao inicial (—0.1, —0.5)
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(a) Geometria do Bilhar (b) Espaco de fase

<t

Figura 12: Bilhar suavemente deformado com ¢ = 0.4 e posigao inicial (—0.1, —0.5)

uma posicao inicial (x,y) = (0.5,0.5) e para 20 diregoes diferentes para as velocidades

iniciais estd mostrado na Figura 15.

O espaco de fase desse sistema apresenta toros racionais e irracionais. O Bilhar circular
resiste bem a perturbacao. Podemos considerar o Bilhar anular concéntrico uma leve
perturbagao no Bilhar circular, pois aqui, os toros destruidos ocupam uma area irrelevante

no espaco de fase.

3.3.2 Caso nao-concéntrico

Agora coloquemos uma outra perturbagao no nosso sistema e analisemos o que acon-

tece no espaco de fase e como o comportamento do nosso sistema pode evoluir de um com-
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Figura 13: Bilhar suavemente deformado com e = 0.5 e posi¢ao inicial (—0.1, —0.5)

Figura 14: Bilhar Anular.

portamento quase-integravel para um comportamento nao-integravel. Nossa perturbacao
consiste em deslocar o centro do circulo interno de raio a de uma distancia d ao longo do
eixo x, imaginando que o Bilhar esteja no centro de um sistema cartesiano. Os espacos
de fase gerados para uma posicao inicial (x,y) = (0.5,0.5) e 20 diregoes diferentes para
as velocidades iniciais para os valores de d = 0.03, 0.07, 0.15, 0.225, 0.45 e 0.58 estao,
respectivamente, nas Figuras 16, 17, 18, 19, 20 e 21.
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Figura 15: Bilhar anular concéntrico posigao inicial (0.5,0.5).
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Figura 16: Bilhar anular com d = 0.03 e posigao inicial (0.5,0.5).
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1.0

Para uma pequena perturbagao de d = 0.03, o Bilhar anular ainda resiste em ser um

sistema integravel mas ja para d = 0.07, o espaco de fase ja mostra alguns poucos toros

sendo que em sua maioria, esta coberto pelo mar de caos, como podemos ver ja na Figura

17. Nas Figuras 18, 19, 20 e 21 podemos ver que o sistema se torna praticamente nao-

integravel, com alguns poucos toros que ainda resistem a deformacao que representam

movimentos regulares para suas respectivas condi¢oes iniciais.
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Figura 17: Bilhar anular com d = 0.07 e posi¢ao inicial (0.5, 0.5).
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Figura 18: Bilhar anular com d = 0.15 e posigao inicial (0.5,0.5).
3.4 Bilhar Eliptico

O Bilhar eliptico estd mostrado na Figura 22. Assumindo que o centro do Bilhar
esteja na origem de um sistema cartesiano, com eixo maior igual a e eixo menor b, as

equacgoes que o definem sao:

— 4+ =1 (3.11)

ou
v+ (1 —e*)a? = b (3.12)
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Figura 19: Bilhar anular com d = 0.225 e posi¢ao inicial (0.5, 0.5).
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Figura 20: Bilhar anular com d = 0.45 e posigao inicial (0.5,0.5).

onde e é a excentricidade da elipse, dada por:

b2
e = 1—¥

A tangente em um ponto (x,y) da borda desse Bilhar é dado por:

2edx  2ydy
a? 02 0
xdx ydy
R
dy b? x

1.0

(3.13)
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Figura 21: Bilhar anular com d = 0.58 e posi¢ao inicial (0.5, 0.5).

b
N

Figura 22: Bilhar Eliptico

b x
t = ——— 3.14
nf == (314
ou em termos de excentricidade:
9 T
tanf = (e —1)— (3.15)
Yy

Na Figura 23 temos o espaco de fase do Bilhar eliptico com excentricidade igual a
0.3 para uma posi¢ao inicial (z,y) = (0.2, —0.48) e para 20 dire¢oes diferentes para as
velocidades iniciais. O Bilhar eliptico é um sistema integravel, como evidencia a presenga

de toros racionais e irracionais no seu espaco de fase
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Figura 23: Espago de fase para o Bilhar eliptico com excentricidade 0.3 e posigao inicial
(0.2, —0.48)

3.5 Bilhar Eliptico deformado

Iremos considerar trés tipos de perturbagao em um Bilhar do tipo eliptico. Essas per-
turbagoes irao introduzir uma fronteira interna. A primeira delas sera a introducao de um
circulo interno. Na segunda deformagcao, consideremos uma elipse e na terceira, iremos por
um quadrado. Essas fronteiras internas serao colocadas de forma a ficarem concéntricas a
elipse. Para a segunda e terceira perturbacgoes citadas acima, iremos também gerar uma
outra perturbacao, que serd aumentar a excentricidade da elipse interna e os lados do

quadrado concentrico.

3.5.1 Bilhar Eliptico com circulo concéntrico

O espago de fase mostrado na Figura 24 para o Bilhar eliptico com um circulo
concéntrico mostra alguns toros suavemente deformados e algumas regides em que ha

toros destruidos. O sistema é praticamente nao-integravel.
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Figura 24: Bilhar eliptico com um circulo concéntrico de raio r = 0.4 e posicao inicial
(0.2, —0.48).

3.5.2 Bilhar Eliptico com elipse concéntrica

Os espacos de fase para o Bilhar eliptico com uma elipse interna estao mostrados
nas Figuras 25, 26 e 27 para uma posigao inicial (z,y) = (0.2, —0.48) e para 20 diregoes
diferentes para as velocidades iniciais. Na primeira, temos o espago de fase com uma
elipse interna de excentricidade e = 0.3, que é a mesma excentricidade da elipse externa.
O espaco de fase aqui é praticamente idéntico ao mostrado na Figura 24. Curioso é que
ao aumentarmos a excentricidade da elipse conceéntrica para e = 0.6, como esta mostrado
na Figura 26 obtemos um espaco de fase de um sistema quase-integravel, com alguns
toros apenas deformados. Para e = 0.9, mostrado na Figura 27 percebemos que os toros
destruidos devido a perturbagao se tornam expressivos e que ainda temos alguns toros
deformados, caracterizando o comportamento de um sistema integravel para algumas
condigoes iniciais (Como podemos ver nas bordas superior e inferior e nas linhas continuas
na regiao central direita da Figura 27) e ndo-integravel para outras (Regiao cheia de pontos

espalhados aleatoriamente).
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Figura 25: Bilhar eliptico com uma elipse concéntrica de excentricidade e = 0.3 e posicao
inicial (0.2, —0.48).

3.5.3 Bilhar Eliptico com quadrado concéntrico

Nas Figuras 28, 29 e 30 temos a geometria e o espago de fase gerado para trés compri-
mentos de lado do quadrado concéntrico, sao eles: [ = 0.1, 0.4 e 1.0, com posi¢ao inicial
(z,y) = (0.2,—0.58) e 20 diregoes diferentes para as velocidades iniciais diferentes. Para
[ = 0.1, o espaco de fase mostrado na Figura 28 se assemelha ao espacgo de fase de um
Bilhar eliptico, o que se é de esperar, pois a deformacao é pequena nesse caso. No espago
de fase mostrado na Figura 29, para [ = 0.4, temos um sistema quase-integravel, com a
presenca de alguns toros deformados e destruidos. Na Figura 30 temos o espago de fase
para [ = 1.0. Podemos perceber na figura que além dos toros deformados, temos também

toros destruidos perto dos toros deformados.
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Figura 26: Bilhar eliptico com uma elipse concéntrica de excentricidade e = 0.6 e posigao
inicial (0.2, —0.48).
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Figura 27: Bilhar eliptico com uma elipse concéntrica de excentricidade e = 0.9 e posicao
inicial (0.2, —0.48).



36

1.0

()

1.0

0.8F

0.0

eiro y

—0.5

-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

eixo T S(0)
a eometria do Bilhar Spaco de 1ase
G ia do Bilh b) E de f

Figura 28: Bilhar Eliptico com um quadrado concéntrico de lado [ = 0.1 e posicao inicial
(0.2, —0.58).
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Figura 29: Bilhar Eliptico com um quadrado concéntrico de lado [ = 0.4 e posicao inicial
(0.2, —0.58).
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Figura 30: Bilhar Eliptico com um quadrado concéntrico de lado [ = 1.0 e posicao inicial
(0.2, —0.58).
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4 CONCLUSAO

Nesse trabalho partimos de dois tipos de Bilhares, sao eles: circular e eliptico. Esses
dois sistemas sao integraveis, pois possuem o modulo da velocidade e a energia mecanica
como constante de movimento. Logo, podemos perceber nos espacos de fases desses dois
sistemas, mostrados respectivamente, nas Figuras 8 e 23, a presenca de toros racionais e

irracionais, indicando que o tais sistemas sao de fato integraveis.

Para o Bilhar circular, foram aplicadas duas perturbacoes. A primeira consistiu em
uma deformacao no raio da forma r = 1 4 ecosfl e a segunda consistiu de uma adicao de
um contorno circular interno concéntrico e nao-concéntrico. No primeiro caso, a medida
que aumentamos o valor do parametro €, o sistema vai perdendo sua integrabilidade, como
mostrado nos espacos de fase das Figuras 11, 12 e 13, ou seja, os toros se destréem na forma
prevista pelo teorema KAM. No segundo caso, a medida que deslocamos horizontalmente
o centro do contorno circular interno, a maioria dos toros se quebram, sendo que ainda
permanecem algumas regioes de movimentos regulares para algumas condicoes iniciais.

Os espacos de fase para esse caso estao mostrados nas Figuras 17, 18, 19, 20 e 21.

Para o Bilhar eliptico, foram aplicadas trés perturbacoes.A primeira consistiu na in-
clusao de um contorno circular interno concéntrico. A segunda perturbagao consistiu na
inclusao de um contorno eliptico interno concéntrico e a terceira perturbacgao consistiu na
inclusao de um contorno quadrado concéntrico. No primeiro caso, temos algumas regioes
de movimentos regulares e algumas de movimentos caéticos, como mostrado na Figura 24.
No segundo, ao aumentarmos o valor da excentricidade da elipse interna, o sistema resiste
bastante em manter sua integrabilidade, apresentando no espago de fase, Figuras 24, 25,
26 e 27, regides de movimentos integraveis e de movimentos quase-integraveis. No ltimo
caso, ao aumentarmos o lado do quadrado interno, observamos uma forte resisténcia em
manter os movimentos regulares do sistema frente a perturbacao causada. Os espagos de

fase para esse caso estao mostrados nas Figuras 28, 29 e 30.

Os Bilhares acabaram por se mostrar sistemas extremamente simples em que se pode



39

facilmente ilustrar os conceitos de perturbacao em sistemas integraveis. Observamos nos
espacos de fase do Bilhar circular e eliptico frente a uma perturbacao como os toros, que
sao regioes onde movimentos associados a sistemas integraveis acontecem no espaco de
fase, sao deformados e destruidos, originando assim, uma evolucao dos sistemas citados

do estado integravel para um estado quase-integravel ou caédtico.



40

5 APENDICE

5.1 Equacoes de Hamilton

Qualquer sistema n-dimensional pode ser descrito por uma fun¢ao denominada Funcao

Hamiltoniana

H = H(q,p) (5.1)

onde ¢ = (q1,q2,---,qn) € P = (p1, P2, ..., Pn) S@0, respectivamente, as n coordenadas e

os n momentos que descrevem o sistema em cada instante de tempo.

As equagbes de movimento sao obtidas da Hamiltoniana por meio das relagoes:

oH

Gi= gy i= 12 (5.2)
OH

As equagodes (5.2) e (5.3) sao ditas as equagoes de Hamilton para o sistema descrito

pela Hamiltoniana (5.1).

Para a grande maioria dos sistemas fisicos, a energia cinética é uma funcao que de-
pende somente do quadrado da velocidade e a energia potencial independe da velocidade.
Nesse caso, a Hamiltoniana pode ser expressa como a soma da energia cinética com a

energia potencial, ou seja,

H@Gp) =T+V (5.4)

onde T é a energia cinética e V é a energia potencial. Para exemplificarmos o que foi dito
acima, iremos escrever a Hamiltoniana para um sistema simples, o oscilador harmonico.

Tal sistema, mostrado na Figura 31, possui uma energia cinética dada por
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Sty

Figura 31: Oscilador Harmonico. Fonte: [7]

1 1
T = 57’)11)2 = %pQ (55)

e uma energia potencial devido a sua interacao com a mola dada por:
L s
V= ikx (5.6)

onde p é o momento linear da particula e k é a constante de mola. Aqui, como o sistema
¢ unidimensional, ¢ e p ambos possuem apenas uma componente que serao identifica-
das, respectivamente, com x (posigdo da particula) e com p = mv (momento linear da
particula). Podemos ver em (5.5) que a energia cinética é fungdo somente do quadrado
das velocidades e em (5.6) que a energia potencial independe da velocidade, podemos

assim facilmente montar a Hamiltoniana, que é:

1 1
H = —p* + —k¢? 5.7
(0,9) = 5 »" + 5kq (5.7)
e as equacoes de Hamilton sao:

OH p
| = —— = — 5.8
1 dp m (58)

OH

)= ——— = —k 5.9
P==73, q (5.9)

As equagoes (5.8) e (5.9) acima formam um sistema de equagdes que pode ser facil-

mente resolvido. Primeiro, derivemos em relagado ao tempo a equagao (5.8), assim

= (5.10)

S~
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agora, substituindo p em (5.10) por (5.9), temos
.k
Gg+—q=0 (5.11)
m
que ¢é a equacao de movimento do oscilador harmonico, cuja solugao geral é a seguinte:
q(t) = Asen(wt) + Bcos(wt) (5.12)

onde w = \/% é a frequéncia de oscilacao do sistema.

5.2 Transformacoes Canonicas

Muitas vezes, ao resolvermos nossos problemas, desejamos realizar uma transformacao
no sistema em estudo para buscar algum tipo de informagao que pensamos se tornara mais
evidente depois que o sistema for transformado. No espago de fase uma transformacgao
de variaveis interessante sao as que preservam a forma das equacoes de Hamilton. Pre-

cisamente, dadas as varidveis canonicas (¢, p), a Hamiltoniana H(q,p) e as equagoes de

Hamilton
G = ZZ, 1=1,2,...,n. (5.13)
Di = —gz, 1=1,2,...,n. (5.14)
Uma transformacao
Q:=Qi(q,p), i=1,2,...,n (5.15)
P, =P(qp), i=1,2,..,n (5.16)

é canonica quando se pode construir uma nova Hamiltoniana h = h(Q, P) tal que as

equacoes de movimento para as novas variaveis tenham a forma Hamiltoniana:

Q; = g]};, i=1,2,..,n. (5.17)

P =— i=1,2,..,n. (5.18)

2Q;
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5.3 Variaveis Angulo-Agéo

As variaveis de angulo-acao sao obtidas através de uma transformacao canonica das
varidveis canonicas de Hamilton, (¢,p). Elas sdo usadas para facilitar o calculo de
frequéncias associadas ao movimento de varios sistemas. Sistemas para o qual usamos a
técnica das variaveis de angulo-agao sao conhecidos por sistemas multiperiédicos. Estes,
sao sistemas em que a projecao do movimento sobre cada plano do espaco de fase é carac-
terizado por uma libragao, em que as varidveis (g;, p;) oscilam entre dois limites definidos,
caracterizando uma curva fechada na projecao do espago de fase. Ou uma rotacao, em
que p; ¢ uma funcao periédica de ¢;, embora ¢; nao seja funcao periédica do tempo. A

libragao e a rotagao estao ilustradas, respectivamente, nas Figuras 32 e 33.

2.0

—2.0 -1.5 -1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 32: Librac@o na projegao do espago de fase no plano (g;, p;)

As variaveis de acao para um sistema multiperiédico com n graus de liberdade sao

definidas por
1
Ji= 5o 7{ pidg (5.19)

onde as integrais estendem-se por um periodo de libragao ou de rotagao, conforme o caso.

A equacao (5.19) multiplicada por 27 nada mais é do que a drea sob a curva no espago

de fase, ou seja, J; é uma constante. Por esse fato, podemos identificar os Js com os
oh

P!s. Logo, como J; = —30; = 0, temos que a nova hamiltoniana h depende apenas das

variaveis de angulo-acdo. A segunda equacao de Hamilton define a derivada em relagao

ao tempo da variavel angulo:
b=——=w (5.20)
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Figura 33: Rotagao na projegao do espago de fase no plano (g;, p;)

onde os w; sao constantes, pois s6 dependem das constantes .J;. Por isso, podemos encon-

trar a solugao para a equagao (5.20) acima, que é:
¢i(t) = wit + ¢} (5.21)

As equagao (5.19) e (5.20) definem, respectivamente, as variaveis a¢ao e angulo para

um sistema multiperiédico.

Para mais detalhes sobre o conteido do apéndice, indico as referéncias [4] [5] [6].
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