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RESUMO

O bilhar classico consiste de uma particula confinada em uma regiao com duas dimenso es
delimitada por fronteira fixa( f (€)= fo) na qual a particula semovimenta em linha
reta com velo cidade constante e colide elasticamente com a fronteiralremosutilizar esse
modelo para estudar os efeitos de um camp o magnético sobre uma particula carregada
no bilhar. Esse tip o de estudo é de grande utilidade para fisica de  plasmas, onde se
estuda amplamente o movimento de particulas carregadas sobre a influéncia de camp os
magnéticos. Quando uma particula entra em uma regiao com camp o magnético constante,
esta passa apresentar um movimento de orbita definida como érbita dearmor. Asso ciado
aomovimentoem orbita da particula carregadatemosum  momento de dipolo magnético
que surge para resistir a mudancas de fluxo de camp o magnético na orbita da particula.
Iremos mostrar que o momento de dip olo magnético ¢ utnvariante adiabdticodo sistema

e ver como este se comp orta em uma regiao com campo magnético nao uniforrieguindo
alinha de estudo para sistemas dinamicos, iremos estudar o espaco de fase gerado pelo
bilhar e descrever como este se comp orta com mudancas no camp o magnético.

Palav ras -chaveBilhar. Camp o. Magnético. Dinamica.



ABSTRACT

The classic billiard consists of a particle confined in a region by fixed boundary(c (", ,9):
fo) in which the particle moves in a straight line at constant sp eed and collides elastically
with the boundary. We will use this mo del to study the effects of a charged particle
under the influence of a magnetic field in the billiard. This typ e of study is useful in
plasma physics, whichit heavily studiesthe movement ofa particle underthe influence

of magnetic fields. Whena particle entersin a region with a constantmagneticfield,

it starts to describ e orbiting movement, defined as Larmor orbit. Asso ciated with the
charged particle orbits we havea magnetic dipole moment that comes to opp osite to the
changes in the magnetic fieldflux in the orbits of  the particle. We will show that the
magnetic dip ole moment is amdiabatic invariant of the system and see how it behaves in
a region with nonuniform magnetic field. Followingthe lineof DynamicSystems, wewill
study the phase space generated by the billiard and see how it behaves under changes of
the magnetic field.

Keywords: Billiard. Magnetic.Field.Dynamic.
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1INTRODUGCAO

Temos como ob jetivo neste pro jeto estudar o movimento de uma particula carregada so-
bre efeito de um camp o magnético em um bilhar cléssico [1].

O estudo do movimento de particulas carregadas torna-se interessantedevido asuaapli-
cacao em fisica de plasmas [2]. O plasma po de ser descrito como um gés eletricamente
neutro formado por ions positivos e negativos, ou seja, &tomos ionizadosPara que ocorra
a ionizacaoé necessariofornecer uma enorme quantidade de energiapara o atomo. As-
sim, é preciso uma alta temp eratura para criar e, consequentemente, manter o plasmaA

Figura(1) mostra umaestrela comoum exemplo deplasma.

Figura 1: Uma imagem da es trela do nosso sistema planetario exemplificando o plasma
{Fonte: http://goo.gl/jmT82S}

Umassuntode grande interesse em fisicadeplasmaéo confinamentodeparticulas carre-

gadas devido a um camp o magnético [2]Como o plasma nao po de colidir com as paredes
de seu reservatorio, se faz uso de confinamento por meio de camp os magnéticos, onde uma
particula carregada oscila dentro de uma regiao devido ao camp o magnético. Na Figura
(2) temos um exemplo de um fendémeno chamado de espelhos magnéticos [2]. Oaumento

da intensidade do camp o magnético nas extremidades de uma regiao faz com que uma

particula carregada p ermaneca em um movimento p erié dico entre as duas extremidades.
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Figura 2: Imagem demonstrandoa magnetosfera
{Fonte: https://goo.gl/nSFSve}.

Outroincentivoparao estudodeparticulas carregadas envolve o estudo da ionosfera e da

magnetosfera [3], assim como o estudo de descargas elétricas.
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magnético do Sol na interacdo Terra-Sal

Figura 3: Imagem demonstrandoa magnetosfera
{Fonte: https://goo.gl/jc24AU}.

Como sistema de estudo, iremos utilizar um bilhar circular para realizar as simulago es.
No bilhar a particula encontra-s e confinada dentro de uma fronteira fixa dada p or uma
funcao f(r 19): fo, em que as colisd es com esta fronteira sdo eldsticas.Obilhar clssico

ja foi amplamente estudado [4]. A Figura (4) mostra a tra jetéria de uma particula em

umbilhar classico tipico.
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Figura 4: Bilhar stadiode Bunimovich.
{Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Dynamical_billiardshold. jpg}.

Em sistemas dinamicos, é deinteresseencontrarconstantes de movimentospara analisar
aintegrabilidade do sistema [5]. Assim iremos analisar o comp ortamento dos invariantes
adiabaticos [6] jaconhecidos do movimento de uma particula carregada, nomeadamente,

o momento dip olo magnético e o fluxo magnético [2].

No atual pro jeto iremos estudar quais efeitos a presenca de um camp o magnético provoca
em uma particulaem umbilharclassico. Iremos aplicar camp os magnéticos constantes
com intensidades diferentes e camp os magnéticos nao uniformes (em orientacao espacial)

no sistema.
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2 DINAMICA DO BIL HAR CLASSICO

Antes de comecarmos a estudar o sistema sugerido no titulo precisamos definiralgumas

propriedadesdo sistemaafimde analisare caracterizar nossos resultados.

2.1 Dinamica Classica

Um sistema dindmico po de ser descrito através da Hamiltoniana,

H =H(q.pi), (2.1)

onde 7 =1, 2, ....,N. Sendo 9 um grau de lib erdade do sistemae P seu momento
conjugado.

Tal fungao ob edece as seguintes relago es, conhecidas como equago es de Hamilton,

dq oH
dat = op’ (2:2)
dp oH

Um sistema com N graus de lib erdade é entao dito integravel quando este apresentaN

constantes de movimento,

fi — fi(q,pi)= constante, (2.4)

para ¢ =1,2,.... N.

A curva formada pelo conjunto de p ontos( 9,Pi) formam uma tra jetéria em plano. O
plano formado pela variavel ¢ e seu momentoconjugado p édenominadoespacode fase.
Para analisar o espago de fase do sistema iremos utilizar a ab ordagem criada p or Henry
Poincaré [7]. Em vez de analisar a curva em um espaco de fase formada por g (t)e Pi(1),
Poincaré analisa os pontos em que a tra jetoria dessa curva atravessa em secao do espaco
de fase. Na Figura (5) temos o espaco de fase e a se¢ao de Poincaré para um péndulo
com um grau de lib erdade. Umalinha é tracada emuma certaregiao doespago defase,

e o mapa da secao de Poincaré é o conjunto de pontos em que as tra jetérias do espaco de
fase cruzam essa linha. Vemos entaoque a secao dePoincarépara umsistema comdois
graus de liberdade, como o bilhar classico, deve possuir duas dimengo es.

Ainda no mapa de fase mostrado na Figura (5) vemos dois tip os de orbitas ! distintas:

'Chamamos de érbita no espago um conjunto de valores (estados) que se rep etem em uma dada
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Figura 5: Mapa de fase e a secao de Poincaré para um péndulo{ Fonte:
http://goo.gl/00snq8}.

libragao e rotagao [6]. Emumespagode fase, curvas fechadas saoo que definimos como
libragao. Quando as curvas nao sao fechadas mas se rep etem com uma certa frequéncia,
sao o quechamamosde rotagao.

Algo que precisamos dar atencao é o fato de, a principio, nao termos informaco es sobfé
e P. Entao precisamos transformar asvariaveis que temos. Devidoa presenca das cons-
tantes de movimento po demos encontrar um novo conjunto de variaveis@i/ i) aplicando
uma transformacéo canonica > nas varidveis( @.Pi). Definimosas novas varidveisdetal

formaque a nova hamiltoniana fique na forma,

H —H . (2.5)
As novas equaco es de Hamilton ficam,
di  _oH
da oH
_ — W — tante.
at = ol = W = constante (2.7)
Com isso, temos,
li = a, (2.8)
¢ = wtydf, (2.9)

tra jetéria.
*Uma transformacio candnica transforma um conjunto de varigveis canonicas( d.Pi) = (Qi,Pi) de
forma que as equagd es de hamilton (2.2) e (2.3) mantém a mesma forma.
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onde G = constante — 1,2, .. . N.

Temos entao, paraumsistemaintegravel, umnovoconjuntodevariaveisonde @i apresenta
valores perié dicos com frequéncia dada p orW, e li permanece constante. Assim, para
um sistema integravel, ap enas certos valores do espaco de fase sao acessiveis ao sistema.
Quando nao p odemos integrar o sistema p or meio de quadratura, através das equago es de
Hamilton (2.2) e (2.3), passamos a lidar comsistema nao-integraveis, ou quase-integraveis
[5]. Sistemas assim apresentam um comp ortamento ergdédico [4].  Um sistemaé dito
ergddico, quando to dos os possiveis estados de energia sao igualmente acessiveisNo caso
em estudo, um sistema ¢é dito ergd dico quando o espago de fase é preenchido para um

nimero grande de interago es do sistema.
2.2 Bilhar classico

O bilhar consiste de uma particula se movendo livremente em uma regiao confinada por
uma fronteira, onde as coliso es entre a particula e a fronteira sao eldsticasEmum bilhar
classico aenergia se conserva, logoele é um sistema conservativo.  Parauma fronteira
circular dada p ela equagdo (2.10) o momento angular com rela¢ao ao centro tamb émé
conservado.

Momento angular no ponto de colisdo com a fronteira é dado pbr=rxmv—mrv 5"(’18),
B ¢o angulo entreo vetor I e V. No casodobilharcircularnaodeformado, o dngulo da
direcao da tra jetoria, referente a reta tangente ao ponto de impacto, nao mudae I ¢
sempre normal a reta tangente ao ponto de impacto. Vemos entdo queo angulo entre I
e V é sempre o mesmo,e logoo momentoangular seconserva.

Assim em um sistema com dois graus de lib erdade temos duas grandezas que sao conser-

vadas. Logoo bilhar descritoé um sistemaintegravel e escritona forma,

fxy)= Xy =r- (2.10)

O espaco de fase para o bilhar classico é mapeado através das coliso es que a particula
faz com afronteira. Assim a secao de Poincaré é formada pelo conjunto de p ontos
(S(6)i.p@)i) = (5()ir1,P(X)it1), onde S(6) ¢ a distancia do ponto de colisio & um
ponto de origem (distancia dada p or um comprimento de arco) descrita p or (2.11)P(Q)
é o cosseno do angulo( @) da tra jetdria referente a tangente do ponto de impacto (2.12)

e o indice 7 éa i-ésimacolisdoda particulacoma fronteira.
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0 dri6)?
SO — [ @) Thy’ . (2.11)
p = cosa (2.12)

Vemos na Figura (6) o bilhar cldssico para um fronteira circular dada pela equagao (2.10)

e seu resp ectivo espaco de fase para uma tunica condi¢ao inicial.

1.0

TEAL D
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Figura 6: A esquerda a tra jetéria de uma particula em um bilhar cléssico.Adireita,o
map eamento da tra jetéria em um espago de fase.

O raio do bilhar é dado pela equacao,

_1-e
1+ ecosd)’
onde 0¢ a co ordenada angular da particulae€ deformao bilhar circularnaforma de uma

R(6 6= (2.13)

elipse.
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SMOVIMENTO DE UMA PARTICULA CARREGADA

3.1 Movimento ciclotronico

Uma particula se movimentando, emum plano (x,y), sobre a influéncia de um campo

eletromagnético p erceb e uma forca descrita por:

F -QE 4+vXB. (3.1)

Chamada forga de Lorenzt [8]. Consideramos que a particula se move em uma regiao
onde o camp o elétrico é nulo e o campo magnético é constante B — Bz QOmovimento
caracteristico é um movimento ciclotronico com uma orbita p erp endincular a dire¢ao do
camp o magnético.No sistema em estudo, o camp o magnético é perpendicular ao plano ao
plano no qual a particula se movimenta. Ass im, a forca de Lorentz nesse sistema equivale
a forca centrip eta, )

F—QBl=m, (3.2)
onde R = f;)nEJ;L é o raio da tra jetoria da particula, chamado tamb ém raio da orbita de

Larmor [§]

3.2 Momento dipolo magnético

Quando uma particula entra em uma regiao com camp o magnético, um momento mag-
nético surge como uma forma de resistir a variagdo do fluxo magnético na tra jetoria da
particula. Logo o momento magnético é paralelo e de sentido oposto ao camp o magnético.
Parauma particula carregada em um movimento ciclotronico, éatribuidoum momento
de dip olo magnético[8] dado por:

p=1 da, (3.3)

onde daga areaquea oOrbitada particula encerrae I écorrentegerada devidoaomovi-
mento da particula. Vetorialmente o dip olo magnético p ossui uma dire¢ao p erp endicular

a velo cidade de o6rbita da particula.No caso em estudo, em mo dulo,

M =InR? (3.4)

= onr (T sendo o perio do de 6rbita) e o raio da orbitaR = ’ifé‘, temos entao
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mv

Na Figura (7) vemos a tra jetoria de uma particula carregada colidindo com uma fronteira

M=

eliptica. A presenca do camp o magnético faz com que a particula tenha um movimento
ciclotrénico como descrito por (3.2). A Figura (8) mostra o momento dip olo magnético
gerado pela tra jetoria descrita em (7). Como esp erado, o momento dip olo magnético

permanece constante em um sistema regular.

1.5 -1.0 =05 0.0 0.5

Figura 7: Tra jetéria da particula em movimento ciclotronico, no plano (x, y), em colisdo
com uma fronteira eliptica.

0.106

0.104

0.102 +

momento magnetico
o
=)
3

0.098 -

0.096

0.094
0

5 10 15 20
tempo

Figura 8: Valor do momento dip olo magnético gerado p or uma particula carregada em
movimentociclotronicodurantesimulagdomostrada na Figura( — 77).
3.3 Efeitos do campo mangnético nao uniforme.

Quando o camp o magnético nao é uniforme, é necessario analisarqueefeitosa variagao

do camp o magnético provoca no movimento da particula.
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A partir da equagao de Lorentz (3.1) p odemos montar as equagd es de movimento.Con-

siderando uma regiao com camp o elétrico igual a zero e o camp o magnético ao longo do

eixo-ze emfuncio de xey, B =B (X+Y)Z, temos,

FX — qWBZ(X;y)I
Fy = _q\&Bz<X,}/),
F- =0 -0-

O camp o magnético variando no espaco, por uma funcio escalar Bz = Bz(X,¥), indica

que ha um grandiente de campo magnético diferente de zero cujo o mé dulo aponta para

a diregdo de maior variagdo. Assim, utilizamos a série de Taylor em trés dimenso es [9)]

para encontrar o valor do camp o em um dado ponta{o-Yo) (centro da 6rbita de Larmor).

Temos aexpangaode Taylor [9],

Y(r +a)= (a.V)\p(r),

entdo o camp o magnético fica na forma:

9B- 9B-
Ba(X =X,y = ¥o)= Bz(Xo.¥o) +(X = Xo) 5. +(Y ™ Y) ay T
Substituindo (3.10) nas equago es de movimento, temos,
0B 9B :
mvx — Qqw BZ(Xgryo) —|—(X_X0) X +(y_y0) ay
0B 9B
mvy = —Q% Bz(Xo.Yo) +(X = X0) 5 +(Y ™ N) ay

Derivando aequagao (3.11) esubstituindo” W daequacao (3.12),temos,

Vix — _(JJ?VX,
onde,
0B oB;
W= L BeXoYo) (XX 0 YT )

é a frequénciadeoscilacdo do sistema. Etemos entao,

vx = Ciexpiwt,

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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W= —wGexpgiwtdt— —iC,expiwt C,. (3.16)

Antes da particula comegar a sofrer influéncia do camp o magnético ela possui as caracteris-
ticas de uma particula se movendo em linha reta a velo cidade constant®. No momento

t = 0 a particula possui uma velo cidade inicial Yo. Assim, em t = 0, Y% = %CO0§6)e

Vy = V05in(9), para 6 constante. Temos também que ap 6s t = 0 que VL = VY, sendo VL

a velo cidade tangencial a érbita da particula. Com isso vemos que C, =vie G, =,

Assim, temos
W = viexgiwt), (3.17)

W = —iviexgiwt. (3.18)

Porém, estamos interessados ap enas na parte real das expresso esLogo,

Vx = Vicogwi, (3.19)

W = visin(wi. (3.20)

Agora, considerando o raiode Larmorna forma:

r*=(X=Xo)" +(¥Y ~Yo)" (3.21)

P o demos escrever,
(X —Xo) = rcogwt, (3.22)
YY) = rsinwt. (3.23)

Substituindo as equagd es (3.10), (3.19), (3.20), (3.22) e (3.23) nas equagd es do movimento,

: B, . 0Bz
Fx = qusinwl Bz(XyY,)+ rcogw 3x + Isin(w y (3.24)
B, . 0Bz
Fy — —qucogwl Bz(XyYyo)+ rcogwg 3% + rsin(wg ay (3.25)
Fz —o .0 (3.26)

Em seguida calculamos a média temp oral da forca que age na particula durante um ciclo

de oOrbita.
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Tciclo

< F>_ (FxX+Fyy+ Fzz)dt (327)
0
Logo,
Tciclo , & . &
<F> _ . quisin(wt Bz(X,Yo)+ rcogwy ax + rsin(wy ay xdt
Tciclo B @ . aBZ dt <328)
. q\acoy(wt) 2(X0,Y0)+ rcoqwt) Ox +r51n(wt) By ydet.

Utilizando propriedades do calculo de integrais em regio es p eri6 dicas das fungoes, temos,
<sin ?(6) =< cog(6) >=1 /2 > < cogH)sin®) > cogb) = sin®6) —=p, para O
variando de 0a2 T correspondente ao perio do de um ciclo. Portanto, aequagao (3.27)

p o de ser escrita como,

<F> _tqur @x B
= 2C] AT ot ayy : (3.29)
Vemos entao que, devido a nao uniformidade do camp o magnético, ha uma forca atuando

na tra jetoéria da particula.
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AINVARIANTES ADIABATICOS

Uminvariante adiabatico é alguma propriedade dosistemaque semantém constante
em uma transformagao adiabatica [6]. Considerando alguma pertubacao no sistema, o
invariante adiabatico éalguma propriedade, em que, pequenas variagd es s6 sao notadas
em temp os de escala muito grandes.
Na mecanica classica, temos uma hamiltoniana que sofre uma lenta variacao p or um
parametro A. O invarianteé uma integral de agdo, dada por (4.1), em umadérbita no
espaco de fase,
Tsr bita

I = pdq, (4.1)
onde [ é a area definida p or uma tra jetéria no espago de fase.
Em sistemas dinamicos é imp ortante encontrar alguma propriedade do sistema que se
mantenha constante, p ois isso caracteriza um movimento p erié dico. Ao aplicarmoso
campo magnético (p ertubagdo no sistema) precisamos encontrar grandezas que se man-

tém constantespara analisarmosa integrabilidadedo sistema.

4.1 O momento dipolo magnético como um invariante adiabatico

Usando uma integral de agao po demos mostrar qued é um invarianteadiabético [6].

Considerandouma integral de agao:

I — pdq, (4.2)

onde p éo momento angular daparticula em 6rbita e qé a varidvel angular (q= 6}, assim
dq=d 6. EP=mrXv_mrvi sendo r o raioda érbita daparticulae VL a velo cidade
perp endicular ao momento dip olo magnéticol.ogo,
ol
I — mrvid@—o mmrv. (4.3)
0

Como r éo raio domovimentociclotronico,

3

r —

v 2d
q’

(Sy]

q

Temos entao,
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AItM
I = . 4.5
. (15)

Logo se I éuma constante domovimento,logo M deveser constante [6].
Quando a particula entra em uma regiao com um campo magnético maior p erceb emos

que a frequéncia orbital aumenta. Isso ocorre devido a invariancia do momento dip olo

magnético. Temos que,

- mg my
u— 2 0 — 281’ (46)

2B
2 %=1
logo, i = B, .

4.2 O fluxo do campo magnético como um invariante adiabatico

Devido a érbita da particula temos um fluxo de camp o magnético através da area delimi-

tada pela orbita da particula.

Temos que:
d— B .da- Bnr?, (4.7)
assim, m
2Itm
OES ¢ M, (4.8)
ecomo M é um invarianteadiabdatico, temos que,
dp onmdu

Assim a conservacao do fluxo magnético que passa por uma orbita de uma particula
carregada éuma consequéncia direta da conservagao do momento magnético.  Mostrar
que o fluxo magnético se conservar se tornar importante na hora de estudarmos camp os

magnéticos nao uniformes.
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5SIMULACOES E RESULTADOS

Aplicamos varios tipos de camp o magnético a particula e estudamos de que maneirao
camp o magnético altera sua tra jetériaPara integrarmos numericamente as equaco es de
movimento para a particula carregada utilizamos o méto do de Boris [3] descrito no Apén-
dice 1.

Para cada sistema realizamos 35 simulaco es, para cada nova simulacao definimos, aleatori-
amente, novas condi¢o es iniciais referentes a posicao inicial e dire¢ao inicial da trajetéria.
Para analisar os mapas defase dos sistemas iremos utilizar obilhar circular deformado
naforma de uma elipse, pois, mesmo sendo um sistema integravel, assim comoo bilhar
nao deformado, este apresenta um comp ortamento mais rico quando passamos analisar

o espacgo de fas e. Um bilhar deformado na forma de uma elipse apresenta dois tip os de
6rbitas: orbitas de libragaoe dérbitasde rotagaoseparadas umregiao quechamamos se
separatriz, como po demos ver na Figura (9). O bilharclassico deformado na forma de
uma elipse sem camp o magnético ja foi amplamente analisadoem [10]. Veremos entao

quais efeitos a presenca de um camp o magnético cria no espaco de fase.

cos(a)

Libragéo

p=

Rotagéo

0.0 02 0.4 0.6 08

0

Figura 9: Mapa do espacgo de fase bilhar eliptico com excentricidade 0.5, campo
magnético B =0.0.
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'

Figura 10: A Figura mostra dois tip os de tra jetorias da particula em um bilhar classico
(B= 0.0)cujoas 6rbitas noespago defasesao caracterizadas comolibrac¢ao (a
esquerda)e rotagao (a direita).

5.1 Campo Magnético constante

O primeiro sistema que estudamos é descrito para um camp o magnético constante,

Bxy)= Az, (5.1)

onde A é um parametro de controle para aumentarmos a intensidade do camp o magnético.

051 ity ozt \:';"‘z Nane, ]
L T ST Lava ¥ S R TS, TS
ea Zf'?; f‘““i‘;&a ey (2;,’.’,.,_,,_&::'5 i'
=_.~.—:$ P o
= ety Lot ‘e
!L x...“:,; ‘: ?" | .er hl
XX - .,.' ¢ j
[ .. K
? W
P 2o . el
,f., ) '_'3.‘_"--
e e e,

Figura 11: Mapa do espaco de fase bilhar eliptico com excentricidade 0.5, campo
magnético B =0 -5Z.

A medida que aumentamos o camp o magnético vemos que as orbitas de libragao sao
gradativamente destruidas até ficarem ap enas as de rotacdo.Sab emos que com aumento
do camp o magnético o raio da érbita de Larmor diminui, como mostra a equacao(3.2).

As configurago es onde o correm colisdes com as fronteira sdo aquelas onde a distancia
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da particula até a fronteiraseja menor que o didmetro da orbita de Larmor. Logoa

particula colide ap enas quando esta muito proxima da fronteira, o que descreve as érbitas
de rotacao.

cos(a)

p=

Figura 12: Mapa do espaco de fase bilhar eliptico com excentricidade 0.5, campo
magnético B =1 -0Z.

cos(a)

p=

Figura 13: Mapa do espago de fase bilhar eliptico com excentricidade 0.5, campo
magnético B =2 -0Z.



28

0.8

06

0. e e e e ]

cos(a)
o

p=

Figura 14: Mapa do espaco de fase bilhar eliptico com excentricidade 0.5, campo
magnético B =3 -0Z.

Algo interessante a se notar no comp ortamento das trajetorias no espaco de fase é que
com o aumento do mé dulo do campo magnético as érbitas de libracado comegam a se
concentrar na regidao €0§6) < 0. As simulacd es acima foram feitas com um camp o mag-
nético orientado na direcdo +Z, a particula entao possui uma 6érbitano sentido horario.
Se mudarmos o sentido do camp o magnético a particula ird girar no sentido anti-horario.
A Figura (15) mostra o espago de fase para um camp o magnéticoB = “BZ. Vemos que
a forma do espaco fase é o mesmo do mostrado na Figura (12), porém agora temos uma

concentragao dasorbitas delibracao na regiao € O%G) =>0-0

cos(a)

p=

0.0 02 04 0.6 08 10

Figura 15: Espaco de fase bilhar eliptico com excentricidade 0.5, camp o magnético
B — —1.0Z.
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5.2 Campo magnético nao uniforme. Fung¢ao ex p onencial.

Como exemplo de camp o magnético nao uniforme temos um campo dado pela seguinte

exp onencial,

B (X,y)= A(e(x+0.5)2+y2)' (5.2)

O fator 0.5 somadoa variavel x é apenas para que o p onto onde a exp onencial tem valor
maximo coincida com o centro da elipse.

Pela fungao exp onencial vemos que o camp o possui valor maximo no centro e vai a zero
nas bordas, como mostra a Figura (16).

Devido a nao uniformidade do camp o o centro da érbita da particula é deslocado colo-
cando a particula assim em um movimento de deriva provo cado pelo gradiente do campo

magnético, como vimosnasecao 3.3.

Vemos pela Figura (17) momento dip olo magnético nao é mais conservado. Ele oscila
com relagao a um certo valor e apresenta alteracoes devido as coliso es da particula com

afronteira.

Figura 16: Trajetéria da particula sobre a influéncia de uma camp o magnético nao
uniforme descrito pela fungao (5.2).

Analisando o espaco de fase, Figuras de (18) & (21), vemos novamenteo desaparecimento
das érbitas de libracdo. Amedida que aumentamos o valor de A, uma regido cadtica logo
abaixo de p =-0.5 é formada. Algointeressante surge quando A = 3.0. Vemos a formagao

de 6rbitas de libracaoentrep = -0.5 e p= 1.0.
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Figura 17: Variacao do momento dipolo magnético resp ectivo a trajetéria descrita na
Figura (16).
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Figura 18: Espaco de fase bilhar eliptico com excentricidade 0.5 e camp o magnético
dado pela equagao (5.2) com A =0 .5.

cos(ar)

p=

gy
(O3
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Figura 19: Espaco de fase bilhar eliptico com excentricidade 0.5 e camp o magnético
dado pela equagao (5.2) comA =1 0.



31

------- -e csennenn emvesensnnns e an.
-a

08 s S WU G Sy, et T T el L g

S S I oper s U A P A e

00

cos(a)

p=

[ne ° . PO MR AR
1o PR B L DR R e B A T
) 0.2 04 0.6 0.8 1.0
S(0)
Figura 20: Espaco de fase bilhar eliptico com excentricidade 0.5 e camp o magnético
dado pela equagao (5.2) com A =2.0.

cos(a)

p=

Figura 21: Espaco de fase bilhar eliptico com excentricidade 0.5 e camp o magnético
dado pela equagao (5.2) com A =3 0.

5.3 Campo magnético nao unifome.

O camp o magnético descrito por:
BX.y)= A1 +((X~0:5)° +¥*)) (5.3)

é prop osto no artigo [11], sendo A um pardmetro de controle intro duzido que controlaa
intensidade do camp 0.0 camp o magnético varia na forma de uma circunferéncia de raio
unitério. Ele apresenta valor maximo nas bordas e minimo em (0.5, 0.0).

Devido a nao uniformidade do camp o magnético o momento magnético nao é mais cons-
tante, p orém seu valor apresenta uma perio dicidade com grandes varia¢d es quandoa
particulacolide coma fronteira, Figura(22). Comojavimos, a presencadeumgradiente

de camp o magnético provoca um movimento de deriva na particula (segao (83)).

Analisando osespacos defase presentes nas Figuras de (24) a (27) vemosque as orbitas
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0.5

-15 -1.0 -05 0.0 05

Figura 22: Trajetéria da particula carrega sobre a influéncia de uma camp o magnético
nao uniforme descrito pela funcao (5.3).
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Figura 23: Variacao do momento dipolo magnético resp ectivo a trajetéria descrita na
Figura (22).

cos(a)

p=

Figura 24: Espago de fase bilhar eliptico com excentricidade 0.5 e camp o magnético
dado pela equacao (5.3) com A =0 -5.

de libragao sao gradativamente destruidas, assim como ocorre sistemas das se¢o es (5.1)e
(5.2). A medida que A aumenta ha a formacao de duas regio es ergbdicas separadas por

6rbitas de rotagdo bem definidas. Vemosque as orbitas derotacao formam estruturas
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cos(a)

p=

Figura 25: Espaco de fase bilhar eliptico com excentricidade 0.5 e camp o magnético
dado pela equagao (5.3) comA =1 0.

cos(a)

Figura 26: Espaco de fase bilhar eliptico com excentricidade 0.5 e camp o magnético
dado pela equagao (5.3) com A =2 .0.

Figura 27: Espaco de fase bilhar eliptico com excentricidade 0.5 e camp o magnético
dado pela equacao (5.3) com A =3 0.

similares a vales.

A Figura (28) mostra a tra jetéria e o espago de fase para uma tnica condigao inicial.

Perceb emos que os vales que encontramos nos espaco de fase é devido a falta de simetria
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do campo magnético com relagao ao tip o de fronteira.

No caso, o camp o magnéticoé

maior em 6 = M emenor 6 =0. NaFigura(28) a particulanaocolidecom outroextremo
da borda, logo a tra jetoria no espaco de fase é descontinuada proxima a regiao onde

5(9) =0-5. Assim podemos confirmar que o camp o magnético é mais intenso proximo de
5(9) =0 -5, nesse sistema esp ecifico.

Vemos tamb ém, pelos espagos de fase estudados, que quanto maior o valor de p, ou seja,

quanto menor o angulo que a tra jetéria faz com reta tangente ao p onto de impacto, menor
é o declive dos vales nos es pacos de fase.

* srey,

0.2 0.4

O.‘G 0.‘8 1.0
p=cos(a)
Figura 28: Tra jetéria e espaco de fase bilhar eliptico, com excentricidade 0.5, A = 3.0,
parauma tunicacondi¢do inicial.
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6CONCLUSOES

A partir de um mo delo simples como o bilhar po demos estudar o comportamento de um
sistema mais complexo. Analisando o espaco de fase gerado por diversos sistemas vemos
0 quao rico p ode ser o comp ortamento do movimento de uma particula carregada sobre
a influéncia de um camp o magnético.

Aplicando uma certa pertubacao ao sistema (camp o magnético uniforme), vimos que cer-
tas grandezas (momento magnético) se mantém constante (se¢ao 5.1). Vimos tamb ém,
ao analisarmos oespago de fase, queo sistema semantém regular(integravel). Amedida
que aumentamos a intensidade do camp o os raios da orbitas de Larmor ficam menores
(secdo 3.1), oque diminui o nimero de configuragdes do sistema onde ocorrem coliso es.
Po demos ver esse comp ortamento analisando as érbitas dos espacos de fase presentes na
secao 5.1.

Quando aplicamos camp os magnéticos nao uniformes ao sistema, secgoes (5.2) e (5.3),0
momento magnético nao mais se conserva, e perceb emos o aparecimento de regio es ergo-
dicas no espaco de fase. O que caracteriza um tra jetoria cadtica da particula carregada.
Com o aumento da intensidade do camp o magnético, vemos o mesmo comp ortamento
mostrado para o camp o magnético uniformeA medida que a intensidade do camp o mag-
nético aumenta, o raio dadrbita de Larmordiminui e érbitas de libracao desaparecem
gradativamente do espago de fase. Vemos tamb ém um comp ortamentomisto [5] do sis-
tema p elos gréaficos do es paco de fase. Nele podemos ver comp ortamentos de sistemas
integraveis e ergd dicos.

Assim analisando o espago de fase gerado pelas coliso es da particula com fronteira, para
varias condico es iniciais,po demos estudar de que mo do o campo magnético influenciaa

tra jetéria de uma particula carregada.
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7APENDICE

7.1 Meétodo de integracao

O método de Euler para integragao das equagd es de movimento para uma particula car-
regada se mostra ineficiente, pois, ao o utilizarmos, perceb emos um aumento na energia
cinética do sistema. Com isso a particula ndo mais se movimenta em uma orbita de La-
mor [8], mas sim em uma espiral. Isso ocorre devido a imprecisao do méto do de Euler,a
cada passo calculamos a velo cidade da particula com um certo erro, esse erro se acumula
a cada interagao e gradativamente a velo cidade da particula muda em médulo. Gerando
assim um movimento emespiral.

O méto do de Boris [3] é o méto do padrao utilizado para integrar as equagoes de movi-
mento de uma particula carregada em um camp o eletromagnético [3]. Eleusa o mesmo
conceito de méto dos como Leap frog [12] para calcular a velo cidade média em um p onto

Vi usando a velo cidades em pontosVi+1/2 e Vi-1/2. Assim,

dv  Viiys — Vi-y Q Viji/o — Vi-1/o
av Vigyy TVimyy  Q X
dt — ot - m E + 9 B. (7-1)

Escrevendo as velo cidades na forma,

v v — QE 6t
i-1/2 = m (7.2)
y s QE 6t
it1/2 = + m (7.3)
temos,
vt — v~ Q
vi—v ¢ + — v~ XB.
5t —om TV *B (7.4)

O méto do de Boris consiste em calcular velocidade média adicionando metade da acelera-
¢ao a velocidade no momento i’ e dep ois outra metade da aceleragao usando as equacgoes
(7.2) e (7.3). Os pontos 'antes’ e 'p 6s’sao dados p or transformacgo es geométricas feitas

por Boris. Assim,calculamosa primeirarotacaoadicionando parte daaceleracao,
V_V LV XT, (7.5)

onde T=aBat/om

Entao,adicionamosa outra metade da aceleragao,

VF—V 4V Xs, (7.6)
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Ovetor S =2 T/(14+ T%) é basicamente 0 mes mo que o vetor de rotacaoT, ele é normali-

zado para satisfazer a condi¢ao de que a magnitude da velo cidade se mantém constante.

O méto do de Boris, entao, nos da o valor correto da velo cidade. Ele éo mais utilizado
para o calculo das equaco es de movimento de particulas carregadas p ois, além da precisao
nos resultados, os calculos sdo mais simples e menores do que em outros méto dos de

integragao, como Rugen Kutta [12].
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