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RESUMO

O bilhar clássico consiste de uma partícula confinada em uma região com duas dimensõ es
delimitada por fronteira fixa( f (r,θ)= f 0) na qual a partícula semovimenta em linha
reta com velo cidade constante e colide elasticamente com a fronteira.Iremosutilizar esse
modelo para estudar os efeitos de um camp o magnético sobre uma partícula carregada
no bilhar. Esse tip o de estudo é de grande utilidade para física de plasmas, onde se
estuda amplamente o movimento de partículas carregadas sobre a influência de camp os
magnéticos. Quando uma partícula entra em uma região com camp o magnético constante,
esta passa apresentar um movimento de órbita definida como órbita deLarmor. Asso ciado
aomovimentoem órbita da partícula carregadatemosum momento de dipolo magnético
que surge para resistir a mudanças de fluxo de camp o magnético na órbita da partícula.
Iremos mostrar que o momento de dip olo magnético é uminvariante adiabáticodo sistema
e ver como este se comp orta em uma região com campo magnético não uniforme.Seguindo
alinha de estudo para sistemas dinâmicos, iremos estudar o espaço de fase gerado pelo
bilhar e descrever como este se comp orta com mudanças no camp o magnético.

Palav ras -chave: Bilhar. Camp o. Magnético. Dinâmica.



ABSTRACT

The classic billiard consists of a particle confined in a region by fixed boundary(f (r,θ)=
f 0) in which the particle moves in a straight line at constant sp eed and collides elastically
with the boundary. We will use this mo del to study the effects of a charged particle
under the influence of a magnetic field in the billiard. This typ e of study is useful in
plasma physics, whichit heavily studiesthe movement ofa particle underthe influence
of magnetic fields. Whena particle entersin a region with a constantmagneticfield,
it starts to describ e orbiting movement, defined as Larmor orbit. Asso ciated with the
charged particle orbits we havea magnetic dipole moment that comes to opp osite to the
changes in the magnetic fieldflux in the orbits of the particle. We will show that the
magnetic dip ole moment is anadiabatic invariant of the system and see how it behaves in
a region with nonuniform magnetic field. Followingthe lineof DynamicSystems, wewill
study the phase space generated by the billiard and see how it behaves under changes of
the magnetic field.

Keywords: Billiard. Magnetic.Field.Dynamic.
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1INTRODUÇÃO

Temos como ob jetivo neste pro jeto estudar o movimento de uma partícula carregada so-
bre efeito de um camp o magnético em um bilhar clássico [1].
O estudo do movimento de partículas carregadas torna-se interessantedevido asuaapli-
cação em física de plasmas [2]. O plasma po de ser descrito como um gás eletricamente
neutro formado por íons positivos e negativos, ou seja, átomos ionizados.Para que ocorra
a ionizaçãoé necessáriofornecer uma enorme quantidade de energiapara o átomo. As-
sim, é preciso uma alta temp eratura para criar e, consequentemente, manter o plasma.A
Figura(1) mostra umaestrela comoum exemplo deplasma.

Figura 1: Uma imagem da es trela do nosso sistema planetário exemplificando o plasma
{Fonte: http://goo.gl/jmT82S}

Umassuntode grande interesse em físicadeplasmaéo confinamentodepartículas carre-
gadas devido a um camp o magnético [2].Como o plasma não po de colidir com as paredes
de seu reservatório, se faz uso de confinamento por meio de camp os magnéticos, onde uma
partícula carregada oscila dentro de uma região devido ao camp o magnético. Na Figura
(2) temos um exemplo de um fenômeno chamado de espelhos magnéticos [2]. Oaumento
da intensidade do camp o magnético nas extremidades de uma região faz com que uma
partícula carregada p ermaneça em um movimento p erió dico entre as duas extremidades.
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Figura 2: Imagem demonstrandoa magnetosfera
{Fonte: https://goo.gl/nSFSve}.

Outroincentivoparao estudodepartículas carregadas envolve o estudo da ionosfera e da
magnetosfera [3], assim como o estudo de descargas elétricas.

Figura 3: Imagem demonstrandoa magnetosfera
{Fonte: https://goo.gl/jc24AU}.

Como sistema de estudo, iremos utilizar um bilhar circular para realizar as simulaçõ es.
No bilhar a partícula encontra-s e confinada dentro de uma fronteira fixa dada p or uma
função f (r,θ)= f 0, em que as colisõ es com esta fronteira são elásticas.Obilhar clássico
já foi amplamente estudado [4]. A Figura (4) mostra a tra jetória de uma partícula em
umbilhar clássico típico.
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Figura 4: Bilhar stádiode Bunimovich.
{Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Dynamical_billiardshold.jpg}.

Em sistemas dinâmicos, é deinteresseencontrarconstantes de movimentospara analisar
aintegrabilidade do sistema [5]. Assim iremos analisar o comp ortamento dos invariantes
adiabáticos [6] jáconhecidos do movimento de uma partícula carregada, nomeadamente,
o momento dip olo magnético e o fluxo magnético [2].
No atual pro jeto iremos estudar quais efeitos a presença de um camp o magnético provoca
em uma partículaem umbilharclássico. Iremos aplicar camp os magnéticos constantes
com intensidades diferentes e camp os magnéticos não uniformes (em orientação espacial)
no sistema.
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2 DINÂMICA DO BIL HAR CLÁSSICO

Antes de começarmos a estudar o sistema sugerido no título precisamos definiralgumas
propriedadesdo sistemaafimde analisare caracterizar nossos resultados.

2.1 Dinâmica Clássica

Um sistema dinâmico po de ser descrito através da Hamiltoniana,

H = H (qi ,pi), (2.1)

onde i =1, 2, .. . ., N. Sendo qi um grau de lib erdade do sistemae pi seu momento
conjugado.
Tal função ob edece as seguintes relaçõ es, conhecidas como equaçõ es de Hamilton,

dqi
dt =

∂H
∂pi

, (2.2)
dpi

dt = −
∂H
∂qi

. (2.3)

Um sistema com N graus de lib erdade é então dito integrável quando este apresentaN
constantes de movimento,

f i = f i(qi ,pi)= constante, (2.4)

para i = 1, 2, .. . ., N.
A curva formada pelo conjunto de p ontos( qi,pi) formam uma tra jetória em plano. O
plano formado pela variável q e seu momentoconjugado p édenominadoespaçode fase.
Para analisar o espaço de fase do sistema iremos utilizar a ab ordagem criada p or Henry
Poincaré [7]. Em vez de analisar a curva em um espaço de fase formada por qi(t)e pi(t),
Poincaré analisa os pontos em que a tra jetória dessa curva atravessa em seção do espaço
de fase. Na Figura (5) temos o espaço de fase e a seção de Poincaré para um pêndulo
com um grau de lib erdade.Umalinha é traçada emuma certaregião doespaço defase,
e o mapa da seção de Poincaré é o conjunto de pontos em que as tra jetórias do espaço de
fase cruzam essa linha. Vemos entãoque a seção dePoincarépara umsistema comdois
graus de liberdade, como o bilhar clássico, deve possuir duas dimençõ es.
Ainda no mapa de fase mostrado na Figura (5) vemos dois tip os de orbitas 1 distintas:
1Chamamos de órbita no espaço um conjunto de valores (estados) que se rep etem em uma dada
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Figura 5: Mapa de fase e a seção de Poincaré para um pêndulo{ Fonte:
http://goo.gl/0Osnq8}.

libração e rotação [6]. Emumespaçode fase, curvas fechadas sãoo que definimos como
libração. Quando as curvas não são fechadas mas se rep etem com uma certa frequência,
são o quechamamosde rotação.
Algo que precisamos dar atenção é o fato de, a princípio, não termos informaçõ es sobreqi

e pi . Então precisamos transformar asvariáveis que temos. Devidoa presença das cons-
tantes de movimento po demos encontrar um novo conjunto de variáveis(φi,I i) aplicando
uma transformação canônica 2 nas variáveis( qi ,pi). Definimosas novas variáveisdetal
formaque a nova hamiltoniana fique na forma,

H = H (I i). (2.5)

As novas equaçõ es de Hamilton ficam,

dIi
dt = −

∂H
∂φi

=0 , (2.6)
dφi

dt =
∂H
∂I i

= ωi = constante. (2.7)

Com isso, temos,

I i = ci , (2.8)
φi = ωit + φ0i , (2.9)

tra jetória.
2Uma transformação canônica transforma um conjunto de variáveis canônicas( qi ,pi ) → (Qi ,P i ) de

forma que as equaçõ es de hamilton (2.2) e (2.3) mantém a mesma forma.
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onde ci = constante, i = 1, 2, .. ., N.
Temos então, paraumsistemaintegrável, umnovoconjuntodevariáveisonde φi apresenta
valores perió dicos com frequência dada p orωi , e I i permanece constante. Assim, para
um sistema integrável, ap enas certos valores do espaço de fase são acessíveis ao sistema.
Quando não p odemos integrar o sistema p or meio de quadratura, através das equaçõ es de
Hamilton (2.2) e (2.3), passamos a lidar comsistema não-integráveis, ou quase-integráveis
[5]. Sistemas assim apresentam um comp ortamento ergódico [4]. Um sistemaé dito
ergódico, quando to dos os possíveis estados de energia são igualmente acessíveis.No caso
em estudo, um sistema é dito ergó dico quando o espaço de fase é preenchido para um
número grande de interaçõ es do sistema.

2.2 Bilhar clássico

O bilhar consiste de uma partícula se movendo livremente em uma região confinada por
uma fronteira, onde as colisõ es entre a partícula e a fronteira são elásticas.Emum bilhar
clássico aenergia se conserva, logoele é um sistema conservativo. Parauma fronteira
circular dada p ela equação (2.10) o momento angular com relação ao centro tamb émé
conservado.
Momento angular no ponto de colisão com a fronteira é dado porL = r×mv= mr v sin(β),
β éo ângulo entreo vetor r e v. No casodobilharcircularnãodeformado, o ângulo da
direção da tra jetória, referente a reta tangente ao ponto de impacto, não mudae r é
sempre normal a reta tangente ao ponto de impacto. Vemos então queo ângulo entre r

e v é sempre o mesmo,e logoo momentoangular seconserva.
Assim em um sistema com dois graus de lib erdade temos duas grandezas que são conser-
vadas. Logoo bilhar descritoé um sistemaintegrável e escritona forma,

f (x,y)= x2 + y2 = r2. (2.10)

O espaço de fase para o bilhar clássico é mapeado através das colisõ es que a partícula
faz com afronteira. Assim a seção de Poincaré é formada pelo conjunto de p ontos
(S(θ)i,p(α)i) → (S(θ)i+1,p(α)i+1), onde S(θ) é a distância do ponto de colisão à um
ponto de origem (distância dada p or um comprimento de arco) descrita p or (2.11),p(α)
é o cosseno do ângulo( α) da tra jetória referente a tangente do ponto de impacto (2.12)
e o índice i éa i-ésimacolisãoda partículacoma fronteira.
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S(θ) = 1
L

θ

0
r2(θ )+

dr(θ )
dθ

2
dθ, (2.11)

p = cos(α). (2.12)

Vemos na Figura (6) o bilhar clássico para um fronteira circular dada pela equação (2.10)
e seu resp ectivo espaço de fase para uma única condição inicial.

Figura 6: Á esquerda a tra jetória de uma partícula em um bilhar clássico.Ádireita,o
map eamento da tra jetória em um espaço de fase.

O raio do bilhar é dado pela equação,

R(θ ,e)= 1 − e2

1+ ecos(θ)
, (2.13)

onde θ é a co ordenada angular da partículaeedeformao bilhar circularnaforma de uma
elipse.
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3MOVIMENTO DE UMA PARTÍCULA CARREGADA

3.1 Movimento ciclotrônico

Uma partícula se movimentando, emum plano (x,y), sobre a influência de um campo
eletromagnético p erceb e uma força descrita por:

F = QE + v× B. (3.1)

Chamada força de Lorenzt [8]. Consideramos que a partícula se move em uma região
onde o camp o elétrico é nulo e o campo magnético é constante B = Bẑ. Omovimento
característico é um movimento ciclotrônico com uma órbita p erp endincular à direção do
camp o magnético.No sistema em estudo, o camp o magnético é perpendicular ao plano ao
plano no qual a partícula se movimenta.Ass im, a força de Lorentz nesse sistema equivale
a força centríp eta,

F = Q|v||B| = m
v2

R
, (3.2)

onde R = mv
QB é o raio da tra jetória da partícula, chamado tamb ém raio da órbita de

Larmor [8]

3.2 Momento dipolo magnético

Quando uma partícula entra em uma região com camp o magnético, um momento mag-
nético surge como uma forma de resistir a variação do fluxo magnético na tra jetória da
partícula. Logo o momento magnético é paralelo e de sentido oposto ao camp o magnético.
Parauma partícula carregada em um movimento ciclotrônico, éatribuídoum momento
de dip olo magnético[8] dado por:

µ = I da, (3.3)

onde daéa áreaquea órbitada partícula encerrae I écorrentegerada devidoaomovi-
mento da partícula. Vetorialmente o dip olo magnético p ossui uma direção p erp endicular
a velo cidade de órbita da partícula.No caso em estudo, em mó dulo,

µ = IπR 2, (3.4)

com I =
q
T =

qv
2πR (T sendo o perío do de órbita) e o raio da órbitaR = mv

qB , temos então
que
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µ =
mv2

2B
. (3.5)

Na Figura (7) vemos a tra jetória de uma partícula carregada colidindo com uma fronteira
elíptica. A presença do camp o magnético faz com que a partícula tenha um movimento
ciclotrônico como descrito por (3.2). A Figura (8) mostra o momento dip olo magnético
gerado pela tra jetória descrita em (7). Como esp erado, o momento dip olo magnético
permanece constante em um sistema regular.

Figura 7: Tra jetória da partícula em movimento ciclotrônico, no plano (x, y), em colisão
com uma fronteira elíptica.

Figura 8: Valor do momento dip olo magnético gerado p or uma partícula carregada em
movimentociclotrônicodurantesimulaçãomostrada na Figura( ??).

3.3 Efeitos do campo mangnético não uniforme.

Quando o camp o magnético não é uniforme, é necessário analisarqueefeitosa variação
do camp o magnético provoca no movimento da partícula.
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A partir da equação de Lorentz (3.1) p odemos montar as equaçõ es de movimento.Con-
siderando uma região com camp o elétrico igual a zero e o camp o magnético ao longo do
eixo-ze emfunção de xe y, B = B(x,y)ẑ, temos,

Fx = qvyBz(x,y), (3.6)
Fy = −qvxBz(x,y), (3.7)
Fz =0 .0. (3.8)

O camp o magnético variando no espaço, por uma função escalar Bz = Bz(x,y), indica
que há um grandiente de campo magnético diferente de zero cujo o mó dulo aponta para
a direção de maior variação. Assim, utilizamos a série de Taylor em três dimensõ es [9]
para encontrar o valor do camp o em um dado ponto(x0,y0) (centro da órbita de Larmor).
Temos aexpançãode Taylor [9],

Ψ(r + a)=
inf

n=0

1
n! (

a.∇ )Ψ(r), (3.9)

então o camp o magnético fica na forma:

Bz(x − x0,y −y0)= Bz(x0,y0) +(x −x0)
∂B z

∂x +( y− y0)
∂B z

∂y + .... (3.10)

Substituindo (3.10) nas equaçõ es de movimento, temos,

mv̇x = qvy Bz(x0,y0) +(x −x0)
∂B z

∂x +( y− y0)
∂B z

∂y
, (3.11)

mv̇y = −qvx Bz(x0,y0) +(x −x0)
∂B z

∂x +( y−y0)
∂B z

∂y
. (3.12)

Derivando aequação (3.11) esubstituindo˙ vy daequação (3.12),temos,

v̈x = −ω2vx, (3.13)

onde,

ω=
q
m

Bz(x0,y0) +(x −x0)
∂B z

∂x +( y− y0)
∂B z

∂y
, (3.14)

é a frequênciadeoscilação do sistema. Etemos então,

vx = C1exp(iωt), (3.15)
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e,
vy = −ωC1exp(iωt)dt= −iC1exp(iωt)+ C2. (3.16)

Antes da partícula começar a sofrer influência do camp o magnético ela possui as caracterís-
ticas de uma partícula se movendo em linha reta a velo cidade constantev0. No momento
t = 0 a partícula possui uma velo cidade inicial v0. Assim, em t = 0, vx = v0cos(θ)e
vy = v0sin(θ), para θ constante. Temos também que ap ós t = 0 que v⊥ = v0, sendo v⊥

a velo cidade tangencial à órbita da partícula. Com isso vemos que C1 = v⊥ e C2 =0,
Assim, temos

vx = v⊥exp(iωt), (3.17)
vy = −iv⊥exp(iωt). (3.18)

Porém, estamos interessados ap enas na parte real das expressõ es.Logo,

vx = v⊥cos(ωt), (3.19)
vy = v⊥sin(ωt). (3.20)

Agora, considerando o raiode Larmorna forma:

r2 =( x − x0)2 +( y− y0)2, (3.21)

p o demos escrever,

(x − x0) = rcos(ωt), (3.22)

(y−y0) = rsin(ωt). (3.23)

Substituindo as equaçõ es (3.10), (3.19), (3.20), (3.22) e (3.23) nas equaçõ es do movimento,

Fx = qv⊥sin(ωt) Bz(x0,y0)+ rcos(ωt)
∂B z

∂x + rsin(ωt)
∂B z

∂y
, (3.24)

Fy = −qv⊥cos(ωt) Bz(x0,y0)+ rcos(ωt)
∂Bz

∂x + rsin(ωt)
∂B z

∂y
, (3.25)

Fz =0 .0. (3.26)

Em seguida calculamos a média temp oral da força que age na partícula durante um cíclo
de órbita.
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< F> =
τciclo

0
(Fxx̂ + Fyŷ+ Fzẑ)dt. (3.27)

Logo,

< F> =
τciclo

0
qv⊥sin(ωt) Bz(x0,y0)+ rcos(ωt)

∂B z

∂x + rsin(ωt)
∂B z

∂y
x̂dt

−
τciclo

0
qv⊥cos(ωt) Bz(x0,y0)+ rcos(ωt)

∂B z

∂x + rsin(ωt)
∂B z

∂y
ŷdt.

(3.28)

Utilizando propriedades do cálculo de integrais em regiõ es p erió dicas das funções, temos,
<sin 2(θ) =< cos2(θ) >=1 / 2 >, < cos(θ)sin(θ) >= cos(θ) = sin(θ) =0, para θ

variando de 0à2 π correspondente ao perío do de um ciclo. Portanto, aequação (3.27)
p o de ser escrita como,

<F> = 1
2
qv⊥r

∂B
∂x

x̂ +
∂B
∂y

ŷ . (3.29)

Vemos então que, devido a não uniformidade do camp o magnético, há uma força atuando
na tra jetória da partícula.
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4INVARIANTES ADIABÁTICOS

Uminvariante adiabático é alguma propriedade dosistemaque semantém constante
em uma transformação adiabática [6]. Considerando alguma pertubação no sistema, o
invariante adiabático éalguma propriedade, em que, pequenas variaçõ es só são notadas
em temp os de escala muito grandes.
Na mecânica clássica, temos uma hamiltoniana que sofre uma lenta variação p or um
parâmetro λ. O invarianteé uma integral de ação, dada por (4.1), em umaórbita no
espaço de fase,

I =
τór bita

pdq, (4.1)

onde I é a área definida p or uma tra jetória no espaço de fase.
Em sistemas dinâmicos é imp ortante encontrar alguma propriedade do sistema que se
mantenha constante, p ois isso caracteriza um movimento p erió dico. Ao aplicarmoso
campo magnético (p ertubação no sistema) precisamos encontrar grandezas que se man-
tém constantespara analisarmosa integrabilidadedo sistema.

4.1 O momento dipolo magnético como um invariante adiabático

Usando uma integral de ação po demos mostrar queµ é um invarianteadiabático [6].
Considerandouma integral de ação:

I = pdq, (4.2)

onde p éo momento angular dapartícula em órbita e qé a variável angular (q= θ), assim
dq =d θ. E p= mr× v = mrv⊥, sendo r o raioda órbita dapartículae v⊥ a velo cidade
perp endicular ao momento dip olo magnético.Logo,

I =
2π

0
mrv⊥dθ=2 π mrv⊥. (4.3)

Como r éo raio domovimentociclotrônico,

r =
mv
qB = 2µ

q
. (4.4)

Temos então,
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I = 4πm
q

µ. (4.5)

Logo se I éuma constante domovimento,logo µ deveser constante [6].
Quando a partícula entra em uma região com um campo magnético maior p erceb emos
que a frequência orbital aumenta. Isso ocorre devido a invariância do momento dip olo
magnético. Temos que,

µ =
mv20
2B0

=
mv21
2B1

, (4.6)

logo, v21 =
v20B1
B0 .

4.2 O fluxo do campo magnético como um invariante adiabático

Devido a órbita da partícula temos um fluxo de camp o magnético através da área delimi-
tada pela órbita da partícula.
Temos que:

Φ= B .da= Bπr 2, (4.7)

assim,
Φ= 2πm

q2
µ, (4.8)

ecomo µ é um invarianteadiabático, temos que,

dΦ
dt = 2πm

q2
dµ
dt =0 . (4.9)

Assim a conservação do fluxo magnético que passa por uma órbita de uma partícula
carregada éuma consequência direta da conservação do momento magnético. Mostrar
que o fluxo magnético se conservar se tornar importante na hora de estudarmos camp os
magnéticos não uniformes.
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5SIMULAÇÕES E RESULTADOS

Aplicamos vários tipos de camp o magnético à partícula e estudamos de que maneirao
camp o magnético altera sua tra jetória.Para integrarmos numericamente as equaçõ es de
movimento para a partícula carregada utilizamos o méto do de Boris [3] descrito no Apên-
dice 1.
Para cada sistema realizamos 35 simulaçõ es, para cada nova simulação definimos, aleatori-
amente, novas condiçõ es iniciais referentes a posição inicial e direção inicial da trajetória.
Para analisar os mapas defase dos sistemas iremos utilizar obilhar circular deformado
naforma de uma elipse, pois, mesmo sendo um sistema integrável, assim comoo bilhar
não deformado, este apresenta um comp ortamento mais rico quando passamos analisar
o espaço de fas e. Um bilhar deformado na forma de uma elipse apresenta dois tip os de
órbitas: órbitas de libraçãoe órbitasde rotaçãoseparadas umregião quechamamos se
separatriz, como po demos ver na Figura (9). O bilharclássico deformado na forma de
uma elipse sem camp o magnético já foi amplamente analisadoem [10]. Veremos então
quais efeitos a presença de um camp o magnético cria no espaço de fase.

Libração

Rotação

Figura 9: Mapa do espaço de fase bilhar elíptico com excentricidade 0.5, campo
magnético B =0.0.
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Figura 10: A Figura mostra dois tip os de tra jetórias da partícula em um bilhar clássico
(B= 0.0)cujoas órbitas noespaço defasesão caracterizadas comolibração (a
esquerda)e rotação (a direita).

5.1 Campo Magnético constante

O primeiro sistema que estudamos é descrito para um camp o magnético constante,

B(x,y)= Aẑ, (5.1)

onde A é um parâmetro de controle para aumentarmos a intensidade do camp o magnético.

Figura 11: Mapa do espaço de fase bilhar elíptico com excentricidade 0.5, campo
magnético B =0 .5ẑ.

À medida que aumentamos o camp o magnético vemos que as órbitas de libração são
gradativamente destruídas até ficarem ap enas as de rotação.Sab emos que com aumento
do camp o magnético o raio da órbita de Larmor diminui, como mostra a equação(3.2).
As configuraçõ es onde o correm colisões com as fronteira são aquelas onde a distância
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da partícula até a fronteiraseja menor que o diâmetro da órbita de Larmor. Logoa
partícula colide ap enas quando esta muito próxima da fronteira, o que descreve as órbitas
de rotação.

Figura 12: Mapa do espaço de fase bilhar elíptico com excentricidade 0.5, campo
magnético B =1 .0ẑ.

Figura 13: Mapa do espaço de fase bilhar elíptico com excentricidade 0.5, campo
magnético B =2 .0ẑ.
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Figura 14: Mapa do espaço de fase bilhar elíptico com excentricidade 0.5, campo
magnético B =3 .0ẑ.

Algo interessante a se notar no comp ortamento das trajetórias no espaço de fase é que
com o aumento do mó dulo do campo magnético as órbitas de libração começam a se
concentrar na região cos(θ) < 0. As simulaçõ es acima foram feitas com um camp o mag-
nético orientado na direção + ẑ, a partícula então possui uma órbitano sentido horário.
Se mudarmos o sentido do camp o magnético a partícula irá girar no sentido anti-horário.
A Figura (15) mostra o espaço de fase para um camp o magnéticoB = −Bẑ. Vemos que
a forma do espaço fase é o mesmo do mostrado na Figura (12), porém agora temos uma
concentração dasórbitas delibração na região cos(θ) > 0.0

Figura 15: Espaço de fase bilhar elíptico com excentricidade 0.5, camp o magnético
B = −1.0ẑ.
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5.2 Campo magnético não uniforme. Função ex p onencial.

Como exemplo de camp o magnético não uniforme temos um campo dado pela seguinte
exp onencial,

B(x,y)= A(e(x+0.5)
2+y2). (5.2)

O fator 0.5 somadoa variável x é apenas para que o p onto onde a exp onencial tem valor
máximo coincida com o centro da elipse.
Pela função exp onencial vemos que o camp o possui valor máximo no centro e vai a zero
nas bordas, como mostra a Figura (16).
Devido a não uniformidade do camp o o centro da órbita da partícula é deslocado colo-
cando a partícula assim em um movimento de deriva provo cado pelo gradiente do campo
magnético, como vimosnaseção 3.3.

Vemos pela Figura (17) momento dip olo magnético não é mais conservado. Ele oscila
com relação a um certo valor e apresenta alterações devido as colisõ es da partícula com
afronteira.

Figura 16: Trajetória da partícula sobre a influência de uma camp o magnético não
uniforme descrito pela função (5.2).

Analisando o espaço de fase, Figuras de (18) á (21), vemos novamenteo desaparecimento
das órbitas de libração. Àmedida que aumentamos o valor de A, uma região caótica logo
abaixo de p =-0.5 é formada. Algointeressante surge quando A = 3.0. Vemos a formação
de órbitas de libraçãoentrep = -0.5 e p= 1.0.
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Figura 17: Variação do momento dipolo magnético resp ectivo a trajetória descrita na
Figura (16).

Figura 18: Espaço de fase bilhar elíptico com excentricidade 0.5 e camp o magnético
dado pela equação (5.2) com A =0 .5.

Figura 19: Espaço de fase bilhar elíptico com excentricidade 0.5 e camp o magnético
dado pela equação (5.2) com A =1 .0.
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Figura 20: Espaço de fase bilhar elíptico com excentricidade 0.5 e camp o magnético
dado pela equação (5.2) com A =2 .0.

Figura 21: Espaço de fase bilhar elíptico com excentricidade 0.5 e camp o magnético
dado pela equação (5.2) com A =3 .0.

5.3 Campo magnético não unifome.

O camp o magnético descrito por:

B(x,y)= A(1 +((x − 0.5)2 + y2)), (5.3)

é prop osto no artigo [11], sendoA um parâmetro de controle intro duzido que controlaa
intensidade do camp o.O camp o magnético varia na forma de uma circunferência de raio
unitário. Ele apresenta valor máximo nas bordas e mínimo em (0.5, 0.0).
Devido a não uniformidade do camp o magnético o momento magnético não é mais cons-
tante, p orém seu valor apresenta uma perio dicidade com grandes variaçõ es quandoa
partículacolide coma fronteira, Figura(22). Comojávimos, a presençadeumgradiente
de camp o magnético provoca um movimento de deriva na partícula (seção (3.3)).

Analisando osespaços defase presentes nas Figuras de (24) à (27) vemosque as órbitas
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Figura 22: Trajetória da partícula carrega sobre a influência de uma camp o magnético
não uniforme descrito pela função (5.3).

Figura 23: Variação do momento dipolo magnético resp ectivo a trajetória descrita na
Figura (22).

Figura 24: Espaço de fase bilhar elíptico com excentricidade 0.5 e camp o magnético
dado pela equação (5.3) com A =0 .5.

de libração são gradativamente destruídas, assim como ocorre sistemas das seçõ es (5.1)e
(5.2). A medida que A aumenta há a formação de duas regiõ es ergódicas separadas por
órbitas de rotação bem definidas. Vemosque as órbitas derotação formam estruturas
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Figura 25: Espaço de fase bilhar elíptico com excentricidade 0.5 e camp o magnético
dado pela equação (5.3) com A =1 .0.

Figura 26: Espaço de fase bilhar elíptico com excentricidade 0.5 e camp o magnético
dado pela equação (5.3) com A =2 .0.

Figura 27: Espaço de fase bilhar elíptico com excentricidade 0.5 e camp o magnético
dado pela equação (5.3) com A =3 .0.

similares a vales.
A Figura (28) mostra a tra jetória e o espaço de fase para uma única condição inicial.
Perceb emos que os vales que encontramos nos espaço de fase é devido a falta de simetria
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do campo magnético com relação ao tip o de fronteira. No caso, o camp o magnéticoé
maior em θ= π emenor θ=0. NaFigura(28) a partículanãocolidecom outroextremo
da borda, logo a tra jetória no espaço de fase é descontinuada próxima a região onde
S(θ) =0 .5. Assim podemos confirmar que o camp o magnético é mais intenso próximo de
S(θ) =0 .5, nesse sistema esp ecífico.
Vemos tamb ém, pelos espaços de fase estudados, que quanto maior o valor de p, ou seja,
quanto menor o ângulo que a tra jetória faz com reta tangente ao p onto de impacto, menor
é o declive dos vales nos es paços de fase.

Figura 28: Tra jetória e espaço de fase bilhar elíptico, com excentricidade 0.5, A = 3.0,
parauma únicacondição inicial.
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6CONCLUSÕES

A partir de um mo delo simples como o bilhar po demos estudar o comportamento de um
sistema mais complexo. Analisando o espaço de fase gerado por diversos sistemas vemos
o quão rico p ode ser o comp ortamento do movimento de uma partícula carregada sobre
a influência de um camp o magnético.
Aplicando uma certa pertubação ao sistema (camp o magnético uniforme), vimos que cer-
tas grandezas (momento magnético) se mantém constante (seção 5.1). Vimos tamb ém,
ao analisarmos oespaço de fase, queo sistema semantém regular(integrável). Àmedida
que aumentamos a intensidade do camp o os raios da órbitas de Larmor ficam menores
(seção 3.1), oque diminui o número de configurações do sistema onde ocorrem colisõ es.
Po demos ver esse comp ortamento analisando as órbitas dos espaços de fase presentes na
seção 5.1.
Quando aplicamos camp os magnéticos não uniformes ao sistema, secções (5.2) e (5.3),o
momento magnético não mais se conserva, e perceb emos o aparecimento de regiõ es ergó-
dicas no espaço de fase. O que caracteriza um tra jetória caótica da partícula carregada.
Com o aumento da intensidade do camp o magnético, vemos o mesmo comp ortamento
mostrado para o camp o magnético uniforme.A medida que a intensidade do camp o mag-
nético aumenta, o raio daórbita de Larmordiminui e órbitas de libração desaparecem
gradativamente do espaço de fase. Vemos tamb ém um comp ortamentomisto [5] do sis-
tema p elos gráficos do es paço de fase. Nele podemos ver comp ortamentos de sistemas
integráveis e ergó dicos.
Assim analisando o espaço de fase gerado pelas colisõ es da partícula com fronteira, para
varias condiçõ es iniciais,po demos estudar de que mo do o campo magnético influenciaa
tra jetória de uma partícula carregada.
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7APÊNDICE

7.1 Método de integração

O método de Euler para integração das equaçõ es de movimento para uma partícula car-
regada se mostra ineficiente, pois, ao o utilizarmos, perceb emos um aumento na energia
cinética do sistema. Com isso a partícula não mais se movimenta em uma órbita de La-
mor [8], mas sim em uma espiral. Isso ocorre devido a imprecisão do méto do de Euler,a
cada passo calculamos a velo cidade da partícula com um certo erro, esse erro se acumula
a cada interação e gradativamente a velo cidade da partícula muda em módulo.Gerando
assim um movimento emespiral.
O méto do de Boris [3] é o méto do padrão utilizado para integrar as equações de movi-
mento de uma partícula carregada em um camp o eletromagnético [3]. Eleusa o mesmo
conceito de méto dos comoLeap frog [12] para calcular a velo cidade média em um p onto
vi usando a velo cidades em pontosvi+1/ 2 e vi−1/ 2. Assim,

dvi

dt =
vi+1/ 2 − vi−1/ 2

δt =
Q
m

E +
vi+1/ 2 − vi−1/ 2

2
× B. (7.1)

Escrevendo as velo cidades na forma,

vi−1/ 2 = v− −
QE δt
m2

, (7.2)

vi+1/ 2 = v+ +
QE δt
m2

, (7.3)

temos,
v+ −v−

δt =
Q

2m
v+ − v− ×B. (7.4)

O méto do de Boris consiste em calcular velocidade média adicionando metade da acelera-
ção à velocidade no momento ’i’ e dep ois outra metade da aceleração usando as equações
(7.2) e (7.3). Os pontos ’antes’ e ’p ós’são dados p or transformaçõ es geométricas feitas
por Boris. Assim,calculamosa primeirarotaçãoadicionando parte daaceleração,

v = v− + v− × τ, (7.5)

onde τ = aB∆ t/2m.
Então,adicionamosa outra metade da aceleração,

v+ = v− + v ×s. (7.6)
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Ovetor s =2 τ/(1+ τ2) é basicamente o mes mo que o vetor de rotaçãoτ, ele é normali-
zado para satisfazer a condição de que a magnitude da velo cidade se mantém constante.

O méto do de Boris, então, nos dá o valor correto da velo cidade. Ele éo mais utilizado
para o cálculo das equaçõ es de movimento de partículas carregadas p ois, além da precisão
nos resultados, os cálculos são mais simples e menores do que em outros méto dos de
integração, como Rugen Kutta [12].
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