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Introducao

A expressao ”onda solitaria” apareceu pela primeira vez em um artigo de Scott Russel
publicado em 1845. Russel, presenciando a colisdo de uma barcaga, que descia um canal,
com um obstdculo parcialmente submerso, notou que a parada abrupta da barcaga fez
surgir uma onda com crista alongada, com cerca de meio metro de amplitude, que se pro-
pagou canal abaixo. Ele entdo acompanhou a onda e pdde observar que esta se deslocava
por longa distancia sem alterar a forma ou velocidade. A existéncia da onda solitdria,
nos moldes do problema levantado por Russel em 1844, foi provada por Jerry Bona, Deb
Bose e T. B. Benjamin.

Em 1967, num estudo de ondas solitarias de um fluido perfeito em um canal bidimensi-
onal e profundidade ”infinita”, T.B. Benjamin introduziu uma equacao pseudo-diferencial
da forma

u(z)? — u(z) = Huy(z), 7€R, (1)
onde 7 denota a transformada de Hilbert definida por
(#u) (z) = lim - uy) 4,

0T Jjeyige T Y

Benjamin procurou solugées com a propriedade de que |u(z)| — 0 quando |z| — oo.

Ono, em 1975, estendeu a teoria de Benjamin para investigar o comportamento nao-
estdvel de ondas solitdrias algébricas (o termo ”algébrica”foi introduzido por Ono para
designar a propriedade |u| — oo quando |z| — 0). Usando método de perturbagao nao-
linear, ele obteve como modelo a equagao de evolugao

Ut + Uy + 2uu, — (I€(u)),, =0 (2)

(as constantes fisicas foram aqui normalizadas) e mostrou ainda que a equagdo acima
reproduz as soluc¢oes ondas-solitdrias, encontradas por Benjamin, como caso particular.
Mais precisamente, se determinarmos uma solugao de (2) da forma v(z,t) = u(z + ct),
ou seja, solugdes que evoluem no *empo com velocidade constante ¢ e mantendo a mesma
forma, entao u serd solugao de (1).

A equagao (2) que foi retomada por Benjamin como uma versdo da equagao (1), é
atualmente conhecida por equacdo Benjamin-Ono e constitui nosso principal objeto de
estudo.

Este trabalho foi baseado no artigo de C. J. Amick e J. F. Toland de 1991. Nosso
objetivo é mostrar que as tnicas solugoes nao-nulas da equagao (2), que representam
ondas solitarias algébricas sao as mesmas encontradas por Benjamin em 1967, dadas por

2

ua(x) - 1—}—(;1,‘——}-(1,)2, a €R (3)
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Para isso consideraremos o fato de que a equagao integral (1) é equivalente a uma
equacgao diferencial parcial. A observagido fundamental, feita no Capitulo 2, é de que se
u é uma solucgao limitada de (1) e u é estendida como uma fun¢do harmonica limitada
no fecho do semi-plano superior, entao esta funcao satisfaz o problema de Neumann, no
semi-plano superior H, dado por

Au=0 em H={(zy);y>0}
%_ — g2 =0
(P) ay_u u? em y=

lu(z,0)] =0 com |z| = o0
u limitada em H

A reciproca também se verifica, isto é, se u(z,y) € solugao de (&) entao sua restrigao
u(z,0) satisfaz (1). Em seguida mostra-se que as solugoes de () satisfazem a seguinte
equacgao diferencial ordinéria

5 (ts Ju)? —u+ %uQ =1 (4)

il

quando y = 0. Entao se verifica que as tnicas solugdes homoclinicas de (4) sao da forma
(8}

Este trabalho estd dividido em dois capitulos e um apéndice. No primeiro capitulo
estudaremos essencialmente o Principio do Maximo para dominios ilimitados. Demons-
traremos alguns resultados importantes que serao utilizados posteriormente no desenvol-
vimento da teoria do problema principal. No capitulo 2, onde serdo demonstrados os
resultados mais significativos, definiremos e estudaremos uma fun¢ao especial G defini-
da no semi-plano superior H cuja teoria dard suporte as demonstragoes dos resultados
subseqiiéntes que consistem no estudo de fungoes do tipo u : H — R, duas vezes di-
ferencidveis em H e u € C'(H) satisfazendo as condi¢des do problema dado por (£2).
No apéndice estarao expostos alguns resultados classicos que serao utilizados ao longo de
todo este trabalho.



Capitulo 1

O Principio do Maximo para
dominios ilimitados

Neste capitulo consideraremos algumas variagoes do Principio do Méximo Fraco em
que, mais precisamente, iremos considerar dominios ilimitados. Tais resultados sao devido
a Phragmen-Lindel6f. Nos restringiremos ao caso particular em que o dominio é o semi-
plano superior ¥y > 0 de R%. Os resultados mostrados aqui sdo também vélidos para outros
tipos de dominios ilimitados e poderdo ser encontrados em [4]. A seguir apresentaremos
dois teoremas classicos para fungoes harmonicas em dominios limitados.

Teorema 1.1 (Principio do Mdzimo Fraco) Sejam Q@ C R* um dominio limitado e
u: 2 — R uma fungao que satisfaz a condi¢ao, Au > 0 em Q. Entdo supu = supu .
Q 29

A demonstragao do Principio do Méximo Fraco para dominios limitados pode ser
encontrada em [5], uma conseqiiéncia imediata do Teorema (1.1) é

Teorema 1.2 (Principio do Mdzimo) Sejam Q@ C R* um dominio limitado
e u harmonica em . Entdo iglnfu < u(z) <supu, Vz € Q.
o9

Em todo este capitulo, H denotard o semi-plano superior, isto ¢, H = {(z,y) € R?*;y > 0},
O0H o bordo de H e (r,#) representard as coordenadas polares do plano.

A hipétese da limitacdo do dominio no Principio do Maximo Fraco nao pode ser
removida. O exemplo abaixo mostra que esta hipdtese é realmente necessaria.

Exemplo 1.1 Considere a fun¢do u : R2 — R dada por u(z,y) = e*seny. Observe que
Au=0em H eu=0 em 0H, mas 0 = supu # supu = 00, isto porque H € ilimitado.
oH H
Por outro lado, se controlarmos o crescimento de uma fungdo harmoénica v em H o
resultado abaixo nos diz que, podemos obter o Principio do Maximo Fraco, mesmo em
dominios ilimitados.

Teorema 1.3 Seja u : H — R tal que Au > 0 em H. Suponha que existe M tal que
u< M emdH e limRinf {R7! nax uw(R,0)} <0. Entaou < M em H.
—00 <o<m
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Prova: Para um niimero R > 0 fixado, consideremos o dominio

Dr={(r,0) e R2,0<r <R,0<6 <} ea fungao

2Rr cos(6 — 3)
RZ _ 12

2
wg(r,0) =1+ ;R arctg (

Qeﬁnida em Dg.
E fécil verificar que:

1) wg é harmonica em Dp,

ii) wg| =1ondel'r=0DrN30H e, 4

Tr

=1+ R onde I'y, = 0Dg\I'. Dy

i) wg
I"v
L (R.9)

Pelo principio do maximo temos 0 _

wg > infwgp = inf wg =1
Dp 8Dpgr

isto é, wg > 1 em Dp
u(r,0) — M

— e observe que
wR(Tv 9) ' &

Considere a funcao v(r,0) =
2
Av + —(Vwg,Vv) >0
WR

onde, (,) denota o produto interno de R2. Note que v < 0 em 'y (pois u < M em T'g) e

(R,6) — M max {u(R,0) — M} { max{u(R,Q)—M}}
: < max{ 0,

o<f<m 0<f<m

145K - 1+ R 1+ R

(R, ) = -

para 0 < @ < 7 . Pelo principio do méximo fraco temos

) max {u(R,0) - M}
<
v(r,0) < max< 0, =R

Assim podemos escrever:

max {u(R,0) — M}

u(r,0) < M + wg(r,0) max {0, ito TR } (1.1)

Além disso,

) 2Rrcos(0 — %) s
J%L?;R arctg ( 2 ) = 2rcos(f — 5) (1.2)




O Principio do Miximo para dominios ilimitados 8
Por hipétese, existe uma seqiiéncia de raios R,, — oo tal que,
1 . =)
—_— <€
. Jnax u(R,,0) — I%grolo inf{R 'max u(r,0)} <0<e

Entao, existe N natural tal que

kY max{u(R,,0)} <e,¥n>N

Rn
Logo,
max {u(R,,0) — M}
o<f<m <e (13)
14 R,

Por (1.1),(1.2) e (1.3) podemos concluir que
4 ™
u(r,0) < M +e¢ {1 + ;rcos(ﬁ - 5)} ,

para todo € > 0 em Dpg, . Logo, v < M em Dpg, , Yn > N e podemos concluir que
u<MemH= |J Dg,.

n>N

Teorema 1.4 Seja u : H — R tal que Au < 0 em H. Suponha que existe m tal que
u>m em OH e Jim sup{R™! ,nin uw(R,0)} > 0. Entdou >m em H.
—00 <o<m

A demonstracao do teorema acima é feita de forma andloga a do teorema anterior
considerando-se v = —u

Coroléario 1.1 Seja u harmoénica em H e suponha que existem constantes m, M tais que
m<u<MemOH e I%im (R™1 nax [u(R,0)|) =0. Entaéom <u < M em H.
—00 <o<m

Corolario 1.2 Se u e v sao harmonicas limitadas em H e u =v em OH entdo u = v em

H.

Prova: Considere w = u —v. Entdao w é harmoénica e limitada em H com w =0 em 0H.

Como w é limitada,
lim (R~! max |w(R,0)|) =0

R—00 0<l<m

Pelo Corolario (1.1) temos que w = 0 em H, portanto u = v em H.

Observagao 1.1 Uma outra demostrag¢ao do coroldrio anterior pode ser obtida estendendo-
se w de forma harmonica e limitada, a todo o plano, pelo principio da reflexdo de Schwarz
e concluindo que tal fungao deve ser constante e conseqiientemente nula.



O Principio do Maximo para dominios ilimitados 9

As aplicacoes que faremos nesta monografia dos teoremas ja enunciados dizem respeito
a unicidade de solugoes de equagdes elipticas com condigoes de fronteira de Dirichlet.
Precisaremos também estudar a unicidade para equagoes com condi¢oes de Neumann na
fronteira. E o que faremos nos proximos teoremas.

Teorema 1.5 Sejau: H — R, u € C*(H), satisfazendo as sequintes condigoes:

Au>0 em H,;
—a—u+au§0 em OH,;
9y

Considere Dp = {(z,y) € H;2* + y* < R*} e wg : Dp — R funcées de classe C* em
Dpg satisfazendo as sequintes propriedades:

i) wg >0 em Dpg
ZZ) A’U)R < 0 em DR

i1i) Dadox € H, existe R>0ew: H— R tal que, v € D e wgr < w, em Dg, VR > R,

iv) —ag)—yR+awR20 em 'r =0DrNOH

Se lim inf supLx) <0, entdou <0 em H.
R—00 r, Wr(T)

. . . A . ~ u
Prova: Definamos, inicialmente, uma seqiiéncia de funcoes vp : Dp — R por vg = — e

WR
observemos que vg satisfaz:
1
Avg + —(V’U)R, VUR> > 0.
WR

em Dpg e vg também satisfaz a condi¢ao de fronteira

8vR 1 8wR

—_——t — < —— 4+ <0 1.4
dy  wg { dy awR} . (14)

em ['p. Tomando uma seqiiéncia R, — oo tal que

sup it — lim inf (sup ) )go

Ty, WR,(T) — Ra—voo Iy, WR,(2)

. u(x
temos que, dado € > 0, existe ny € N tal que sup (z) < ¢ para todo n > ny.

z€ly, WR, (CC)
Devemos mostrar que u < 0 em Dp, para todo n > ng. Para isso consideremos

P € 0Dpg, tal que vg, (P) = sup
8DRn an

Temos duas possibilidades:
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Caso-1: PeTlg,
Se P € I'p_entao sup vg, = supvg, < €, pelo principio do méximo, segue que
Rn T,

vg, (z) < €, Yz € Dg,. Dai temos
u(z) < ewr, (2) = u(z) < ew(z)
Yz € Dpg, por (iii). Agora, tomando o limite quando ¢ — 0 temos u < 0 em Dp, .

Caso-2: P €I'p,

v
Se P € I'p,, pelo Principio do Maximo na fronteira, temos que |, —i(P) >0a

0
menos que vg, seja constante. /

Se vg, = c, entao, por hipétese, ¢ < 0 e como, u = cwg, em Dg , segue que, u < 0
em Dg, , pois wg, > 0.

Suponha que vy, # c e portanto que

- v Rn
dy

(P)>0

Temos,

Ovg, " 1 _Ban
0y  we, dy
Logo, vg, (P) < 0, caso contrério, se vg, (P) > 0, entao por (1.4) teriamos

a’an n 1 _a’an
dy  we, dy

+aan}an <0 em P.

0< —

+ aan} Vg, <0 (absurdo)

Sabemos que

VR, (¢) < supwvg = supvg, = vg, (P) <0, Vz € Dg,
Dg aDg
logo
u(z)
<0=u(z) <0 em Dg,
'LUR,,
Em qualquer dos casos temos u < 0 em Dg, , Vn > ny. Como H = Un>no Dy, temos
que u < 0em H. B
-

Corolario 1.3 Seja v : H — R uma fung¢do harménica tal que

7]
i +v =0 em 0H e suponha que v seja limitada em H. Entao v =0 em H.

dy

Prova: Consideremos Dpg, I'g, e I'; como no teorema anterior. Seja

2 2Rrcos(f — %)
wR(r,0)=]+;Rarctg( 2 2 )
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como no teorema (1.3) wp satisfaz

Awr =0 em Dg;

wr=1 em 'g;

wr=1+R emIY%;
BwR

By +wp >0 em Iy
Pelo principio do méximo, temos que:

l1<wg(r,)<1+R = wr>0 em Dg.
Como v é limitada, existe K tal que, v(r,6) < K , V(r,0) € Dg. Para z € ',

v(r,0)  v(r,0) - K

w(r,d) 1+R - 1+R

Fazendo R — oo, temos:

o v(r,0) o K B
Jim inf <S;*.P W) % Jim inf (H—_R) =@

R

Agora, vamos mostrar que wg que é limitada em Dg, ou seja, vamos mostrar que dado
(r,0) € H existe Ry > 0 tal que

wgr(r,0) <w(r,§) =3, YR> Ry

De fato, basta ver que

4 T 4
li 0) =1+ —cos(f+ =) <1+—-—<3
Rl_r’glowR(r, ) + 7rcos( - 2) <1+ -
logo, exite Ry > 0 tal que wg(r,0) < w(r,0) em Dg, VR > R,. Portanto v satisfaz as
condigoes do teorema anterior, logo v < 0 em H.

Verifica-se facilmente que —v também satisfaz as hipdteses do teorema anterior e por-
tanto —v < 0. Entao v = 0 em H como queriamos demonstrar.



Capitulo 2

Unicidade da onda solitaria para a
equacao de Benjamin-Ono

Iremos, neste capitulo, determinar todas as ondas solitarias da equagdo Benjamin-Ono
U + Uy + 2uu, — (I (u)),, =0.

onde u(t,z) € R, para x € R et > 0. Mas, antes faremos uma mudanca de varidveis a
fim de simplificar a equagdo acima. Verifica-se que v(t,z) = u(t,z +t) satisfaz a equagao

v + 20v, — (€ (v)),, = 0. (2.1)

Por onda solitaria, entende-se solugdes especiais, de (2.1), da forma v(t,z) = u(x — t).
Denotando-se £ = z — t temos v; = w(§) = —v, e, pelas propriedades da Transformada
de Hilbert apresentadas no Apéndice A.3,

v = H(u(§)) = (Hu) (§)
e, portanto,
v + 200, — (H(v)),, = —w(§) + 2u(§)w(§) — (Hu)” (€) = 0.

Logo,

d
3 2
— (—u+u°— Hu;) =0
e como estamos interessados em determinar ondas solitdrias algébricas, ou seja, solucoes
com a propriedade de que |u(z)| — 0 quando |z| — oo, temos que u deve satisfazer a

equagao
uw? —u = Hu, (2.2)

E claro que u deve possuir uma certa regularidade para que o termo integral J#u, possa
estar bem definido. Procuremos, portanto, determinar u no conjunto das fun¢oes C*(R)N
L*(R) tais que u, € L?(R) N L*(R). Neste caso, J#u, estd bem definido [8, Teorema 2,
p.35]
Nas condigoes acima, u pode ser estendida ao semi-plano H = {(z,y) € R*;y > 0} a
uma fungdo harmonica limitada {10, Teorema 14, p.38], que denotaremos por u(z,y).
Observa-se também que se u(z,0) é de classe C*(R) entdo u(z,y) € C*(H).

12
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Lema 2.1 Seja u € C'(H) harménica. Entdo

ou
a—y(m, 0) = —F#u,(z,0)

onde a Transformada de Hilbert 2 ¢é aplicada a fun¢ao x — ug(x,0).

Prova: Denotemos por

(Fa) (€)= = / :° u(e,y)e-d

a Transformada de Fourier de u na varidvel . Note que, se Au = 0 entao, pela Proposi¢ao
(B.1) do apéndice temos

Fy(Ugg + Uyy) = Fp(Uge) + Fu(tyy) =0

Por outro lado,

1 +05 )
(Feun) (€9) = —= /_ (el

62 1 +00 _
- o (—\/2_%/ u(z,y)e“”%m)

82

Logo pelo Teorema (B.2) temos

2

. 0° .
—&%u(&,y) + ?9?“(5’ y)=0,

onde 4 = #,u. Portanto,

(€, y) = a(&, 0)e™W.
Derivando a equagao acima com respeito a variavel y e fazendo y = 0, temos
a . "
a—yU(E, 0) = —[¢la(¢, 0)
e pelo Teorema (A.4)

g—Z(ﬂ% 0) = — (I¢]a(¢, 0)) = — (£sing(§)i(x, 0)) = — (H#0ru) (z,0)

sendo que a ultima igualdade estd demonstrada no Apéndice (A.3).
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Podemos entdo escrever o Problema de Neumann, definido em H = {(z,y) e R? : y >
0}, equivalente a equacdo (1)

Au=0 em H
%—u—zﬂ
(#)S oy

lu(z,0)| >0 com |z] = o0
u€ CYH)NL®(H)

Neste capitulo, provaremos que toda fungdo que satisfaz & é da forma

em y=»0

(e, y) = = G(z —t,y)u?(t)dt

—00

em H. Aqui, G é uma funcdo especial a ser definida na proposicio seguinte. Suas
propriedades serao usadas diversas vezes nas demonstragoes dos resultados posteriores e
permitirdo chegar as conclusoes desejadas. Em geral v é uma funcao de (z,y) € H, mas
em algumas ocasites usaremos u(z) para denotar u(z,0) simplificando assim a notacao.

Proposicao 2.1 Seja G : H — R dada por

1 [T (y+w)e™”
can =g [ o

Entao:
1) G é harménica e G > 0;

2) [FG(z,y)dz =1, se y>0;

1+y -7
9 Gan<C (L) e B,

1
HwaSC+%Wmﬁ+ﬁL se 2+y?<1;

1+vy
5) G(z,y) > C (m), se 2+y*>1;
6) G P 2|z| _
) |Ge(z,y)| < mG(x,y) em H.
Prova:

1) Para ver que G é harmonica, note que (pelo Teorema da Derivacdo Dominada)

AG = l/ e “Afdw
0

T
y+w

21 (y + w)? Logo, é suficiente provar que f é harmonica . Note que,
2+ (y+w

onde f(z,y) =
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{ fer = —2(y + w)[-32% + (y + w)?*][2? + (y + w)?] 3
foy = =2(y + w)[32% — (y + w)?][z® + (y + w)’]®

Assim, f,; + fyy =0, ou seja, f é harmoénica.

2)Pelo Teorema de Fubini, tem-se

+o00 +oo +00 —w
y+w
de = —dwd
e Gl y)az / / 2t (ytwR
+00 —w
= / / 2y+w drdw
z? + (y + w)?
Foe dz
= = . ... S——
oo [ g

O e 1 z \1™
= —/ (y+w)e™™ [—arctg (—)]
™ Jo y+w y+w)|_

1 +oo +00
= —/ e Urdw = —e‘“’) =} .
T Jo 0

3) Observe que:

1 1
£
2?2+ (y+w)? ~ 22442
Dai,
1 +00 —w
G(z,y) < —/ y—iz-w dw

m 0 T +y
= —( )[ “"’dw+/ we‘"’dw]

m .'L' + 0
_ l(ytl +¢)
Com\z22+y (v
< o(izm)

4)Integrando por partes a funcao G, temos :

1

1 2 21 —w| T o 2 2]~
G(z,y) = ilog[x + (y + w)“Je ‘0 +§ ] log[z* + (y + w)*le”“dw

1 1 +o00
= 5| log(z® + v?)| + 5/0 log[z? + (y + w)?]e”“dw

Ecomoz?2<ley? <1,

15
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/ uth log[z® + (y + w)*e ™ “dw
0

5)Observe que
1

16

+00
< / log[1 + (1 + w)?|e™“dw
0

2(1+w)
T+ +we "

+o0 +oo
~logl1 + (1+we™] + / e
0
—log2+ K =C, onde K <4.

1 1

z2 + (y + w)?

Como z? + y% > 1, temos

> — >
S E e - w)?

2(2% + y2 + w?)

1 1
22+ y2+w? T 2(z2 4 y?)ev
Assim, temos que:
1/ 1 ® (y+w)e™
G > = d
(z,y) > ) (x2 +y2> 4 pn w
1 1 1y 1+y
= = -+ >C|—] .

2 <$2+y2) (4+2) - <$2+y2)

6)Em H, temos

Ga(z,y)

Dai,

|G

9 ( 1
Oz \ 22 + (y + w)?
/°° (—2z)(y + w)e™™

o[22+ (y+w)?P
/°° (—2z)(y + w)e™™

o[22+ + (y+w)?

2c 1 ™ (y+w)e™

—x2+y2¥/0 22 + (y + w)?
G(z,y) .

1

T
1

T
1

™

) v

/0 c>°(y + w)e™

-2z
2 + y?

2
(z—ty)| < 2

S WG(x,y)

Isto encerra a demonstracao da Proposigao.




Unicidade da onda solitdria para a equacgao de Benjamin-Ono 17

Agora, seja u uma funcio que satisfaz (£?) em H. Fixado § > 0 tomemos X; tal que
u(z) < é se |z| > X;. Para a = 0 ou @ = 2, consideremos C§(u) o espago das fungoes
continuas f de valores reais, definidas no conjunto {z € R;|z| > X}, tais que

1flls.a = sup{(1 + |2|*)|f (z)[; |z| > X5} < o0
Lema 2.2 C§(u) € um espago de Banach com a norma acima.
Prova: C§(u) é, de fato, um espago vetorial pois dadas f, g € C§(u) e A € R, temos

(1 +[2[)]f(z) + Ag(@)] < (1 +]|*)(|f(2)] + [M]g()])
< Nfllas + A9l

Ou seja, f+Ag € Cf(u) e
If + Agllas < I fllas + [Alllgllas (2.3)

Verifiquemos, agora, que || |45 ¢ uma norma. A desigualdade triangular é um caso
particular de (2.3) quando A = 1. Naturalmente ||f|| > 0. Suponha que ||f|las = 0 ou
seja,

1+ [2[)Nf @) < N fllas =0, V]| > X5

isto implica

f(:II)EO V[IE| > X

Logo, [|.||a,s ¢ uma norma. Para mostrar que C¢ é completo, consideremos (f,) sequéncia
de Cauchy.
Dado € > 0, existe ng € N tal que ||f, — fiml|las < €, pPara n,m > ng

(1+|z|%) |fu(z) — f(2z)| <&,  V]z| > Xs; e param,n>ng

£
|fn(x) - fM(x)I < 1+ 'xla

Ou seja, fixando-se |z| > X;, a seqiiéncia (f,(z)) é de Cauchy em R. Denotemos por

f(@) = lim f(a).

<EgE

Devemos mostrar que:
1) f é continua no conjunto {z € R; |z| > X;};

2) sup {(1+ |z[*)|f(z)[} < oo

[z|>Xs
3) | fa = flla.s = 0 quando n — co
Para verificar (1) nada ha a fazer, pois f é limite uniforme de fung¢oes continuas. Para

(2), observemos que

A+ [2f@)] < A+ 2[*)If(2) - fal@) + (1 + |2|%)|fa(2)]
<

€+ ”fn”a,é paran > ng ,

0 que implica
sup{(1 + |z|*)|f(z)[} < o0
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Para verificar-se (3), note que dado n > ng, tem-se
€

|fn($) = f(x)I < 1+ lea

portanto, ||fn — flla.s = 0 quando n — oco. Com isso mostramos que Cf§'(u) é fechado,
portanto C§(u) é espago de Banach.

Doravante, escreveremos C§ para indicar C§(u), apenas por uma questao de simplici-

dade de notagao.
Definamos o operador T§* em C§' por

T{v(z) = / [G(z — t)u(t)]v(t)dt
[t1>Xs
e verifiquemos que Ty : C§ — Cf é um operador linear continuo.
Lema 2.3 ||T§||as € limitado por um multiplo de 0.

Prova: Seja v € C§. Temos que
175 vllas = sup{(L + [z|*)|T5v(2)] : [z = X}
Como G > 0 e u > 0 podemos escrever :
Too@| < [ (66 - tuoloar
[t|>Xs
Gz —t
< ol [ S Dt
t>xs 1+ [ta

o0 i — 1
< 5||U||a,5/ 1(+—|t|)dt

= 6||v||as / G-t +/ Glz-1t) (2.4)
t—al>dlz) 1+ [E[® lt—al<lje] 1+ [t

Por (3), na Proposi¢ao (2.1), temos que

/ Gz —1t) g < / dt
p—aizdlel LY T Do i (L [H) (@ — 1)

Além disso, existe uma constante z, C, = (1 + I_w4|_2)’ tal que

G%¥§<“w;>@+é—w>‘
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Substituindo (2.4), temos

dt Gz —1t)
Tyv(z)| < 6l|v||a Cx/ +/ ———=dt » .(2.5)
TEv(@)l < ollol ’6{ t—zzjel L+ (@ = 2L+ [8*)  Jieaj<te 1+ IE° }

Note que
- Gz —t
lt—al<dla) 1+ [E[® lt—al<ijel 1 + [52]*

pois, |z — t| < 3|z| implica [t| > J|z|.
Agora , podemos escrever (2.5) como segue

dt G(z —1t)
Tsv(z)| < 0||v]a, C’m/ +/ ———dt
TEv@)l < lolas { syl CF O+ @ =07 Josiery T+ 12l }

5””“a,6 dt +00 -
= (1 + lea) . (/];—z|2%|z| (1 + |t|°‘)[1 + (g; — t)z] + e G(I t)dt> ) (2-6)

por (2) na Proposigao (2.1). Como « € {0,2}, estudaremos cada caso separadamente.
Fazendo @ = 0 em (2.6), temos

. Ol10llas &
| T5'v(2)| < C (1 n |$|0) </)t—z|2%|zl 2(1 + (z — t)7] " 1)

T5v(2)] < Co([lvllos) -

portanto,

Fazendo a = 2, temos

1 & C
1+ (t—2)2 — 1+ |z

1
~(1+|z]?) =

1
1¥t—zP>1+-|z2>
6 —a* 2 1+ Zlal? 2§

Dali,

. 8]|v]|2,5 dt llvll2.s
Tio(z)| < C <1+|x| ) </|t—z|z%|x| L+ [P+ (= - 1) +1) ke <1+ le2> '

Em ambos os casos, temos que

|T‘;1’U(£E)|SC(5< “vlld ) 7

1+ |z|®

ou seja, (1 + |z|*)|tgv(z)| < Cé|v||§, o que equivale a ||Tfv||§ < ||v]|§. Portanto:

p|| ll <Cs.
[[1l3

como queriamos.
|
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Teorema 2.1 Seja u: H — R satisfazendo (£?) e u # 0. Definamos w : H — R por

+o0
wiz,y)= G(z — t,y)u(t)dt.

—00

Entdow=wu em H.

Prova: Primeiro, mostraremos que Aw =0 em H e (w = 8_> =u? em OH.
y

Note que, pelo Teorema da Derivagao Dominada,

Fali s /+00 A (G(z — t,y)u?(t)) dt

—00

Como G e u sao harmonicas em H, segue que w também o é.
E fécil verificar-se que

g( y+w ) 5, ( Y+ w )
Oy \ 22 + (y + w)? ow + (y + w)?
Dai, podemos concluir que
aG 1t (y + w) -
wev = [ (i)
1 [™ [0 ( (y+we “’) (y +w)e™ }
= = d
7r/0 {810( + (y + w)? +x2+(y+w)2 v
1 (ytw)e™ e /+°° (y +w)e™
B w{x2+(y+w)2'o i 0 $2+(y+w)2dw

- G, y)+1<ﬁ> |

Por outro lado, temos que

) = [Tt

- [ {oe-n-1 (i) oo
= wlny) - %/_:o (@‘-‘h) v

Portanto,
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Agora, basta mestrar que:

A e ((_x%—z) W2(8)dt = u3(z) .

y=oo T o ) +y
Fazendo ¢, = T i/)z ] uma vez que u? é continua e limitada, podemos aplicar
m[(z — Y

o Lema (A.1) para garantirmos que

/_:o <7r[(:1: - i-/)? i y2]> w?(t)dt = ¢ * u* — u?

uniformemente quando y — 0. Portanto,

<'LU - —ag ’ = U2
ay y=0 n ’

Como G > 0, temos a seguinte estimativa para w

+o0

lw(z,y)| < G(z —t,y)lu?(t)|dt
00 .
< Iulgo/ G(z —t,y)dt
Jule

por (1) da Proposi¢ao (2.1). Como u é limitada, segue que w também é limitada em
H. Assim, podemos definir a fun¢ao v = u — w limitada em H. Tem-se claramente que

0
Av=0em H e v=0em dH, além disso, é facil verificar que i v =0 em OH, entao

Iy
v satisfaz as hipdteses do Corolério (1.3) do Capitulo 1. Dai, podemos concluir que v =0
em H, ou seja, u =w em H.

O resultado acima é de extrema relevancia para o nosso estudo, pois ele nos garante que
se u é solucao do problema dado por (£), entao
+00
u(z,y) = G(z — t,y)u?(t)dt. (2.7)
—00
A partir de agora nos restringiremos ao estudo das propriedades de fungoes u que sao
solugbes do problema (&) em estudo. Os dois teoremas seguintes nos mostram que a
fungdo u dada por (2.7) pode ser estimada e além disso, |u,| é limitada por um multiplo
de u. Antes, porém, demonstraremos um resultado que nos auxiliara na prova do préximo
teorema.

Lema 2.4 Seja G como na Proposi¢ao (2.1) e u satisfazendo (£?). Entao

1
G(z — u?(t)dt| < > 92X
[ oemnvalse(cls) e e
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Prova:

I/ G(z — t)u dtl / Gz — t)[u?(t)|dt < C G(z — t)dt
t|<X,; t|<X6

[t|<Xs

uma vez que u é limitada e G é positiva. Por outro lado,

¢
/ Gz —t)dt < C - :
IH<Xs t<xs (T — 1)

pois G satisfaz a Proposi¢ao (2.1).
1
M t —_—
as, g(t) = DR e f(t) = T+ @1
constante Cj tal que, g(t) < Csf(t) para — X5 < t < Xj, logo

/ dt <C / dt
< Cs e
i<x; (T —1t)? <x; 1+ (z —t)?

E, finalmente, pelo mesmo argumento acima concluimos que existe uma constante K tal

que
dt 1 o 1
I R ]
/ItISXa 1+ (z—1)? lt<xs 1+ z* 1422

Dai segue o resultado.

sao limitadas e |z| > 2Xj, logo existe uma

Teorema 2.2 Seja u uma solug¢do nao nula de (£?). Entao, existem constantes m e M,
com 0 <m < M, tais que

m(l+vy) < u

M(1+y
1422492~ e =

~ 14+ 22+ 9?2
para todo (z,y) € H.

Prova: Vimos no teorema anterior que, se u satisfaz (&) e u #Z 0, entao u é dada

+o00
u(z,y) = G(z —t,y)u®(t)dt, (z,y)€H
Seja mg = inf{u®(t) : t € [a.b]} > 0 onde |u(z,y)| > 0, Vt € [a,b]. Tal intervalo
existe, pois u é continua e nao-nula. Considere R = 2max{|a| + 1, |b| + 1} e observe que
se z2 +y? < R entao (z —t)? + y*> < 1 para todo t € [a, b]. Neste caso, pela propriedade
(5) da Proposigao (2.1), temos

b
u(z,y) > / Gz — t, y)u?(t)dt

b
1+y
= Cmo/a (:E—t)—z-l-yzdt , se (xz— t)2 +y2 = 1, por (5).
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Assim,

1%y 1+y
u(z,y) > Cmy(b - a)Cr (—1 7 +y2) =m <—1 e +y2)

Para verificar a tltima desigualdade acima, consideremos

1 1
f(ﬂf,y)—(x—_T){Jr—yz e g(way)—m
definidas em {(z,v),z? + y*> > R}. f e g sdo limitadas em H e, além disso,

9(z,y)
zy—oo f(z,y)

=0,

dai resulta que, existe uma constante C'r, dependendo de R, tal que

Para 22 + y? < R?, considere
inf(u(z,y); 2% + y* < R?)

1+y 5 '
: + 2<R2
Sup(1+$2+y2$ s )

mo =

Tomemos m = min{my, my} > 0 e verifique que

1+y
u(z,y) >m (m) ) (z,y) € H

Assim, estd provada a primeira desigualdade.
Para provar a segunda desigualdade do teorema, consideremos u restrita a reta 0H.
Mostraremos primeiro que a desigualdade vale no bordo de H, ou seja,

u(z) < T+ Vz € R (2.8)
Como u satisfaz (£?) temos que
+00
wlz) = G(z — t)u*(t)dt paraz € R
—00

Podemos escrever:

u(z) = /'t . G(z — t)ud(t)dt + / G(z — t)u?(t)dt

[tI>Xs

= As(z) + /;t|>x [G(z — t)u(t)|u(t)dt (2.9)
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Pelo Lema (2.3). temos que

|45(z)| < cte. ( ) se x| > 2X;

14 22

Portanto A; € C§ para d > 0e a € {0,2}
Por outro lado,

/ G(z — t)u?(t)dt = / [G(z — t)u(t)|u(t)dt = T u(t) (2.10)
[t]>Xs

[t|>Xs

pelo Lema (2.2), temos que
17515 < C-dllvllas,

donde também concluimos que T§*(u) € C§(u). Escolhendo d > 0 suficientemente pequeno
de modo que C.0 < 1, temos que 7§ é contragao.
Agora definemos F' : C§ — C§, tal que F(v) = As + T§(v) Note que

1F(v1) — F(2)ll = |5 (01 — v2)[| < Cljor — 2l

Aplicando o principio da contragio (ver [7]), existe um tnico v € C§* tal que F'(v) = v,
ou seja,
v=As +T;(v)
com,

wlg) = /lt|§X5 G(z — t)u®(t)dt + / [G(z — t)u(t)]v(t)dt

[t|<Xs
mas,

u(z) = /|t|§X5 G(z — t)u?(t)dt + / [G(z — t)u(t)]u(t)dt

[t|<Xs

por (2.9). Isso nos diz que u = v em CJ dai u € C%, pois C7 C CJ. Logo,

sup {(1+ z%)|u(z)|} < oo.
2> X(3)

Portanto existe C' tal que

¥
14 22

(1+2%)|u(z)| < C = |u(z)| <

se |z| > X(J). O resultado se verifica também para o compacto |z| < X () pois,

(1 + 2?)|u(x)| é continua nesse conjunto, o que prova (2.8).
1+y

Para estender o resultado a todo o semi-plano H consideremos v(z,y) = ————
= (z,9) 22+ (1+9?)

harmonica e limitada em H. Definamos

U(CL', y) = U(.’E, y) - M,U(',I;v y)
E facil verificar que U é harmonica, pois v e u 0 sdo, e como v € limitada, pois

lim wv(z,y)=0

(a2+y2) 00
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U é limitada. Logo,
liminf{R™' max U(R,6)} = 0.

R—o0 0,0<7

Além disso, u < Mv em y = 0 ,ou seja, U < 0 na fronteira de H, com isso U satisfaz
as hipéteses do teorema (1.3) dai podemos concluir

Ulz,y) <0 em H

portanto

u(z,y) < Mu(z,y) em H

Com isso provamos a segunda desigualdade do teorema e encontramos estimativas,
inferior e superior, para u.

Teorema 2.3 Suponha que u satisfaz () e u # 0. Entao existe uma constante K tal
que

1+ |z
1+ 22+ y?

el <K ( ) uta.y

Prova: Como vimos no Teorema (2.1), u(z,y) = fj:oo G(x — t,y)u*(t)dt é limitada, pois
G é C™ e u é harmonica, note que, pelo Teorema da Derivagao Dominada

+00 +oo
wwy) = [ S Ga-ty)Oi=- [ L6a-tyuna

. .
+00 +oo

- ~{wwee-w T -2 [ 6 - Lyl

= 2 +ooCr'(nt:—t,y)uuzdt

Dai,

jus, )] = 2| /_ ;wG(x—t,y)u(t)uz(t)dt‘

2

< 2 ( _+°° G(z —t,y)u (t)dt)% ( _:o G(z — t,y)ui(t)dt) (2.11)

o0

W=

2
< 2ugloolu(z, y)? = Clu(z, y)| (2.12)

Para y € [0,1] e z > 2, temos

w(en) = 2 G-ty
= 2 /WG’(J: —t,y)u(t)u.(t)dt + 2/+°° G(z — t,y)u(t)u(t)dt (2.13)

i)
3T
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Resolvendo a primeira integral de (2.13), temos

2 _azG(x—t,y)u(t)uI(t)dt = 2 [%G(m—t,y)uz(t) _oo- (- /_ izG’z(z—t ) ()dt)}
_ 2G(;x ) 2(-21-x) +2 [ G =t y)ut(t)dt
dai,
1 " 1 %z " +00
ug(z,y) = 2G(§x,y)u (§a:) +2 . Gz(z — t,y)u(t)dt + 2 ; G(z — t,y)u(t)u(t)dt

Pela Proposigao (2.1), temos a seguinte estimativa

luz(z,y)| < 2G(%z,y)u2(%m) - ( 4if 2) u(z,y) + ’2/_ ooG(:zc —t,y)u(t)u,(t)dt

2 +y

3T
(2.14)
e pelo Teorema (2.2),
+o00
’/ Gz — t,y)u(t)ug(t dtl < ¢ Ga-tyudt)d
o 2%
+00
C; 3 G(ﬂ? -1, y)d
[1+(32)%)7 J4e
+00
¢ [T G-ty
(D1 +22)? /oo
< i 3
(1+42?%):
Reescrevendo (2.14) temos,
T\ < oy (2 ) P A
s, 9] S Gl o) + (7 ) o) + iy (2.15)

Observe que os termos do segundo membro da desigualdade (2.15) podem ainda ser
estimados.
Primeiro verificaremos o caso em que z > 2 e y € [0, 1].

a)
— - < .
G(zxay)u (21') m2+y2 (1+%$2)2
2 +y? (1+42)?
1

IA

“(1+22)3
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b)Pelo teorema (2.1)
C|z| ) C|z| M
z? +y? - 22+ Y21+ 2% + y?
Q:E M
22 1+ 22+ 92
C2
< —
(1+ z2)2
Por (2.15), (a) e (b) segue que
1
Ug (T, L Bt
el < Ogo
1
< 3
(1422 +9?)2
1 3
< . . A 2.16
< ¢(q5maes) W (2,10

Para o caso y € [0,1] e z < —2 o resultado é similar e para z € [—2, 2] é imediato.
Verificaremos agora o caso y > 1.
Pelo teorema (2.2) temos

us(z,y)| = ]/_:o Gulx — t,yh?()de] < c/_:o Gu(z — t,y)|(1+2)2dt  (2.17)

Por (3) e (6) na proposigao 2.1

2|z —t|

|Gz(z = t,y)| < Bt s

sG(z —t,y)

i+9

_ & e o 2
Gz —ty) < G+ g

Substituindo em (2.17) teremos

o < 0 (E) (25 ()

+o00 o
C/ |z —t|(1+y) 1 it
(z—=1t)2+ 9?2 (1+1¢2)

usando os mesmos argumentos usados anteriormente, segue que existe uma constante C,
dependendo apenas de t, tal que

& — 1] 5
<
G-+ 7P = C @1 g
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logo
o LY L, o0kl [ (L4l
o (-2 +92)2(1+82) ~ :v2+y 1+t2 (z? +y?)?
Portanto se y > 1 temos
(1+y)lz]
jus(z, )| < Oy (218)

Agora combinando (2.16),(2.18) e o teorema anterior obtemos

1+ |z|
1422 +3°

u(z,y)

luz(z,y)| <

Ve € R e y > 0. Isto prova o teorema.

Os resultados demonstrados até agora sao de fundamental importancia para nosso
estudo. Segundo o que foi provado, uma solugdo u de & é limitada e, além disso, u,
pode ser estimada no semi-plano superior. Apartir de agora definiremos uma fun¢ao
harmonica w, dependendo de u e u, e através dessa func¢ao chegaremos a uma E.D.O. que
nos permitird chegar ao resultado desejado, para isso usaremos fortemente a limitagao de
U e Uy.

Observemos, primeiro, que, se u é uma solucdo de & entdo, existe uma funcao
harménica v definida em H tal que, u + iv é analitica. Pelos Teoremas (2.2) e (2.3),
v é limitada em H,dai

v(z,y) = 0 se x*+y?—= oo

Agora, seja w = u,+uv harmonica em H. De fato, pelas equagoes de Cauchy-Riemann
temos que
Up =TVy € Uy = —U,

logo,

AW = Uggy + Ugyy + uAV + vAU + 2uyvy + 2.V,
= Upze — Vzzy — 2UzVy + 20,0,
= Aw=10

Seja W dada por

w(T,y) Uy +uv

o) = (2.19)

Wz, y) =

W estd bem definida pois u > 0 em H e além disso u e v sao harmodnicas. Dali,
a)
W(z,y) =0 se (2% +7y?) — o
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e b)W satisfaz a equacao eliptica
AW + %VuVW =0em H

com a condi¢ao de fronteira
Wy(z,0) =0, VreR

De fato,

u
W:—:—+-—:—$+'U
u u u u

como
v(z,y) > 0 se (2°+1%) = o0

1
Juel o e (L 1ol
u 1+ 22+ 9?2
a expressio a direita da desigualdade tende a zero se (z% + y?

(a).

Como u e v sao harmonicas

pelo Teorema(2.3) segue que

aw = n(2)

Logo,

AW + %VuVW =0

) — o0. Isso prova o item

(2.20)

Combinando as equagdes de Cauchy-Riemann e as equagdes em (2.19),em y = 0,

temos:
Wy = (Ugy + Uyv + uy)
= (u—u?);+ (u—u)v+ uy,
= w—uu, —uv
= w—uw=(1l-vw
Dal,

wy = (1 —u)w
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Como =(1- , segue que
] = =] s

u2 u?

WFO_

aw (1;)) _wu—wy (-wwu-(1-wuw (2.21)

em y=0.

O item (a) acima, juntamente com o principio do méximo, mostra que W atinge seu
maximo ou minimo na reta y = 0 e sao distintos se W nao é constaste em H. Nesse
ponto, de maximo ou minimo, segundo o lema de Hopf [PW] W, # 0, o que contradiz
o item(b). Concluimos que W sé pode ser constante em H e assim W = 0 em H pois
W — 0 no infinito.

A discussao acima mostra que
uz(2,y) + u(z, y)v(z,y) =0 (2.22)

Y(z,y) € H
Agora diferenciando (2.22) com respeito a z e usando as equagoes de Cauchy-Riemann

teremos em y = 0
2

Ugy — = —u?(l—u) =0
u
ou seja,
uz
e dai
L) [l(u Ju)? —u+ luz] = (2.23)
de 1207 2 '

Como u é solucao de (), u satisfaz os teoremas (2.2) e (2.3), entdo tomando o limite de
(2.23) quando |z| — oo temos

1
5(%/“)2 —u+ -;-uz =1 (2.24)

em R. Multiplicando (2.24) por 2u? temos
ui—2u3+u4=0 em R
dai,
du

2
du s 4N
— ) =%l -yt — = 3 _ 4
(dx) 2u U= o V2ud —u

logo,
du B
N A

Resolvendo a integral acima

du 2—u 2
... N =z+c
V2ud — ut u
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temos

2

TSt (2.25)

uw(z) =

que representa a mesma solugao onda solitaria encontrada por Benjamin no seu trabalho
original. Para verificar que a fungao acima realmente satisfaz a equagao (1) da introducao,
observe que

H (0u) = 0p (Fu)
mas,
—2x
(Hu) (z) = a@ + a?)

com a = 1 (veja (6) na tabela da sec¢ao (3) do Apéndice), logo

8, (#) (z,0) = :% (x;i‘”l) » ?if Jjg = ulz, 0) = 4%z, 0},

Analisando o retrato de fases, abaixo, da E.D.O. (2.23) vemos que ele apresenta uma
tnica orbita homoclinica, essa dérbita representa a solu¢do onda solitdaria da equagao (2).
Podemos observar também que existem outras solugoes, as z-periédicas.

AN

XK s /| 0. w s

Benjamin encontrou nao sé solugoes ondas-solitarias como também solugoes z-periddicas
do problema

T

NAu=0 en H

—=u—-u* em y=0

Uma outra demonstragao desse resultado pode ser encontrada em outro trabalho de
(1990) Amick e Toland. Eles provaram também que toda solugao limitada nao-constante
de (2) é da forma (2.25) ou é peri6dica na diregao = , mostraram também que as solugoes
ondas solitarias e ondas z-periddicas encontradas por Benjamin, sao as tnicas solugoes
de (2) limitadas nao-constante, isto prova que nao existem solugdes ondas-solitarias sub-
criticas da equagao Benjamin-Ono.



Apéndice A

A.1 A identidade aproximada

O objetivo dessa se¢ao é simplesmente introduzir um resultado de importante aplicagao
sem o qual nao poderiamos concluir nosso estudo. Evitaremos discussoes aprofundadas.
Para maiores detalhes, consulte [6]. Primeiro, faremos algumas defini¢des e apresentare-
mos resultados correlatos. Embora nossos resultados estejam definidos para a reta, eles
poderao ser estendidos facilmente para R".

Definigao A.1 Sejam f e g fungoes de R em R. A convolugdo de f e g, denotada por
f *g, € uma funcao definida por

(f xg)( 2 /f y)dy, desde que essa integral exista.
s

Note que a operacao convolucao é uma operagao comutativa, ou seja,

(f*xg)(z /f 9(z — y)dy = /f:v— y)dy = (g * f)(z),

as duas integrais sendo iguais devido a mudanca de varidvel y — = — y.
O resultado bésico sobre existéncia de convolugao é o seguinte

Teorema A.1 (Desigualdade de Young). Se f € L* e g € LP, (1 < p < 00), entao
frge L e|fxgll, <|fllllglly-

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [10]. O teorema abaixo representa
um dos resultados mais importantes acerca da teoria de convolugdes.

Teorema A.2 Seja ¢ € L' tal que [ ¢(z)dz = a. Para cada € > 0, definimos a funcao
¢e por ¢p.(z) = e"p(e'z). Se f € L*,(1 < p < ), entdo f * ¢. — af na norma LP com
€ —= 0. Se f e L>® e f éuniformemente continua num conjunto V, entao f x ¢p. — af
uniformemente em V, quando € — 0

O lema abaixo apresenta uma aplicagao direta do teorema acima.

Y

—————— e f uma funcao continua e
m(s? + y?) / Jung

Lema A.1 Seja ¢ : R = R dada por ¢,(s) =

limitada em R. Entao
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i) [72 eyls)ds =1,

ii) gy = f € C=(R) N L*(R),

i) pyxf— f uniformemente , quando y — 0.

Prova : 1 . .

.\ [+o0 Y Y o ™ T
9 g Y (Lag) T2 (G +]) =2

D/ m(s2 + y?) ST (yarc g(y)> —oc0 T \2 T3

ii)Vemos claramente que @, * f € C*. Note ainda que

Ox(py * f) = (Ozpy) * f
Dai,

+00
| By * (@) | < [ 1Bapy (@ — )[1£(5)lds

oo

IN

+00
|f|oo/ |0z (z — 8)|ds

—0o0

= lfloo,

o que mostra que @, * f € L,

iii)Se f = 0 nada ha a fazer.
Suponha f # 0. Devemos mostrar que, dado € > 0, existe § = 6. > 0 tal que, se
ly| < & entdo |(¢y * f)(z) — f(z)| < ¢, para todo z € R.

Observe que,
l(py * f)(@) — fz)| <e
e, portanto,

' /+°° @yl = s)f(s)ds — /+°° @yl — s)f(g:)ds\ £ g,

o que eqvale a
|[:34w—Mﬂ@—ﬂmw4<&

Mas

’ /_:o o, (z — s)[f(s) — f(m)]ds| < /+oo o, (x — 5)|f(s) — f(z)|ds.

—00

Como f é continua , dado € > 0, existe 0; = 61(e,z) > 0 tal que

(&)~ @)l <5 . sel—sl<d& .

PWPFERSIBADE FTEDEAAL DO ClaRk
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Logo,

0y (z=3)|f(5)— f(z)|ds + / oy (z—3)|f(5)—F (x)\ds

|.’E—6|>51

/ " R ()£ (s)]ds < /

—00 |z—8|<d1

<z ofo=s)ds+ [ pa=9)lIf() + fa)lds
|x—s|<d1 |x—s>d1]
r—01 +00
< §~}-2|f|oo {/_00 goy(yr:—s)ds+/z_6l wy(x—s)ds}
+00 01
_ §+2|f|oo {/5 <py(t)dt+/_oogoy(t)dt}
= -E—+-2|—f|93{7r-~2arctg (ﬁ)} £z
2 T Y

onde |f| representa o sup f(z).

A familia de fungoes ¢, satisfazendo as propriedades apresentadas no lema acima &
conhecida por identidade aproximada.

A.2 A Transformada de Fourier na Reta

Nesta se¢ao, faremos uma répida introducao a teoria da Trasnformada de Fourier.

Para um estudo mais completo e detalhado, veja [6].
Se f € L'(R), sua Transformada de Fourier f é uma funcio limitada em R definida

por

fl@) = (2m)~1 /R f(z)e % dz.

Proposicdo A.1 Suponha f € L'(R;C). Entdo
a) (f +AgJ(€) = f(§) + Ag(€), VA € C, V¢ €ER
b)Se fy(z) = f(z +y) entao (f,)(§) = e f(€).
o) = f(~€), Ve eR

d)|f (O] < (2m)72|| flloo, VE € R.

e) Se f,g € L', entdo (f *x gy = fg.

De (d) cooncluimos que a Transformada de Fourier é sempre limitada. Além disso.
ela é sempre uniformemente continua.

~

Proposicdo A.2 Se f € L'(R), entio f é uniformemente continua e limitada com

I flloo < 2m)=2 )1 f 1.
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Para exibirmos outras propriedades da Transformada de Fourier, consideraremos sua
restricao ao espago de Schwartz (ou espago das fungdes C™ rapidamente decrescentes)
denotado por #(R) que é definido como o espago das fungoes f € C*°(R;C)

[1fllas = sup |&° f(2)| < o0
TER
para todo par (a, 3) € NxN.
Teorema A.3 Seja f € #(R). Entdo f¥ € #(R) VaeNe
(f)(€) = (#)*f(6) €eR

(e
O teorema acima, diz algo muito importante, a saber, o operador Tt agindo em
<

< (R) é transformado no operador de multiplicagao por (i€)“.
Teorema A.4 Seja f € #(R). Entdo f € #(R).
Proposigdo A.3 Se f € L entio f é continua e f(€) — 0 quando |€] — oo

O teorema a seguir descreve o comportamento da transformada de Fourier em .#(R).

Teorema A.5 Seja f € & (R). Entdo vale a formula da inversdao,
L B™ 4 :
f(z) = (2m)~2 F€)etdg
—00

para todo x € R.

Se f € #(R), a transformada inversa de f é definida pela férmula,

F=nt [ fe)e=de
+o0

O teorema acima mostra entdo que

fr=fr=f
para toda f € Z(R).

Teorema A.6 (o teorema de Plancherel) A transformada de Fourier em .#(R) estende-
se de forma tnica a um isomorfismo unitdrio de L*(R) sobre si mesmo.
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A.3 TUm breve comentario sobre a Transformada de
Hilbert

Nesta secgao definiremos e citaremos algumas propriedades da Transformada de Hil-
bert. Para um estudo mais aprofundado veja [8].
Para todo p € (1,00) a Transformada de Hilbert ¢, definida pontualmente para

¢ € LP(R) por
(L $(y)
Hp(x) —%l\r(r(l) <7r> /|y|§5x_ydy7 r€eR (A.1)

é um operador linear limitado em LP(R) e comuta com translacoes e dilatacoes. A ex-
pressao (A.1) também pode ser entendida como o valor principal da integral

1 /+°° $(y) dy

TJ- (IL‘—y)

onde z € R.
Uma importante propriedade da Transformada de Hilbert mostra sua relacao com a

transformada de Fourier, como segue

HP(€) = (isgn(€)(6)),

onde "
sgn(§) = { l_,l,sesef §< 0
De fato,
1 +oq -
(AHP)E) = (2m)72 Hp(z)e " dx
L 01 ™ )
1 +00 +00 =iz ],
= — d A2
s (271') —00 ¢(y)<[w y_1-> Yy ( )

para chegarmos a identidade acima devemos mostrar que

+o00o e—imf )
/ dx = misgn(£)e ¢

o Y—z
Aplicando o Teorema da Mudanca de Varidvel e tomando £ > 0 temos,
too iz +0o e—i(y—x)f ) oo pizg
/ dz = / dE = e"“/ dz (A.3)
—0 Y— T —00 T —00

4 e . .
Note que a funcao f(z) = — tem um pdlo simples em z = 0. Seja 7 a curva fechada
z
representada na figura ao lado. Pelo teorema de Cauchy, fv f = 0. Dividindo v em partes
teremos
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R eiT
= —d:v-l-/ —dz+/ —dz+/ —dz

onde v, =iz parae <z < R, como

[ Fn(2)y(z) = fER %dz, a expressdo acima fica

R _ix iz iz R —=z
e € € e
02/ —dr + -—dz—i-/ —dz+/ —dx
e & ™ % gy & g &

iz ;
fazendo novamente a mudanca de variavel e substituindo % por i —;zsen(x) , temos
R R z z R —=a
/ cos(x)dx = —/ ﬂg—T@dm—i/z e:z:p(iRe“’)dB—2'/2 emp(z'eew)dl?—/ € dz
€ T € z 0 0 € T
(A.4)
Fazendo
—i [,? exp(iRe*)df = I, temos
= ' i / ’ e:cp(iReie)dH‘ < / " lezp(iRe™®)|do.
0 0

Note que para § > 0 suficientemente pequeno, o maior valor possivel de exp(—Rsen(6)),
com § <0 <m— 0 éexp(—Rsen(d), entdo para a expressio acima temos

x

2 4 3
/ exp(—Rsenf)df = / lexp(— Rsen9)|d9+/ exp(—Rsent)dd
0 0

5 g
< / do + / " exp(—Rsenf)dd
0 )

= 0+ (g — 0)exp(—Rsend)dd

< 0+ gexp(—Rsen(S).

De maneira andloga mostra-se que

|I| = ’ - z/ exp(ice’ d0| <0+ Eemp( esend).
Para calcularmos
R e~ =
g, = —/ —dzx
.
o1 1 i - :
podemos tomar z > ¢, dai — < P Substituindo na expressao acima, temos
¥
R
1 R 1
I; < ——/ e de = ——[e""’] ==-(e*—e’)
€ € € &€
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Estimando (A 4) e fazendo R — oo, temos

+o0 +00 1
/ Coszdzl < / ST 4z + 46 + %e:vp(—esené) -+ gexp(—Rsen(S) + E(e“’: — g
€ [ A

T T
Dali,
+o00 +0o0 —€
CcOST senw e
/ dx’ < / dx + 46 + Ie:vp(—ssené) + —
2 T 5 T 2 €
400 € —€
enzx e
— / senxdx — / ° dr + 46 + Eexp(—esené) -
0 T 0 & i 2 &

™ . e *
< 57t 46 + Eexp(—esené) + — < 00

como a fungdo cosx é impar, segue que

+00 € +o00
cosT coST cosT
/ de = / —dx + / gz =10
s s & . &

quando € — oco. Assim temos que

+00 iz +00
e ) senx .
/ —dzr =1 / dr =i
_ » T

oo z o0

Para e < 0, o calculo é analogo e solu¢ao é a mesma a menos de sinal. Agora, substituindo
na expressao (4.2) temos

+00 e—i:c§ )
/ dx = imsgn(&)e ¢

o Y— I
e finalmente, substituindo em (A.3), temos

- ﬁm : H(y) (imsen(€)e™*) dy = isgn(€)3

A tabela abaixo contém algumas das propriedades, j4 mencionadas, e aplicagoes da trans-
formada de Hilbert a fun¢oes elementares

(F£¢)1€)

L f(z) [ (M) o0 f(@)(y — =) ldx |
(1) f(z) 9(y)
(2) af a(HAf)
(3) I f —f
(4) f(az) sing(a) (' f) (ay)
(5) flz+a) Hf (yy+ a)
(6) | (z*+a*)™" Re a>0 a2 + )
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