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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem como base fundamental o estudo feito por Hildrio Alencar [1],
sobre hipersuperficies minimas do R?™, invariantes pela a¢do canoénica do grupo
SO(m) x SO(m). Nés reescrevemos este estudo, enriquecendo-o com detalhes e
generalizando, em alguns casos, resultados ali expostos.

Usamos os métodos da geometria equivariante [3] para descrever aquelas

hipersuperficies através do estudo de suas curvas "geratrizes” no espago de drbitas

R?*™\@G. O qual pode ser representado por:
m(R*™) = {(z,y) € R*z > 0,y > 0},

onde 7: R™ x R™ — R? é definida por n(X,Y) = (|X|,|Y]).
Existem curvas "geratrizes” de trés tipos:

(a) As que tém uma extremidade no eixo z > 0 ou y > 0;
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(b) As que nao tém extremidades;
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(c) As que tém extremidades na origem.

y |

-
o) L

As curvas, do tipo (c), correspondem a hipersuperficies minimas que
passam sobre a origem do R?™ e tém uma tnica singularidade neste ponto. Este

caso pode ser completamente caracterizado pelo seguinte resultado:

Teorema 1.1 Seja M*™~1, m > 2, uma hipersuperficie minima do R*™, invariante
por SO(m) x SO(m) e que passa pela origem. Entdo M?™~1 € o cone quadrdtico
minimo .

C* 1 ={(X,Y) € R™ x R™; | X" = |Y["}.

Nos casos (a) e (b) as hipersuperficies sao regulares. Sendo que 10 €880
(a), M é topologicamente do tipo R™ x S™~! e no caso (b), M é do tipo topolégico
de um cilindro sobre S™-1 x §m-1,

Para m = 2,3 o teorema seguinte da uma completa caracterizagao das

hipersuperficies relacionadas com os casos (a) e (b).

Teorema 1.2 Seja M?*™~1 m = 2,3,.uma hipersuperficie completa e minima do
R?*™\{0} invariante por SO(m) x SO(m).
(a) Se M>™=1 ¢ do tipo topoldgico R™ x S™~1 entdo M?>™~1 ¢ mergulhada;
+  (b) Se M*™~1 € do tipo topoldgico.de um cilindro S™! x S™~1 x R entdo
M?™=1 se quto-intercepta infinitas vezes (isto €, o conjunto intersecgdo tem infinitas
componentes conezas).
Além disto, seja no caso (a) ou no caso (b) a hipersuperficie intercepta
o cone quadrdtico minimo fora de qualquer compacto e se aprozima arbitrariamente

deste cone.



Apresentamos abaixo os esbogos das curvas geratrizes do teorema acima.

A figura (a) e (b) correspondem aos casos (a) e (b) respectivamente.
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Para m > 4 e M?™~! do tipo topolégico R™ x S™~', Hildrio Alencar
[2] demonstrou o seguinte resultado: As hipersuperficies completas e minimas do
R*\{0}, invariantes por SO(m) x SO(m) com tipo topologico R™ x S™~! tém as
seguintes propriedades:

(7) As hipersuperficies sao mergulhadas;

(ii) As hipersuperficies folheiam R*™ menos o cone quadratico minimo.
Em particular, as hipersuperficies sao estaveis.

Neste trabalho, consideramos as hipersuperficies M?™~! m > 4, do tipo

topolégico S™~1 x §m~1 x R e demonstramos o seguinte:

Teorema 1.3 As hipersuperficies completas € minimas do R*™\{0}, invariantes
por SO(m) x SO(m), com tipo topoldgico S™1 x S™ 1 x R € que interceptam o
cone gquadrdtico minimo tém as seguintes propriedades:
(a) As hipersuperficies sao mergulhadas;
) (b) As hipersuperficics interceptam o conc quadrdtico minimo uma unica

vez € se aproxima arbitrariamente do mesmo.

As curvas geratrizes associadas a este tipo de hipersuperficies tém as

propriedades esbocada na figura abaixo.




Nosso trabalho esta organizado como se segue. Na secao 2 definimos a
nogao de curva “geratriz® associada a uma hipersuperficie do R*™ invariante por
SO(m) x SO(m). Se minima, esta curva satisfaz a seguinte equacao diferencial de

segunda ordem (proposi¢ao 7.5):

2 (6) — #$(s) = (m = DI + W) (5 - L) )

Em seguida, usando uma idéia de Bombieri, De Giorgi e Giusti [4], introduzimos
parametros ¢ e 6 (veja equagao (4)), nesta equagao, que sao invariantes por homote-

tias

z(s) — Ax(s),

y(s) = Ay(s),
onde A > 0. Isto transforma o estudo da equagao (1) no estudo de um campo de
vetores (equagao (9)) no plano o).

Na segao 3 caracterizamos as singularidades deste campo de vetores,
analisamos o seu comportamento ao longo de alguns segmentos de reta e fazemos a
descricao de suas trajetorias. Distinguimos dois casos: m = 2,3 e m > 4. O primeiro
caso foi completamente resolvido pelo Hildirio em [1]. O segundo foi estudado,
inicialmente, por E. Bombieri, E. de Giorgi ¢ E. Giusti em [4] e é complementado
neste trabalho. Mostraremos que os pontos singulares no primeiro caso sao: sela e
foco e no segundo sao: sela e né.

Na secdo 4 consideramos as hipersuperficies minimas do R* e R°. Inici-
amos com um resultado que relaciona as trajetérias deste campo com as solugoes de
(1). Em seguida provaremos que as suas trajetdrias que iniciam em ponto de sela e
terminam em ponto de foco estao relacionadas com as solugoes do tipo (a). Usando
o fato que tais curvas satisfazem a equagao diferencial (1) provamos que tem as
propriedades expressas pela figura (a). Analogamente, as trajetorias que comegam
e terminam em ponto de foco estao relacionadas com as solugoes do tipo (b). Neste
caso, n6s primeiro consideramos os pontos de intersecgao das trajetorias do campo
com as retas 0 + ¢ = 2kx e v — 0 = (25 + 1)7, k e j inteiro. Mostramos que
tais pontos de interseccao correspondem a maximos e minimos do angulo do vetor

posicao da curva geratriz com respeito ao eixo dos x (proposicao 4.3). Em seguida,




usando estas informacgoes e através de uma rigorosa analise (lema 4.4), provamos
que as solugoes do tipo (b) se auto-interceptam.

Na secao 5 tomamos as hipersuperficies do R*™\{0}, m > 4. Mostramos
que as solugoes @, do sistema (1) relacionadas com @ (lema 3.8) tém as propriedades
expressas pela figura (c) e dai demonstramos o teorema 1.3.

Na secao 6 tratamos o caso em que a hipersuperficie passa pela origem
do R*™. Neste caso, usamos série de poténcias para estudar (1) e provamos que a

Unica solugao que passa na origem ¢ a semi-reta z(s) = y(s) > o.



2 PRELIMINARES

Definigao. (agao de um grupo). Diz-se que um grupo G age em uma variedade
diferenciavel M quando existe uma aplicagao ¢ : G x M — M tal que:

1)Para cada g € G a aplicagao ¢ : Gx M — M dada por ¢4(p) = ¢(g.p),
p € M, é um difeomorfismo, e ¢, = identidade;

(ii)Se g1, 92 € G, 4,9, = 5, Pg>-

Se GG age em M, esta agao determina uma relagao de equivaléncia ~ em
M definida por: p; ~ p; se, e s6 se, pr = @4(p1), para algum g € G.

Seja SO(m) o grupo das matrizes ortogonais m x m. Considere G =
SO(m) x SO(m) agindo de maneira candnica sobre R™ x R™ . Sabemos, da algebra
linear, que para todo A € SO(m), |A(X)| = |X|. Assim a 6rbita desta agao pelo
ponto (X,Y) € R™ x R™ é dada por S™1(|X|) x S™~1(]Y]), onde S™~*(|X|) denota
a esfera do R™ de raio |X|, ou seja, os elementos do espago quociente R*™ /G sao

produtos de esferas. Podemos identificar R*™ /G com
[ = {(z,y) € R*z >0,y > 0}.
Esta identificagao é feita usando a funcao
7: R™ x R™ — R?,
definida por 7(X,Y) = (|X|,|Y]). Observe que = o G = 7, ou seja, 7 é constante
nas orbitas de G e portanto ela define uma aplicagao

%:R”"/G—»F

a qual é 1 — 1 e sobre.

Se M?m=1 ¢ uma hipersuperficie do R*™ invariante por SO(m) x SO(m).
Entao 7(M?"~!) é uma curva 5 em I'. Se M?™~! é invariante por G e regular, a
intersecgao de 7 com o bordo de I é ortogonal (veja pagina 32).

Por analogia coin as hipersuperficies rotacionais do R* chamamos a curva

n de curva geratriz da hipersuperficie M?7m-1,
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Considerando-se 5 parametrizada pelo comprimento de arco temos, de
acordo com a proposigao 7.5, que a hipersuperficie M?™~! invariante por G' ¢ mimima
se, e sO se, sua curva geratriz satisfaz a seguinte equacao diferencial de segunda

ordem:

o\ e — 2'(s) _ y'(s)

) = 2ol = (m 1) () - L), 2)
Observa-se facilmente que: Se a curva (z(s),y(s)) € solucao de (2) entao
a curva (y(s),z(s)), que é sua simétrica em relacao a diagonal z = y, é também
solugao de (2); A curva (z(s),y(s)), com z(s) = y(s), é solugao de (2). Esta curva
geratriz estd associada a hipersuperficie minima que tem singularidade na origem

do R?™, a qual seré representada por:
C={(X,Y)€R™ x R™;|X|* = |Y|*}.

Chamaremos C' de cone quadratico minimo.

Definamos, os parametros, ¢ e 8 por:

(s
(s)’

onde d(s \/[.r 24 [y(s)]

Segue—se dai que:

S’

3

senp(s) = y(s) cosb(s) = 2'(s), senb(s)=1y'(s), (3)

QU

senp(s)  y(s
cosp(s) x

tge(s) =

ou seja,

4 s) = arc y(s)) 0(s) = arc (q'(s))
©(s) tg (1(8) y (s) tg ) (4)
Usando-se (3) e (4) tem-se

, _ x%d(s) [senfcosp — cosbseng)  sen(f — @) 5)
L d?(s) a2 B d(s)

Como 7 satisfaz (2) obtem-se de (4) e (3) que

7



cos @ send ) _ 2(m —1)cos(0 + ¢)

e (d(s)sem; “d(s)cosp ) d(s)sen2¢

Usando-se (5) e a expressao acima deduz-se que
—2(m —1)¢ cos(8 + ¢) + 0'sen(2p)sen( — @) = 0.

Definamos parametros o e ¢ por

T
0— 3(,9 = 0 — 5,
i
b+ = ¥+ 35"
Segue-se e dai que
_ Y—o+m7
¥ = 4 9
3p+o+w
6 = ———.
4
Substituindo estes valores no primeiro termo de (7) obtem-se:
’ l/” -0 T
—2(m—1)p'cos(p+0) = —2(m—1) i cos(v) + 5)

1
= é(m —1)(¥' — o')seni).
Além disto, como

—senyy = cos(v) + g)
= cos(0+ )
= cos(f —'c,a)cos&p — sen(0 — @)sen2p

senoc = sen(f —3p + g)

= cos((0— ) — 2)
= cos(f — @) cos 2p + sen(0 — p)sen2p

tem-se que
seno 4+ sent

5 = sen(2p)sen(0 — ).

8
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Assim, o segundo lermo de (7) € igual a
%(31/)' + o')(senyp + seno)

Por (7) obtem-se

(m —1)(¥" — o')senyp + %(31/)' + o')(senyy + seno) =0

1
(m — 1)'seny) — (m — 1)o'sent) + 4§¢'(send: + seno) + 4—(7’(.szem/7 + seno) =0
¢Y'[(m — 1)sentp + %sendz + %sena] + o'[—(m — 1)seny) + isem/z 4 isena] =1,

E dai o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias:

do 3 3 )

5. T ~g%eno - (2(m—1)+ 5)56"% (9)
dy 1 1

15 = g%eno - (2(m—1)— §)seml:.

Como é usual vamos interpretar este sistema como um campo de ve-

tores do qual desejamos conhecer suas drbitas.

§




3 ESTUDO DO SISTEMA (9)

3.1 Caracterizagao dos pontos singulares

Definicao: Um ponto singular de um campo vetorial X, de classe C",r > 1, chama-
se hiperbolico se todos os autovalores de DX (p) tém parte real diferente de zero.

Definigao: Secja ¢; : Dy — R™ e ¢, : Dy — R™ os fluxos gerados
pelos campos X; : U; — R" e X, : Uy — R", respectivamente. Diz-se que X; é
topologicamente conjugado a X, quando existe um homeomorfismo h : Uy — U, tal
que h(pa(t, 7)) = @2(t, h(z)).

Os pontos singulares de (9) sao da forma (¢,v) = (j7, k7), j e k in-
teiros. Verificaremos que estes pontos sao hiperbdlicos e dai utilizaremos o seguinte
resultado para caracteriza-los.

Teorema de Hartman. Seja X : U — R" um campo vetorial de classe
C! e p um ponto singular hiperbdlico. Existe uma vizinhanga V de p em U e W de

0 em R" tal que X |y é topologicamente conjugado a DX (p) |w .

wc et
| £ v el )

_.? Coneacio ,;:o

x'=PXx(@E)x
x'= X (x)

Pela periodicidade da funcao seno ¢é suficiente consideramos o caso j, k €

{~1,0,1}.

10



Reescrevendo o campo de vetores como

: h 1
X(o,¥) = (—%sena —2(m-1)+ g)scnd’, %scna —(2(m—-1)— -2-)861?’(/1)

e denotando por DX(p) a diferencial de X em p, tem-se que

) cos v
Jeosth |

—gcosa —(2(m—1)+
lecoso  —(2(m—1)—

N[00

DX(0,%) = [

Observamos que, para toda matriz

A [ app a2 ] ,
az; @22
com det # 0 tem-se: det A(A—A) = (A—ay1)(A—az2)—ai2a2 = \*—tragoAX+det A

e dai que

trA4./(trA)? —4det A
1y:A2 — 9

Da observacio acima e do fato de que DX(0,0) = —DX(7,7) = —DX(—7,7) =
—DX(—7,—7)=-DX(7,—7) =
I I A )
;. —@2m-1)-3)

e DX(7,0) = DX(-7,0) = -DX(0,7) = =DX(0,-7) =
)
) )

a) Os autovalores da matriz DX (0,0) sao:

(2(m —1) +

N[00 |0

_[ ~(2(m —1) +
N 1 —(2(m-1)-

=01

tem-se o seguinte:

_ A
2(0,0) = 1_2773)_+£’
22(0,0) = ____1‘2"2"‘/5,

onde A = 4m? — 20m + 1T;
b) Os autovalores das matrizes DX (7, 7), DX(—7n,7), DX(—7,~7) e
DX (=, —7) sao:

11
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AM(x,7) = M(=7,7) = (-7, —7) = (7, —7) 5

Ag(ﬂ,’l&’) = A2(—7T,7T) o AZ(_Wﬂ ——7T) = A2(7‘-7 —7l’) = 2 = ]2- \/Z;

¢) Os autovalores das matrizes DX (7,0) e DX (—7,0) sao:

/\1(71',0) = Al(—ﬂ',O) = 2,
A(7,0 = Ap(—7,0) = 2 —2m;

d) Os autovalores das matrizes DX (0,7) e DX(0,—7) sao:

AM(0,7) = X (0, —7) = 2m — 2,
A2(0,7) = X2(0, —7) = 2.

Considerando-se m como um parametro continuo e nao negativo,

verificam-se que o polinomio
A =4m* — 20m 417

tem raizes % + /2 e que

A >0, se m>§+\/§ ou m<%——\/‘z;

A <0, se %—\/i<m<g+\/§.

Daqui em diante distinguiremos o caso m < 3 do caso m > 4, pois A <0
no primeiro caso e A > 0 no segundo.

caso 1: m = 2,3. Como A < 0, tem-se que:

: a) A\1(0,0) e X2(0,0) sao complexos conjugados com parte real negativa;

b) \(m,7), M(==,7), M(—7,—7), A(7,—7), A7, 7), Ao(—7,7),
Ao(—=7,—7) e A\y(%, —7) sao complexos conjugados com parte real positiva;

¢) Ai(m,0), A1(0,7), Ay(=7,0), A (0,—7), A2(7,0), A2(0. 7)., A2(—7,0) e
A2(0, —7) sao reais e distintos de zero com A; # As.

Além disto, como toda solucao de 2’ = DX (p)a pode ser escrita na forma

(observacao 7.1):




1) ¢lt) = e**plcos(w — Bt)v; 4 sen(w — Bt)vy] se A\, = A\; = a — i3, com
# # 0. Onde v = vy + 1v; € o vetlor proprio associado a Ap;

1) p(1) = c1eM'vy 4 ce*?'vy, se \; e Az sao reais e distintos de zero com
A1 # A2. Onde v; e v, sao os vetores proprios associados a A; e A;, respectivamente.
Teremos que:

a) (0,0) é um ponto de foco estavel do sistem» 2’ = DX(0,0)x;

b) (0,0) é um ponto de foco instavel dos seguintes sistemas: 2’ =
DX(m,7)z, 2’ = DX(-7,7)z, 2’ = DX(—7,—7)zr e ' = DX (7, —7)x;

¢) (0,0) ¢ um ponto de scla dos scguintes sistemas: z' = DX(7,0)z,
' =DX(0,7)z, ' = DX(-7,0)z e 2’ = DX(0,—7)z.

Decorre dai e do Teorema de Hartman que:

a) (0,0) é um ponto de foco estavel de (9);

Vza .
=@

b) (r, %), (—7,x), (—7,—7) e (7,—7) sao pontos de focos instaveis de

- v
) b e
(& &

(9);

\|

N
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c) (%.0). (0,%), (—=,0) e (0, —7) sao pontos de sela do sistema (9).

14
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Caso 2: m > 4. Como A >0, e VA < 2m — 1 tem-se que Ay e Ay sao
NUIMNEros reais Coin:

a) A2(0,0) < A1(0,0) < 0;

8) Mi(kw,j7) > Ao(km,j7) > 0, k, j € {-1,1};

) M(m,0) = A (=7,0) > 0> A(m,0) = Ao(—7,0);

d) \(0,7) = M (0,—7) > 0> A(0,7) = A2(0, —7).

Neste caso como toda solucao de z’ = DX (p)z pode ser escrita na forma

(observagao 7.1)

At

o(t) = e’y + ™'y

tem-se que:

a) (0,0) é um ponto de né estavel do sistema 2’ = DX(0,0)x;

b) (0,0) é um ponto de mn’o instavel dos seguintes sistemas: ' =
DX(x,x)z, 2’ = DX(—7,7)z, 2’ = DX(—7,—7)r e’ = DX(w,—7)z;

¢) (0,0) é ponto dc scla dos sistemas: 2’ = DX(x,0)z, 2’ = DX(0,7)z,
' = PX(-n,0)z e 2’ = DX(0,—7).

Dai ¢ pclo Teorema de Hartman, tem-sc:

a) (0,0) é um ponto de né estavel de (9); Além disto, se I e Ep sao
as retas geradas por vy ¢ vy, respectivamente. Afirmamos que: Se ¢; # 0, a reta
tangente & trajetéria tende a reta Fy, quando t — +00. De fato, se t — +o0,

S L

— — 0,
(-1(/\]t (i]

(&)1
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pois Az — A; < 0. Se ¢; = 0 as solugdes sao as semiretas de E,.

b) (7,x), (=7, 7), (—7,—7) e (7, —) sao pontos de né instaveis de (9).
De maneira analoga, ao caso (@), nés podemos mostrar que as retas tangentes as

trajetérias tendem a E; quando t — —o0;

= €4
/et_
€7 L
T P
€z

D= s

¢) (7,0), (0,7), (—=,0) e (0,—) sao pontos de sela do sistema (9).

)

y




3.2 Comportamento do campo

Analisemos o comportamento do campo vetorial em o1’ determinado pelo sistema (9)
ao longo dos seguintes segmentos: l; = {(0,¢);0< o < 7, =0}, I, = {(0,¢);0 <
Yp<mo=0},3={(,¢);0< ¢ <mo=n},l={0,¢);0< ¢ =0 <},
ls={(0,¢);0<¢¥=2<3}elsg={(0,9);0<p=—-Z+3}.

Ao longo de 14, tem-se

EJE — —§ eno < 0
ds 28 ' '
dyp 1
5o = é-seno > 0.
De onde decorre que
dy _l
doe 3

Ao longo de [,, tem-se

d
d—z = —(2(m—-1)+ g—)semﬁ <0,
dy 1
= = —(2(m—1) — 5)36771/) < 0.
De onde decorre que
i@ﬁ B 4(m—-1) -1
do 4(m—-1)+3°
Desta forma
ﬁ = § se m=2;
do T -
fy 7
% = —IT, se m=3J;
1 dy
- Sl > 4.
, 2<da<], se m >

Pois neste caso: m—1>3 & 4(m—-1)>12>5&8m—1)>4(m—-1)+5 &
8(m—1)—2>4(m—-1)+3.

Ao longo de I3, tem-se

d .
d—: =—2(m—-1)+ %)S(mj' <0,
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%‘f =—(2(m-1)- %)36111{: <0.

De onde vem que

dp  4m—1)—1
do 4(m—-1)+3

De maneira anéloga ao case do 3, obtem-se que
o N
do T

dy T

—, se m=J;

do 11’

se m=2;

%<%<1, se m > 4.

Ao longo de Iy, tem-se

Z_‘: = —(2(m — 1) 4 3)seny) < 0,
% = —(2(m —1) —1)seny) < 0.

Dai decorre que

dy _ 2(m— 1)-1
do~ 2(m—-1)+3
Desta forma

%"<j—'ﬁ<1, se m > 4.
Onde a tltima afirmacao decorre das seguintes equivaléncias: m —1 > 3 < 2(m —
1)>66 —2(m—1)< —6<-5&—4m—-1)<—-2(m—1)—5.

Ao longo de [, tem-se




c

% = —;senw -2(m-1)+ ;—)sem,b = —seny[3cosyp +2(m — 1) + g] <0,

% = -;-sen2t/) -(2(m-1)- %)sem/) = —sentp[—cosyp +2(m —1) — -;—] <0.

De onde vem que

@=2(m—1)—%—cos¢>2(m—l)—g>1
do 2(m—1)+3+cosyp ~ 2(m—1)+3 ’

para m > 4.
Ao longo de lg, tem-se que seno = sen(r — 2¢) = sen2i = 2 cos Ppsenp.

De onde vem que

-

%:_ = —(3cosyp+2(m—1)— g)semb <0,
% = (cosyp —(2(m —1) — %)send) <0,

Proposigao 3.1 .-‘;—'f =1 se, e somente se, o+ =2kr oup—o=(2j+1)m, ke

J inteiros.

Demonstracao.

dy

5—1

equivale a
3 3 1 1
——seno — (2(m — 1) + =)senyp = —seno — (2(m — 1) — = )seny,
2 it Y 2 2
ou seja,

’ 4

seno + senyp =0 & seno = sen(—y).

Onde sabemos, que a 1dltima igualdade ocorre se, e somente se, o + ¥ = 2k7 ou
Y —o0 = (25 +1)7, k e j inteiros.
De acordo com o estudo acima, tem-se o seguinte esbogo do comporta-

~ mento do campo (9).
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3.3 Descricao das trajetérias

Estudaremos agora as trajetérias do campo vetorial determinado pelo sistema (9).
Comegamos observando que toda solugio do campo considerado estd definida em
toda reta real. Isto decorre do coroldrio 5, pagina 211 de [11], pois verificaremos
abaixo que este campo tem a propriedade de que | X (o, v)| < ct¢, onde esta constante

depende de m.

'

X (o,0))} = gsen2a +3(2(m —1)+ g)senosem/) +[2(m—1) - %)]2361121&

4
1
: +%sen2a - (2(m—-1) - %)senasem/) +[2(m—-1)- 5]23en2¢
= gsenza + (4(m — 1) + 5)senoseny +

{[2m = 1) + 5 +[2(m — 1) — 2]} seny

IA

5 3.2 1.,
5 T4(m =1 +5+{2(m - 1)+ 5] +[2(m - 1) - 5%}

i
= =,
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para m fixo. ;
Nosso préximo passo €é a demonstragao da seguinte proposigao.

Proposigao 3.2 O campo vetorial (9) nao possui orbitas periodicas.

Demonstragao. Seja

1 o 1)
V(U, Ib) = msen2 (5) + 86n2 (5) ,

onde (o,v) € (—r,x) x (==, ). Verificamos que:
¢)V(0,0) = 0,V (o,%) > 0 para todo (o, %) # (0,0);
i)

v 1 o 1do " ¥\ 1dy
= e (5) o (3) o+ 2en (3) o (5) 5

1 seno do 1 '/)

= 2im-D13d T 2%

_ 3sen’s 1 sentp + l.senasem/) — l(4(771 —1) — 1)sen’y
T Tiam-1n+3 1 4

B 3sen?o 4m—-1)—-1

- _(4(4(m_1)+3)+ ) *

Desta forma 47 < 0 quando (o,%) # (0,0), isto é, V é uma fungéo de
Liaponov estrita para a singularidade (0,0). Portanto a fungao s — V(o (s),9(s)) é
estritamente decrescente e conseqiientemente nao existe curva fechada em (—=, 7) x
(=, 7). Pela periodicidade da fungao seno temos o resultado.

Existem ainda dois fatos Ktie sao 6bvios, porém muitos uteis na cons-
trugao do retrato de fase do campo em questao Sao eles:

3.3.1. Se (o(s),¥(s)) é uma solugdo do campo considerado, entao
(-—a(s), —1(s)) também o é.;.

3.3.2. X(o+m,¢+7)=-X(0,¢).

3.3.3. Observagao: Decorre da proposigao 3.1 que todo segmento da

forma
{(o,¥)pr < ¢ =0+ (2g+ )r < (p+ )7},

com p e ¢ inteiros, é solugao de (9).
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Daqui em diante existe distingdo entre as solugdes do campo (9) quando
considerado com m = 2,3 ou m > 4. Desta forma, estudaremos estes dois casos
distintamente.

Caso 1: m =2,3.

Iniciaremos mostrando -a eXisténcia de uma solucéo saindo de (7,0) e
chegando em (0,0). Para isto necessitaremos do seguinte resultado de E.D.O. que
foi retirado de [11], paginas 294 e 295.

Seja X : U — R" (U C R", aberto) um campo de vetores. Um subcon-
junto S C U é invariante por X, se z € S implica que ¢(t,z) € S para todo t € R,
onde ¢ denota o fluxo de X.

Definigdo: W2 = {z € U;p(t,z) — S, quando t — +oo} e W§ = {z €
U;e(t,z) — S, quando t — —o0}.

Definicao:Seja p um ponto singular hiperbdlico de um campo vetorial
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X. Chama-se indice de estabilidade i(p) ao niimero de valores préprios de DX (p),

contando suas multiplicidades, que tem parte real negativa.

Teorema 3.3 (Variedades estdveis e instdveis). Seja p um ponto singular
hiperbdlico de um campo vetorial de classe C", em um aberto do R". Eziste uma
vizinhanga V de p tal que:

1) WX |v) ={z € V; para todo t > 0,¢(t,z) € V};

2) W¥(X |v) ={z € V; para todo t < 0,¢(t,z) € V};

3) W(X |v) € uma subvariedade de classe C' e dimensdo igual ao indice
i(p) de estabilidade de p. O espago tangente de W} (X |v) em p coincide com E®,
espago estdvel de A = DX(p);

= 4) WX |v) € uma subvariedade de classe C" e dimengdo n — i(p). O

espago tangente de W)(X |v) em p coincide com E*, espago instdvel de A = DX (p).

Lema 3.4 Seja m = 2,3. Eziste uma curva integral y(s) no plano o1 do sistema
diferencial (9) com as seguintes propriedades:

(2) ¥(=o0) = (,0), 7(+00) = (0,0);

(i7) As retaso =0, ¥ =0 ,0 = ¢ e 0 = —1) interceptam uma infinidade

de vezes a curva 7.

Demonstragao. Do estudo feito em 3.2 e do resultado 3.3.1 tem-se um
esbogo do comportamento do campo ao longo dos segmentos lo = {(0,%¢);0 < ¢ =
o+ n <}, i, Iy, lg e sobre os segmentos que sao simétricos a estes em relagdo a

origem: Iy, I7, 1 e lg.

=t




Agora, se E*(r,0) e E*(x,0) sao os subespagos associados ao autova-
lores negativo e positivo, respectivamente, de DX (x,0), no ponto singular (7,0).
Observando-se que o coeficiente angular de E*(7,0) éigual a — g5 1) & i(m0)=1le
usando-se o teorema 3.3, tem-se uma solugao, que indicaremos por 7 com as seguintes
propriedades: 7 estd contida em W{, o),7(—o0) = (w,0) e o segmento inicial de 7y
estd entre [; e lg. Onde a 1ltima afirmagdo decorre da inclinagao de E*(7,0). Além
disto, pelo comportamento do campo (veja figura anterior) 7 permanece na regiao
R limitada por ls, {(0,¢); 3 < ¢ < ;0 =0}, lo,l5, {(0,¢); —7r <Y < ;0 =0} e

k=,

1

Nés desejamos provar que y(+o00) = (0,0). J& é do nosso conhecimento
que nao existe solucao fechada em R (proposi¢ao 3.2). Por outro lado, como os
coeficientes angulares de E*(0,7), E*(—~,0), E*(0 — 7) e E*(7,0) sdo iguais a 1
e os coeficientes angulares de E*(0, ), E*(—=,0), E*(0,—7r) e E*(7,0) sao iguais

a temos, pelo teorema das variedades estaveis e instaveis (teorema 3.3),

1
T 4(m-1)+3°
que as unicas solugdes contidas em R e nas variedades estaveis e instaveis dos pontos
(0,7), (==,0), (0,—7) e (7,0) sdo lply,v e 7~. Mas, pelo teorema da separagao de

Jordan,[7], ¥ ndo pode se acumular em ly, I; ou 7~. Logo usando o teorema de
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Poincaré-Bendixon ([11], pagina 248) temos que ~(400) = (0,0).

A prova de (i) segue-se do fat

o de ser (0,0) um ponto de foco de (9)

Yin

Usando-se o lema acima,

de Poincaré-Bendixon, tem-

3.3.1, 3.3.2, a observacao 3.3.3 e o teorema

se a seguinte descriao do retrato de fase do sistema

diferencial (9), para m = 2,3.

~
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Em particular existe uma trajetéria a no plano ¢’ do campo (9) tal que
a(—o0) = (7,7) e a(+o0) = (0,0).
Caso 2: m > 4.

Proposigao 3.5 Considere a regido H, limitada pelos segmentos: hy = {(0,v);0 <
o <my =0}, by = {(0,9);0 < ¥ =0—7 < 3}, ha = {(0,9);5 < ¢ =
—o+2r <7}, hy={(0,¥);0<o<mp =7}, hs={(0,¢¥);5<¢¥=0+7<7}
e he = {(0,¢);0 < ¢ = —0 < Z}. Se pu € uma curva integral do sistema (9),
considerado comm > 4, ¢ S, = {(0,¢¥) €H;9p =0 —¢;}, -7 < ¢ < 7. Entdo a

intersecgdo de u com S., para cada c, € vazia ou um unico ponto.

- Demonstragao.
Suponhamos que a interseccao de u com S, ¢ fixo, seja nao vazia e
constituida de dois pontos: p; = u(s;) e po = p(sz). Sabemos, pelo teorema do valor

médio, que existe um sg, $; < Sp < S2, tal que

dy

2;(80) = 1.
4 he

4 o .

Pela proposicao 3.1 isto s6 é possivel se ¥(sg)—0o(so) = (25 + 1)7, ou
¥(80) +0(80) = 2km onde j sao nimeros inteiros. O que contradiz o comportamento

do campo ou a unicidade de solugdes e provando a proposicao.
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Demonstraremos agora um resultado obtido por E. Bombieri, E. De
Giorgi e Giusti ([4], lema 3) sobre a existéncia de uma solugao do sistema difer-

encial (9) com certas propriedades.

Lema 3.6 Seja m > 4. Eriste uma curva integral §(s) = (o(s),%(3)), no plano o3,
do sistema diferencial (9) com as seguintes propriedades:

(i) 8(=00) = (r,0), 8(+00) = (0,0);

(17) 0 < Y(s) < o(s) < 7, —00 < 8 < +00;

(731) As retas = 0 — ¢, 0 < ¢ < w, interceptam 6 uma unica vez para
cada valor de c. l

Demonstragao: Nos primeiro verificaremos a existéncia de uma curva
integral & satisfazendo (i) e (i) do lema.

Se T denota o triangulo

oc._T
T={(U,¢);OS'¢’S§S '2‘},

com lados Iy, I e I3, tem-se, pelo estudo feito em 3.2, que os vetores tangentes, sobre
um ponto regular da fronteira de T, estao direcionados para o interior de T. Segue-se
que: Se 7(s) = (o(s),¥(s)) é uma curva integral tal que para algum sq, 7(so) €T
entao y(s) €T para todo s > sq.

v4
 §

O ponto (7,0) é um ponto de sela, donde existe duas curvas integrais
comegando e duas curvas integrais terminando neste ponto. As curvas integrais

comegando em (7,0) sao (veja 3.3.3):
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c=v¢v+7r, (0<y<nm),

o=¢+7m, (—7<¢<0).
Como as outras duas curvas saindo de (7,0) tém coeﬁcientg angular —“—m}l—H—S uma
das curvas sai dentro do triangulo T. Dai pela observagdo anterior a curva § esta
contida em T e assim verificamos (z) e (ii). O item (i77) segue da proposicao 3.5.
Pelo lema anterior, por. 3.3.1, 3.3.2 e pela observacao 3.3.3 tem-se o

seguinte resultado parcial

v 4 St

b

lo

B

b

Estudaremos agora, a existéncia de solugdes saindo do ponto (7,7) e
chegando no ponto (0,0). Demonstraremos a existéncia de dois grupos distintos de

tais solucdes: as que cruzam a diagonal 0 < o = 9 < 7 e as que nao cruzam.

4

Lema 3.7 Seja m > 4. Eziste uma curva integral 3 do campo determinado por (9)

com as seguintes propriedades:
(1) B(—o00) = (m,7), B(+00) = (0,0);
(22) 0 < ¢¥(s) < o(s) < 2.

Demonstracao. (i) Considere a regiao L, limitada pelos segmentos
{(0,¢);0 < ¥ < Z,0 =7}, {(0,¥);0< ¢ = § < §} e acurva 6. Seja (00,%0) um
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ponto interior desta regiao e  a solugao do sistema que passa por este ponto, com
B(s0) = (00, %0). Sabemos, pela demonstragao do lema 3.6, que 3(s) €L para todo
8 > 89, de onde segue que 3(+00) = (0,0). Pelo comportamento do campo esbogado
na figura no final da segao 3.2 f(—o0) = (7, 7).

(i¢) Segue-se do comportamento do campo.

Lema 3.8 Seja m > 4. Eziste uma curva integral @, do campo determinado pelo
sistema (9), com as sequintes propriedades:

(1) @(—o00) = (7, ), @(+00) = (0,0);

(i?) @ intercepta uma tnica vez as retaso =Y, 0 = —p e Y = —o + 2,

0< ¢ <)

*  Demonstragao. (i) Seja (0o,%0) um ponto sobre o segmento de reta

0 < 0 = ¢ < w. Consideremos @ como sendo a curva integral do campo com

@(s0) = (00, %0). Sabemos (veja primeiro paragrafo desta secao) que @ est4 definida

para todo s € R. Pelo estudo feito em 3.2 sabemos que esta curva corta a reta o = ¢

da direita para a esquerda. Usando os fatos acima e a proposigao 3.5, chegamos a

conclusao que a(—o0) = (7, 7) e a(+00) = (0,0).

(72) Segue-se por contradigdo. Se @ nao interceptar ou intercepta; duas

vezes as retas consideradas cortaria pelo menos uma das retas ¢ = o0 — ¢, duas vezes,
o que contradiz a proposicao 3.5.

Tem-se assim o seguinte retrato de fase do campo (9), para m > 4.
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4 SOLUCOES NO R! E NO RS

Iniciaremos esta secao provando um lema que transpoe o comportamento das tra-

jetérias (0,1) de (9) sobre o comportamento das curvas solucoes (z,y) de (2).

Lema 4.1 Se (2(s),y(s)) € uma solugao de (2) e se (0(s),¢(s)) € uma trajetoria
de (9) no plano ov), onde o, 1) sio determinadas pela equagao (8) Entao tem-se as
segquintes propriedades:
(] =70 =0=22>0y=0,2"=0,9"=1;

()o=y=>a=yo=—¢p=>p=0

(i) o =p=0=>z=9y>0,c=y>0

(o) o =0,0 <Y< 1 =>y > 5;

(v)o=0,—r<y<0=>y<ua;

()0<y<o<T=0<p<i=y<z.

Demonstragao. (i) Fazendo-se 0 = 7 e ) = 0 em (8) obtem-se

p=0 e f=

NN

Dai e por (3) tém-se
x>0, y=0, z'=0, ¢ =1.
(12) Se o = ) em (8) entao
T
p=7

De onde vem, por (3), que = = y;

Agora, se 0 = —tpem (8), verificamos que

X4+ m W —yY+7m Wto+7
T4 T 4 a 1

(727) Fazendo-se ¢ = ¢» = 0 em (8), tem-se

= @

N
~
=)
Il

P =




"

Dai e por (3) obtem-se

g=g>D e 2'=¢">0

(1v) Se o = 0 em (8) obtem-se:

<p=%+§.
Como 0 < ¥ < 7, obtem-se:
(¥ ) 1te() 29(5) _
tgcp_tg(z+4)—1_tg(%)— l—tg(%)—l+2(’

onde

Usando (4) concluimos que

g=1+2c,
>

ou seja, r < y.
(v) A prova é analoga a demonstragao do item (iv), observando-se que
€e<0,se -1 <y <.

(vi) Como 7 > o e ¢» > 0 tem-se que

Y—o+T

> 0.
4

Usando-se (8) obtem-se que

O<o—-9Y=—-4p+rn<m,

ou seja,

™
0<p<—.
LA

Usando-se a desigualdade anterior e (4) concluimos que
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y
-
O que demonstra o lema.

Dada uma curva integral 3 de (9) representaremos por 3, a curva integral
do campo de vetores que é a translacao de 3 por (7, 7).

Sejaly = {(0,¥);0<p=0+r<n}el; ={(0,¢);0<¢p=0—7 < 7}.
Tem-se por (8) que

p=—, emlp

De onde vem, por (3), que

y=0, eml .

Reciprocamente, se = 0 (respectivamente y = 0), tem-se, usando (3), que ¢ =
(2k — 1)7 (respectivamente ¢ = k), k inteiro. Fazendo-se k = 0 e usando-se (8)
obtem-se que ¢» = o 4 7 (respectivamente ¢) = o0 — x). Assim as curvas integrais [ e
lo, no plano 0%, correspondem aos semi-eixos Ox e Oy, no plano zy, respectivamente.
Além disto v~ (—oc) = (—m,0) implica que 2 = 0, y > 0.

Através das trajetorias 4 (lema 3.4) e a descreveremos o comportamento
das curvas solugoes de (9), quando m = 2,3.

A trajetdria v(s) corresponde a uma familia {1:(s)}, A > 0, —o0 < s <
+00, de curvas homotéticas parametrizadas pelo comprimento de arco, no plano
ry, que sao solucoes de (2). Como pelo lema 3.4 y(—o0) = (7,0), tem-se pelo
lema 4.1 que cada curva da familia {7,} tem ponto inicial (z0,0), o # 0, e é
perpendicular ao eixo y = 0 neste ponto. Portanto pela proposicao 1 em [8] a curva
7\ € completamente determinada pela condicao inicial em qualquer ponte da regiao

{(z,y);2 > 0.y > 0}. Além disto a curva é analitica.
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A trajetéria a(s) corresponde a uma familia {ax(s)}, A > 0, —oc <
s < 400, de curvas homotéticas parametrizadas pelo comprimento de arco no plano
ry e solugoes de (2). Pelo comportamento do campo do sistema diferencial (9)
observamos que a curva a nao intercepta lo Ul . Assim a) nao intercepta a fronteira
do w(R?™).

Por outro lado, as trajetdrias 4, e v, sao translagoes de 7~ e v respec-
tivamente. Portanto para descrever o comportamento das curvas solugoes de (2),
com m = 2,3, sera suficiente a descricao do comportamento das curvas v, e a).

Comegamos analisando o comportamento da curva 7, através do seguinte

lema.

Lema 4.2 A curva v,(s) tem as seguintes propriedades:
(z) va € mergulhada;
(22) v intercepta a diagonal x = y uma infinidade de vezes e € assintotica

a esta diagonal.

Demonstragdo. (i) A curva v,(s) = (x(s),y(s)) fica inteiramente de-
terminada pelas condigoes iniciais
z(—o0)=a9#0, y(—o0)=0, z'(—00)=0 ey’ (—o0)=1.

Pelo corolario 7.2

é nao-decrescente. Dai e por (3), tem-se que

4

[2()]" 77 2 [a(s)]" T senb(s) = [a(s)]" Ty (s) = I(s) 2 I(—00) = a5},

isto é,




Vi 7
1
|
|
|
Y’ f
Y |
I
' =
x- x) A (do) ¢

Além disto, se z(s;) = @1 # 0, y(s1) = y1 # 0, 2'(s)) =1ey'(s1) =0

tem-se, pelo coroléario 7.2, que

J(s) = [y(s)""a'(s)

é nao-decrescente. De onde segue-se, por (3), que

()™ 2 ()" cos b(s) = J(s) 2 J(s1) = [w(s2)]" "

Assim y(s) > y(so0), quando s > so. Portanto 75 nao se auto-intercepta, isto é, 7y é

mergulhada.
&
‘ YA) = e mmesemm -
| . Y )

: |
| '
\ \
| ]
L
! 1 B

(A XA o«
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(i7) Como a reta 0 = > intercepta uma infinidade de vezes 7 (lema 3.4)
tem-se, pelo Lema 4.1, que a reta r = y intercepta 7, uma infinidade de vezes. Além
disto o lema 4.1(ii7) e o fato de que y(+oc) # (0,0) implica que z = y, 2’ =y’ > 0,
quando s — 400, isto é, 7, é assintdtica a diagonal = = y.

Para caracterizamos o comportamento da curva a, necessitamos da

proposicao seguinte.

Proposicao 4.3 Seja ¢ o dangulo, no plano zy, do vetor posigao da curva a, com
o eiro dos x (veja equacio 3) entio os valores mdximos e minimos locais de ¢ sdo
atingidos quando o + 1 = 2kmw outp — o = (25 + 1)7, k € j inteiros. Além disto

_y,T

=gty

quando k = 0.

Demonstragao. Utilizando (8) tem-se que

/.

Vv—0 7
T

Portanto ¢’ = 0 equivale a ¢"'(s) = ¢'(s). Como

Q,Q:

3
o = —gsena —(2(m—-1)+ i)semﬁv,
1

P = %seno —(2(m—-1) - 5)86711[’,

tem-se:
. 1
2seno + senp(2(m —1) —2(m —1) — 5) =0,

ou seja,

seno = sen(—1v).

Logo o + ¢» = 2kw ou v — 0 = (25 + 1)7, onde j e k sao inteiros.

Além disto. sendo




tem-se, para k = 0, que

Y 4 s
o=+
2 4
Demonstraremos agora algumas propriedades da curva a,. Como vimos

anteriormente, tal curva nao intercepta o bordo do espago de érbitas.

Lema 4.4 A curva a) tem as seguintes propriedades:
(7) ay intercepta a diagonal x = y uma infinidade de vezes € € assintdtica
a esta quando s tende a +00 ou a —oo;

(71) ay se auto-intercepta.

Demonstragao. (i) Como a curva o intercepta a diagonal o = ¢ in-
finitas vezes, tem-se, usando o lema 4.1, que a, intercepta a diagonal z = y uma

infinidade de vezes.

Usando-se (8) e o fato que a(—oc) = (7, 7) obtem-se:

s o
H = — 0:—’
=7 ¢ 1

quando s — —o0.Segue-se entao, por (3) e (4), que
z(s)=y(s) e 2'(s)=1y'(s) <0,
quando s — —o0.
Similarmente, a(+o0c) = (0,0) implica que
z(s)=y(s) e z'(s)=1y'(s) >0,

quando s — +o00. O que demonstra (7).
‘ (22) Seja

{0.(32_771—])7’¢’(Sé—m—])}m21 € {0-(5;-771-1)71/}(3‘.2571—])}7712]

sequeéncias de pontos da curva a tais que:

™ . _ _ .
5 < Y(s7) <¥Y(s3) <...<m, o(Sgm_y) + V(85,_1) = 27,
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T b > () > > w o(shnns) + $(ohn) = 2

respectivamente. Seja

{0(s3), V(871 € {o(s3n), $(sdm)Ima

seqiiéncias de pontos da curva « tais que:

—g <d(s3) <P(s7) < ... <0, o(s5a) +¥(s3m) =0,

7r Y
S > P(sF) > P(sf)>... >0, o(si )+ ¢(s3,) =0,

respectivamente.

<(a0)

"“'W'zt

- -rfy-o

Transladando-se de (—7, —7) os pontos a(sz,_1) € a(s},_,) obtem-se:

37



U(s7) -7 <Y(s;) <¥(s3)—7<...<9Y(s5,_1) — ® < YP(s3,,) <..-,(10)
P(sF) > P(sH) — 7 > p(sf) > >wzg>¢«%ﬂ) >

Como

-0
99_ 4 +47

tem-se que o valor de ¢ é invariante por translagao de (7, 7) dos pontos (o,1). Além

disto, sendo

tem-se que

- o '(//)(si_m—]) '. 0(52_771—-1) ZT_ o w(SZ—m 1) T Z
90(82m—]) - 4 + 4 - 9 + 4
e
V(sin) | 7™
et ) = m o

De onde decorre, por (10), que

ou seja,

2) <o <P(85mm1) < lsgn) <.ty
> o(s7) > ... > 9(s3,,) > P(83,1) - -
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Vamos mostrar, usando (11) que a, sc auto-intercepta. De fato, consi-
deremos o segmento da curva ay, ay(s7 )ar(s]), que liga os pontos ax(s7) e ax(s]),
e os segmentos de reta 0a)(s7) e 0ay(s; ) que ligam a origem aos pontos ay(s]) e
ay(sy), respectivamente. Entao ay(sf) pertence ou nao ao cone determinado por

estes segmentos.

)
v 4 L% V0sy)

No primeiro caso, usando (11) obtem-se:

P(s7) < @(s3my) € (s, 1) < (sF),

onde m > 2. Usando-se (1), ja demonstrado acima, obtem-se o resultado desejado.

No segundo caso, tem-se que

“P(sl_) = 99‘(52_711)* m 2 1’
‘P(S-ztn) < S:)(ST)’ m Z 2

Dai e por (7), ja demonstrado acima, obtem-se que ay se auto-intercepta. Isto conclui

o lema.
Apresentamos agora o resultado obtido por Hildrio Alencar em [1] que

caracteriza, por completo, as hipersuperficies em questao, no caso m = 2, 3.

Teorema 4.5 Scja M?™~' m = 2,3, uma hipersuperficie completa ¢ minima de
R?>"\{0}, invariante por SO(m) x SO(m).

(1) Se M*=1 ¢ do tipo topoldgico R™ x S™~1 entao M*"~ ¢ mergulhada;
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(17) Se M*™=1 ¢ do tipo topologico de um cilindro S™=1 x S™~1 x R entao
M?*m=1 se aulo-inlercepta infinitas vezes (isto €, o conjunto intersecgdo tem infinitas
componentes conexas).

Além disto, nos casos (i) € (i1) as hipersuperficies inlerceplam o cone
quadrdtico minimo fora de qualquer compacto € se aproxima arbitrariamente deste

cone.

Demonstragdo. (i) Como M?m~1 é do tipo topolégico R™ x S™-1,
tem-se que sua curva geratriz pertence a familia {7,}. Portanto, pelo lema 4.2(z),
sua curva geratriz é mergulhada e desta forma M?™~! também é mergulhada;

(i) Como M?™-1 ¢ do tipo topolégico de R x S™~1 x §™=1 sua curva
geratriz pertence a familia {a,}. Portanto, pelo lema 4.4 esta curva geratriz se

auto-intercepta. Assim M?m~1 se auto-intercepta.
O fato que M?™~1 intercepta o cone quadratico minimo fora de qualquer

compacto e se aproxima deste cone segue-se do lema 4.2(:7) e do lema 4.4(z).
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5 SOLUCOES NO R, COM m > 4.

A trajetoria @ (lema 3.7) corresponde a uma familia {@,}, A > 0, —00 < s < 400, de
curvas homotéticas parametrizadas pelo comprimento de arco, no plano zy, solugoes
de (2). Pelo comportamento do campo determinado pelo sistema (9) observamos
que cada curva @) nao intercepta a fronteira de =( R*™).

Apresentamos agora, algumas propriedades da curva @,.

Proposicao 5.1 A curva @) tem as seguintes propriedades:

(2) @, intercepta a reta ¢ = y uma unica vez € € assintotica a mesma
quando s lende a +00 ou a —oo;

(77) @y € mergulhada.

Demonstragao. (z) Como, pelo lema 3.8 @ intercepta a reta o = ¢ uma
unica vez, tem-se que @, intercepta uma unica vez a diagonal = y. Além disto

a(—o0) = (7, 7) e a(400) = (0,0) implicam que

v—o+4+T T
Pic= ———7——— =% ==
4 4
quando s — 400 ou a -00;
3V+o+7 73
0= ——FM — —,
4 4
quando 8 — 400;
3p+o+7 o
0 IR eii——— . =
4 4
quando s — —oo. O que demonstra (7).
(127) Como
I
‘ P - 4 ?
tem-se que

o>Y=>r>yY,
CEPSELY.

Além disto, pelo lema 3.8 e pela proposicao 4.3, @, sé possui um ponto de maximo
¢ outro de minimo. De onde afirmamos que ay é mergulhada.

Demonstraremos agora o seguinte teorema.
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Teorema 5.2 As hipersuperficies completas ¢ minimas do R?"\{0}, m > 4, invari-
antes por SO(m) x SO(m) com tipo topologico S™' x S™~1 x R € que inlerceplam
o cone quadrdtico minimo tém as sequintes propriedades.

(7) As hipersuperficies sio mergulhadas;

(12) As hipersuperficies interceptam o cone quadrdtico minimo uma unica

vez € se aproxima arbitrariamente do mesmo.

Demonstragao. (i) Como as hipersuperficies sao do tipo topolégico
S™m=1x §m=1 x R e interceptam o cone quadratico minimo obtem-se que suas curvas
geratrizes pertencem a familia {@)(s)}, A > 0. Pelo lema 5.2 as curvas @), sao mer-
gulhadas. De onde se segue que as hipersuperficies consideradas sao mergulhadas.

(12) Como pelo lema 5.2 a curva @) corta a reta r = y uma tnica vez e

€ assintética a mesma quando s tende a +00 ou a —oo tem-se (7).



6 SOLU(}()ES QUE PASSAM PELA ORIGEM
DO R?m

O objetivo desta segao é demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 6.1 Seja M*™~1 uma hipersuperficie minima do R*™ invariante por
SO(m) x SO(m) € que passa pela origem do R*™,m > 2. Entao M*™~1 € o cone

quadrdtico minimo:
C={(X,Y)€e R™ x R™;|X|* = |Y[*}.
O ponto crucial desta demonstragao esta contido no seguinte resultado.

Lema 6.2 Se 2(s),y(s) sdo fungoes analiticas reais que salisfazem (2) com z(0) =
y(0) = 0. Entio x(s) = y(s) = Ls.

2

Demonstragao. Como z, y sao fungoes analiticas com z(0) = y(0) = 0,

entao (veja [5],pagina 72)

o0

E(&) = Y_ 68", y(s) = Z bys™;

n=1 n=1

Estas séries podem ser derivadas termo a termo, obtendo-se:

Segue-se que

= (Z (ln+1$n) (Z(n -4 1)(1n+1371)
) —
— bZ (Z (k+1) UL+1“ Uy_k418" k)
k=0
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Analogamente,

o0 n-1
z(z 4 Dbiaabs ) &

=0
Portanto
zz' —yy' = (a —b)s+ (2 (k 4+ 1)(ar4+1an-k — bi41bn- k)) s (12)
n=2 \k=0

Além disto, como

oo
" =Y n(n—1)a,s"?,

n=2
tem-se:
By = (Z n(n — l)ans”-z) (Z nbns"’]>
n=2 n=1
= (Z(n +2)(n + 1)an+23") (Z(n — l)bn+1s“)
n=0 n=0
= Z (Z(k +2)(k+1)(n—Fk+ l)ak+2bn_k+1) g
n=0 \k=0
Analogamente
'y = Z (Z(A +2)(k+1)(n—k+ ])bk+2an_k+1) s"
n=0 \k=0
Portanto

gy —2'y" =" (E(}f +2)(k+1)(n =k + 1)(aks2bn—r+1 — 0n—k+1bk+2)) s"

n=0 \k=0

' (13)
Fazendo
n—1
Ch = Z(k ot 1)(ak+](ln—k - bk+lbn—k)~n 2 2-,
k=0
d; = Z(l\ +2)(k 4+ 1)(n — k4 1)(ar42bn—k41 — bkg2ay—r41)
k=0
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podemos reescrever (12) e (13) como

o0
za' —yy = (al—=0b})s+ ) cus",
=0

:I,ﬂy/ _ Ilyll == Z dnsn.

Vamos agora calcular o segundo termo de (2). Observando-se inicialmente que

oy = (i ans") (i bns")
n=1 g=1
52 (f: (ln_’_]“in) (Z bn+18n)
n=0

n=0

o0 n

2 T

= s’ ) an-j1bj41 ] s
n=0 \j=0

n
€n = ZG7L—j+1bj+l’n Z 0-,
i=0

e fazendo-se
tem-se:

Segue-se dai e de (14) que :

.Ty(.l'”yl . :l'ly") - 8.2 (Z Cn5n> (Z dnsn

oo n
: = Z <E (11(”_,') 5"+2
n=0 \:=0
o] n—2
= Z ( d,(‘n_,_gSn) .
n=0 \71=0

De (2) tem-se

(2’ —yy")(m — 1) + ay(a"y — 2'y") =0

Logo, por (14) e (16), obtem-se

(16)



oo n—2

(m—1)(a2 —b)+ > [(m—1)ca + Y di€niz]s" =0,m > 2. (17)

n=2 1=0
Fazemos agora, uso do método de indugao sobre os coeficientes,para con-

cluimos a demonstragao. E claro, pela expressao acima que a; = b;.

Supondo que

a==b, [=1,..n—1,

tem-se

Akt2biok1 — @ickyobiia =0

quando: =0,1,....n—2e k=0,1,....,n — 3.
Dai

n—2

E dien_i_2 = n(n — 1)a*(a, — b,)

1=0

en = (n — 1)ay(a, + bn).

Por (17) tem-se:
ar[(m = 1)(n 4+ 1) = n(n - 1)a?](a, — b,) = 0.

De onde decorre que

o

Isto prova que z(s) = y(s) e dai o resultado.

Demonstragao do teorema 5.1. O fato que toda hipersuperficie
minima do R*™ é analitica implica que sua curva geratriz é analitica. Portanto,
como & hipersuperficie passa pela origem de R*™, tem-se que as funcoes coorde-

nadas de sua curva geratriz estao nas condi¢oes do lema 5.2. Assim a curva geratriz

¢ dada por

e a superficie correspondente a esta curva ¢ o cone quadratico minimo.
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7 APENDICE
Proposigao 7.1 Secja y(s) = (z(s),y(s)), uma curva solugdo de (2). Se
I(s) = [2(N" () € J(s) = [y()" ' (s).

Entao tem-se as sequintes equagoes bdsicas para I € J :

dl gL [gf]e
E = (Tl'l = 1)———
dJ _ y" 'y’
P

Demonstragao. Como z’ = cosf e y’' = senf, tem-se:
Y
7" = —0'senf = 0'y’, y" =6 cosf =0'x".
De onde decorre que

y’.T” = —6,[yl]2, .T’y” = 0,[1"]2.

Subtraindo-se membro a membro as igualdades acima, observando-se que z24y? =
1 e que z,y satisfazem (2) obtem-se:
(m—1)2" (m-=-1)y

0 = 2'y" — o'z = o
y Y y .

Segue-se dai que

dl
' _(E = (,,,n o 1)1_771——2113/1 + J,'m—lyll
— 1 "
_ gmelg [(ﬂ_ly_ N y_,]
H T
R (LT
T




Analogamente,
dJ m—1[,12
— =(m- ])y_i]_.

ds

Corolério 7.2 I ¢ J sdo fungoes nao decrescentes, se > 0, y > 0.

Lema 7.3 Scja A uma matriz complezas (respectivamente real). Se X € um valor
J p p

proprio complexo (respectivamente, valor proprio real) de A ¢ v € um vetor proprio

correspondente, entio o(t) = e v € uma solug¢ao da equagio complera (respectiva-

mente real) de

' = Az.

Demonstragao: Como Av = Av, tem-se

(1) = AeMv = A(eM) = A(p(1))-

Proposicao 7.4 Se a matriz compleza (respectivamente real) A de ordem n X n
tem valores préprios compleros (respectivamente reais) A, Az, ..., An € v1,V2, ..., Vp
sdo vetores (proprios) linearmente independentes tais que Av; = A\v;, entao @i(t) =

eMtv;, 1 = 1,2,...,n forma uma base do espago solugao de ' = Ax.

Demonstragao. Pelo lema 7.3 ¢;(t) é solucao de ' = Az.. Como os
v; sao linearmente independentes, os ; sao linearmente independentes. Logo os ¢;
formam uma base do espaco solucao de ' = Az

Observagao 7.1. Seja A uma matriz real, A = a + ¢ um valor préprio
e v = v; + 1v, um vetor préprio de A correspondente a A. Entao 7 = v; — v é um

vetor préprio correspondente a A = a — i3. Pois A\v = Av = A (), por A ser real.

A

Pela proposicao 6.4 ¢(t) = ¢*v e (1) = "o sao solucbes linearmente

independentes da equacao x’' = Ar. Com A considerada complexa. Logo

sao solugoes reais do sistema ' = Ar, com ¢,(0) = v; e p2(0) = v, como equacgoes

reais. Por serem vy, v; vetores do R" linearmente independentes, segue-se que estas
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solugoes sao linearmente independentes. Os vetores vy, v, sao linearmente indepen-
dentes, pois caso contrario teriamos v, = cvy, € assim v = (1 4 i¢c)v; e T = (1 —ic)vy
resultariam linearmente dependentes em C™.
Por exemplo, se A é 2 x 2, tem-se que:
p(t) = elotiB)ty,
= €*(cos Bt + isenf3t)(vy + 1vy)
= ¢€*(cos Bt + isenfBt)v, + ie*!(cos ft + isenf3t)v;

p(1) = elomor
= ¢°(cos Bt — isenPt)v; — 1¢®!(cos Bt — isen3t)v,.
De onde decorre que:

p1(t) = *'[cos(Bt)or — sen(t)uva]

@a(t) = €*[sen(Bt)vy + cos(Bt)vy]

formam uma base do espaco solucao de 2’ = Az. Onde v; + v, é o vetor préprio

associado a A = a + 13, isto é, todo solugao de 2’ = Az pode ser escrita como
e(t) = arpa(t) + capa(l).
Caso Ay e Ay sejam complexos conjugados. Escrevendo, ¢; = pcosw e
C; = psenw, tem-se
o(t) = €*[(coswcos Bt + senwsenBt)v; + (senw cos Bt — cos wsen3t)v,)
¢ = €*'p[cos(w — ft)v; + sen(w — B1)].
Proposigao 7.5 Scja M?*"~1 wuma hipersuperficic do R*"!invariante por

SO(m) x SO(m). Entao M?*"=! tem curvatura média constante sc, € somentc se,

7(M?*™=1) € uma solugao da sequinie equacao:

4 !
'y —y'2" = (2m - 1)h + (m —1) (‘I— = y_) .
y o«
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Demonstragao. Seja {v;,v;} a base canénica do R?. Considere a curva

p(s) = z(s)vy + y(s)vz, onde z(s), y(s) 2 0.
Seja €, (th14---s tm-1)}0 {¢,(tmy .., uzm—2)} parametrizagoes de esferas

unitarias. Se

X(s,uy,..clom—2) = x(8)€(us, ..., Up—1)V1 + Y(8)C (U ooy Uam—2)V2.

tem-se que
m—1 2m—1
dX = (2'€vy 4 y'Cva)ds + 7 Y Gvrdui +y Z (jvadu;.
=1 j=m

De onde decorre que
s =dX -dX = (2% + y?)d*s + 2*d*0r + yid*o,,
onde d?o denota a métrica da esfera unitaria. Além disto tomando-se
N = —y'€v; 4 2'Cvy,

verifica-se que N é um vetor normal a M?"~1.

Sendo

m-—1 2m—1

dN = (—y"€vy + 2"Cvy)ds — y' Y &vrdu; + ' > Grady;
i=1 j=m

tem-se que
dX -dN = (—y"z' + 2"y )d*s — xy'd*oy + a'yd’ o,

e desta forma

y"a" _ J.//y/

2 4 y.2
‘ /
kk = =, i=1,....m—1;
/
z .
k; = ——, 3=m,...,2m—2.
De onde vem que
o Nt ! J
' — 2"y Yy a
(2m — 1)k = 2———— +(m—-1)=—(m—-1)—.
7?4 y? z y
Concluindo assim a proposigao.
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