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-
1ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI N T R O D U Ç A O

Este trabalho tem como base fundamental o estudo feito porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAHilário Alencar [1],

sobre hipersuperfícies mínimas do R2m, invariantes pela ação canônica do grupo

SOem) x SOem). Nós reescrevemos este estudo, enriquecendo-o com detalhes e

generalizando, em alguns casos, resultados ali expostos.

Usamos os métodos da geometria equivariante [3] para descrever aquelas

hipersuperfícies através do estudo de suas curvas" geratrizes" no espaço de órbitas

R2m\G. O qual pode ser representado por:

7r(R2m)srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= {(x, y) E R2; x 2:: O, y 2:: O},

onde 7r-:xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH" X H" -+ R2 é definida por 7r(X, Y) = (IXI , IYI).

Existem curvas" geratrizes" de três tipos:

(a) As que têm uma extremidade no eixo x > O ou Y > O;

y

c 'a:::

(b) As que não têm extremidades;

••••

y

o a:,
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(c) que extremidades na origem.

",srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y

'to

As curvas, do tipo (c), correspondem a hipersuperfícies mínimas que

passam sobre a origem dozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR2m e têm uma única singularidade neste ponto. Este

caso pode ser completamente caracterizado pelo seguinte resultado:

TeoremaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 .1 Seja M2m-I, m 2:: 2, uma hipersuperfície mínima do R2m, invariante

por SO(m) x SO(m) e que passa pela origem. Então M2m-1xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé o cone quadrático

mínimo

c2
m-1 = {(X, Y) E Rm x Rm; IXI2 = IYI2}.

•
Nos casos (a) e (b) as hipersuperfícies são regulares. Sendo que no caso

(a), M é topologicamente do tipo H" x Sm-I e no caso (b), M é do tipo topológico

de um cilindro sobre sm-I X Sm-I.

Para m = 2,3 o teorema seguinte dá uma completa caracterização das

hipersuperfícies relacionadas com os casos (a) e (b).

Teorema 1 .2 Seja M2m-I, m = 2,3,~uma hipersuperficie completa e mínima do

R2m\{o} invariante por SO(m) x SO(m).

(a) Se M2m-1 é do tipo topológico.fl"1 x s=:' então M2m-1 é mergulhada;

(b) Se M2m-1 é do tipo topológico.de um cilindro sm-I X sm-I X R então

M2m-1 se auto-intercepta infinitas' uezes (isto é, o conjunto intersecção tem infinitas

componentes conezas}.

Além disto, seja no caso (a) ou no caso (b) a hipersuperfície intercepta

o cone quadrático mínimo fora de qualquer compacto e se aproxima arbitrariamente

deste cone.
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Apresentamos abaixo os esboços das curvas geratrizes do teorema acima.

figura (a) e (b) correspondem aos casos (a) e (b) respectivamente.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y y

osrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~

(qJ

c A::.

(b)

Para m ~ 4 e M2m-l do tipo topológico H'" xxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAs=>, Hilário Aleticar

[2] demonstrou o seguinte resultado: As hipersuperfícies completas e mínimas do

R2m\{o}, invariantes por SO(m) x SO(m) com tipo topológico Rm x s=:' têm as

seguintes propriedades:

(i) As hipersuperfícies sâo mergulhadas;

(ii) As hipersuperfícies folheiam R2m menos o cone quadrático mínimo.

Em particular, as hipersuperfícies são estáveis.

Neste trabalho, consideramos as hipersuperfícies M2m-l, m ~ 4, do tipo

topológico sm-l x sm-l x R e demonstramos o seguinte:

Teorema 1.3 As hipersuperjicies completas e mínimas do R2m\{o}, inoariantes

por SO(m) x SO(m), com tipo topológico s-:: x s=:' x R e que interceptam o

cone quadrático mínimo têm as seguintes propriedades:

(a) As hipcrsuperjicies são mergulhadas;

(b) As hipersupcrjicics interceptam o cone quadrático mínimo uma única

vez e se aproxima arhiirariam entc do mesmo.

As curvas geratrizes associadas a este tipo de hipersuperfícies têm as

propriedades esboçada na figura abaixo.
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á organizado como se segue. Na seção 2 definimos a

noção de curva ~geratriz- associada a uma hipersuperfície doxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBARzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2m invariante por

O(m) À SO(m). Se mínima, esta curva satisfaz a seguinte equação diferencial de

segunda ordem (proposição 7.5):

x'(S)y"(S) - x"(s)y'(s)srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= (m -1)[(X'(S))2 + (Y'(S))2] (:'((;1 - ~i:?)· (1)

Em seguida, usando uma idéia de Bombieri, De Giorgi e Giusti [4], introduzimos

parâmetros rp e () (veja equação (4)), nesta equação, que são invariantes por homote-

tias

x(S) -7 ÀX(s),

y(s) -7 ÀY(s),

onde À > O. Isto transforma o estudo da equação (1) no estudo de um campo de

vetores (equação (9)) no plano aib,

Na seção 3 caracterizamos as singularidades deste campo de vetores,

analisamos o seu comportamento ao longo de alguns segmentos de reta e fazemos a

descrição de suas trajetórias. Distinguimos dois casos: m = 2,3 e m ~ 4. O primeiro

caso foi completamente resolvido pelo Hilário em [1]. O segundo foi estudado,

inicialmente, por E. Bombieri, E. de Giorgi e E, Giusli em [4] e é complementado

neste trabalho. Mostraremos que os pontos singulares no primeiro caso são: sela e

foco e no segundo são: sela e nó.

Na seção 4 consideramos as hipersuperfícies mínimas do R4 e J?6. Inici-

amos com um resultado que relaciona as trajetórias deste campo com as soluções de

(1). Em seguida provaremos que as suas trajetórias que iniciam em ponto de sela e

terminam em ponto de foco estão relacionadas com as soluções do tipo (a). Usando

o fato ,que tais curvas satisfazem a equação diferencial (1) provamos que tem as

propriedades expressas pela figura (a). Analogamente, as trajetórias que começam

e terminam em ponto de foco estão relacionadas com as soluções do tipo (b). Neste

caso, nós primeiro consideramos os pontos de intcrsccção das trajetórias do campo

com as retas a + V' = 2krr e V' - a = (2j + 1)71, k e j inteiro. Mostramos que

tais pontos de intcrsccçào corrcspoudcrn a máximos c mínimos do ângulo do vctor

posição da curva geratriz com respeito ao eixo dos x (proposição 4.3). Em seguida,

4



usando cstasinformaçôes e através de uma rigorosa análise (lema 4.4), provamos

que as soluçóe= do tipo 'b \ se auto-interceptam.srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

.va seção 5 tomamos as hipersuperfícies doxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBARzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2m\{o}, m ~ 4. Mostramos

que as soluçôes Q.,\ do sistema (1) relacionadas com Q' (lema 3.8) têm as propriedades

expressas pela figura (c) e dai demonstramos ° teorema 1.3 .

.Taseção 6 tratamos o caso em que a hipersuperfície passa pela origem

do R2
m. Neste caso, usamos série de potências para estudar (1) e provamos que a

única solução que passa na origem é a semi-reta x( s) = y( s) ~ o.
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2 P R E L I M I N A R E S

D e f in iç ã o . ( a ç ã o d e u m g r u p o ) .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBADiz-se que um grupozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAG age em uma variedade

diferenciável 111 quando existe uma aplicação tp :xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAG x MsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA--+ M tal que:

~i)Para cada 9 E G a aplicação tp : G x M --+ M dada por tpg(p) = tp(9,P),

P E 111,é um difeomorfismo, e tpe = identidade;

(ii)Se 91,92 E G, tp9j92 = tp9jtp92'

Se G age em 111,esta açào determina uma relação de equivalência rv em

M definida por: P1 rv P2 se, e só se, P2 = tpg(pd, para algum 9 E G.

Seja SO( m) o grupo das matrizes ortogonais m x m. Considere G =

SO( m) X SO( m) agindo de maneira canônica sobre H" x Rm . Sabemos, da álgebra

linear, que para todo A E SO(m), IA(X)I = IXI. Assim a órbita desta ação pelo

ponto (X, Y) E H" x Rm é dada por sm-1(IXI) X sm-1(IYI), onde sm-l(IXI) denota

a esfera do H" de raio IXI , ou seja, os elementos do espaço quociente R2m /G são

produtos de esferas. Podemos identificar R2m /G com

r = {(x, y) E R2; x 2: O, y 2: O}.

Esta identificação é feita usando a função

7r : H" x H" --+ R2
,

definida por 7r(X, Y) = (IXI ,IYI). Observe que 7r o G = n , ou seja, 7r é constante

nas órbitas de G e portanto ela define-uma aplicação

7r : R2m / G --+ r

a qual' é 1 - 1 e sobre.

Se JI12m-l é uma hipersuperfície do R2m invariante por SO(m) x SO(m).

Então 7r(1I12m-1) é uma curva TI em r. Se M2m-l é invariant c por G e regular, a

intersecçâo de TI com o bordo de r é ortogonal (veja página 32).

Por analogia com as hipersupcrfícies roí acionais do R3 chamamos a curva

TI de curva gerat riz da hipersuperfície 1I12m-1.
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o-se TI pararnetrizada pelo comprimento de' arco ternos. de

acordo com a proposição 7.5. que a hipersuperfície M2m-l invariante por G é mínima

e. e só se: sua curva geratriz satisfaz a seguinte equação diferencial de segunda

ordem:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x'(s)y"(s) - x"(s)y'(s)srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= (m _ 1) (x'(s) _ y'(s))
y(s) x(s) .

(2)

Observa-se facilmente que: Se a curva (x(s),y(s)) é solução de (2) então

a curva (y(s),x(s)), que é sua simétrica em relação a diagonal x = y, é também

solução de (2); A curva (x(s),y(s)), com x(s) = y(s), é solução de (2). Esta curva

gera triz está associada a hipersuperfície mínima que tem singularidade na origem

doxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR2m, a qual será representada por:

c = {(X, Y) E te: x ti», IXI2 = IYI2
}.

Chamaremos C de cone quadrático mínimo.

Definamos, os parâmetros, r.pe () por:

x(s)
cos r.p(s) = d( s) ,

y(s)
senr.p(s) = d(s)' cos()(s) = x'(s), sen()(s) = y'(s), (3)

onde d(s) = V[x(s)j2 + [y(s)j2.

Segue-se dai que:

tgr.p(s) = senr.p(s) _ y(s)
cos r.p(s) - x( s)'

tg()(s) = sen()(s) _ y'(s)
cos()(s) - x'(s)'

ou seja,

(
y(S))r.p(s) = arciq - ,
x(s)

Usando-se (3) e (4) tem-se

(
y'(s))

()(s)=arctg x'(s) . (4)

, J..2d($) (SCT/()COSr.p - cos()scnr.p) sen(() - r.p)r.p - - ---'---~
- d2(s) :z.2 - d(s) . (5)

Como 17 satisfaz (2) obtem-se de (4) c (3) que

7



m -} (6)

ando-se (5) e a expressão acima deduz-se quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- 2(m -1)<p' cos(OsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ <p) + O'sen(2<p)sen(O - <p) = o. (7)

Definamos parârnetros U e 1/' por

0- 3<p

O+<p

7r

U - 2'
7r

'I/; + 2·

(8)

Segue-se e dai que

<p
'I/;-U+7r

4
3'1/; + U + 7r

4
o

Substituindo estes valores no primeiro termo de (7) obtem-se:

(
1/,' -xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAU') 7r

-2(m-l)<p'cos(<p+O) = -2(m-1) 4 cos('I/;+2)

1

~(m - 1)('1/;' - u')sen1/;.
2

Além disto, como

=sensl:
7r

cos( 'I/;+ 2)

cos(O + <p)

cos(O - 'P )cos2<p - sen (O - 'P )sc n2<p

e

n
senu = sen(O-3<p+-)

2
cos( (O - <p) - 2<p)

cos( O - 'P) cos 2<p + SC11 (O - 'P )scn2<p

tem-se que

S(11U + st.Tn/' = scn(2..p)sC77(O _ <p).

8



Assim. ~~undo termoZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAd e ( I ) é igual azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

~(3V'srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ a')(scn~' + scna)

Por (7) obtem-se

(m - 1)(~,' - a')scm/' + ~(3'l/J' + a')(scn~' + scna) = O

(m - l)'l//scn'ljJ - (m - l)a'sen'l/J + ~'l/J'(sen'l/J + seria) + ~a'(sen~' + sena) = OEDCBA
4 4

'ljJ'[(m - l)sen'ljJ + ~sen'ljJ + ~senal + a'[-(m - l)sen'ljJ + ~sen'ljJ + ~senal = O.
4 4 4 4

E dai o seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias:

da

ds
d'ljJ

ds

3 3
-2sena -xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(2(m - 1) + 2)sen'ljJ,

1 1
-sena - (2(111. - 1) - - )sen'ljJ.
2 2

(9)

Como é usual vamos interpretar este sistema como um campo de ve-

tares do qual desejamos conhecer suas órbitas.

9



3 E S T U D O D O S I S T E M A ( 9 )

3 .1 C a r a c t e r iz a ç ã o d o s p o n t o s s in g u la r e s

D e f in iç ã o :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAUm ponto singular de um campo vetorialxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX, de classe C", r ;::::1, chama-

se hiperbólico se todos os autovalores dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBADX(p) têm parte real diferente de zero.

D e f in iç ã o : Seja ep] : D]srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA---+ R" e ep2 : D2 ---+ R" os fluxos gerados

pelos campos X] : U] ---+ H" e X2 : U2 ---+ H"; respectivamente. Diz-se que X] é

topologicamente conjugado a X2 quando existe um homeomorfismo h : U1 ---+ U2 tal

que h(epl(t,X)) = ep2(t,h(x)).

Os pontos singulares de (9) são da forma (ep,1/') = (j7r, k7r), j e k in-

teiros. Verificaremos que estes pontos sâo hiperbólicos e dai utilizaremos o seguinte

resultado para caracteriza-los.

T e o r e m a d e H a r t m a n . Seja X : U ---+ R" um campo vetorial de classe

C1 e p um ponto singular hiperbólico. Existe uma vizinhança V de p em U e W de

O em R" tal que X [v é topologicamente conjugado a DX(p) Iw .

..

vv c. 12--Mv

COIJXJe:4f"Ãp

\

~ z: D>< C P ) · ~

z'= X ( ~ )

Pela periodicidade da funçâo seno é suficiente consideramos o caso j, k E

{-I, 0,1}.

10



crevendo o campo de vetores como

3 3srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
X (0-,1.') = (- 2seno- - (2( m - 1) + 2 )sem/', 2seno- - (2( m - 1) - 2 )se11'lI')

e denotando porxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBADX(p) a diferencial de X em p, tem-se que

r [ _? cos O- - (2(m - 1) + g) cos 1/' ]DJí. O- ,- L. <-

(,1/)- !coso- -(2(m-l)-!)cos'IjJ ,

Observamos que, para toda matriz

A = [a11 a12],
a21 a22

com det f. O tem-se: det A(ÀI-A) = (À-a11)(À-a22)-a12a21 = À2-traçoAÀ+det A

e dai que

trA ± v(trAF - 4 det A
À1,À2 = 2

Da observação acima e do fato de que DX(O,O) = -DX(7r,7r) = -DX(-7r,7r) =

-DX(-7r,-7r) = -DX(7r,-7r) =

[
-~ -(2(m - 1) + ~) ]EDCBA_ 2 2

- ! -(2(m-l)-~)

e DX(7r,O) = DX(-7r,O) = -DX(O,7r) = -DX(O,-7r) =

[
~ -(2(m-l)+~)]_ 2 2

- -! -(2(m - 1) -~) ,

tem-se o seguinte:

a) Os autovalores da matriz DX(O, O) sâo:

À1(0,0)
1 - 2111 + Jt;.

2
1 - 2m - Jt;.

2
À2(0, O)

onde 6 = 4m2
- 20m + 17;

b) Os autovalores das matrizes DX(7r, 7r), ])X( -7r, zr], DX( -7r, -7r) e

DX(7r, -7r) são:

1 ]



>'}(":")= >'}(_":") = >.t{-7í,-11") = >'1(7í,-7í) = 2m -]srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+.JE~ ,

>'2(11",11")= >'2(-7í,7í) = >'2(-11",-7í) = >'2(7T,-7T) = 2m -] - .JE.EDCBA
2 '

c) Os aut ovalores das matrizeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBADX(7T,O) e DX(-7T,O) são:

>'1(7T,0) = >'1(-7T,O) = 2,

>'2(7T,0 = >'2(-7T,0) = 2 - 2m;

d) Os autovalores das matrizes DX(O, 11")e DX(O, -7T) são:

>.](O, 7T)= >'1(0,-7í) = 2m - 2,

>'2(0,11")= >'2(0,-11") = -2.

Considerando-se m como um parâmetro contínuo e nâo negativo,

verificam-se que o polinômio

~ = 4m 2
- 20m + ]7

tem raizes ~ ± V2 e que

~ > 0, se m > ~ + V2 ou m < ~ - V2;
~ < 0, se ~ - V2 < m < ~ + V2.
Daqui em diante distinguiremos o caso m :::;3 do caso m ~ 4, pois ~ < °

no primeiro caso e ~ > ° no segundo.

caso 1: m = 2,3. Como 6 < 0, tem-se que:

a) >.](O. O) e >'2(0, O) são complexos conjugados com parte real negativa;

b) >'1(7r,7r), >'1(-7r,7T), >.](-7r,-7T), >'1(7í,-r.), >'2(7T,7í). >'2(-7T,7T),

>'2(-7í, -7T) e >'2(11",-11") são complexos conjugados com parte real positiva;

c) >'d7í,O), >'](0.7r), >'1(-11",0),xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA)\](O,-r.), >'2(7r,0), >'2(0.7r). >'2(-71,0) e

>'2(0. -7r) são reais e distintos de zero com >.J i- >'2'

Além disto, como toda solução de x' = DX(p);r pode ser escrita na forma

(observação 7.]):

]2



o.co- ....:xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt)r]srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ s(n(w - pt)1'2]zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAse À2 = >:1 = o - l,3. com

::J:- O. Onde I' = t· ] ...!.. ir2 é o vetor próprio associado a À];

ii) y(t) = c]eÀltv1 + C2fÀ2/'V2, se À] e À2 sâo reais e distintos de zero com

À1 =/:- À2. Onde VI e V2 são os vetores próprios associados a À1 e À2, respectivamente.

Teremos que:

a) (O, O) é um ponto de foco est.ável do sistem> x' = DX (O, O)x;

b) (O, O) é um ponto de foco instável dos seguintes sistemas: x'

DX(7r,7r)x, x' = DX(-7r,7r):r, x' = DX(-7r,-7r)x e x' = DX(7r,-7r)x;

c) (O, O) é um ponto de sela dos seguintes sistemas: x' = DX( 7r,O)x,

x' = DX(O,7r):r, x' = DX(-7r,O)x e x' = DX(O,-7r)x.

Decorre dai e do Teorema de Hartrnan que:

a) (O, O) é um ponto de foco estável de (9);

-11"

'yJ

tr Õ

tr

-'Ir'

(9);

b) (7r,7r), (-7r,7r), (-7r,-7r) e (7r,-7r) são pontos de focos instáveis de

y;

".

-tr o

-ti"

rr cr

13



.1.):zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(-7í:O) e (O.-1í) são pontos de seja do sistema (9).

osrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
C'

números reais com:

Caso 2: m 2 4. Como ~ > O, e V ~ < 2m - 1 tem-se que ),1 e ),2 sâoxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a) '\2(U,U) < À1(U,U) < U;

b) )\)(b.,j7í) > ),2(kl.,jil) > 0, k, j E {-1, 1};

c) ),1(-7r,O) = ),l(-7r,O) > ° > ),2(7r,O) = ),2(-7r,O);

d) ),1(0,") = ),1(0,-7í) > ° > ),2(0,7í) = ),2(0,-7í).

Neste caso como toda soluçâo de x' = DX(p)x pode ser escrita na forma

(observação 7.1)

r.p(t) = c] e>'ltv] + C2tÀ2tV2

tem-se que:

a) (0,0) é um ponto de nó estável do sistema x' = DX(O,O)x;

b) (O, O) é um ponto de n 'o instável dos seguintes sistemas: ;1."

DX(1í,7r)x, x' = DX(-7r,7r)x, x' = lJX(-7r,-7r)x e x' = DX(7r,-7r)x;

c) (0,0) é ponto de sela dos sistemas: 1-' = DX(r.,O)x, x' = DX(O,r.)x,

x' = flX(-7r,U)x e r' = DX(U,-7r).

Dai e pelo Tcorcma de Hartrnan, tem-se:

a) (U,U) é um ponto de nó estável de (9); Além disto, se E} c E2 sào

as ret as geradas por VJ c V2, respectivamente. Afirmamos que: Se CJ =f 0, a reta

tangente à trajetória tende a reta E], quando t --t +00. De fato, se t --t +00,

C ("\21 C ('\2-À))1

_2 2 --t °
c] (>'11 - c] ,

14



pOIS À~ -ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAÀ )srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< ..,. c) = O as soluções sâo as serniret.as dexwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAEzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2•

VI

-7(

rr

~z.

=Ej.

r

b) (7r,7r), (-7r,7r), (-7r,-7r) e (7r,-7r) são pontos de nó instáveis de (9).

De maneira análoga, ao caso (a), nós podemos mostrar que as retas tangentes às

trajetórias tendem a E2 quando t -+ -00;

/ /~j.

- € c :

-'TT'

e e

c) (7r,O), (O,7r), (-7r,O) e (O,-7r) são pontos de seja do sistema (9).

tp

-i1' o õ
'Te'



3 .2 C o m p o r t a m e n t o d o c a m p o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

nalisemos o comportamento do campo vetorial emxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa~) determinado pelo sistema (9)

ao longo dos seguintes segmentos:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI} = {(a,1,b);OsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< a < 'Ir,1,b = O}, 12 = {(a,t,b);O <

~, < 'Ir, a = O}, 13 = {(a, 1,b);O < ~, < 'Ir, a = 'Ir}, 14 = {(a, 1,b);O < 1,b = a < 'Ir},

15 = {(a,1,b);O <~, = % < %} e 16 = {(a,~));O < 1,b = -% + %}.

Ao longo de I}, tem-se

da

ds
d1,b

ds

3
--sena < O,

2

1
2sena> O.

De onde decorre que
d~, 1

da --3

Ao longo de 12, tem-se

da

ds
d1,b

ds

3
-(2(m - 1) + 2)sen1,b < O,

1
-(2(m -1) - -)sen1,b < O.

2

De onde decorre que

d~, _ 4(m - 1) - 1

da - 4( m - 1) + 3·

Desta forma
d~, 3
- = - se m = 2·
daEDCBA7' ,

d1,b 7
- = - se m = 3'
da 11 ' ,

1 d1,b
"2 < da < 1, se m ~ 4.

Pois neste caso: m - 1 ~ 3 {:} 4(m - 1) ~ 12 > 5 {:}8(m - 1) ~ 4(m - 1) + 5 {:}

8( m - 1) - 2 > 4(117 - 1) + 3.

Ao longo de 13, tem-se

da 3
-d = -(2(m - 1) + -)Scn~l < O,

,<; 2

]6



dVsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- = -(2(m -1) -xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-)sen.,p < O.
dsEDCBA 2

De onde vem que

d.,p 4(m - 1) - 1

dO" = 4(m - 1) + 3'

De maneira análoga ao caso do 12, obtem-se que

d.,p 3

dO" = 7'
se m = 2;

d.,p 7

dO" = li'
se m = 3;

1 d.,p

2 < dO" < 1,

Ao longo de 14, tem-se

se m ~ 4.

dO"
ds = -(2( m - 1) + 3)sen.,p < O,

d1jJ
- = -(2(m - 1) - l)sen.,p < O.
ds

Dai decorre que

d.,p 2(m - 1) - 1

dO" = 2(m -1) + 3'

Desta forma

d.,p. 1~'\.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

do - 5' se m = 2;

d.,p 3

dO", = -7'
se. m = 3;

1 -, d.,p
2 < dO" < 1, se m ~ 4.

Onde a última afirmação decorre das seguintes equivalências: m - 1 ~ 3 {:} 2(m -

1) ~ 6 {:}-2(m - 1) :s; -6 < -5 {:}-4(m - 1) < -2(m - 1) - 5.

Ao longo de 15, tem-se

17



3 3
- =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA--.'En:l~ - (2(m -1)srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ -)sen'lj; = -sen'lj;[3cos'lj; + 2(m -1) + -] < O

2 2

d'lj; 1 1 1
- = -sen2'1j; - (2(m - 1) - - )sen'lj; = -sen'lj;[- cos'lj;+ 2(m - 1) - -] < O.
ds 2 2 2

De onde vem que

d'lj; 2(m -1) _! - cos'lj; 2(m -1) - ~
_= 2 > 2 >1,
da 2(m -1) + ~+ cos'lj; - 2(m -1) + ~

para m ~ 4.

Ao longo dexwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA16, tem-se que sena = sen( 1r - 2'1j;)= sen2'1j; = 2 cos 'lj;sen'lj;.

De onde vem que

dO'

ds
d'lj;

ds

3
-(3cos'lj; + 2(m -1) - 2)sen'lj; < O,

1
(cos'lj; - (2(m -1) - 2)sen'lj; < O,

Proposição 3.1 .~ = 1 se, e somente se, O' + 'Ij;= 2k1r ou 'Ij;- O' = (2j + 1)1r, k e

j inteiros.
•

Demonstração.

d'lj; = 1

dO'

equivale a

3 3 1 1
--senO' - (2(m - 1) + -)senJ) = -senO' - (2(m - 1) - - )sen'lj;

2 ,2 2 2'

ou seja,

senO'.::+-sen'lj; = 'O {:} setur = sen( -'Ij;).

Onde sabemos, que a última igualdade ocorre se, e somente se, O' + 'Ij;= 2k1r ou

'Ij;- O' = (2j + 1)1r, k e j inteiros.

De acordo com o estudo acima, tem-se o seguinte esboço do comporta-

mento do campo (9).

18
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~ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 .3 D e s c r iç ã o d a s t r a j e t ó r ia s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Estudaremos agora as trajetórias do campo vetorial determinado pelo sistema (9).

Começamos observando que toda solução do campo considerado está definida em

toda reta real. Isto decorre do corolário 5, página 211 de [11], pois verificaremos

abaixo que este campo tem a propriedade de quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIX (u, tf;) I < cte, onde esta constante

depende de m.

IX(u,tf;)1
2 9 3 1

-sen
2

u +xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3(2(m -1) + -)senusentf; + [2(m -1) - -)]2sen2tf;
4 ..' . 2 2

111
+-sen

2
u - (2(m - 1) - -2)senusentf; + [2(m - 1) - -]2sen2tf;

4 . ' 2
5 .-
2sen

2
u + (4(m -1) + 5)senusentf; +

3 1
([2(m - 1) + 2]2 + [2(m - 1) - 2]2}sen2tf;

531
< - + 4(m -1) + 5 + ([2(m - 1) + _]2 + [2(m - 1) __ ]2}

222

- ~ ,

19



pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Xosso próximo passo é a demonstração da seguinte proposição.

Proposição 3.2 OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcampo veiorial (9) não possui órbitas periódicas.

Demonstração. Seja

1 2(U) 2(~)V(u,~) = _1__ L\ I t)sen '2 + sen 2" '

ondexwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(u, ~) E (-7r, 7r) X ( .....•.7r,7r). Verificamos que:

i)V(O, O) = 0, V(u, ~) > ° para todo (u, t/J) #- (O, O);

ii)

dV

ds
1 2sen (~) cos (~) !du + 2sen (~) cos (~) !d~

4(m-1)+3 2 2 2ds 2 2 2ds

1 senu da 1 d~

2Mm -1) + 3ds + 2sen~ ds

3sen2u 1 1 1
A(m - 1)+ 3) - r==+ 4senusen~ - 4(4(m -1) - 1)sen2~

(
3sen2u 4(m - 1) - 1 2)

- 4( 4( m - 1) + 3) + 4 sen ~ . •

Desta forma ~~ < ° quando (u,t/J) #- (0,0), isto é, V é uma função de

Liaponov estrita para a singularidade (O, O). Portanto a função s 1----+ V( u(s), t/J(s)) é

estritamente decrescente e conseqüentemente não existe curva fechada em (-7r, 7r) X

( -7r, 7r). Pela periodicidade da função seno temos o resultado.

Existem ainda dois fatos qu~ são óbvios, porém muitos úteis na COllS-

~"

trução do retrato de fase do campo em questão. São eles:

3.3.1. Se (u(~!, tp(s,)) é uma solução do campo considerado, então

(-u(s), -~(s)) também o é;
I •

3.3.2. X(u+7r,p+7r.) ~-X(u,~).

3.3.3. Observação: Decorre da proposição 3.1 que todo segmento da

forma

{(u, t/J)P7r < ~ = a + (2q + 1)7r < (p + 1)7r},

com p e q inteiros, é solução de (9).EDCBA
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\jIsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r

-zjrzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Daqui em diante existe distinção entre as soluções do campo (9) quando

considerado com m = 2,3 ou m 2:: 4. Desta forma, estudaremos estes dois casos

distintamente.

Caso 1: m = 2,3.

Iniciaremos mostrando·a existência de uma solução saindo de (7r, O) e

chegando em (O,O). Para isto necessitaremos do seguinte resultado de E.D.O. que

foi retirado de [11], páginas'"294 ~ '295.

Seja X : U -+ R:" (U ç lr', aberto) um campo de vetores. Um subcon-

juntozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASeU é invariante por X, se x E S implica que c,o(t,x) E S para todo t E R,

onde c,o denota o fluxo de X.ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

D e f in iç ã o : Ws = {x E Ujc,o(t,x) -+ S, quando t -+ -l-oo] e Ws = {x E

Ujc,o(t,x) -+ S, quando t -+ -oo}.

Definição:Seja p um ponto singular hiperbólico de um campo vetorial

21



x.nama-se índice de estabilidadezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi(p) ao número de valores próprios de DX(p),

contando suas multiplicidades, que tem parte real negativa.

Teorema 3.3 (Variedades estáveis e instáveis). Seja psrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAum ponto singular

hiperbôlico de um campo vetorial de classexwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAO, em ~um aberto do JlA. Existe uma

vizinhança V de p tal que:

1) W;(X [v) = {x E Vj para todo t ~ O,c,o(t,x) E V}j

2) WpU(X [v) = {x E Vj para todo t ~ O,c,o(t,x) E V};

3) W;(X Iv) é uma subvariedade de classe O e dimensão igual ao índice

i(p) de estabilidade de p. O espaço tangente de W;(X Iv) em p coincide com E$,

espaço estável de A = DX(p)j

4) W;(X lvl é uma subvariedade de classe a e dimenção n - i(p). O

espaço tangente de W;(X [v) em p coincide com EU, espaço instáve~ de A = DX(p).

Lema 3.4 Seja m = 2,3. Existe uma curva integral/( s) no plano ut/J do sistema

diferencial (9) com as seguintes propriedades:

(i) /(-00) = (11",0), /(+00) = (O,O)j

(ii) As retas a = 0, t/J = ° .a = t/J e a = -t/J interceptam uma infinidade

de vezes a curva /.

Demonstração. Do estudo feito em 3.2 e do resultado 3.3.1 tem-se um

esboço do comportamento do campo ao longo dos segmentos 10 = {(u, t/J)j ° < t/J =

a + 11"< 11"}, 11, 12, 16 e sobre os segmentos que são simétricos a estes em relação a

origem: lã, 11, I:; e 16.EDCBA
~'
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ft'
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gora, sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE8 (7r, O) e EU( 7r, O) são os subespaços associados ao autova-

lores negativo e positivo, respectivamente, de DX(7r,O), no ponto singular (7r,0).

Observando-se que o coeficiente angular de EU( 7r, O)srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé igual a - 4(m~I)+3' i(7r, O) = 1 e

usando-se o teorema 3.3, tem-se uma solução, que indicaremos por, com as seguintes

propriedades: , está contida emxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAW(~,o>,,( -00) = (7r, O) e o segmento inicial de ,

está entre II e 16' Onde a última afirmação decorre da inclinação de EU( 7r, O). Além

disto, pelo comportamento do campo (veja figura anterior) , permanece na região

R limitada por 16, {(u,t/J); i ~ tP ~ 7rjU = O},/o,li, {(u,t/J)j -'Ir ~ tP ~ -ijU = O} e

10·

1(

(Tr/O)

Nós desejamos provar que ,(+00) = (O, O). Já é do nosso conhecimento

que não existe solução fechada em R (proposição 3.2). Por outro lado, como os
I

coeficientes angulares de E~(O,'Ir), E8(-7r,0), EU(O - 7r) e ES('Ir,O) são iguais a 1

e os coeficientes angulares de E8(0,7r), EU(-7r,O), E8(0,-'lr) e EU(7r,O) são iguais

a -., 21)+3' temos, pelo teorema das variedades estáveis e instáveis (teorema 3.3),

que as únicas soluções contidas em R e nas variedades estáveis e instáveis dos pontos

(O, 7r), (-'Ir, O), (O, -'Ir) e (7r, O) são 10,/0,' e ,-. Mas, pelo teorema da separação de

- Jordan.]?], não pode se acumular em 10, 10 ou ,-. Logo usando o teorema de
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poineGIé-Bencixon ({1l~,página 248) temos que /,(+00) = (0,0) .

.• prova dexwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(ii) segue-se do fato de ser (O,O)um ponto de foco de (9).

-1t
••••zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv

Usando-se o lema acima, 3.3.1, 3.3.2, a observação 3.3.3 e o teorema

de Poincaré-Bendixon, tem-se a seguinte descrição do retrato de fase do sistema

diferencial (9), para m = 2,3.srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r



Em particular existe uma trajetória a no pla.noxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu'IjJ do ca.mpo (9) tal que

0'(-00) = (7r,7r) e 0'(+00) = (0,0).

Caso 2: m ~ 4.

Proposição 3.5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAConsidere a região H, limitada pelos segmentos: hl = {(a, 'IjJ)jsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA° <

o < 7r,.p = O}, h2 = {(a, 'IjJ)j° < 'lj; = o - 7r < Í}, h3 = {(a, 'lj;) j Í < t/J =
-u+27r < 7r}, h4 = {(u,'lj;)jO < a < 7r,'lj; = 7r}, hs = {(u,'lj;)jÍ < 'lj; = u+7r < 7r}

e h6 = {(u,'lj;)jO < 'lj; = -u < Í}' Se p é uma curva integral do sistema (9),

considerado com m ~ 4, e Se = {(u, t/J) EHj'IjJ = o - c. }, -7r < C < it . Então a

intersecção de J.L com Se, para cada C, é vazia ou um único ponto.

Demonstração.

Suponhamos que a intersecção de p com Se, C fixo, seja não vazia e

constituída de dois pontos: Pl = J.L(sd e P2 = p(S2)' Sabemos, pelo teorema do valor

médio, que existe um so, SI < So < S2, tal que

H /
/

/EDCBA

f~
/

//~'6ê'
/ , ." ..ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- 4 f t : 01 h
l

. tr
2 "

~

d~) (so) = 1.
du

h .

,.

Pela proposição 3.1 isto só é possível se 'IjJ(so)-u(so) = (2j + 1)7r, ou

'IjJ(so) + u( so) = 2k7r onde j são números inteiros. O que contradiz o comportamento

do campo ou a unicidade de soluções e provando a proposição.
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Demonstraremos agora um resultado obtido porxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBABombieri, E. De

Giorgi e Giusti ([4], lema 3) sobre a existência de uma solução do sistema difer-

encial (9) com certas propriedades.ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L e m a 3 .6 Seja m ~ 4. Existe uma curva integralh(s)srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= (O'(s), 1/J(s)) , no plano O'T/J,

do sistema diferencial (9) com as seguintes propriedades:

(i) h(-oo) = (71",0), h(+oo) = (0,0);

(ii) ° < T/J(s) < O'(s) < 71", -00 < S < +00;

(iii) As retas T/J = O'- c, ° < c < 71", interceptam h uma única vez para
I

cada valor de c.

D e m o n s t r a ç ã o : Nós primeiro verificaremos a existência de uma curva

integral h satisfazendo (i) e (ii) do lema.

Se T denota o triângulo

O' 71"
T = {(O',T/J);O ~ T/J ~"2 ~ "2}'

com lados lI, 15e 13, tem-se, pelo estudo feito em 3.2, que os vetores tangentes, sobre

um ponto regular da fronteira de T, estão direcionados para o interior de T. Segue-se

que: Se ')'(s) = (O'(s),T/J(s)) é uma curva integral tal que para algum So, ')'(so) ET

então ')'(s) ET para todo s ~ So.

'#I T I

•

o t. •••

o ponto (71", O) é um ponto de sela, donde existe duas curvas integrais

começando e duas curvas integrais terminando neste ponto. As curvas integrais

começando em (71",0) são (veja 3.3.3):EDCBA
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u='I/J+7r,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(O <'I/J<7r),

o = tPsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ 7r, (-7r < tP < O).

Como as outras duas curvas saindo de (7r, O) têm coeficient~ angular - 4(m21)+3 uma

das curvas sai dentro do triângulo T. Dai pela observação anterior a curva 6 está

contida em T e assim verificamosxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(i) e (ii). O item (iii) segue da proposição 3.5.

Pelo lema anterior, por, 3.3.1, 3.3.2 e pela observação 3.3.3 tem-se o

seguinte resultado parcialEDCBA

~Tr

21tZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( j

Estudaremos agora, a existência de soluções saindo do ponto (7r, 7r) e

chegando no ponto (O,O). Demonstraremos a existência de dois grupos distintos de

tais soluções: as que cruzam a diagonal O < o = 'I/J< 7r e as que não cruzam.

L e m a 3.7 Seja m ~ 4. Existe uma curva integral (3 do campo determinado por (9)

com as seguintes propriedadesi

(i) (3(-oo) = (7r,7r), (3(+oo) = (O,O)j

(ii) 0< t/J(s) < u(s) < 27r.

Demonstração. (i) Considere a região L, limitada pelos segmentos

{(u,t/J)jO < t/J < ~,u = 7r}, {(u,t/J)jO < t/J = ~ < ~} e a curva 6. Seja (uo,t/Jo) um
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ponto interior desta região ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf3 a solução do sistema que passa por este ponto, com

f3(so) = (O'o,wo). Sabemos, pela demonstração do lema 3.6, que f3(s) EL para todoxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ssrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> So, de onde segue que f3( +00) = (O, O). Pelo comportamento do campo esboçado

na figura no final da seção 3.2 f3( -00) = (11",11").

(ii) Segue-se do comportamento do campo.

Lema 3.8 Seja m ~ 4. Existe uma curva integral a, do campo determinado pelo

sistema (9), com as seguintes propriedades:

(i) a(-oo) = (11",11"), a(+oo) = (0,0);

(ii) a intercepta uma única vez as retas O' = tP, O' = -tP e tP = -O' + 211",

(O < tP < 11").

Demonstração. (i) Seja (0'0, tPo) um ponto sobre o segmento de reta

° < O' = tP < 11". Consideremos a como sendo a curva integral. do campo com

a(so) = (0'0, tPo). Sabemos (veja primeiro parágrafo desta seção) que a está definida

para todo sER. Pelo estudo feito em 3.2 sabemos que esta curva corta a reta O' = tP

da direita para a esquerda. Usando os fatos acima e a proposição 3.5, chegamos a

conclusão que a(-oo) = (11",11") e a(+oo) = (0,0).
•

(ii) Segue-se por contradição. Se a não interceptar ou interceptar duas

vezes as retas consideradas cortaria pelo menos uma das retas tP = O' - c, duas vezes,

o que contradiz a proposição 3.5.

Tem-se assim o seguinte retrato de fase do campo (9), para m ~ 4.EDCBA
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4 S O L U Ç Õ E S N O R 4 E N O R 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Iniciaremos esta seção provando um lema que transpõe o comportamento das tra-

jetóriasxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(O', 1/;) de (9) sobre o comport.amento das curvas soluçôeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(x,y) de (2).

L e m a 4 .1 Se (x(s),y(s)) é uma solução de (2) e se (O'(s),1/;(s)) é uma trajeiária

de (9) no plano 0'1/;, onde 0', 1/; são determinadas pela equação (8) Então tem-se as

seguintes propriedades:

(i) O' = 'Ir,'I/' = O:::} xsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> O,y = O,x' = O, y' = 1;

(ii) O' = '1/' :::} :r = y; O' = -1/; :::} sp = ();

(iii) O' = 1/; = O :::} x = y > O, x' = y' > O;

(iv) O' = O, O < '1/' < 'Ir :::} Y > x;

( v) O' = O, - 'Ir < '1/' < O :::} Y < x;

(vi) O < l/; < O' < 'Ir :::} O < cp < ~ :::}Y < x.

D e m o n s t r a ç ã o . (i) Fazendo-se O' = 'Ir e 1/; = O em (8) obtem-se

cp = O e ()= ~
2·

Dai e por (3) têm-se

x > O, y = O, x' = O, y' = 1.

(ii) Se O' = 1/; em (8) então

'Ir
cp = 4·

,

De onde vem, por (3), que x = y;

Agora, se O' = -'1/, em (8), verificamos que

2'1/' + 'Ir 3'1/' - '1/' + 'Ir 3~/ + O' + 'Ir
ep- - - -()

- 4 - 4 - 4 -.

(iii) Fazendo-se O' = 1/' = O em (8), tem-se

'Ir 'Ir

cp=- c ()=-.EDCBA

4 4
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· '0 obtem-sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x = ysrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> O e x' = y' > O.xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(iv) Se a = Oem (8) obtem-se:EDCBA

V) 1f

r.p= - + -.
4 4

Como O < 1/J < n , obtem-se:

tgr.p = tg (~ + ~)
1 + tg(~) _ 1 + 2tg(~) = 1 + 2(,

1 - tg(~) - 1 - tg(~)

onde

(=

tg(~)

1 - tg(~r
Usando (4) concluímos que

! = 1 + 2c,
x

ou seja, ;r < y.

(v) A prova é análoga à demonstração do item (iv), observa.ndo-se que

c < O, se -1f < 1/J < o.

(vi) Como 1f > a e V' > O tem-se que

1/J-a+1f
sp = 4 > O.

Usando-se (8) obtem-se que
I

O < a - 1/J = -4r.p + 1f < n ,

ou seja,

1f

O < r.p< -.
4

sando-se a desigualdade anterior e (4) concluímos que
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O<~<l.srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
:1'

o que demonstra o lema.

Dada uma curva integral (3 de (9) representaremos por (3rr a curva integral

do campo de vetores que é a translaçâo de (3 por (7r, 7r).

SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA10 =xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA{(0",1{I);0 < 1{1 = 0"+7r < 7r} e I;; = {(0",1jJ);0 <~, = 0"-7r < 7r}.

Tem-se por (8) que
7r

em 10'fi =-,
2

e

'fi = O, em t;.

De onde vem, por (3), que

x = O, em 10

e

y = O, emt;;.

Reciprocamente, se x = O (respectivamente y = O), tem-se, usando (3), que 'fi

(2k - 1)7r (respectivamente 'fi = k7r), k inteiro. Fazendo-se k = O e usando-se (8)

obtem-se que ~, = O" + 7r (respectivamente 1{1 = O" - 7r). Assim as curvas integrais t; e

10, no plano 0"1{I, correspondem aos semi-eixos Ox e Oy, no plano xy, respectivamente.

Além disto ,- (-00) = (-7r, O) implica que x = O, y > O.

Através das trajetórias, (lema 3.4) e Q descreveremos o comportamento

das curvas soluções de (9), quando m = 2,3.

A trajetória ,(s) corresponde a uma farmlia {'À(s)}, À > O, -00 < s <

+00, de curvas homotét.icas parametrizadas pelo comprimento de arco, no plano

xy, que são soluções de (2). Como pelo lema 3.4 '}'(-00) = (7r, O), tem-se pelo

lema 4.1 que cada curva da família {'À} tem ponto inicial (xo,O), TO I- O, e é

perpendicular ao eixo y = O neste ponto. Portanto pela proposição 1 em [8] a curva

'.\ é completamente determinada pela condiçâo inicial em qualquer ponto da regiâo

{(:r,y);:r> O.y ~ O}. Além disto a curva é analítica.EDCBA
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rajetória 0(8) corresponde a uma famíliaxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA{o>.(s)},zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAÀsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> O. -oc <

~,< -x. de curvas homotéticas parametrizadas pelo comprimento de arco no plano

xy e soluções de (2). Pelo comportamento do campo do sistema diferencial (9)

observamos que a curva a não intercepta 10 U 1;;. Assim a>. não intercepta a fronteira

do 7r(R2m).

Por outro lado, as trajetórias ,;; e '7r sâo translaçôes de ,- e , respec-

tivamente. Portanto para descrever o comportamento das curvas soluções de (2),

com m = 2,3, será suficiente a descrição do comportamento das curvas ,>. e a>..

Começamos analisando o comportamento da curva ,>. através do seguinte

lema.ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L e m a 4 .2 A curva ,>.(s) tem as sequinics propriedades:

(i) ,>. É mergulhada;

(ii) ,'>. intercepta a diagonal x = y uma infinidade de vezes e é assintótica

a esta diagonal.

D e m o n s t r a ç ã o . (i) A curva ,>.(s) = (x(s),y(s)) fica inteiramente de-

terminada pelas condições iniciais

x(-oo) = Xo 1= O, y(-oo) = O, x'(-oo) = O e y'(-oo) = 1.

Pelo corolário 7.2

I(s) = [:r(s)]m-ly'(s)

é não-decrescente. Dai e por (3), tem-se que

[x(s)]m-l ~ [:r(S)t'-18cnO(s) = [x(s)]m-ly'(s) = 1(8) ~ 1(-00) = :r;;'-l,

isto é,

T(8)~J·0.

Similarmente, :r(~) ~ :1"(80) se 8 > So, :r(80) = :1:"0-Y(SO) = Yo- :r'(80) = Oe Y'(So) = 1.
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n

"1CG- 1C) ~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1C(~t»

Além disto, sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx(sd = Xl =I- 0, Y(SI) = Yl =I- 0, X'(SI) = 1 e y'(sd = °
tem-se, pelo corolário 7.2, que

J(s) = [y(s)]m-l:r'(s)

é não-decrescente. De onde segue-se, por (3), que

[y(s)]m-l2: [y(s)]m-l cos O(s) = J(s) 2: J(SI) = [y(sd]m-l.

Assim y(s) 2: y(so), quando s > so. Portanto /A não se auto-intercepta, isto é, IA é

mergulhada.xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y

y (/)) L - - - . - - - - - - .

,
y~Y(l)i) L - .. - ( "ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA• •

~(~i) XC 1:» ~EDCBA
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ii)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAComo a retazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAasrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= V' intercepta uma infinidade de vezes I (lema 3.4)

tem-se, pelo Lema 4.1, que a reta :r = y interceptav, uma infinidade de vezes. Além

disto o lema 4.1(ííí) e o fato de que ,(+00) =I (0,0) implica que z = y, x' = y' > O,

quando s ---+ +00, isto é, ,).. é assintótica a diagonal x = y.

Para caracterizamos o comportamento da curva 0').. necessitamos da

proposição seguinte.ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P r o p o s iç ã o 4 .3 Seja <po ângulo, no plano :ry, do vetar posição da curva 0').. com

o eixo dos x (veja equação 3) então os valores máximos e mínimos locais de <psão

atingidos quando a + EDCBA1/J = 2br ou 1/J - a = (2j + 1)7r, k e j inteiros. Além disto

1/J 7r
<p= "2 + 2'

quando k = O.

D e m o n s t r a ç ã o . Utilizando (8) tem-se que

V' - a 7r
<p=--+-.

4 4

Portanto <p'= O equivale a V"(s) = a'(s). Como

a'
3 3

-"2sena - (2(m - 1) + "2)sen1/J,

1 ]
"2sena - (2(m - 1) - "2)sen1/J,1/J'

tem-se:

1
Zseno + seml'(2(m - 1) - 2(m - 1) - "2) = O,

ou seja,

seria = sen(-v,),

Logo a + V' = 2J..'7r ou V' - a = (2j + 1)7r, onde j e k são inteiros.

Além disto, sendo

~,- a 7r
<p=--+-

4 4
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tem-se. parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl:srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 0, que

'Ij; 'Ir
'fJ = - + -.EDCBA

2 4

Demonstraremos agora algumas propriedades da curvaxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa,\. Como vimos

anteriormente, tal curva não intercepta o bordo do espaço de órbitas.ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L e m a 4 .4 A curva a,\ tem as seguintes propriedades:

(i) 0,\ intercepta a diagonal x = y uma infinidade de vezes e é assintótica

a esta quando s tende a +00 ou a -00;

(ii) a,\ se auto-intercepta.

D e m o n s t r a ç ã o . (i) Como a curva a intercepta a diagonal (7 = 1/' in-

finitas vezes, tem-se, usando o lema 4.1, que a,\ intercepta a diagonal x = y uma

infinidade de vezes.

Usando-se (8) e o fato que 0(-00) = ('Ir, 'Ir) obtem-se:

'Ir 5'Ir
'fJ = - e (J = -,

4 4

quando s ---7 -oo.Segue-se então, por (3) e (4), que

x(s)=y(s) e x'(s)=y'(s) <0,

quando s ---7 -00.

Similarmente, a( +00) = (O,O) implica que

x(s) = y(s) e x'(s) = y'(s) > 0,

quando s ---7 +00. O que demonstra (i).

(ii) Seja

{(7(.52m_1), 'Ij;(s2m-l )}m~] e {f7(8t-l), 1/)(stn-l )}m~l

seqüências de pontos da curva a tais que:

'Ir
"2 < 1/'(sn < l/'(S3) < ... < 'Ir, (7(s2,Jl_]) + 1/,(s2m-l) = 2'1r,
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3;srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt/J(st) > t/J(sj) > ... > 71",

respectivamente. Seja

U(stm_l) + t/J(stm-l) = 271",

{O"(S2m), t/J( S2m)}m~1 e {O"(stm)' t/J( stm)}m~l

seqüências de pontos da curva a tais que:

71"

-"2 < t/J(S2) < t/J(S4) < ... < 0, 0"(S2m) + t/J(S2m) = 0,xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i > t/J(st) > t/J(s!) > ... > 0, O"(stm) + t/J(stm) = 0,

respectivamente.

'.

Transladando-se de (-71", -71") os pontos a(S2m-l) e a(4m-l) obtem-se:EDCBA
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Como

t,{s))srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-Ti < zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA11'(S2) < 1;,{S3) - 1r < ... < ~'(o5211l-1) - 1r < ~'(o52nJ < ... , (10)

~'(s;) > ~)(sn - 1r > ~)(st) > ... > V'(o5;nJ > V'(o5;m-1) - 1r > ....

'1/' - a 1r
c.p= -4- + 4'

tem-se que o valor de c.pé invariante por translação de (1r,1r) dos pontosxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(a, 1/J). Além

disto, sendo

-a(S;m) = 'I/'(s;m)

e

-a(S2m_1) = 'I/'(s2m-1) - 271"

tem-se que

(
s- ) = 1/J(S2m-l) - a(S2m-1) ~ _ 1/J(S2m-1) - 1r ~

c.p 2m-1 4 + 4 - 2 + 4

e

(
+ ) _ ~)(stm) + ~

ip s2m - 2 4·

De onde decorre, por (10), que

1 Ti

c.p(s2m-l) < 2'1/1(S2n,) + 4 = c.p(S2m),

1 71"

c.p(s;n,) > 2V'(S;m-1) - 4 = c.p(s;'n_1)'

(11 )

ou seja,

c.p(S]) < <P(052) < < c.p(s2m-l) < c.p(s2n,) < ... ,

c.p(s;) > <p(si) > > <p(s;m) > <p(S;m-1)····EDCBA
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Vamos mostrar, usando (I 1) quesrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0',\ se auto-intercepta. De fato, consi-

deremos o segmento da curva 0,\,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo,\(s1)O',\(si), que liga os pontos O',\(s1) e o,\(si),

e os segmentos de reta OO',\(st) e OO',\(s]) que ligam a origem aos pontos O',\(si) e

0',\ (sI), respectivamente. Então O',\(sj) pertence ou não ao cone determinado por

estes segmentos.

Y4
V'(/)~JxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

'/Ir •••. ,
~(~~).

y

I /l~V/
~(h3)

CC(~ .•..i) .-...1-"T J\ / ~ J »>:

\.f(h-i) IVrA// \/ ~1X.11)

~

- "-"l'

• --x:.. 01 X

No primeiro caso, usando (11) obtem-se:

cp(sI) < cp(s2m-l) e cp(stm-l) < cp(st),

onde m ~ 2. Usando-se (i), já demonstrado acima, obtem-se o resultado desejado.

No segundo caso, tem-se que

cp(s]) < cp(s2m)'

CP(st,J < cp(sf),

m ~ 1,

m > ')- ~.

Dai f' por (i),já demonstrado acima, obtem-se que 0,\ se auto-intercepta. Isto conclui

o lema.

Apresent amos agora o resultado obtido por Hilário A lc ticar em [1] que

caracteriza, por completo, as hipersuperfícies em questão, no caso m = 2,3.

Teorema 4.5 Seja 1112111
-1, m = 2,3, uma hipersuprrjicic completo e minima de-

R
2
m \ {O}, inuarum!c p01" 80(1'n) x 80(m).

(i) S( 1112111-1 {do tipo topoloqico H'" x snl-l ent ào 1112111
-
1 / m erqulh ada;
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(ii) SE-srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2m-1 ézyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdo tipo topológico de um cilindro sm-l X s=:' X R então

f2m
-
1 se auto-intercepta infinitas vezes (isto é, o conjunto int ersccçiio iem infinitas

componentes cotiezas},

Além disto, nos casos (i) e (ii) as hipersuperficies interceptam o cone

quadrático mínimo fora de qualquer compacto e se aproxima arbitrariamente deste

cone.ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

D e m o n s t r a ç ã o . (i) Como M2m-l é do tipo topológico H'" x s=:>,

tem-se que sua curva geratriz pertence a família {'''P.}' Portanto, pelo lema 4.2(i),

sua curva geratriz é mergulhada e desta forma M2m-l também é mergulhada;

(ii) Como M2m-l é do tipo topológico de R x sm-l X s=:', sua curva

geratriz pertence a família {Ü'>.}. Portanto, pelo lema 4.4 esta curva geratriz se

auto-intercepta. Assim M2m-l se auto-intercepta.

O fato que M2m-l intercepta o cone quadrático mínimo fora de qualquer

compacto e se aproxima deste cone segue-se do lema 4.2(ii) e do lema 4.4(i).EDCBA
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5ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS O L U Ç Õ E S N O R 2 m , C O M m > 4.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A trajetóriasrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ (lema 3.7) corresponde a uma família {O').} , .À > 0, -00 <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAs < +00, de

curvas homotéticas parametrizadas pelo comprimento de arco, no plano ;ry, soluções

de (2). Pelo comportamento do campo determinado pelo sistema (9) observamos

que cada curva Q). não intercepta a fronteira dexwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7r(R2m).

Apresentamos agora, algumas propriedades da curva 0')..

P r o p o s iç ã o 5 .1 A curva Q). tem as seguintes propriedades:

(i) a). intercepta a reta x = y uma única vez c é assintótica a mesma

quando s tende a +00 ou a -00;

(ií) a). é mergulhada.

D e m o n s t r a ç ã o . (i) Como, pelo lema 3.8 (} intercepta a reta a = 'IjJuma

única vez, tem-se que Q). intercepta uma única vez a diagonal x = y. Além disto

0'( -00) = (7r, 7r) e a( +00) = (O,O) implicam que

'IjJ-a+7r 7r
<P = 4 -t 4'

quando s -t +00 ou a -00;

()= 3~) + a + 7r -t ~EDCBA

4 4'

quando s -t +00;

()= 31/, + a + 7r

4

quando s -t -00. O que demonstra (i).

(ii) Como

57r
-t 4'

<P = ~,- a + 7r

4
tem-se que

a > ~, :::}:r > y,

a < ~,:::}:1: < y.

Além disto, pelo lema 3.8 e pela proposição 4.3, o). só possui um ponto de máximo

e outro de mínimo. De onde afirmamos que 0\ é mergulhada.

Demonstraremos agora o seguinte t.eorema.
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e o r e m a 5 .2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAAs hipersupcrficics completaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc minimas do R2m\ {O}. m 2:: 4. inrari-

antes por SO(m)srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx SO(m) com tipo topológico sm-l X Sm-l X R c que iniercepi am

o cone quadrdiico mitiimo têm as seguintes propriedades.xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(i) As hipersuperficics são mergulhadas;

(ii) As hipcrsuperjicies interceptam o cone quadráiico minimo uma única

vez e se aproxima arbitrariamente do mesmo.

D e m o n s t r a ç ã o . (i) Como as hipersuperfícies são do tipo topológico

s=:' X sm-1 X R e interceptam o cone quadrático mínimo obtem-se que suas curvas

gcratrizes pertencem a família {o>.(s)}, À > o. Pelo lema 5.2 as curvas Q>., sào mer-

gulhadas. De onde se segue que as hipersuperfícies consideradas são mergulhadas.

(ii) Como pelo lema 5.2 a curva 0'>. corta a reta x = y uma única vez e

é assintótica a mesma quando s tende a +00 ou a -00 tem-se (ii).EDCBA
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-ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
6 S O L U Ç O E S Q U E P A S S A M P E L A O R I G E M

D O R 2 m srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o objetivo desta seção é demonstrar o seguinte teorema.

T e o r e m a 6 .1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAStja M2m-l uma hipersuperficie mínima do R2m inuarianie por

SO( m) x SO( m) e que passa pela origem doxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR2m, m 2 2. Então M2m-l é o cone

quadráiico mínimo:

c = {(X, Y) E H" x H"'; /X/2
= /y/2}.

o ponto crucial desta demonstração está contido no seguinte resultado.

L e m a 6 .2 Se :1'( s), y( s) sâo funções analíticas reais que satisfazem (2) com x(O) =

y(O) = O. Então x(s) = y(s) = {j-s.

D e m o n s t r a ç ã o . Como x, y são funções analíticas com x(O) = y(O) = O,

então (veja [5],página 72)

00

x(s) = L ans
n

,
n=l

00

y ( s) = L bn s n ,

n=l

Estas séries podem ser derivadas termo a termo, obtendo-se:

00

x'(s) = L nansn-1
.

n=l

Segue-se que

x:1" = (f ansn) (f nansn-1)
n=l n=l

S (~an+lsn) (~(n + 1)an+18
n

)

00 ( n )

s?; EU' + 1)ak+lSkan_k+1Sn-k

E (EU' + 1)ak+1an-k) 8
n
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Analogamente,

00srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(n-l )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
YY'=E E(k+1)bk+1bn-k sn.

Portanto

00 (n-l )
x x' - yy' = (a~ - bi)s + ~ xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE(k + l)(ak+lan-k - bk+lbn-k) sn.

Além disto, como

(12)

00

x" = L: n(n - 1)ans
n
-
2
,

n=2

tem-se:

x"y' = (~n(n - 1)ansn-2) (~nbnsn-l)

(~(n + 2)(n + 1)an+2s
n
) (~(n + 1)bn+1s

n
)

E (E(k + 2)(k + l)(n - k + 1)ak+2bn-k+1) sn.

Analogamente

x'y" = E (!;(k + 2)(k + l)(n - k + I)bk+2an-k+1) sn.

Portanto

x"y' - x'y" = ~ (&.(k + 2)(1.' + l)(n - l: + 1)(ak+2bn-k+l - an-k+lbk+2)) s",

I (13)

Fazendo

n-l
Cn = L:(k+ l)(ak+lan-k - bk+1bn-k).n:2: 2,

k=O

"
d ; = L:(k + 2)(1.' + 1)(n - l: + 1)(ak+2bn-k+l - bk+2(J1I-k+l)

k=OEDCBA
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podemos reescrever (12) c (13) comosrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

, ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
xx - yy

00

(ai - bi)s +xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL cns'\
n=O

(14)

00

", ,,, '"""d nx y - x y = ~ nS .
,,=0

Vamos agora calcular o segundo termo de (2). Observando-se inicialmente que

xy = (~ ans
n

) (~bnsn)

S2 (E an+1s") (E b,,+l
sn

)

s2 (f (t an-j+lbj+l) sn)
n=O )=0

e fazendo-se

n

en = Lan-j+lbj+l,n 2: O,
j=O

tem-se:

00

xy = S2 L e"sn.

n=O

(15 )

Segue-se dai e de (14) que:

xy(x"y' - x'y") = S2 (~ens") (E dns")

= ~ (~die,,_) S,l+2

00 (,,-2 )
= L L ditn_i_2

STl
•

,,=0 1=0

(16)

De (2) tem-se

(:rx' - yy')(m - 1) + :ry(:r"y' - :r'y") = O

Logo, por (14) c (16), obtem-seEDCBA
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00zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn-2srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(m -xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl)(oi - bi)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ 2:[(m - l )«, + 2: d if-n_i_2]8
n = 0, m ~ 2. (J 7)

n=2 ;=0

Fazemos agora, uso do método de indução sobre os coeficientes,para COI1-

cluímos a demonstração. É claro, pela expressão acima que a} = b}.

Supondo que

o I = bi, I = 1, ... , 11 - 1,

tem-se

ak+2bi-k+1 - ai-k+2bk+2 = °
quando i = 0,1, ... , n - 2 e k = 0,1, ... , n - 1.

Dai
n-2

2: dien-i-2 = n(l1 - l)a;(an - bn)

i=O

e

en = (n - 1)01(on + bn).

Por (17) tem-se:

ad(m - ])(11 + 1) - n(l1 - ])ai](an - bn) = O.

De onde decorre que

a., = bn.

Isto prova que x(s) = y(s) e dai o resultado.ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

D e m o n s t r a ç ã o d o t e o r e m a 5 .1 . O fato que toda hipersuperfície

mínima do R2
m é analítica implica que sua curva geratriz é analítica. Portanto,

como a hipersuperfíci« passa pela origem de R2m, tem-se que as funçôes coorde-

nadas de sua curva geratriz estão nas condiçôes do lema 5.2. Assim a curva geratriz

é dada por

(
v'2 s v'2 s)
2 ' 2

e a superfície correspondente a. esta curva é o cone quadrático mínimo.
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.•.ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7 A P E N D I C E

P r o p o s iç ã o 7 .1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASeja ,(s) = (x(s),y(s)), uma curva solução dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(2). Se

I(s) = [x(s)]m-ly'(s) e )(s) = [y(s)]m-lx'(s).

Então tem-se as seguintes equações básicas para I exwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ :

dI
ds = (m _1)x

m

-

1

[x'F
y

d)
ds = (m - 1) Y m -1 [y'F

Demonstraçâo. Como x' = cos () e y' = sen(), tem-se:

x" = -()' senl) = ()'y', y" = ()'cos () = ()'r',

De onde decorre que

, ,,_ fJ'[y']2Y X - -v , x'y" = ()'[X12.

Subtraindo-se membro a membro as igualdades acima, observando-se que X,2 + y,2 =

1 e que z , y satisfazem (2) obtem-se:

()'= x'y" _ y'x" = (m -1)~r' _ (m - l)y'

Y T

Segue-se dai que

dI

ds
(171 - 1):rm

-
2T'Y' + T

m
-
1y"

m-l , [(171 -l)y' Y"]
x T + --

l' x'

Tm-1:r' [(171 ~ l)y' + (),]

1,m-1T'(rn -1):1"

Y

(171 _1)x
m

-
1

[:r'F
yEDCBA
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Analogarnente.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dJdssrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= (m - l)ym-l[Y'F
x

Corolário 7.2xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI to J são funções não decrescentes, se z > O, y > O.

Lema 7.3 Seja A uma matriz complexas (respectivamente real). Se ). é '11m valor

próprio complexo (respectivamente, valO1: proprio real) de A e v é um ueior proprio

correspondcnie , então <p(t) = (;>.tv é uma solução da equação complexa (respectiva-

mente real) de

x' = Ax.

Demonstração: Como Av = ).v, tem-se

<p'(t) = ).f>.tv = A(e>.t) = A(r.p(t)).

ProposiçãoZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7 .4 Se a matriz complexa {respectivamente real} A de ordem n x n

tem valores próprios complexos (respectivamente reais) ).1,).2"",).n e V1,V2,···,Vn

sâo vet ores (próprios) linearmente independentes tais que AVi = ).;Vi, então <Pi(t) =

>.,tvi. i = 1. 2, ... , n [orma uma base do espaço solução de x' = A:r.

Demonstração. Pelo lema 7.3 <Pi(t) é solução de x' = Ax .. Como os

Vi são linearmente independentes, os r.pi sâo linearmente independentes. Logo os <Pi

formam uma base do espaço solução de x' = Ax

Observação 7.1. Seja A uma matriz real, ). = o: + i(3 um valor próprio

e v = '1'1 + 1t'2 um vetor próprio de A correspondente a ).. Então v = V1 - iV2 é um

vet or próprio correspondente a X = o: - i(3. Pois Xv = Av = A (v), por A ser real.

Pela proposição 6.4 r.p(t) = e>.tv e r.p(t) = e"Xtv são soluções linearmente

indepondeutes da equaçào :1" = A:r. Com A considerada complexa. Logo

2 (t)

1
2 [r.p(t) + Ç?(t)],

1
2i[r.p(t) - Ç?(L)]

r.p1(t)

são soluções reais do sistema x' = A.r, com 'r'J(0) = t'] f' r.p2(0) = t'2, como equações

reais. POI serem rJ. t'? vet ores do H" linearmente independentes, segue-se que est as
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oluçôes sâo linearmente independentes. Os vel oreszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAVI. V2 sào linearmente indepen-

dentes. pois caso contrário teríamos V2srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACI'I. e assim '/' = (1 + iC)t'I e v = (1- iC)I')

resultariam linearmente dependentes em c»,

Por exemplo, se A é 2 x 2, tem-se que:

c.p( t) = e(o+i,6)tv

ecrt(cos(3t + iscn(3t)(vI + iV2)

eot (cos (3t + isen (3t )VI + ieot( cos j3t + isenôt. )V2

e

'P(t) = t(o-i,6)t

cot( cos (3t - iscn(3t)vl - ic°t( cos (3t - isen(3t)v2'

De onde decorre que:

'P1 (t) = eot[cos((3t)V1 - sen((3t)v2l

e

'P2(t) = eo
t
[sen((3t)vI + cos((3t)v2l

formam uma base do espaço soluçâo de x' = Ax. Onde v) + iV2 é o vetor próprio

associado a À = a + ij3, isto é, todo solução de x' = Ax pode ser escrita como

c.p(t) = C1'PI(t) + C2'P2(t).

Caso À1 e À2 sejam complexos conjugados. Escrevendo, C1 = P cos uJ e

C2 = oscn.a. tem-se

y(t) = eot[(coswcos(3t + senw.scn(3t)v) + (.senwcos(3t - coswsenf3t)v2l

fotp[cos(w - j3f)v) + spn(w - j3t)l.

Proposição 7.5 Seja Af2m-1 uma hipcrsupcrficie do R2m-1,im'ariantf por

80(m) x 50(m). Então 1\12m-1 tem curvatura media constante 8C, c somente SC,

1f(l\J2m-I) ( uma solu çiio da scçuinie Equação:

(
r' Y'),1/ ,1/ '

:r y - y x = (2m - 1) 11 + (111 - ] ) - - - .

Y :1'
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D e m o n s t r a ç ã o .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA{l'1.1'2} a base canônica do R2. Considere a curva

p(s)srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= X(S)l'l + Y(S)V2' onde x(s), y(s) ~ O.

Seja {~,(Uh""Um-I)} e {(,(um, ... ,U2m-2)} parametrizaçôcs de esferas

unitárias. Se

X(s, U), .... U2m-2) = x(S)~(Uh ... , Um-I)V) + y(s)((um, ... , U2m-2)V2.

tem-se quexwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

m-) 2m-l

dX = (:r'~v) + y'(v2)ds + x L (iVldU j + y L (jV2dUj.
i=) j=m

De onde decorre que

d2 S = dX . dX = (x,2 + y.2)d2 S + x
2

d
2

(J) + y
2

d
2

(J2'

onde d2(J denota a métrica da esfera unitária. Além disto tomando-se

= -y'ÇVl + :r'(v2,

verifica-se que N é um vetor normal à A12m-).

Sendo
m-I 2m-l

dN = (-y"~l') + x"(v2)ds - y' L ÇjV)dUi + x' L (jV2dUj
i=) j=m

tem-se que

dX . dN = i-v":' + ;J:"y')d2 S - xy'd
2

(J) + x'yd
2

(J2

e desta forma

Ir)
y" x' - x" y'

x.2 + y,2 '

y' .
-, 2 = 1, .... 171 - 1:k;
:r

k·)
x'

j=17I, ... ,2m-2.
y

D<.'onde vem que

y" x' - x'' y' y' 1"

(2m - l)h = . + (171 - ])- - (m - ] )-.
:1".2 + y,2 .7' Y

Concluindo assim a proposição.EDCBA
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