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Este trabalho tem como objetivo principal, estudar con

s.s necessárias para que' um difeomorfismo de uma variedade di-

-=~ável M seja n-estável e é baseado no trabalho de -,John

ecessary Conditions for Stability of Diffeomorphisms·.

Smale provou em seu »paper" [5J uma condiç~o suficien-

que um difeomorfismo seja n-estável. O i~t~rêsse de

seria encontrar a recíproca do teorema da n-estabilidade

-strado por Smale, o qual não foi demonstrado na sua totalida

:3S em p ert e a:

"-

Esta monografia, divide-se em três seçõea. A
,/

primeira

estabelece alguns conceitos básicos em Sistemas Dinãmicos

-_ais são indispensáveis ~s subsequentes.

, Na seção II, mostraremos que todo ponto periódico de

_ifeomorfismo n-estável é hiperbólico,

De início, mostraremos que dados um difeomorfismo f
I

conjunto finito de ponto~ B' em M, ,podemos modificar f em

r uma pequena perturbação " 1C modona topologia de talg

f'(xl = g(x) i em um su5conjunto compacto de M, disjunto de

e dgx = G ITM
x

para todo x e: e onde G ê um isomorfismo

TM
x e:-e x

ffi TMf (xl tal que
?<EB

Usando .e s t e resultado,
i

. e:GFEDCBA

t 1G ~df r r. ~ 10 ..s o b r-e

provaremos o seguinte teorema:

f: M ~ M é um difeomorfismo .n-estável então todos os p o.!!.

- periódicos de f são hiperbólicos e existe uma constante A EPONMLKJIHGFEDCBA

I

1) tal que para todo ponto periódico p as desigualdades

1I df
n

v II !:.
C An 1I V I! V V E E

S
e . n > ·0

p . p

Itdf~n vfl f C "n[rv[[ V v e: EU n > O.
p p



satisfeitas.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c e uma constante posftiva que depende do pontozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
p -

.'

02

p •

A seção 111 e dedicada ãs variedades estáveis de um di-

n;c,~",.,,...,.. rfi smo n~estável sobre uma variedade diferenciável M.

Inicialmente, provaremos três lemas dos quais, dois de

- necessitam da condição da n~estabilidade. Com esses resulta

.::provaremos o último teorema deste trabalho cujo enunciado, e

5eguinte:
"

/-=-, ,.

A sao con
2

WU(x) inter

Ax e: l'

5
W Lx l 8

Entendemos por ãngulo entre dois subespaços vetoriais VI
•

2
de TM pelo 'inf(Ar cos (VI' V ) ) onde vI

e: V . e v
2

e:
x 2 x 1

C. )
..

produto interno TMx•
2

8 e o em
X

f: M ~ M ~ u~ difeomorfismo AI'

A2' então

n~estável e

~os sub~6ásicos para f, AI ligado a

=dimE
S
(A2);a)

, s
dim' E (A )

'- I

b) x 5 Á 1
então WS(x) ey e:'A

2se e

\
\ setam-se transversalmente;

c) existe um número a > O tal que para todo~

" . y e: ~ e q ue Lq uer pon to, de in terseção de

WUCy) o ãngulo entre elas e maior do a.
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VqPiedades.e Transve~sa:icade

=:

Esta seção ~~stina~se a apresentar definições e propri~

~sicas de Sistemas bin~micos considerados como pr~-requi-

~s lndispens~veis ~s seções subsequentes.

Omitiremos parte das demonstrações dos teoremas aqui e-

=iados, pois o nosso objetivo principal ~ fixar a ncitaç~o e

,~
inologia para o futuro. No entanto, indicar~mos aS refer~~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

;

nde podem ser encontradas as demonstrações omitidas.

A seguir, M é uma variedade compacta de classe
00

C ,

ica de' uma mé:t~pica riemanniana II 11. Oif(M) e o espaço dos

O)

i":ü:norfismos de .-M, de classe C • Representamos por TM
p

o es

-- t eng'e nte a M no ponto p e por TM = U TM = { (p , v ),-
pe:M

p

e v e; TM } o fibrado tangente. ..
p

Dizemos ponto M.
~

um ponto periódico de f e;que um p e; e

n
n tal que f Jp) = P;..,lff(M) se existe um inteiro e

k '
k satisfazendo f (p) = p-ar inteiro positivo e chamado

~=iodo de p. Denotémos por Per(f) o conjunto dos pontos peri. -
=icos de f e por ü Lp l ,"{fnCP),n-e;Z} a órbita de p.

Se p é um ponto periódico, então é um con-O(p)_servaçao:

junto finito e seus pontos são periódicos de perfo~

do igual ao período de P.

Um ponto p e; M ê um ponto não-errante rio f se, e so.

=~te Se para toda vizinhança U de p e para todo inteiro po-

:::tivo n existe n e; Z,' Inl > ,Ilo;tal que fnCUl n U '/~. De
o

51 =, 51 (f 1 o conjunto dos pontos não-errantes de f.--+-amos por

o



var:"an:e szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf e Per(f)Cn(f).zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf e crie e

e um ponto per5ólico de f se o isomorfismoe:

p
nao possui autovalor sobre o círculo unitário S'

7

~ T

,",',,":11-.:1 c ornp 1e x o ,

Dizemos que um difeomorfismo f: M ~ M é .(2-estável

a) Existe uma vizinhança N(fl de f na topologia C'

tal que para cada g e: N(f) exí s t e um.i.h orne orno rfi smo
/ , .
h:. ~.lf) ~.(2(g) tal que g o h = h .o·fI

I

b] Se p E PerU} então dim W
S Cp , f) = dim WSih(P),g}

( W~(p, f) é a variedade estável de p relativamen

'-
te a 'f, defini~a posteriormentel.

\ /.
\.Dizemos que um conjunto fechado e invariante

\
tem urna estrutura h í.p e r-b d Lí ce .para f e; Dif(MJ se:

soó f.

aI Existe uma decomposiçâo contínua da restrição do 'fi

brado tangente a T,Mf\ = E$ m EU tal que

.df [Es 1
IS

Df [Eul EU-= E; e =PONMLKJIHGFEDCBAI

51 Existem constantes C > O, C' > '0, À E rn , 11 . e uma

métrica riemanniana 11 I l-em TM tal que

II dfn v 1I ..~ C À n l Iv 1·1 s
para v e: E e

II dfn vl l ~ c •À.~n I Iv I I para
u

v e; E e

A constante ~ é chamada assimétria de f. Se

sao iguais a um, dizemos que a métrica riemanniana em

-=aptada a A. Se M é uma variedade compacta e A C M

-=,junto com uma' estrutura ~iperb61ica pa~a f e; Dif(M),

=~r um teorema de J, Mather [veja [2J) existe usf..rre num

o d,..

n > a

n ). O. ,

C e

M e

e um

então

(llnC
metr.i

.,._A'



ann:l..anoe pda apdazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA., ,

Seja f: -um dífeomorfiszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-+
e p > um ponto hiperbó

'- de f. O conjunto dos pontos de

"-.
chamado variedade estável de p

_ .to dos pontos d~ M que têm p

i

-edade instável de p e denotamos

As definições de W-limite B

que tim p como W-l~mi

e denotamos por
s

W (p)PONMLKJIHGFEDCBAI e o

como a-limite é·cnamado

por WUepl.

a-limite pOderâo ser en-

:::-adas em [8J ~ - -

Sejam p E M, E > O e d a distância induzi da pela
\

,.

/~

B (p) ='{q E Ms d(p~ q) < E}
E e uma

zc e r f e men n í an a , O conjunto

~ aberta em M de centro.p e raio E • Seja P E M um ponto
-<X)

s () +n n u-'arbdlico de f E D~f(Ml, WE(p) = f (BE(f [p))] e WE(p) ::

" n=o
fn(B (f-n(pl))_ sâo chamadas variedades estável e instável 10E

-,-'

~
__ 5 de tamanho E do ponto p •

.. '

Uma'família
'{~X}XEt\ de subvariedades de classe

~ 1) de M é contínua se para cad~ x E A exist~ uma' vizi
"

=,ça V de x em A e uma apliéação contínua w= V -+ Cr(O~M)

que ~ aplica D
n

difeomorficamente sobre umax vizinhança

l
x E, W •

x
x em W para cada

x Para enunciar o teorema da va-

6;dade estável para um conjunto hiperb~lico A • vamos supor que

etrica riemanniana em M é adapatada a A.

::Jrema 1.1: (para Variedade Estável para um Conjunto Hiperbólico)

Seja ",A C U um conjunto compacto hiperbólico para uma"

r
--ersao C, f: UcM -+ M (r ~ 11. Então

a) "Existe. E :> O tal que para cada x é:: li. corresponde

~ s
uma variedade estavel local W (xl de tamanho E;

b l ,{W s t x ) j Ix EA
E ,

Cr I

é uma famflie ccntfnua de &ufivaried=des

mê

cr



6

y, Z e: WS(x)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAentãocl ExistezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAÀ e: (O, 11 tal que, se

dPONMLKJIHGFEDCBAf fn Cy i , fn (z r r ~ À n d (Y. z I para to do

d l W
S

Cx ) n W
S
(y1 é um comjunto a5erto em

e: e:

(todo -x, y e: A J
I

n ~ O,

WS
(x)

e:
para

s'
c)" W I'x 1

e:
ES

'x
ê tangente a em -x e: A

Demon's'h'aç'ão: vej a [3] "
_ _ r

Sejam S C Numa su5variedade de N de classe C e

+ N uma apl1caç~o de classe

/

-:nsversal a S em pE M se

ck Ck, r' à 11, dizemos que f
/-=-

- I

f(p1 i S ou se Df (TM ) +
P P

~ i transVersal a S e repre..-
f

-';(p) '=! TNf(p). Dizemos que

-:=110S por f 1l S,' se f i transversal a S em cada ponto

'--

: ./

-Dbs a r-v emo s .que:
\ '

.\

e f if\ S entaoU, Se f eM 1 (\ S -# g
,I

'i,
dim M + dim S ~ dim N

jI .\

2 ~1Se dim M + dim S < din N'
II '

= ~

e f tl\ s 'e'ntão' F ( M) n S =

!

"
"Com efeito:
I1
:'

,/l~ Se f(M) fi S " 0 e f iJ\ S

f Lp 1 e: SI p e: M tal que e dfp(TMp) + TSf(p) = TNf(pl,

então existe um ponta

Desde que os subespaços df tTM )
P p

geram oe TSf(p)

entãoespaço TN
flp

)'

dim df LTM 1
p p

Por outro lado,

+ dim TS~(pl ~ dim TNflpl"

dim df (TM 1 = dim TM = dim n
p p p

e portanto
)'

dim M + dim S à dim N •
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21 Suponha que (M)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn SGFEDCBA- I t!J então existe p e: M· tal

..
q ua f(pl e: S. por lJ

dim M + dim S ~ dim N

,

que e uma cont~adiç~o a hip6tese inicial~

-
subvariedades deSejam SI dizemos que S1S2 -M

#
e

~=nsversal a S2 se a aplicação inclusão i: 5
1
,-+ M ~ trans

:::1 a S2"PONMLKJIHGFEDCBA

r

f,'e: Di f f (M) e umUm conj~nto sub~básico para

:~nto co~pacto. invariante AcM com uma estrutura hiperb61~

- tal que : ' f / A é t op o Lo g f cernan t e transitiva e o conjunto dos

'-
~os peri6dicos de

,/

=~sitivo'se existe

f é'denso em A" f i A é topo1ogicamente

ponto x e: A tal que a 6rbita OCx) é den

A. 1
i.
,

s.r'· A 1

= t!J 'I es crevemos
,~

e A
2

e
AIC1

I !3

s~o conjuntos suo-básicos de f

WS
(/I. r n

1

e: A'
2

tal que

quando WUCA
2
)

WS(Pl)

AI i( A -
2

e: A
- 1

2

<Ç~ A
2

u(P2)

;quando existem Pl

. - \-

..t é m um ponto de in·terseçao transversal.

e P2

,i
".j l'

I I .

=' =:-em f 1 :~!2:

I

\ A
2

f e: Oiff(M),'s~o conjuntos sub-básicos deSe e

então~2 =!3 e A2 < < AI- < A2

w se .\) n w u eA 2 1 c: n( f j- = n

~ Rt-

Na prova do teorema acima. necessitamos do seguintes re-

__t e do s t

_="7Ia1.2-:

Seja f: A + A um homeomorfismo topOlogicamente tran

\
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étrico compacto eu •. pontos periódicos densozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
~
A,

de um espaco

Então/dados conjuntos .abertos não vazios VI' V
2

um po~to periódico p ~ VI tal que fm(P) ~ V
2

em

para al-=:8zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-,

: .'a:

Desde que_ f é topologicamente transitivo, existe x e

tal que Cx)GFEDCBAn . VPONMLKJIHGFEDCBAI
-F 13 e (x) n V

2
= f ~ . logo existem

f
m1

(.x)
m '. m·

2 c 7l. .tais que c VI e f 2(x) e v
2
-7Assim f 2(x) e

'="(V ) onde
,.

e portanto fmeV
1
) n V

2
- I ~ . o Porm = m - m

1 ! 2 1
'. o

::-0 lado,! Per(f) é denso em A. logo existe q ~ Per(f) tal

-m
p = f (q l s VI e portanto fm(p)~m '-q ~ f (VI) O~V2' entao

,
2' ./

,

= - a 1. 3: .1

S~ja

~ . k .
::erbollcuS

f: M 7 M um difeomorfismo com pontos periódicos

I

Pi, i' -= O, 1, Suponha• • • # n r tal'que p = p .
o.. o. n

u ( s ) •Xi ~ w Pi) W (Pi + 1 e
1

=: para cada i· -= O, 1 •••. ~ n- 1,
,
t ,

1= • .(
dF interseção tranSversal. Então cada

I'
i~
1

Xi é nao erran-~onto

=-'onsftração: [4] .veja

I

:-ova:do Teorema:
. \

Seja x e WS.(Ã1l(\ W
U
.CA'2)' e U uma vizinhança de x ,

-- hipótese h
2

~<. AI' WU(Pll n WS(P
I
) tem um ponto de inter-

Eção transversal para Pl~. AI e P
2

~ A
2
• Sejam VI uma vi-

-:.nhança de PI em AI e. Ui uma vizinhança de P2 em o A
2

:1 qOe para todo p e VI e q ~ U
l

WU(p) e WS(q) tenham

po~to de interseção transversal. Escolham9s os abertos V
2

em



ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~2 em . 11.
2

tais que se e q' E U 2' e n tão W
S

Cq •)

- . ) intersetam u. Aplí~ando o lema 1.2. obtemos uma órbi-

I intersetando VI

5-
e U

2
• Assim, W (Y

2
1

- transversal, enquanto

Aplicando o lema

m E Z.

p' E V
2

e V2 e uma órbita

s
·e W. (Y

I
)

WS(Yll

09

Y2 intersetando

têm um ponto de interse

u.

ep r e e I1•3. ,

e wUCY2) intersetam

obtemos fmeUl n U fi ~

Isto prova o teorema.GFEDCBA

i

'-
,/

'-

'.

,
I'

/,.-:- .

.'

\

1-

/ ..••..•. ,..••.•.•....



Seção II

Os Pontos Periódicos tie um Difeomorfismo n-Estável

Nesta seção, provaremos que todos os pontos periódicos

- difeomorfismo n-estável são hiperbólicos.

De agora em diante, quase todas as demonstraç6es deste

~~!ho, serão usado~ os difeomorfismos de Kupka-Smale. Dizemos

~ difeomorfismo f: M ~ MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé de Kupka-Smale se:

a )'Os pon tos perió dicos sãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAh i Perbó 1ico5 f~'-:-

b) Se p, q são pontos periÓdicos de f. então

W
S (p ) if\ WU(q)

-,--

_ 2. 1 : :/
\
\

Sejam f: M ~ M um difeomorfismo e e eM um conjun

~inito de pontos. Sejam Q = 8'e TM- e
X€ x

Q' = ~~ TMf( ). Se
xe:8 x'

é um isomorfismoe suficientemente pequeno e ~: Q ~ Q'

, - €

II G - df 11 ~ lã então existe um difeomorfismo f: M ~ Mue

~~óximo de f na topologi~ C' tal que dg = G/TM para to
x x

x € e . Além disso, se R é um subconjunto compacto de M.

e = 0'. p o damo.s tomar f Lx l = g(x) .para todo x e R.

=GFEDCBAI a :

Suponhamos por simplicidade qwe a-métrica riemanniana em

seja Ln du zf de: da métrica usual do
m-]R onde M está imersa.

Primeiro, demonstraremos este lema para o caso em que

= {xl} e depois estenderemos para o caso em que e tem um nu-

~o finito de pontos maior~do que um. Seja e xp r TM U TM
xl f(x) ~

TM em M ._ determ~na

U. f. C. C.ntro d.Cla""

f'\,. •••••~.••mf!n o J. M.'""'··'··

a restrição da aplicação c~ponencial de

•



11zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ce í e métri..ca de TM parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM. maiores detalhes veja • [7].

Escolhamos agora um-número õ > O satisfazendo as se-

--:es condições:

- 1) Se- {x l' f Lx 1)} = - {x i ' x2} e 8i = - {v e: TM ;11 vII~ô }
xi

8
i

= -exp(8
i
)então exp: 8

i
-.. M é uma imersão. e se

então 8
1

n 8
2

= ~ ;

2) Se v e: 8.• então [Iexp(v) - vr[ < le:
O
• on de II II~

e a métrica em JRm na q ua 1 M está /i_mersa;
/PONMLKJIHGFEDCBA

- I

1Id ~ xPv II < 1 + le:O
-3) se v e: 8i e

Ild exp-111 <1 +..E.. -se x e: Bi'x_ 10

41 f: ê. -.. TMf( ) = TM pode ser definido por f (v) =
, :~ X x2"- 1

-1 '
IIG(u) - f(u) 11 < ~O 11 u] ]- exp o f o e xp (v) e e

\
,/

\

- df (v) II le:O1I v II\ IIG(v) < se v e; 8i '
\ u
\ -

5) Se - K = 5 up -O Idf II . x e: Mil então•x ~ .-

11 d e xp - d exp II <
e:

u. v e: 8i"10K
se

u v,
Agora vamos justificar as afirmações anteriores.

1) exp : TM -..M
x x

I

te,mos que d expxC01--= I
TMx

para to-

do - x e: M. Pela teorema da função inversa. existe uma

-
vizinhança 8 de zero em TM e uma vizinhança

I
x

- é8 de x em M tal que exp : 8 ~ 8 um difeomor
x

fiamo. Logo e xp 8 -.. M
..

uma imersãoe ;

21 Podemos pensar exp(v) - v como a diferença entre

doii vetares do mffi onde M está imersaJ

3) Usando a continuidade de d exp e o fato de que

d expxCOl = ITM
x

4) Observe que flO) =

para todo x ~ M,

-1
exp o f O exp[O)

- -1
= e xp of(-x )=-

= O pois eXPf(-x_) (O) = f Lx l,

#



- Lx ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAonde rI (x. U) + O quando u + O. portanto

--zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-:. - -d eXPf ) .df o d e xp [O 1 = dfPONMLKJIHGFEDCBAI 1og o
x .x .x f (u) = df . +

x~-::; =---~"::, ._-:~:- -_-:':''=;.a:'==.=:: __::; ~_

.
- , u 1 - f C.~) I IGFEDCBA

t [I I.G (u ) - d f.~ (u) /I + I I r 1 Ix, u) I P I1u1I 1€0 II uII
tI'

_J _

""Cvl - dfu(v) = G(v) - f Ivl + r
2
Cu. v) onde r

2
Lu , v) tende para ze

quando v tende para zero.

Agora vamo; ~scolher uma função o: R+ [O, 1] que se-

.-5 f a ç a o se g u i n t 8: - z,... - o:; :., _~

a)
~o

O €. c- ;
I

/;---:-

:--

I
bl: o t t r == O S8

c l' -er(t·) ==- 1- - S8

-
Iti ..:> ô-· ;

- Ô

t : <: '4,: ::.::?? •.,..- ....- ---

d)
'-- 2

10'Ul! :< (f
/' ',,-

, t : TM + JR R. C v) = aCI/vll).

para todo t e JR •
\ II

g: M

~eja
\ .

'V~mo~ definir as funç6es i: §1 U §2 + TM
J"\

1\ iCv)' = (v) crv: + t i - R. (vl f(vl

1,1 .

.'J --1
+ ri P o r g Lx 1 = e x p o g o e x p Lx l s e x e B 1 e g Lx J =

definida por

por
.c.

. i

~(xl se; x € M - 61, Vamos\mostrar que. g ~ €-pr6ximo a f
r ,

- t o p o Lo g ía c1 .. - , ",

( D~

f Se

início mostraremos qU8 Ilf[x) ~ g(x) II < €.

x i B
l
, f Lx l = g(x) e se x e: B

l
•

. I

;
Ilf(x) - -1 -1 III ( exp o f o exp Lxl - exp o i o 8Xp (xl <

< lIexp o ~oexp-l(xl - i o exp~l(x)11+llfo~Xp~I(x)._

1 .
exp o g exp- (xl/[ =

- -1 - -1
= ([exp o f o exp (xl - f o exp (xlII +

1
,- -1' -1

+ lf o exp (xl - io exp (xllt +

g(x~11

f :

+ IIg '0 exp-1Lx1 . - exp o g o'exp-1(~1 II

-1 \=zendo, v = exp (xl, pela condição 2) temos

12



- -1IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI exp f o exp x -1 I I E:f o exp .xl <;zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAlU

..
-1 -1 E:

11exp g o exp (x) - g o exp (x) 11<; 10

-:ao

11f (x) g Lx l /I <; ~ + 11 f(vl g(yl/l •

11 f (v) - gC v) 11 =1 Jf (v) - (v)G(v) - ri - (v) f(v) 11 =

= 11~(vl Cf(v) - GLvl11 ='PONMLKJIHGFEDCBA

. r : =

;
= 11 f (v) - G ( v) 11 <; }E:o I ív ] ] •

=~o

IlfCx) - g(x)ll- <; .5:. +

5
E:
I06<E: "~"vll = ~' +

10 . 5

'-
Agora vamos mostrar que

./
Ildf - dg 11 < E:. usando

x x'
as

=:-ivadas de f e g. Se v E: B
1

(u)
R-(v) G(u) + dR- (u) s rv: + r i -~R-(v))df (u) .: dR- (u)f(vl

v v V'\ '

.\

:fV(U) - dgv(u) II,'~ R-(vJ IIG(u) - dfveU) 11 + Ild9.
v
(u)/I IIG(v)-f(vl!l

"

" \
:: IIv1I<ô temos R-(v) = OGFEDCBAt e p o r t en t o g = f , Se Ilvl1<6.temos

~,

I I G Lu 1 - d f v ( u ) I I < lE:
O

I I u I I

I I G ( v) - f ( v) I I '< lE:
O

~ ' por 4)

--
, .

2
IldR-vll <;

I "

==-tanto

-'
lE:

O
11 u 11 ~ • lE:O I I u I I i~I'lull·

Ildfv(u) - dgv(u)11 <; + =

- -1 -e z e n do y = exp Lx l , Z =~ f(y) e W = g(y) teremos

- -} -1 Idf (v) - dg ív l 11 = 11d e xp o df o d exp v - d exPW
o dg o d exp v I •

x x z y x y, x

13
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- -1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA==. o' df o dexp vy x

- IIdexP2 o dfy o

11 dexP
W

o dg
y

o

-1
de xp x v li' ,~

-1
ds xp x viI +

- -1
df o dexp v II. y x

- dexP\f o dg
y

o

-1 .
dexp

x
: v - dexP

W
o

-1
dexp v - dexPW o

x,
I

-" condição 5)

- -1 - -1 €: - -
2 o df Y o daxp x v - dexPW o df y o dexp x v II < 10k o Irdf Y o

1~ Ildexp~l v II < 1EOO + 1Eolllvl] _

-1
dexpx vii

::

3). Logo ~~~,-:-

-
:exP2 o df yGFEDCBA

I . -1 -
o dexpx v - dexPW o dfy o + €:)

TO Ilvll
-1' e:

dexp
x v ri < TãO

~a condi~ão 3) temos:

'-
: · Ild exPW'ó dg~ o 'dexpx" - d exPWo 'df'o d exp~1 vii <

,/ y y ---'

(l, + .1€:O)11 dg
y

- -1
+dflllldexp vll<

y x
(1 + ~)21Idg -dfll<

10 y Y

< O + ~)2 3E
10 ,. lã .

:l ,

IIdf x v - dg x vi ~ < I e: E I 3e: 3e: 21
IIvll- (1 + -) + -(1' + -)

10, 10 10 10
I '

IIdf v - dg vll < (1 +' ~ O) I ~O +, ~~ (1 + I€:O~ I "vi I < E. " ' i I 1
x x

20 '._-_.

:: de que O· <, 8 < "3

Suponhamos agora que e ':: '{ x i # X
2

# ...PONMLKJIHGFEDCBA• x ' } . Para ca-
n

Xi. e: e podemos escolher uma vizinhança 8
i

de Xi em M tal

:: 8i n 8j
:: ~ se i ~ j e ROB.:: ~.Pelo que acabamos

~
i

i
demosntrar. para cada Xi e: e existe um difeomorfismo g . M -+.

E-próximo de f topo1ogia C' tal
i

= G.na que dg Xi =
1..

..::/TM e gi.Cx1 = f(x) se x e: M - B _.
Xi

a,

Definimos agora o difeomorfismo g: M -+ M por

g I.x l :: giCxl

- n

se x e: Bi e gfxI' = f(xl se ~ E M - iY1Bi;



15

tozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

, I

_ assim acabamos de demoristrar o lema •

••
::!orema 2.1:

Se f: M + MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé um difeomorfismo n -estável então

=~s os pontos peri6dicos d~ f são hiperb61icos e existe' uma

:~nstante 'Â E:. (O, 11 ' tal que para todo ponto pe r-Ld d í c o -- p as
-

=3sigua1dades 11 dfn vl ] !:

C Ànllvllparap ,

s
V E:. E

P
e n > OC Ànllvllparap,

Uv E:. E e n > O
p

df-n viiGFEDCBAL . sao satisfei,tas,

--de C i uma constante positiva que depende do,'ponto p.p ,

;

:3mosntração:

Em prim~iro lugar, escolhamos E > O suficient~ment~pe
'- - -

-ueno tal que se g é E·pr6ximo de f na topologia C', então
;,/

:: S"2-conjugedo s, 'e g 'sao

Para dada ponto, peri6dico p de período k, definimos

_s
= fi ECL ECL

dfk. TM corresp·o.!:!.- onde e o auto-espaço de em-p i, ,1 P P

=ente ao auto:"'va10r CLi com IPONMLKJIHGFEDCBAC L . I '= 1• Assim TM = E
S (B EU

~. p ,p p

::1 de EU = e Ep. ' Ep1
é o auto-espaço de df

k em TM corres
p l.' ' \ . P P

:andente ao auto-valor
I

Q~ comI,'l.' !6
1

I> 1.

Vamos mostrar que E
S

P
s 1

Ef (p l para todoe isomorfo a

- :: 1. 2, k:· 1. Basta mostrar que E
S

P

s
Ef Ip) •• • • . I

e isomorfo a

:bserve que o diagrama abaixo é co~utativo

dfK
"p

--------~--_4~.TM . PTM
P

df
P

k
d! f Lp 1

dfp

T Mf (p 1 ~ TMf(p)
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~ff~( 1 o df :; df o df
k

,a ~ um auto~valor de df
k

se, e Somente, p p pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'p pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
, R... , '

-e e 1e ~ a t] t O ~v ~1or de df,f(p r ,Se j a Bv a bas e dos a uto -ve tore 5

k .
co r-r-e spon de n t ss aos au t ove lo r-e s 'ai de df em TM tais que 11a.11 ~l..

_ , P P 1

s
ostraremos que qualquer ViE Bv dfp(vil E Ef(p). Suponha que e-

riste v. E Bv tal que df Lv.l E Efu( )" Seja Bw a case-de E~)dOS
1 -- P 1 P P'

~uto-vetores correspondent~ aos auto-valores Y
j

de df~(p) em TMf(~

u --
:ais que .r.~'iI > 1. então df (vi 1 = '. r ajw

j
• Assim. df~( )"df (vi)=

p j = I P P.

d~~ ( '1 C ~ a. Wj 1 = _ ~ ajY jWj e df o (df k ( v .r: = df (a i vi ) =
P j = 1 J j'=1 P P 1 P

uk k
= ai r ajWj• Desde que df

f
( 1 o df = df o df • temos que

j = 1 . P P P p/-:-
U UPONMLKJIHGFEDCBA < :

r ~j Yj W. = a 1 ,4 a . Wj e a i = Y
j

p a r a t o d o j = 1. 2, •• •• u
"=1 J j=l J

-'e e um ab.au r-d o , Logo d f CE
s
) está contido em Efs( ) • Analoga

p p p-

ante, podemos mostrar quedf (Eu) está contido em 'Efu( ).
~ ,p p p

. . s S 5

Vamos mostrar que df tE ) = Ef( l" Para cada W E Ef() W +" .,/ p p p ,p

" - u
O E TMf~P) onde O e a origem de Ef(P). Desde que df

p
: TM

p
-+

TMf(p) ~ um' isomorfismo. existe um único Z· E TM.p) Z = x + y

de x E E
S

e y E EU tal que df (Z)' = df Lx l + df (yl
p p p. p p

S
go d f 1 (y). = O o que acarreta y' = O" Portanto df (E )

P P

Analogamente, podemos mos,trar que E~(pj' é 1somorfo a

E
S

P
para

= W + O.

s
= Ef(p)"

S

Ef2(~

todoES

fi(p)

- assim por diante, logo e isomorfo a

-3paço vetorial

k;- 1.
k
~ S d - ~~ E" • on e k e o per10do de

i=1 f
1
Cp) .

cuja dimensão é igual a k dim (E
s
).

p

e

1, 2, ...~ ,

Seja v
p

= v
p

p ,

Definimos o isomorfismo L : V -+ V
p p . p = dflV

p
por' L

. p =

p li dff(p) a Pela definição de
5

E , todo auto
t>,

!li df k-1
C

1
f P

3lor de L tem valor absoluto menor ou igual a um.p ,

um



__E E.xis"!:ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.\ e: (Q,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI o qual i uma cota superior do

zo n] unto s valores a5s01utGs de todos oa autovalores de L (va
p

-~ando P e: PerCf)) e se 1I (I i a norma em v
p cons i de ra da ati

Desde que=gora. L - é
P

111

um isomorfismo hiper5ólico de v , exis-
p

/I-8 uma norma V·
p equivalente a I f 1I

f TV 1 1'1GFEDCBA« Cp 1'/ VI I f

em
tal que

fLpll1 ~ À

co

r, À-nIILn./I,.
-=0 p

Veja

I IV 111 ~

19 r •

-c: I e
onde C =

p

?'

s s
Desde que Vp = Ep ffi E

fCp1
ffi Gl ES

/,"7" e
\!l k-lPONMLKJIHGFEDCBAI

ffCpl'
,.

df .~ s
--p ••. E

fCpl
d) S

fCp ~Ef2(p)
S

Ep

.df k-1~

f(p)

...... ... ..

.. s
E k~l
f(p)

df k-1

. f (p) ÉS
--~ea.. (p)

... ..
,/

\
\

- e Lq ue r vetar
,

(vI' v2' ••. , vk) e: Vp temos lp(v
1
, " z : . . . ,v

k
) =

•." df k':'2 ( vk _1) )• P a r a ctu a 1que r . v 1 e:
f (p ) ,

= (df k-1CVk)'

f(p)

dfp(V
I
).

E: consideremos o vetor (vI' O, "" O) e: Vp' então

. I
O, ••• l i O)Lp(vI, (O, df P v I' O,=

•• " O)

~ponha que existe n > 1
o tal que para todo n ~'no' n t M

(vI' O, ••• , O~ = n
O, dfp VI'(O, o. . ...• O), então... "

:n +1
L,o (vI' O, ••• , O) = L (O,
P p

no .
• • • , O, df p vI' O, ••• , O) =

-,

df (dfnO(v
I
:»), O.

fno p
(p)

.....(O,= O, O,... " O) •

3S

dfno o dfno
'+1

';;: dfno, .
Ip l P p

go;

no+l(
O, O) ( O , df~O+lrvl) • r O)Lpvl, .... '" . .. ,

• • • . I

7



seja. pê~~ todo inteiro nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa
- r"! :::--::: • _::::-:':.:: I 8 ~

----._- ..•.

df
n
p6

L~CVI'_·O: ,•. ~ 01 ,~ "(o, ',',0' o 6 •••• O l -. - - .; -~-

gora. usan80 a equival~ncia das normas, temos que
I i

I

df
n

vll!!= I !L
n
Cv1• O •••.• Oll I ; IILn(v

1
• O. "'6 Olltip . p p

(

_...•go

n

~ Ill~ 111 . ./!vI! 11 ~ 1I Lp 111 IIv 1111 ~ CpX
n

I1v 11 ~

, ,

- - -GFEDCBA. : ., " '~ -. "::, ~/;-:-

II df
n

v II ~ C À n [ Iv I I - .: ;:.~,p p .

I s .
t o do jJ E -E e - n- > O .•---. __ . .:. • _ , ...

-: p -.' - ....,
....• -"

Por outrO Iado.,se não existe-tal À satisfazendo a
'-

ndi ção acima:--'~n c~rÍtraremo'sumâ -có n t r-edição a
,/ f2-estabi1idade

f.
\

\

\
E~colhamos um: ponto periôdico p de período

I

I',

= df/V I tenha um autova10r y ~atis~azendo
P\

i

li

k tal que

c-1--1) E-

[ I
. < -.. r 20'PONMLKJIHGFEDCBA

. 1 ( I .

= f:i:l TMfi(p)
i =1

Qp é o período deonde k p. Definimos

\
I. 1 I

Q + Q I. por FCv) = (- dffv). Seja u E
p p i! . lr l
L ' t. C o rre sp on de n te. ao' a uto valor y. . então? I I . - .

. i u ; é'~;um autova 10; de F. Se . x : :

Ir~ Ir [ .
3finimos G: Q + Q de tal modo 'que G tenha um autova1orp. p

....a1 ~ raiz da unidade ell'G - F [I < 2EO

v
P

F(u)

o a u t o v e t o r de

= ..L u , 10

lr l -
não é raiz da unidade,

o

Basta tomar G(vl =
~df'(vl
y

-de k =
raiz da un í d ede e r~.12 l-y --JyIBI< 2~k

x EM}. Caso contrário. tome G = F.

onde B e uma

;)

sup{1I df " •, x

3gue-se que IIG - d~1 { IIG - F 11 .+11 F - dfll < E

Tã' Pelo 1e

2.1 •. existe um difeomorf1smo g: M + M o qual é E-próximo

f f . na t opo Lo g í a C' e que dg. = G/TM .
P P

G eu) = Bu e B
n

= 1 para algum inteiro p o s í.:

i
Or-:5Je que



~:fvo G"zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBALu l -= .u, logo 1 é autovetoI' de Gn ee;;~c
assim

~n k (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl '
onde k é o período de Existe tamoêm um < vetor

u : U p ,

n í t âr-Lo v e: TM ta 1 que G"nk (v) : v. Com efeito: Se v e: TMp , p
Gev) : .ê. df (v) e G2 (v) : GC ~ df (v) ) :

( .ê. )2
df2(v), pross~Y p Y p Y P

ouindo assim. temos

kGFEDCBA B k k
" G Cv 1 = ( -) d f Cv 1 ,.e: T M •

Y p p

-- .

-eja u = Cu
1

• u
2
•.•••

30 autovalor Y. então

uk) o autovetor de L correspondente
k p

Gnk(u) = (..ê. )n 1 dfnk(u ) = u TM
1 Y p L.:._ 1 e: pPONMLKJIHGFEDCBA

' / 1 .u
1

v = lIul/!'
Sej a Ó = m a x fi IGi/l} e r =' { (t v); I t I'~

O:!i~nk

:ome

{ ~} o n de Ô e o mesmo do lema 2.1. Para todo u e: r,46

- - - ...., - .-: '

Ô .- Ô
IIGieu) 11 ~-.11G

i
Lt v) 11 = 11t I lIGi(vJ/1 ~ 46

A :s::
4'

-u seja 11 G
i
eu)" ~' ~ para todo u e: r e para cada i = O,

- , • • •.• n k. •

- -nk ) •. nk() '.Pela construçao do lema 2.1 temos g (u = G u = u.

:ara todo g = exp o - -1 nk -nk
g o expx e g(xJ = exp o g o

nk. -nk
g Ixl = exp o g o

-1
onde u = exp (x). Logo

u e: ~. Mas

-1
- exp(x) ,

-1
e xp Lx l

então para todo x e: exp(I)
. ' \

-nk( ), ( i= exp o g u = exp u = x

rodo ponto de expCIJ e um ponto periódico de g de período me-
- .

r ou igual a nk.

Por um teorema de Kupka-Smale [lOJ temos :'

1) H = '{f e: oif f(Ml; fn
tem somente ponto fixo h1-n

perbôlico}
..

aberto natopologia C' densoe e na

topologia CI';

n
2 ) on = '{f e:í'\ ( _ r . • p, q e: Per(f) com período ~ n

1=1
'1•

Ws(p) ~ WU(p)} e aberto e denso em oif f(M). En-

19



~~o existe um ~ifeomorfismo h E OmzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
f

m ~ nk arbitra

ríamente pr6x1mo de f na tQPol~gía C'
cujos pontos periódicos

s~o hiperfi6licos.

Seja p E per(hJ
com período menor Ou igual a nk = m.

ent~o p E Fix(hmJ. Gomo os pontos fixos hiperbólucos são 1soladds

e M ~ compacta,ent;o Per(h)
contem somente um numero finito

de pontos periódicos -hiperbólicos de período menor ou igual a nk.

Por outro lado, f e conjugada com hzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe com g. então h ~ con

/~

e um absurdo, e assim o teore~; est~ demonstra
jugada com g queGFEDCBA

l

do.

'-
./

,..:

20



Se~ào,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA111
-. '--zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-- :_ ..)sPONMLKJIHGFEDCBA: : . : . - : z . ' : : - . J . _ _ _..::.:.~3

As Variedades Est~veis de Difeomorfismo n-Est~ve1

Na seção anterior,mostramos uma condição necess~ria p~

ra que um difeomorfismo f ' seja n~est~vel. Esta condição estavaGFEDCBA

l i g a d a diretamente com os pontos periódicos de " f. -- ':.';:--:

Aqui t arnos pelo menos três condições necessãrias':;: para'

-estabilidade' de um difeomorfismo e todos elas estã~'re1ac{oria~

~ - -
variedades estã~eis de f::~~ ~ -~0~S~3 S~-~ ~?~~~S~7~

Lema 3;1: .

Sejam S~ mn
uma. subvariedade# X e: S~

o
U uma ..',,1-

./ n
x em m e

o
U'. uma vizinhança compacta dezin han ça de x

o

contida em U. Suponha que, h; U -+ mn é uma imersão tal que

-
Cx ) = o. Se V é o espaço tangente ~ h(S) na origem e ,:séja

o

IT: mn
-+ V a projeção ortogonal. Então dado e: > n existe uma

aplicação
- ' n
h: U-+lR tal que:

I

11 Existe uma vizin~ança N de x em S tal que
o

-h(xl = II o h Lx I p er-e i t o do x e: Nl

21 h é' e:-'próximo de h na topologia C' ;

-
3 ) h I x I = h Cx1 s e x i U'

emonstração: ..
1

u e: V f 11 vii ~,ô:8[~1 ='{v + u; V e: V

8 cs l' = II -1 (v 1 n 8 Có 1
v

Sejam e

IIu/l ~ ô} e para cada v e: V. Como

(Sl e V se tangenciam na origem. existe Ô
1

> O tal que

IIvll ~para todo v e: V# 15
1

8(15
1

)~nico ponto. Definamos agora' TI:

'8
v

CO
l
) () h(S)

-+ mn por

temcom um



· ( x l -=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,Brre x 1 CÔ 1) n ti ts ) . II e -
II se tangenciam

na origem. ~

Assim, podemos escolher ô
2

>0. ô
2

< ô
l
' ,. tal que

~l' 1
1I Õ2 <. e: e- h .'(B ( Ô 2 II C U J

2)II1JCx) - llCx)ll<

:: SuP'{I!dhzll;

3) /ldII - dIT I I <x x

4e:k I I x 11 q u a n d o I I x r I <Ô2 o n de '_ ' K =

Z e: Ul} ~'

e:
2k quando IlxI r < ô

2
•

Escolhamos tamóém uma funçãoPONMLKJIHGFEDCBAC : JR ~ [O, 1] eco tat'-que

a) (1 (t) :: O sei t I ~~2, ;

b I (1 Ct ), = 1 se It I s Ô
4

2

' ) , d Ct)1GFEDCBA. . s
c dt, Õ 2

efinimos R,(xl = 0-(11 x 11)
.p e r-a ,todo t E ; ] R

b: U ~ JRn -h (z J = h Lz le por se

Z i h ~1 (B C' Ô2 ) ) e h Lz l = h C z):' R,(h (z ) ) I~(h ( z ) - fr ( h (z ) ) I se

-1
z e:h (B(ô

2
)). Se N

-1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAÔ2e I que N C h rat 4
I

(h(z)) = h(z). logo

~ uma vizinhania qualquer de· Xo em S

então para todo z t N !Ch(z)) :: 1 e

I
h Iz ) = h Lz l + R,(hCz)l!IICh(xl) -II(hCz)) = II o h(z).

ambém se h Tz I e: B(ô
2
).

I r h Lz ) -; h Cz ) I I :: R,Lh Lz 1. 1 1 II (h Lz ) IIChCZ)1IL<ô2 < e:.

d h2 = d h2 + d h Cz 1 o d h2 "/II (h Cz 1 Lh (z li +

+ R,;Ch(zJ) IdIIhCz1 .•...diÍhCzll db
2

..'. íldhz - dh2/1 = /IdR,h(zJ o dh2/1 /IrrCh(z) -JÍ(h(z))//'+,

+ .!!, ( h Iz )) 11 dII h (z J - drr h (:z) 11 11 dh
2

"
~

IIdhz - dbZ" < ó~ K • :k IIh(z)" + K(ik) < z'{z ÓJ. • i "E

I/dhz - dhzl/ < e: •

22
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de8izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA::>=w~= e dois conjuntos, a ub+b és í co s ,AI e A
2

f e: Dif "flM1 sao ligados se existem pontos peri6dicos PI,qle:AI..
e P2' q2 e:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAtl2

tais que

s
WUfP21'~~

u
() W

S
(q2) -# ~w (PI) n e W (q11

I

Lema 3.2:

f: M ~ M ê ·um difeomorfismo: n~estâvel e se p e q

s~o pontos peri8dicos de f com OC.pl ligada a O(q).

,r-:-
. "

então

s .
dim W lp 1 = dim W

S
(q 1

Prova:

"-
Desde que, a O Lp I ê ligada a O Cq l , podemos supor sem

/'

perca de generalidade que WSCpl.(lWUCql' -I 0 e 'Wu(pl n WS(q')-IPONMLKJIHGFEDCBA

I ~ para algum q' e: O(ql. Su~onha que dim WS(p) < dim WS(ql e

x e: WS(p) n WUlq). Podemos dar uma perturbação fI a f tal que

fI = f em uma vizinhança V de OC.x)'='{fnlxl; n E Z} e que

WS(q') e WU(p) tenham um ponto de interseção transversal. Pode-

I
mos escolher ainda uma perturbação fI bastante pr6xima de f de

tal modo que ,fI seja o-estavel. Considerando as variedades es-

s u - u
x e: W (p) n w (q) e W (p)

s -
e W (q') temtaveis de fI temos

um ponto de interseção transversal. Pelo teorema .1.2, x e: n (fI).

EScolhamos agora uma aproximação de Kupka-Smale f
2

de

fI a qual ~ s~ficientemente pr6xima de

f
2

exista uma a +co nj ug e ç â o h e que

dim WU(h(P))'= dim WUCpl.

fI tal que entre fI e

dim WS(h(p)) = dim WS(p) e

Por hipótese, dim WS(p) < dim WSCql, então

dim WS(hep)l + dim WU(h(pll, < dim WS(q) + dim WU(q) =

= dim M, Centro d

eM M.e..-...·
•



ou s.ejzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa;

dzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi ~ w s (h Cp ) 1 + di mGFEDCBAv f 1 (h.Cp J 1. S dim M,

Desde que ,f
2

é um difeomorfismo de Kupka~Smale. h(p) e h(q)

(
s~o pontos periddicos de ~2' por definiç;o as variedades

~

WS(h(p)) e WU(h(q)) intersetam~se transversalmente, logo

fI e f
2

s;o O ~ ~~njugados po~
/ .

WS(h(~~) n WU(h(p)).

WS(q) é falsa. En-

An a Lo gerne n t e , podemos mostrar que dim WS(q) ~ dim .W
s
(p).

s /' s
dim'W (p ) = dimW (q).

W
S
(8(h(p)) n W

U
C8(h(q)) =' ~ ,

Isso contradiz o fato de que

que toda conjugaç~o leva~x em uni ponto de

portanto a hip6tese de que dim W
S

(p ) < dim
,
~s

dim W (p) ~ dim WS(q).t~o.

Logo

Lema 3.3:

f: M -+. M e um difeomorfismo O-estávelS

!~
pontos peri6dicos de

I

a D( q )o(p) ligadaf.q sao

WS(.O(p)) Q WU'(O(q))

!!
I

i

I

inters~tam·se transversalmente.

P;ova :(PONMLKJIHGFEDCBA

f

"
f

x e: W
S

Lp l n W u (q 1Suponha que existe um ponto

não i!~onto de interseç~o transvers~l.
I

Pelo lema 3.2. dim W
S Lp l ' == dim W

S
Lq l e asssiin

e p e

então

o qual

.dim WU(p) + dim WS(ql = dim WU(pl + dim WS(p) = dim M.

Desta forma, podemos perturbar f a fI de tal modo

fI seja Q-estável.-tambim f = fI

~(xl = ·{fn(xl. n e: Z}; e além disso,

que em uma vizinhança V

WU.CPlf
l
) ede

um ponto de interseç~o transversal para algum

I
têm q' e:

WS(qifl)

O (q) •

24



25zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

aI que sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,g ê c.....prô.ximo de fI' então[xis,ta E > ~, g

é n-conjugado a

corresPo~denJes a

fI e as variedades est~vel e inst~ve~ de g

s •• u( 1-
W (q'" fI! e W p, fI tem um ponto de in-

terseção transversal.

Desde ~ue x é um ponto de interseção nao transversal de

s
W (P, fI)

U, fl(Ul

u
W CqPONMLKJIHGFEDCBAI

f ~l LU 1

fI). Seja U uma vizinhança de tale quex

-1
exp : U +

x
sâo disjuntos e seja

™x
um die

feo~orfismo 505re sua imagem. Mais ainda, tomemos U suficiente

mente pequen~ tal que se N
s e a componente de

s '
x/-;-em W (p)uU
.• / CX)

em WUCq) U U entâo U fn(N )

n =1 p

s s uUo Sejam V = T W (p) e V
x

e Nu é a componente de x
I

I

! são disjuntos de

e
ee

U f -n (Nu 1
n =1

=

u _'-s u '{} sr.. U
= TW í q l I entao V ti V .;. O ,dado vGFEDCBAI 0 , v c V " V ,

x
~

Escolhamos' ô > O tal que exp
x
( t v ) e:: U para' todo t c [-ÔIÔJ

e seja J = e xp '{ t v ;, x t e [-ô, ô]} •

ES~olhirmos ,e:: > O tal que e:: < e , e se g ê e:-prôximo de

fI entao 'I' g e O-conj ugado a f I o

I ' I

-1 -1
Seja K: fI lU) + ™x definida por K = exp

x
oflo Esco-

I - I
lhamos um rQmero e::

l
> O tai que se K': f~ (U) + TMx e E

l
-

-p r-ó x í rno a!! K então expx o K é % - p r-dx í mo de "i: Pelo lema

3 o I, P~ e J p s e n c o n t r a r K 1: f ~'t U 1 + T Mx - 't a 1 que

, . -1
li) K

1
= K fora de alguma vizinhança de fI_ Lx l a qual es

tá contida em
-1

fI (U) J

,2 ) Kl é- El-~róximo a KJ

Kl(Wu(q)) n f~lLUl contém uma vizinhança do em V
U

•
3) O

Assim, se definirmos f
2
: M + M por f2 (x)' = fI ( x ) para

-1
.

~1
x i "i (U) e f2 Cx) = eXPxKl (x) para x E fI rui. então f2.

e

e:
próx,imo de f,

u
f2) contém um sub-interva10 de J •'4 - e W (q ,



26zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

AnalQg;men~e •. :OdemO~ ~:finir fô

xGFEDCBAi . fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 (UJ. 3 e 4" - p r-ox arno de f2 e

suúinterva10 de J.

tal que f
3
Cx) = f

2
(x) se •

wSep. f
3
) contém" umPONMLKJIHGFEDCBA

J í . contido em wUeq. f
2
) então

-n
f
2

(J') portanto

é o subinterv~10 de JSe

,I

f;nU') é'dfsjunto de

J' c WUeq. f
3
J.

fl(U) também f:-n[J')'
3

Assim existe uma vizinhança de x em J a qual

est~ contida em WS(P. f
3
) n WU[q. f

3
). Desde que WU(P. f

3
) e

W
S

(q ", f31 têm ponto de fn t a r-s e ç âo transversal. cade ponto' .de

W
S

Lp , f
3
) 'O ,Wu(q, f

3
) é n âo r-e r r-en t e , ,(Veja 1.2).

,
Mas sa5emos que todo di fe ornorFd smo de K up ke -Sma 1e po 5 5 ui so

: -

mente uma q~antidade enumeràve1 de pontos na interseção das vari
'- -

cdades estável e instável de dimensões complementares, portanto o
~

f3 já que o mesmo e

dim WS(q, ~31 + dim

mesmo deveria ocorrer com Q-conjugado a um

WU(q. f
3
) ~ dim M

,
Kupka-Sma1~. Mas temos que,

e W
5
[p, f~) n

t
. :\

es e e ssam , ,a
Ir

WUCq, f31 contém um intervalo de pontos nao erran

hipótese inicial é falsa o que acarreta W
S

(O Lp ) ) e

WU(O(q)) tntersetam-se transversalmente.
I

,
"
"

I!
T e o r e m'a,3. l':

Ta '~:
I

sao ccn j untos

Q-estável e AI e , A
2

M ~ M é um difeomorfismo

sub-básicos os quais ~ão ligados, então

!
I

í
dim ES(A

l
)

s
= dim E (A )

, 2

Se x e: Al e y e: A
2

então WS(x) e WU(y) intersetam-se t r-ens

versalmente e 'além disso existe uma constante a > O tal que p~

ra x e: Al e y e: A
2

e qualquer ponto de interselão de W
5
(xl

~

e WU (y). o ângulo entre W
S

(x) WS(y)
..

maior do quee e a.
{:
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Prova:

EscolJaPONMLKJIHGFEDCBA

. j

C' ent~o g e

á E-próximo azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE: > (l tal qtJe soe f na me-g

O-estável etrica O~conjugado a f. Por hi-

potese exis~em pontos ~eriadicos PI' q1 E AI e P2' q2 E A
2

tal

queGFEDCBA
r ' '-
WU(qll n WSCq2) ~ a e ~s(PI) ~ WU(~21! ~_-.

- s u
SUPQnha sem perca de generalidade que dim W (Pll_ + dim W [P2)

= dim M. Seja

=:

W E WU(qll (\ WSCq1J

E _

"4 - proximo de

então podemos 05ter uma apro~
, .'

ximação fi na mêtrica C' e mais.a qual e f

f :: fI no fecho do conjunto OCwl \.1. AI U 1 \ 2 e a qual tem a p r-c+

I s u
priedade qUg W ~PI' fI) e W [P2' fl~ tem um ponto de interse-

çao transver saI, ~ 1 o teore-ma 7. 6 de [!t], W s (AI' fi) é d~ ri 5 Ó em
./

A
2
:Portanto WSCO(qí1 ..fll: ê denso em WS(AI' f1j e WU(O(q2Lfr

u . s"
é denso em, W (~2' fi). Pelo teorema 1.2, W (O(q1)' file

W
U
CO(q2)' f) -têm -um ponto de 'interseçáo -e desde que W

S
(P1' fi) e

u 1\ -_
(P2' fI) ~ntersetam-se transversalmente. Isto e.-~onsiderando o

I. - I .

Lf e orno r-Pdsmo fI' O(ql) e ··O[Q2) são ligados. Portanto,

\
ema 3.2 df.m W

S
(ql) = dim W

S
(q2)' ASsim dim E

S
(Ai) = dim W

S
(Q2) •

Ssim., dim!!Es(A
l
) :: dim E

S
CA

2
),

j •

f uP'9nhamos que não existeu m a cota inferior nos âng u1os de

- s [A u L -ntersetao de W _ 1) e W 2)' entao vamos chegar a uma contra-

pelo

ição da Q-estabilidade de f.
!,
Escolhamos B . > O tal que:

1) Se VI' V
2

E TMx são vetores unitários com ângulo en-

tre VI e' V
2

menor do que 6. então existe L: TM -+ TM- x x

tal que LCVIl V
2
, e IIL'" idll <- 2

E
O CSupl/df)/+ l-,j-\

21 Para cada x E AloU x E A
2

o ãngulo entre E
S

e
f . x
- u

E ê maior do que 8.x .



s~ponhimos que existem

W
u
(x

2
; fI} intersetazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

"iPONMLKJIHGFEDCBAt ~1 e "z e:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA2

-,
28

tal que WSCX
l
• fI)

em Z com o ângulo entre elas menor do,e

I

lista implica Z ~ A V A i , Se
1 2

que 6/2

f
2

= f'l

U I

W (~2; f 1]

tal que f
2

seja t - próxima de fI

em uma vizinhança de AI V, A
2
u a(Z)

terseta transversalmente entâo

seta W
U

(x
2

;, f
2

) transversalmente em Z mas com ~~~ngulo entre
~ /

elas menor do qu~ 6 .

, s
Comotantes. W (Q(ql)1 f

2
)

wS(aCq2)'~21 é denso em WUú\21

"-
de das variedades estáveis'locaisGFEDCBA

» :

que exist~ um ponto Z' pr5ximo a

na

s
W Lx 1; fI)

aproximamos _fI por

, 1
topologia C. f

2
::

nao in-

s
e W (Xl; f

2
) inter-

~ s{A)e denso em W , 1; f
2

e

\

f
2
). Portanto. pela continu~da

(teorema 1.1) podemos concluir

Z onde

u
W (a (~2 ); f'2)

existem vetares unitários ~ E TM •
.\ z
li! ~ U -

VII E TM
z

tangente a W (0(q2); f
2
)

'lI ' ,
s u

L:,TMzI -+- TM I tal que L(V) = V
! Z I

W
S
(q'l; f 2) interset

ta e o ângulo, entre elas é menor do que 6 . Por

E
20 • ;:

I -1
. Sej? y' = f

2
(z') e defina G: TMy' -+- TM

z
' por G::

o(~f 2'!~ Seja Q =' {f~ (y I ) n i O } U , , - O ( z li ap 1icando o 1ema

Iao di feomorfismo f~ com e =' { Y I h G como ti nhamos

tanto

f
2
) e

fismo

<

= L

2.1

tangente à WS(O(ql);

e e~iste um isomor-

,e IIL o df
2

- df211 <

e d í s j un t e de

cons1jruído e R a vizinhança compacta de \ U !I.. 2 \J Q a qual
I

, { v ' . } .

Obtemos um difeomorfismo g: M + M. 'n -estável e E-próx.!.

na métrica C I. Desde que. g = f
2

mo a f

= df~(vs)
c :

para todo n 3 a~ Por outro lado

a. V
S

é tangente a W
S

( a (q 1 i. g Ipara r ' n)

n s
dg (v)::em R entâo

. +n s -n u
d g (v) = df 2 (v )

e a WU(0(q2)' g).

,

diçãd.

Po r-t an t o , pelo lema 3.3 g não é n -estável o que é uma contra
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