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INTRODUGAD :

-~

Este trabalho tem como objetivo principal, estudar con

s necessarias para que um difeomorfismo de uma variedade di-

cidvel M seja Q-estdvel e é baseado no trapalho de -~ John
k& "Necessary Conditions for Stability of Diffeomorphisms”.

_ Smale provou em seu "paper” [S] uma condigao suficien-
para que um difeomorfismo seja Q-estavel. O 1qt9résse : de
k seria encontrar a reciproca do teorema da fl-estabilidade
strado por Smale, o qual nao foi demonstrado na sua totalida
mas em'partet‘ :

N— 5

Esta mono%fafia, aivide'se em tres segdes. A primeira
o estabelece alguns conceitos b&sicos em Sistemas Dinamicos
guais séo indispensdveis s subsequentes,

Ns segao II, mostraremos que todo ponto pericdico &e
difeomorfismo Q-estdvel é hiperbdlico,

. i :

wm conjunto finito de pontos 6 em M, -podemos modificar f em
por uma pequena perturbagdo g ﬁa topologia 'Ci de tal modo

F ) g(x]l' em um subBconjunto compacto de M, disjunto de

B dpx

G|TM  para todo xe 8 , onde G €& um Isomorfismo

, e
8 TM_ sobre. 8 TM. ., tal que s ~aril #ss.
x€0 xe0 : :

Usando este resultado, provaremos o seguinte teorema:

periédicos de f sao hiperbdlicos e existe uma constante A€

(0, 1) tal gque para todo ponto periddico p as desigualdades

I~

c, ANVl Vv eE

{ae™ vl £ c, ANV v v £'E

|1a¢™ v]]

s
p
9 e 8
P

De infcio, mostraremos que dados um difeomorfismo f_

f: M > M € um difeomorfismo -f-estdvel entdo todos os pon

B L T pe—




satisfeifas. o SRl : RGeS ' o
de Cp & uma constante positiva que depende do ponto P .
A segdo III é dedicada as variedades estdveis de um di-
omorfismo Q—estévei sobre uma variedade diferencidvel M.
Inicialmente, provaremos trés lemas dos quais, dois de
s necessitam da condigao da Qvestgbilidade. Com esses resulta

E pfovaremos o Gltimo teorema deste trabalho cujo enunciado - @

seguinte: | ; - ; : /%
f: M> M €& um difeomorfismo "~ Q-estéavel e Al' A2 sao con
tos sub-basicos para f, A1 ligado a Az, entao

a) dim EPC(A)) = dim E° (A
b)Y se xi; Al e y e'Az entdo W°(x) e WY (x) infsg

A
setam-se transversalmente;

c] existe um nimero o > 0 tal que para tpdo x € Al'
5»y'e A2 e gqualquer ponto de intersegao de wiix) e

WY(y) o angulo entre elas é maior do & .

Entendemos por angulo entre dois subespagos vetoriais V

Vz de TMx_ pelo' inf(Ar cos (Vl, Vzlx] onde v, € Vl- e v,

Vz e e ]x 6 o produto interno em TMX.




Segdo I

Variedades.e Transversalidade

Esta segdo destina-~se a apresentar definigdes e proprie

.

s bdsicas de Sistemas Dindmicos considerados como pré-requi-

~ae.

os indispensdveis &s segdes subsequentes.
Omitiremos parte das demonsfragées dos teoremas aqui e-

ciados, pois o nosso objetivo principal é fixar a notagao e
terminologia para o futuro. No entanto, indicaremos as referéﬂ
onde podem %er encontradas as demonstragoes omitidas.

A seguir, M & uma variedade compacta de classe g s

feomorfismos de -M, de classé Cw. Representamos por TMp 0 es

o tangente a@a M no ponto p e por TM = U TNp = {(p, v)s

: . . peM
BN e v ¢ TMp} o fibrado tangente. A

Dizeﬁos que um ponto p € M. € um ponto periédico de f¢
& Dif f(M) se existe um inteiro ﬁ tal gque fﬁ[p] = p e a
menor inteiro positivo k satisfazendo fk[ﬁl = p e chamado
periodo de p., Denotamos por ?er(f] o conjunto dos pontos peri
-iaicos de *f ’e ﬁof alpl) = { fn(p),rfs Z} a orbita de p .

! ~

Observagao: Se p € um ponto periGdiceo, entao 0(p) € um con-

do igual ao perfodo de p.

mente se para toda vizinhanga U ‘de p e para todo inteiro po-
sitivo n, existe n e Z, -ln] > no, tal que sy N u £ e, De

motamos por - 2 =Q(f) o conjunto dos pontos naoc-errantes de f.

ida de uma métrica riemanniana || ||. Dif(M) & o espago dos .

Junto finito e seus pontos sao periédicoé de perioJO

Um ponto p € M € um ponto nao-errante dc f se, e soO.

D SR S ——
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04

‘fl € um conjunto fechado e invariante sob f e Per(flc Q(f).

sonto p e M & um ponto BiperBdlico de f se o isomorfismo

: TH - THP ndo possui autovalor sobre o circulo unitdrio s°

plano complexo. == .

Dizemos que um difeomorfismo f: M > M €&  Q-estavel

-

a)l Existe uma vizinhanga N(fl de f na topologia C'

/tal que para cada g € N(f) existe um.homeomorfismo

- . h;-Q(f] fQ(g] tal que g o h = h.of;
bl Se p € Per(fl entdo dim ws(p, f) = dim wsIh(p),gl

C wﬁ(p, f) €& a variedade estdvel de p relativamen
5 T :
te a ‘f’ definida posteriormentel.
\ : s : *

‘Dizemos que um conjunto fechado e invariante gob v

A
\

L ~M tem uma estrutura hiperbdlica para f € Dif(M) se:

al Existe uma decomposigdo continua da restrigao do fi

1

brado tangente a ™ = g% a g" tal que

Y\
SAf 2 ). 48 e pFe®L = EY,

Bl Existem constantes C >s@salti» 0, 1A g'(n; 11 e uma

métrica riemanniana || || em TM tal qué

[1at" v|] 4 c A"||v]] para, veE® e n>a

| |d™ ~]] 2 c'A""|]v]]| para v eE” e ny 0.
A constante A & chamada assimétria de f. Se C e

(XY

L* sao iguais a um, dizemos que a métrica riemanniana em M

2daptada a A. Se M é uma variedade compacta e A cmM & um

conjunto com uma estrutura hiperbodolica para f € Dif(M), entao
-
por um teorema de J, Mather (veja [2]) existe sfen&:r@enmad" %‘gt i
u- $ d Mat.ﬂ‘
ment® i

Depert?

5
3
i
|
!
)
]



- - 05

riemannians em [ adaptada a A

Sejam f: M+ M um difeomorfismo.e b- um ponto hiperbg
=22 de f. 0 conjunto dos pontos de M que tém p como W-1imi
€ chamado variedade estdvel de P e denotamos por ws(p], e o
Junto dos pontos de M gque tem p como &-limite € chamado
-iedade instdvel de p ; denotamos por wu[p].
AS definigdes de w-limite e &-limite ﬁoderBo ;ér en-
atradas emv i8], - - | |

Sejam b &% >0 d a distancia induzida pela mé
ca‘riemaﬁniana. 0 cpnjunto Be(p] = {q ¢ N;Vd(ﬁtrql < g} '€ uma
12 aberta em ﬁ vdé centro p e raio € . Seja p e M um ponto
fperbélico de f e Dif(M), e () D £ " (p))) e Wip) =

= N
! fn[Be[f [p)]]\—sao chamadas variedades estavel e instavel 1o

o
:22s de tamanho ¢ do ponto Pe

Uma'familia {w }xEA de subvariedades de classe CF

2 1) de M € continua se para cada x € A existe uma - vizi
s V de x em A ¢ uma aplicagdo continua ¢: V + cT(o™ M)

=21 que Wx aplica _Dn

difeomorficamente sobre uma vizinhanqq

X em wx para cada x é W Para enunciar o teorema da va-
edade estavel para‘um conjunto hiperbélico A , vamos supor que
métrica riemanniana em M & adapatada a A -

1 ~

sorema 1.1: (para Variedade EStavel para um ConJunto Hiperbolico]

Seja ,A C U um conjunto compacto hiperbolico para uma -
ersdo C', f: UcM > M (r ® 1). Ent3o
a) Existe. € > 0 tal que para cada x € A corresponde

uma variedade estavel local ws(x)' de tamanho €3

b) {w (x]]} é uma famflie centfnua de sulvariedsdes
Cr 3 '




cl Existe A e (Q, 11 tal que, se y, Z¢ W (x) entao

d}fnty], fnCzII\QAn dly, z1 para todo n * 0;

dl wi(x111 wztyl € um comjunto aberto em w:(x] para

-~

ftodo > PR t—:A':’
c]jwzﬁxl € tangente a Ei em x € A

' Demonstr$§50: veja ¥ iy

Sejam S & N uma subvariedade de N de classe C© e

M > N uma aplicagdo de classe ck Ck, r = 11, dizemos que f
s ! '/’-‘* :
fransversal a S em p € M se f(pl €S ou se Dfp(TMp) +

£ /
!

flp] -=; TNf(p]‘

tamos'poi s S, 82 # 6 transversal a S em cada ponto.

Dizemaos que f e transversal a S e repre

: e ‘

€ "o . = 4

) ‘; / P, o

-Observamos que; Lt ; ‘
3 3 : i ;

i]:Se R AGR! Ns#4g e T &:8 gntEo

© dim M + dim S * dim N
2% Se dim M + dim S < din N e f@& S entdo F(MINS =
bt . s

1

! » g s % i
i . vy
I »
Cdm efeito: .
3 i

4

/ﬁ li Se f(M) N S #8 e f & S _entao existe um ponto

pemM tgl qge #(pl ¢ 8 = dfp(TNp]+ Tsftp] - TNf(PL

Desde que os subequqos _dfp(TMp?. e .TSf[p] gefam o
espago TNf(p], entao

£(p) dim TN

Pnr‘outro lado,

dim df (TM_) = dim TM_ = dim M
p- . p p

e portanto

dim M + dim S 2 dim N .

AN i o by



a7
21 2uponha que f(MINS # @ entdo existe p e M- tal

ve f(pl € S, pg} 1]

: dim M + dim S 2 dim N e
] =

A

‘

que € uma contradigdo a hipdtese inicial.

S

Sejam S1 e 82 subvariedgdes da = dizemos gue S

»

1

transversal a S2 se a aplicagado inclusao 1i: Sl~+ M €& trans

2 £ ; : '/::-

.

Um conjunto sub-basico para ..¥7e Dif £(M) & um :
junto compacto, invariante AcM com uma.estrutura hiperbéli

tal que “"f/A _é topologicamente transitiva e o conjunto dos
£ -

tos periddicos de f € denso em A . f/A € topologicamente

& i / = - . 5 - .

nsitivo se existe ponto x € A tal que a orbita 0(x) € den

em A.

ST'-AI e A2 sdo conjuntos sub-bdsicos de f e A,
3

.

2 ? .escrevemos A < Az duéndo WSCAIJTT wU(Azl # a

e A 1

R <A i A A -
) _sz ,quando existem .p% e e py, €4, talnque W [pI}
Hu(pz) .tém um ponto de intersegdo transversal.

Se Al e Az sdo conjuntos sub-bdsicos de fe Diff(M);’

g e A2 i< A1_< Az entao

Wy w”(Azl c QCfL =Q .

_ & RET
Na prova do teorema acima, necessitamos do seguintes re-

Seja f: A -+ A um homeomorfismo topalogicamente tran

%




Pl
t ' : i 08 er

ftivo de um espago métrico compacto com pontos periddicos denso ffi
: A =
A - EntéoZdados conjuntos abertos nac vazios Vl' V2 em A, %

dste um ponto periddico p g V tal que fm(p) € V2 para al?

1

m. H : RN

o

ava:

-

Desde que . f € topologicamente transitivo, existe x €

E A tal que (x) n_vl'f - e L R V2 # @, logo  existem

- m, € Z " tais que f 1(_x) e_vl e f 2(x) e szfhssim F 2(x) e
m ; ; = i . m

f [Vll ?nde m = m, m, e Portanto £ (Vll n V2 # d. Por

ro lado,’ Per(f) €& denso em A, logo existe g € Per(f) tal

q € fm[VI) ﬂpvz, enféq p = f‘m(q] € V1 e portanto fm(p)e

Vz. .‘s - o S : g S -

.3 . . b s Tt i 4
\S%jal f: M > M um difeomorfismo com pontos periédicoé

Sl e ; e ‘ 3
fperbolicos Py i =20, 1, «++, n; tal que i pn. Suponha
Pira cada 1= 0, I,%.cpn =1, x; € Wipg) wip, + 1) 6

ponto dﬁ intersegao transversal. Entdo cada x; € nao erran-

. e a 'I.’ i - ———re
A /'1 ®ach 3 -

@emons'tracdo: veja [4].

|
ova' do Teorema:

r ; e ; ;
Seja x € WSLAllf\ w”LAZ), e. U uma vizinhanga de x.

oar hipdtese -A2'<<~A1’ wu[pll 0O wstpll tem um ponto de inter-

=¢ao0 transversal para Py e.Al e pé € AZ' Sejam V1 uma vi-

nhanga de p1 em Al e -Ui uma vizinhanga de p2 em -AZ

ta1 qbe para todo p € V e g € U, wu(p] e ws[q) tenham

1 i

poﬁto de intersegao transversal. Escolhamos os abertos V2 em




e 08
) : ] = Se

e U, em Az tais que se p’ ¢ V, e g’ e U,, entédo W (g')
fp’) intersetam U. Aplidando o lema 1.2. obtemos uma Grbi-

?1 intersetando V1 e V2 e uma orbita Y, intersetando

e U,. Assinm, stYzl .8 WS(YII tém um ponto de . interse
S0 transversal, enquanto wstyll e WU(YZJ intersetam UV

Aplicando o lema 1.3.; obtémos fm[U](\ U # 0@ apra al

mez. ) S ,.<

Isto prova o teocrema.

=i




Segao II

Os Pontos Periddicos de um Difeomorfismo Q-Estdvel

Nesta segao, provaremos que todos os pontos pericddicos

um difeomorfismo Q-estével sao hiperbdlicos.

~—

De agora em diante, quase todas as demoﬁstragaeér deste
glho, séréo usados o0s difeomorfismos de Kupka-Smale. Dizemos
um difeomorfismo f: M+ M € de Kupka-Smale se:

a) Os pontos‘periédicos sao hiperbélicoéff;

b) Se p, q sao pontos periddicos de £, entdo

’ W p) A wla) .

: _ : ;(. g : : ; 1 £

égjam Fi M > M} um difeomorfismo e © C M um cénjug

3

i ' -S" s A ¥ ." ' o= o .
finito d? pontos ejam Q xge TNx e @Q xge Tmf(x]

> 0 ¢ suficientemente pequeno e G: Q@ - Q' & um isomorfismo

Sg'

gue ||G - d?l]ff%- entdo existe um difeomorfismo f: M > M
roximo de f na topologia C' tal que dgx = G/TMx para to

€ 8 . Além disso, se R € um subconjunto compacto de M,

@, podemos tomar f(x) = glx) para todo x ¢ R.A

i

Suponhamos por simplicidade que a métrica riemanniana em
induzida da métrica usual do R"™ onde M éstévimersa.

Primeirp, demonstraremos este lema paraAo caso em que
='{x1} e depdis estenderemos para o caso em que‘ ® tem um na-
ro finito de pontos maior do que um. Seja exp: TMx U ™ -+

1 f(x)
M a restrigado da aplicagaoc exponencial de TM em M determina

u.fF.C ‘ C;nlro de Cléncles

i de Motambtle®

Momartam

o
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pela métrica de TM para M. maiores detalhes veja _ [7].
Escolhamos agora um™nimero § > 0 satisfazendo as se-

ntes condigdes:

' FRN) - 5. = Al £
1) Se {xl. f(xllJ = {xl. xz} e By {v e ™, NIIELR;
entao exp: éi*- M €& uma imersao, e se Byi® exp(éi]

entao BIQ B2 =0 ;

: 2) Se v e B, entao |[lexptv) - v[[ < 5. onde || |
/é a métrica em R™ na gqual M estd imersa;
i ,’/
3) ||d gxpvll <1 + f% se v € 51‘ e
l[ﬂ exp;lu o {% -s8 X € Bi’
4) f: éi > TNf(xll = TMXZ pode ser definido por Flv) =

£l exp_%/o foexplv) e [[6lu) - %(u)[l< %ﬁ vl A

\\ [lG(v] - d?u[v)ll < f%llvll se ve B
. A

5) Se K = sup {[df || 5 x e nl| entdo

e

alld exp, - d Bxpvll Ky se u, vEeEB

10K 5

.

Agoré vamos justificar as afirmacgdes anteriores.

1) expxi TNX “+ MA'témos que d éxpx(0]“= Ime para to-
do. x € M. Pelo teorema da.funqéo inversa, existe uma
viziqhanga B de zero em gfmx e wuma vizinhanga
B de x em M tal que exp_ B * 8 € um difeqmog
fismo. Logo exp B + M & uma imersao ;

2) Podemos pensar explv]) - v como a diferenca entre

dois vetores do R™ onde M estad imersa;

~ 3) Usando a continuidade de d exp e o fato de que
d exprﬂl = ITMX para todo x € M;
4) Observe que f(0) = exp-l o f 0 expl(0) = exp-lof[x]=4

= 0 pois expf[‘x)(ﬂl = f(x).




G R T . i — . e —— 5 oy - roe € o

x5 > 2 s e : *-
=d expf ].:dfx od e,xpxtﬂl; = dfx logo (u)

]
Q.
sy

X
+

e o ey ey i s
- = 3 - =38 5 8 —ees W21 = - g ETERE - S 20T =3 -=

r,0x, uX[]u]], onde : r,x, ul > 0 quando u » 0, portanto
J6tu) - Fd || £ (]]Btud - asx | e, G ] Dul] Sllul] -
A { ; :

- = : & 5
Glv) - dfu[v] =Glv) - flv) + r2(u. v) onde r, (u, v) tende para ze

-~

guando v tende para zero.

Agora vamos escolher uma fungdo o: R+ [0, 1] que se-

sfaga o seguinte: ":o> == HT e Fusd

a]:ce,C?; SR e se w3

/ e a

LS

bl olt): _
’ $
i 8

Y 7. se R <

c;]"‘ }O'(t-)__ yise ser de b i, o s ¥

N T 2 -
dl |o'ttl] < § Para todo. t eR .

W e i : _A 3£ RAa
Seja &: TM + R definida por LLv) = o(]|]v]]).

\

'Vémoé'definir as fungoes g: él U éz + TM por

B : Tk : o
} N OEvITE  (v) Gvl ¢ (1 - 24v) Flvl |
g; M > é .hof g(xl.= exp o g o exp-lix] se x€ B, e glx) =
flx] ’sej‘x e M- Bl' Vamos!mosfrar que g & e€-préximo a e
topPIOgiéa Cl.. : : et <

/; DA trifcfo Wastraremos que ||f(x) - g(*]ll £ £

{ Se x &8 fixd = gix) a se xc B .,

1’ 1

1 ) - gtx)]| = |[exp o £ o exp lix) - exp o g o exp-ltxlll <

< [lexp o Foexp Xix) - fo exp l(x) H+]'[§q;as<p-.1(x) -

- expog exp—ltxﬂ[ =

[[exp ofo exp-ltx) -fo exp-l.[xJ[[ +
s [t oep ing - go exp-lfx]” +
b 5 : : + |lgo ex‘p-lt'x']‘— exboé'o'exp-l(x_)”

- |

endo, v = exp lt'xl, pela condigdo 2) temos ‘\




= £
13 &

.
[lexp F o exp  x - f o exp .x[|< 0 = g = ;
[lexp & o exp” (x) f‘§ o gxp-ltxlll< {%- 2
IR R e & o+ ety - @l LT
[[FOv) - 80 || = []F0v) - (vIGV) - €1 - (v) FOud|]
‘ = |]gtvl c¥tv) - GLvi|] = | .
: = [lf[v] - Gv)|] < lollvll g .
J]?[x):jg(xllf< s+t llvil= &« 158 <€ -
= = :
Agora vamos mostrar que I[df’x - dng <g, usando as
5 y o 3 - - ¥ s 5 - -
f=rivadas de f e g+ Se-wv.g B1 ;
B’ - o) Grw) +ode (W) BOV) ¢ (1 Sp(v)IAF(u) < AR CudFCvl
| _ v ok : v v
[8f (u) - dgv(uJ]] 3 2(v] [letu) - df (u]ll . [[dl (Wl lstv- F)| :
[[V] <6 temos 2(v] $30 58 portanto g = f. Se [[v[l<6,temos :
l]6tu) - dvaUJII,< 10||u[!
||6tv) - %[vl[l>< f%ﬁ ‘por 4]. A «:._ S : .

ST
{Pab L] < %

ortanto

-~ X > = 5 7.
[1df,tu) - dg (u)]] < sellull + g—%IIUH . —%HUH
zendd y = exp-ltx), 74 =‘%(y] e W = g(y) teremos

ldfx[v] - dg W] = |[d exp, o d%y o d exp;lv - dexp, o déy od gxp;l v]l.
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lldexp., o df od - o o di o dexpx’ | £
xp, © yo exp, exp, _gy expx v s

- - =1 Bt =1
£ Hdexp2 ) dfy o dexp - v - dexp, o dexp v][f
+ || dexp, © déy o dexp;?v —'dexpw o d%y o dexp;lvll -
i

—_

12 condigéb 51
x
y 10k

o df, o dexp;IV - dexp, © d?y o dexp;lv[[ < o]fdﬁy o dexp;lvll -

€ =1
Tﬁ»lldexpx vl <-f%[1 +-f%)[[v{! :

3). Logo : Lo _ PRITRT A
gexp. o df o a;xp§1v - dexp,, O df o déxp‘lvrj é Sy * JL]||v1|

2 y N X 10 10 L5
2 condigao 3) temos:

HIR )
=111 -6 dé d o a0 - d o -1 !
L l,g exp,, ?/dgyro d exp v d expy, o_dfyé d expx_uyll <

:"-. \ A - ; = '1 '- 4 : ~ =
«‘V(1-+ '-ﬁ)-JHdgy + d1'-‘y” lld exp, "v]] o (1 + %lzllqu—qu

‘ L TR S e R <
<(1+T0—] .-‘iﬁ'n x E - > - _,'
5 : B € 3 ‘3¢ .2 :
et v-oe vl < | a g EBas | vl
£

1
.||dfx vedg, <R %]-) I

0
3 ; ’
380 ﬁ—,;l 1M1 < £ vl

de que 0-< ? < %;‘ ¥
Suponhamos ago;é que 0 = { xr,.xz, e xa}. Para ca-
X; € (S bodemos escolher uma vizinhanga Bi ~de Xy em M tél
BiIW Bj =-.G se 1 #J3 e RfTiBi'= Z. Pelo que acabamos
demosntrar, péra cada X; € 0 existe um difeomorfismo gi: M >

M e-proximo de f na topologia C’ tal que dgixi = Gi =

G/TM e gi(xl' fix) a9 e N -8,
., i

Definimos agora o difeomorfismo g: M + M ﬁor

R

glx) = gi(x) se x € By e Bix1 » flx)- 80’ NeM* 19181;




2 assim acabamos de demanstrar o lema.

vTeorema D

P Se f: M=+ M & um difeomorfismo Q-estdvel entdo to

dos os pontos periédicos dé f sdo hiperbdlicos e existe - uma
constante 2 e (0, 1) . tal que para todo ponto peridédico - p as

desigualdades ||df” v|| ¢ c_ A"||v]| para v ¢ £ o Pk 579

p p
[lar™™ v]]| € c_ A"||v|]|para v e E! e n >0 sdo satisfeitas,

P P
ende Cp € uma constante positiva que depende do ponto p.

£

vDemosntraééo:

Em primeiro iugar, escolhamos ¢ > 0 suficientementse pe
S Eue | ar, e =
gueno tal que se é/ € e-proximo de f na topologia C°, entao

i

e g Eséo f2-conjugados.

Para cada ponto periddico p de perfodo k, definimos
g o autb—espaqo de dfs em TMp corresbbﬂ

£ 1, Assim ™ = £ 8 E

£ e ionae - E
Oy &y

: ; ' s
dente ao auto-valor a, com | a

u
il 2 P P
k

¥ =
onde E_ =8 E Sl e o auto-espago de df em TM corres
p g baolgps ey £ p p =

i

pondente ao auto-valor By . com [Bi|'> ;
Vamos mostrar que E:' € isomorfo a E:(p]i para todo

: ; : s 3 s
o cnpmny e 1. Basta mostrar gue Ep e isomorfo a Ef“ﬂ.

Dbserve que o diagrama abaixo € comutativo

T
™ TN
P P

.F
4%p
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k : k k
o df = d o df & & up auto-valor de df se, e somente
se ele & auto~wyalor de f(plf Seja Bv a base dos auto-vetores

correspondentes aos autovalores @, de dfk em TM  tais que || a,]] 41 -

i &
Mostraremos que qualquer Vi€ Bv df Cv l:g Ef( )° Suponha que e-

il

£Cpl1° Seja Bw a base de %0,

xiste v; € Bv tal que df (v 1. e gY

2uto-vetores correspondente aos auto-valores Yj de df:(p)-em TMf[ﬂ
tais que [X | e enzéo dfp[vi]' .JE au, . Assim, df:(;].dﬁgvil=
- dfztpi( jE1ajwjl - afanYJWJ e df, o (dfiiv,)) = af, (ogvy) =
= di Jglajwj. Desde que df?(pl o dfp = dfp o df;t‘temos que
u e e g ; & : S
351 aJYj o oy j§1 éjwj B . Yj paré Fogo j4= e s seeaU
ue € um absurdo. Logo dfp(E;] esta contido em E?(p] . Analoga

ente, podémos mostrar que df_(EY) estad contido em g4 .
i : e P P i flp)

- e s
3 = +
_Vamo? mo;trar Eue dfp(Ep] Ef[p]' Para cadé W e EfL ] W
i e u
: 3 T e
0 € TMf[p)’ ondg o g a origem de Ef[p] Desde que pr T o

€ um isomorfismo, existe um dnico Z € Tnp, Z = x +y

Tlvlf(p] s
] u : :

d € E e E tal (z) = df ] « g¥_ Ly}

" ; o o al que dfp\ p(x D y

"

=
+

o

n
m

logo df1[y1'= 0 o que acarreta y- = 0., Portanto dfp[E:]

s

Analogamente, podemos mostrar que E

L s
‘ £(p) e isomorfo a ?fz(ﬂ
assim por diante, logo E> e isdmorfo a Esi para todo
. P £ (p)
= 1, 2, o, k,‘ 1- * .. - " -
k = : !
_ Seja V = @8 E i , onde k & o periodo de p. V_ € um
. i=1 f'(p) . P

Espago vetorial cuja dimensdo & igual a k dim (E:).

Definimos o isomorfis Lias¥WSie Vi por. L. midffv. =
o | GeaBtiamo. Lizi¥Sis Vi por 5 T <

8 df

: = . 3 = s
P fip) P «.. B df . Pela definigao de E?f todo auto

fk-1(p1

2lor de Lp tem valor absoluto menor ou igual a um.
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Se existe um A ea, 1] o qual € uma cota superior do

conjunto dos valores absolutes de todos os autovalores de L (vg

riando p g Per(f)) e se [l || é a norma em Vp' considerada até

@gora. Desde que Lp € um isomorfismo hiperbélico de Vp, exis-

p
Bl < 2 <4 & LI T < 1ty CollVyll onde c -

3

te uma norma [ [|1 em V- equivalente a |1 .|| tal que

'1’"IILSII; Nefa |s].

o
s s s g

= : /

Deéde que Vp Ep 8 Ef[pl 8 ooy BE k-1" =

df - d
p ) f(p) s ®
E '“". Ef(p)-—ﬂEfzfp] s esee
df k-1 df o
Yy = R
;'voc — E —‘_%E
: 1. k-1 ; (p)
: 3 (p)

ualquer vetor (v_, v2; e ka € Vp temos L (v

1 | 1’ v2,...,vkl -
(dffk_1tvk], dfp(vll, cee, dffk42(vk-lll' Para dualque#. vV, €
(p) A (p) - : '

E; consideremos o vetor (vl. o, ...; 0) ¢ Vp, entao

1

Lptvlf 0, 'f"'OJ = [0,‘dfpv1,-0, PSR )
uponha gue existe n0 > 1 tal que para todo n é'no. ngN
1 . 3 n i ¢ - 5
vVyo U 0? 4 ISR, & dfp Vyo Uossene: D), entao

' . nAS
Rl "R T R R sens By B Wy B i EE
1 : P p 1

n
~
o

-
.
-
L
.
o
Y

Ng . ;
B..df i [dfp (VI)), SR PE

"tp)

df"o o df:° ‘s gfnotl. PR

5 (vl, Oy “5Fens O =2f05 . 5. dfp vll, A )




= I ey ~ove

d seja, pérz

f;dé‘iﬁfeiro‘ ﬁ 516

Fr—c‘vila_»‘[_lf KRy E '(0,' »‘~'.;';-. df

ora, usanpo a equivalencia das normas, temos que

.
f

n 2 g = : A
laf) v1|[“=||L;(y;. e L S [ngtvl.oi cees 0[] £
n ; o
S R T < Ll D, < e P ]
ogo SRRy
' 5 T_ _A. ST 23 = //*
n * nry , ~,
agp Il € o, a"lIvIT |
A 4 < w Tren < s
ra todo y s’Eb 2 O S 22y i i
Por Butro lado, se nao existe tal A satisfazendo a
N g -
ndigao adiﬁgjnéﬁééﬁtraremdgnﬂmg’bOntradiqéo a - Q-estabilidade
f. \..\,‘
’Eépolhamos um:bonto periddico- p de perfodo k tal que
= df/VpJ'tenha um autovalor Y satisfazends ( —— - 1) < ?%{/
o ' : ~ |yl
‘1.' k : - f .
ja Qp f E Tmfi(p] onde k €& o per odo‘de P. Definimos

. {

Qp = Qp“ por = Fiv] w5p -l—'df[vl. Seja u ¢ Vp o autovetor de-
i '

ol e [yl ; Y |
Lp scorrespondente. ao’autovalor Yy, 'entao F(u) = [ [ u, lo
pet L >
Y '/;. " i ¥ Y
ﬂ € um autovalor de F. Se [Y[ ndo € raiz da unidade,
ly -A Y .
finimos G: Qp - Qp de tal modo que G tenha um autovalor o
al é rafiz da unidade e e - F|] < g% . Basta tomar G(v) =
R ' 2 1 : ‘ €
5df(v) onde B € uma raiz da unidade e ——— ly —|y|B|<s=
Y (le = 20k |

de Kk = sub{ﬂ dfxll, x€ M}. Caso contririo, tome G = F.

gue-se que [|6 - daf|| £||c - F|| + |[F - af|| < 15 - Pelo 1g
2.1, existe um difeomorfismo g: M+ M o qual é €-proximo

f}'nq tepologia C' e que dgh = G/TNp.
! n

1l para algum inteiro posi- ..

Desde que G(u) = Bu e B




19 f; : :
tivo 'n, entd3o G Cul = u, logo 1 €& autovetor de G" e assim gf"
k[u1'= u onde k € o perfodo de p. Existe também um - vetor . ig

unitdrio v é'TMp tal qus 6 Ly} = v. Com efeito: Se v ¢ TMp

Glv) = -$ df (v] e GZ(v) = G( 5— df (V) = t$— §% df2(v], prosse

guindo assim, temos i

Ko B ok Kk b
(vl = (=17 df (v) ¢ TM .
5 Y p 8" %p
Seja u = (ul, Uy, S ony uk] o autovetor de L correspondente
3 nk S T Sy £
ao autovalo? Y, entao G [ull f C Y ) dfp (u}l‘— Uy ¢ TMp o
tome v = _—El_—’ . Seja 8 = np a x {[,G ”} e I = {(tv); [tl <
[[72]] e - 0<1<nk -
£ ﬁ%-} onde § é 0 mesmo do lema 2.1. Para todo u e I,
letew || HG (] - 1l 'l ¢ 54 = &,
bu seja [IG [u]l[ %‘ para todo ue I e para cada i = 0,
. * e e, nk . :
Pela construgado do lema 2.1 temos -énk[u) = Gnk[u] =
ara todo ue I. Mas g =exp o g o exp =3 e g?il = exp O énko
BXDEi] » entao para todo x g exp(I) g (xJ‘= exp o gnk o

& ol _
exp 1(x] = exp o énk(u]'= exp(u) = x onde u = exp (x). Logo

todo ponto de  exp(I) € um ponto periddico de g de periodo me-

or ou igual a nk.

Por um teorema de Kupka-~Smale [1q] temos:

1) Hn'= {f e pif #CM; £ tém-somente ponto fixo hi-
perbéiico} é aberto na topologia C' e denso na
topologia T,

2) Dn = {fe ;k ?&; P 6 é Per(f) com periodo £ n

i=1

WS[pJ A 'Wu(pd} € aberto e denso em Dif £:619) . En=
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t3o existe um difeomoijfis.mo h e Dm, m £ nk arbitra

riamente proximo de f na tqpolagia C° cujos pontos p;riédicos
sdo hiperbélicos. .
Seja p eiper[h] 'com.periodo menor ou igual avrnk‘= m,

entdo p € Fix(hm]. Eomo os’pontos fixos hiperbolucos sao isoladds

@ M e compacta, entd3o PerC(h) contém sdmente hm.nﬁmero finito
de pontos periddicos "hiperbdlicos de periodec menor ou igualba nk.

Por outro lado, + & éonjugada com h e com g, entéo‘ h € con

i S

Jugada com g que € um absurdo, e assim o teorema esta demonstrg

,,

do.




Segdo. IIT - =~

T

A S A A~ z
- i3 9% £

As Variedades Estdveis de Difeomorfismo Q-Estavel

Na segao anterior mostramos uma condigdo necessaria pa

ra que um difeomorfismo f'seja QN-estavel. Esta condigdo _estava®

ligada diretamente com os pontos periddicos de f.

Aqui temos pelo menos treés condigdes necessarias- - para-

-estabilidade de um difeomorfismo e todos elas estédirelaciongl
- ~ /"—:‘
jas com as variedades-estdveis de- $3°=% 2 “2a9rema

"4

- - oS TR

Lema 3.1:

N
Sejam S C R" uma. subvariedade, xo € S, U unl - ut-

; o 7 . ;

zinhanga de X, em iy U’, uma vizinhanga compacta de X
; ;

contida em U.,Suponha gque - h: U > R" € uma imersao tal que

h[xO)'= 0. Se V € o espago tangente 3 h(S) na o;igem e .seja

n: R" > v a projegdo ortogonal, Entao dado € > 0 existe uma

aplicacgao h: U +R" tal que:
1) Existe uma vizinhanga N de X, em S tal que
a(xl = I o h{x) para todo x € N;:

-~ + o

21 h €& e-proximo de h na topologia C' ;

3) hix) = h(x]l se x £ U’

Demonstragao:

-

Sejam B(§l = {v + u; veV e ue€eE Vli [[vl] =8
Pul] < &} e':B (61 = 1"ltvl O B§1 para cada v e V. Como

(S e V se tangenciam na origem, existe '61 >0 tal

ara todo v e V, com ||v]]| g §, B, (8,1 N h(S) tem um

que

nico ponto. Definamos agora  II: B(S,) + R"  por




K 22
ﬁ!x] =.Bn(xl(611i1 R TN e I se tangenciam

- &3

na origem. ~

Assim, podemos escolher 62 >0, 6§, < 61"'ta1 que

: g P 1
1% 62 < e e h ;LBF6211 <-05 13

2)|[mtx) - ﬁ(x][[< [ [x|] gquando [[x[|<62 onde. " K =

- Sup'{[[dhzlls e ul} ;

£
3

£
2K
Z
Ty quando l[x[[ < 62 .r

3) [Ide - de[] <
Escolhamos também uma fungao o:.R_+V[D, 1] ¢ talque

a) " ott] = 0 - se [t] 36

bl o(t) =1 se ]tls%z— :
.gi Q_LEA < 2 ara ~todo\ t eR
s vl So » ; . g
Definimos 2(x) = Uf]lxll) e h: U-R" por h(z) = h(z)  se

2 ¢ h7B8,0) e h(z) = h(z) ¢ (h(2))[Wih(z) - fichiz))|  se

Oy .

e h'ltatazll. Se N
o
' 3
(h(z)) = h(z), 1ogo

uma vizinhanéa quélquer de* X, em’ S

al que N h " (BC ) entado para todo z ¢ N 2Ch{z)) =1 e

o e vels s .
h(z) = h(z) + L(h(2))[N(h(x)) - Q(h(2)) = I oni(z3.

ambém se h(z) e. B(GZJ.

[[htz) - hez)]] = znhizl;lln(hiéi - ﬁ[h(z])|L<62 < g,
dh, = dh, + d hizl o dh, JHth(z] - 'tgtzlf 5
+izﬁhtéll ol .~ dﬁhC;]| A
.?.l]dﬁz - uh,|] = ,Idzh[Z]_o dh, | | ‘[]HLh(z) - Mith(zN ||+
* A [y - il eyl
[ldh, - dh2[l<-§% K :'fg [lhez)]] + K('Ek‘}<‘é§; 5, Z =c

”dl:z s dhz!' <
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1 e .Az de

Dizemos que dois conjuntos sub~bdsicos A

f € Dif f(M] sdo ligados se existem pontos periddicos Py.a ek,
e Py, Q, E'AZ tais que

ws[pll o wip, 1 #8 e W) n wstqzl’# g
) { 3 :

Lema 3.2: E - :

f: M > M & um difeomorfismo. gQ-estdvel e se p e q
sdo pontos peridédicos de f com U(p]- ligada a U(q)} entao
- e

B : s ¥
dim W (p) = dim W (q)
Prova: 2 ;
—_— s . g
Desde que - a 0(pl € ligada a 0(g), podemos supor sem
w

perca de generalidade que wstp].rTquql'# g e .wu(p](ﬁ ws(q'] #

#8 para algum d' € 0(g). Suponha que dim ws(p]_< dim ws(ql e

X € ws(p] N wWY(g). Podemos dar uma perturbagdo - fl ‘a f tal que

fl = f em uma vizinhanga V de ULx]'é'{fn(xlz ne?Z}
ws[q'l e

e que

WY(p) tenham um ponto de intersegado transversal. Pode-

{

mos escolher ainda uma perturbagao fl bastante proxima de f de

tal modo que f, seja Q-estdvel. Considerando as variedades es-

taveis de f temos x € ws(p) n wu(q)«>e w”tp)

1 e Ws(q']- tem

um ponto de intersegao transversal. Pelo teorema 1.2, X € Q(fl).‘
Escoihamos agora uma aproximagao de Kupka-Smale fz de

f, & qual é suficientemente préxima de ' tal que entre oo

fz exista uma Q ~conjugagdoc h e gque dim ws(h(p]] = dim ws(p] o
dim WY(h(p)) = dim WY(p).

Por hipotese, dim_ws[p] < dim wS[q]; entao

dim WS (h(p)) + dim WY(h(p)]l < dim WS(qg) + dim WY(q) =

= dim M, ’ n;‘;. C. Centro de Cienchos

X Depertamento de Matemities
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ou seja;

: di_n/W‘s ChCpll + dim WYCh(p)). < dim M.

Desde que f, 6 um difeomorfismo de Kupka-Smale, h(p) e hiqg)
/

. sdao pontos periddicos de f,, por definigdo as variedades
]
_Ns(h(p)) e Wu(h(q]l intersetam*se\transversalmente; 1og6
s e T
W (B(h(p)) M W (B(h(gl) = @ .
Isso contradiz o fato de que f e f, sdao Q -~ conjugados por

1 e
gque toda conjugagdo leva ' x em um ponto de ws[h(p)] N wu[h(p]).

portanto a hipotese de que dim wS(p] < dim wstq] e falsa. En-

tao, dim Ws(p] _> dim ws(q].
o A
Analogamente, podemos mostrar que dim ws(q) édim.ws[p].

. i = ‘
Logo dim W3(p) = dim w®(q).

Lema 3.3: i
S#' f: M* M € um difeomorfismo Q-estdvel e p e
v

g sao pontos periddicos de f, 0(p) 1ligada a 0(q) entao

}
NS(D(p]] e wY(0(g)) intersetam-se transversalmente.

. e . & il
Prova:/; i i ;
f Suponha que existe um ponto x € ws[pltﬁiwu[ql o qual

ndo é,ponto de intersegao transversal.

Pelo lema 3.2, dim wstpl'= dim ws[q] e asssim

dim WY(p) + dim W®(q) = dim WYCpl + dim W°(p) = dim M.

Desta forma, podemos perturbar f a vf1 de tal modo

que f seja Q-estadvel, “tambem f = fl em uma vizinhanga V

3
de ié(x] = {f"(x), n ez} , e além disso, wulplfl]e wshﬁfll

tem um ponto de intersegdo transversal para algum q' ¢ 0(g) .

|
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Cxiste um € > 0 tal que se g € e~préximo de F entao g

1)

; © @s variedades estdvel e instavel de g

é -conjugado a f
Qes a ws(q', fll' e w”(p, fll tem um ponto de in-

corresponden

tersegao transversal,

.

Desde ﬁue % 2 dﬁ ponto de intersegao nao transyersal de

a >
W (p, £, 'e W'(g, f,). Seja U uma vizinhanga de x tal que

u, fltul e fIILU] sdo disjuntos e seja exp;l: U .-+ TMX um di

feomorfismo sobre sua imagem, Mais ainda, tomemos U suficiente

-~

€ a componente de X, --em wstplﬁ u

o
/

mente pequeno tal que se Ns

. ©
e Nu €& a componente de x em WY(g) VU entao U f"[Np) e
' : : - n=1

© ] 2
£ "(Nul ' s3o disjuntos de U. Sejam V% =T ws(p]x e VY =

n=1 : :
= TW'q) , entdo v®a VY # {0}, dado v £ 0, veViQ VY

ot : ; e
Escolhamos' 6§ > 0 tal que expx( t v) e U para todo t g [-6.6]

e seja J'F expx'{t v eef-8, 81},

i

Esmﬂhfmos € > 0 tal que e <e' e se g €& e-proximo de

fl entao Hg e Q~conjugado a fl.\
St : 2 -1
Seja I K: fl (v} - TMX definida por K = exp ofl.

H -
lhamos um nimero €, > 0 tal que se K*s fll[U] g 2 e €4

-proximo al'! K entao exp, o K & .'% - préximo de f Pelo lema

£ESco-

1-

B.1, pfﬁembs encontrar K fI%Ul > TMxr'tal que

1:
1) K1 = K fora de alguma vizinhanga de f;?LxJ a qual es

,' ta contida em fII(U]:

2) K, @’

1 elmproximo a K; :
3) Kltwu(q]) r\fIILU1 contém uma vizinhanga do 0 em vy,
Assim, se definirmos fz: M-+ M por f2[x3'= fltxl para
-1 ke . -1 o -
A fl (U) e f2[x] = exprl(x) para x € fl (U), entao fz e

- pféximo de f, e Wu(q, le contéem um sub-intervalo de 3J.
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3 ~tal que fstx] =-f2(x) se .

3 © % - proximo de e ws(p. f3] contém ' um

Analpgzmente, podemos definir f
2

N £ fILQI.

~

subintervalo de J.

Se Jh 'é o subintervalo de J -contido em Wu(q. le entao

— " - -
fanLJ') € disjunto de f1(U) também fén(J']'= fzn(J’) portanto

-~

J' < wWiq, fal. Assim existe uma vizinhanga de 'x em J a qual

estd contida em ws[p.'Fsl n w”rq. fal. Desde que w”(p, fal e
wS(q'. f3] tem ponto de intersegdo transversal, dada ponto - .de
Ws[p, fs) N wU(q,‘fal & ndo-errante..(Veja 1.2].

Mas séﬁemos gue todo difeomorfismo de Kupka-Smale pbssui so
mente uma qhantidqge enumerdvel de pontos na intersegdo das vari
cdades estavel e iné}ével dé‘dimensﬁes complementéres. portanto o
mesmo devefia ocorrer com fs jé que o mesmo &€ Q-conjugado a um
Kupka-Smale. Mas temos que dim wS(q. fal + dim w“(q, fsl 2 dim M
e ws[p. féi n w“(q, f3) contém um iqtetvalo de pontos nao erfaﬂ

tes e assi%,‘a hipétese inicial € falsa o que acarreta ws(0£p)]e

WY(0(g)) intersetam-se transYersalmente.

o 2 t
N

/!
Teorema,3.1:
i % : o
{Z fF: M > M € um difeomorfismo Q-estavel e Al e ~A2
sao conjuntos sub-bdsicos os quais saoc ligados, entao
! . dim ESC(A)) = dim E°(A))
e xeh, e yed, entdo Wiix) e wYy) intersetam-se trans
ersalmente e além disso existe uma constante a > 0 tal que pa

a x € A1 e Yy € A2 e qualquer ponto de interseldo de we (x)

wu(yl o angulo entre wiix) e ws[y] € maior do que «a.
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Prova: :
Escolfa €> 0 tal que se g & e-proximo a f na mé-
trica C' entdo _g' e . Q-estavel e Q~conjugado a f. Por hi-

potese exisﬁem pontos perlqdicos Py» q1 € Al e pz,-q2 > AZ tal
que i ; 3 .
U e : 'S TP -
W (qll ﬁ.w (qzl 0 e W (pl) N w (pzl 0 .
Suponha sem perca de éeneralidade que dim wstpll + dim wu[pzl =

= dim M. Seja w € Wu[dll N ws(qll entao podemos obter uma apro-

~ P g 5 e i
ximagao fl a qual e 5 - prdximo de f na métrica C’ e mais,
F = f, roe fecho do conjunto 0(wl UVAIL’ AZ e a qual tem a pro-
priedade qug wsgpl, fll e wutpz. fll tem um ponto de interse-

N

gao transversal. Pelo teorema 7.6 de [H], wS(AI. fl] & deriso em
o : ) G :
s - = -] £ Seer SA u
2..P0rtant0 W (U(qllﬂfll, € denso em W ( 1° fll e W (0(q21.ff

e denso em WU(AZ.

f,). Pelo teorema 1.2, W (0(q,), fod B
Wuﬂqu).flj tém ‘'um ponto de 'intersecdo e desde que Ws[pl.  FT0

1

u(pz, fll 3ntersetam—sa transversalmente. Isto €, -considerando o
. et p ; -

it -
ifeomorfismo f 0[q1] e'.Dqul sao ligados. Portanto, pelo

1°
ema 3.2 d%m wstql) = dim ws[ézl. ASsim dim E° @A) =dhnws&b].
Ssim, dimiE°(A)) = dim ESLAZJ. } '

/éupénhamos que nao exiéte uma cota inferior nos angulos de
ntersegao de wsLAll e WYL 2)s entao vamos chegar a uma contra-
1930 qa' 2-estabilidade de f{ :

f

Escolhamos B > O tal que:

1) Se Vl' vV, € TMx sdo vetores unitarios com angulo en-

tre V, e V, menor do que B entdo existe L: T +TM
€ . -1
tal que LLV,1 V, e [|L ~ 1d]] < 55 (Suplldfx"+1*) 3
-2) Para cada x e_Al ou xehA, o angulo entre Ei e

+
'E: € maior do que B.
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Suponh_%mos que existeni X, £ Al e x,€ A‘z tal que ws(xl. 0

1

e Nu(xz; fll interseta em Z com o angulo entre elas menor do

2

que B/2 kisto implica Z ¢ AIKJ AZJ' Se ws(xlz fi] nao in-

terseta w“(#z; f.) transversalmente entd3c aproximamos fl por

1 o
5 o : 1
- £ - =
fz tal que fz sej? - proxima de fl na topologia C7, fz
= f, em uma vizinhanga de Ay u4A2 U o(z) e Ws(xl; le inter-

seta wU[x2; f.) transversalmente em Z mas com ghéngulo entre .

-

2

elas menor do que B .

’

Como antes, wstﬂtql]; le 6 denso em Wo(A

i

1} fz] e

'
H

wS(OLqZJ, f,1 & denso em wY A

2 2} le. Portanfo, pela continuida
R et :
de das variedades estdveis locais (teorema 1.1) podemos concluir
i i

que existe um ponto Z' proximo a Z onde Ws[dlz le interSg?

ta wU[D[qZJ; fz) e o angulo entre elas & menor do que B . Por
tahto existem vetores unitarios Vo€ TMZ, tangente a wS(U(qih

L

fismo L: TM_, = TM_, tal que L(V®)
o : |

k= Vﬁ & TNz tangente 3 wu(otqz)i le e existe um isomor-
iy :

u = <
vWoe |t o af, - af,ll

._e_ Boes : t
- 2 el z ; )
. Sejd y' = f;I(z') e defina G: TM , > TM , por G =
T o/ﬁfzﬁ Seja Q = {f;(y'] n 0} U 0(z), aplicando o lema
2.1 lao difeomorfismo fé com 8 = {y'}; 6 como tinhamos

construido e R a vizinhanga compacta de AIL’A-Z \J @ a qual

/g

e diéjunta de"'{ ¥ 1
Obtemos um difeomorfismo g: M + M, “Q -estdvel e €-proxi

mo a f na ﬁétrica C'. Desde que g = fz sh- R entan dgnv$)=
= dfg(vs] para todo n 2 0. Por outro lado dg-n[vs) ==df;n(vU)

para} ny O. Vviige tangente a ws(O(qll. gl e a w”totqz). g).

Porténto, pelo lema 3.3 g nao € R -estavel o que & uma contra

\
1

di¢ééf : : |




»

Logo existe um ndmero o > @

angulos ent!;re Wi x1 e NU;Cyl Vx -€ -Al' e Vy €~A2"

g /
',.I
\ -
7 '/4'_:-
-~ ; ’-. - -
i .
1] '
N s - ° R N
N ool
; P P I .
L
'\\ 2
'
AN - ;

1
! +
\
; -
! :
! i : =
/
,' >
: -2 -
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o qual € cota inferior dos
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