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Resumo

Este trabalho é dedicado a resolucdo de problemas de minengia através do método
de Monte Carlo. Sdo abordados os principais conceitos tesimbre energia potencial e sobre
0 método de Monte Carlo. Apds isso, 0 método é utilizado pasalver alguns problemas
de sistemas eletrostaticos formados por cargas puntusisabdo encontrar os estados de mi-
nima energia desses sistemas, além da andlise das céicaedpresentadas por esses estados
atraves de resultados obtidos por simulacdo computacidrath-se de um texto de carater in-

trodutorio, porém o algoritmo utilizado aqui na solugéo pgasblemas é amplamente utilizado
na comunidade cientifica e é de grande importancia.



Abstract

This work is dedicated to solving minimum energy problem®tlgh the Monte Carlo
method. It covers the key theoretical concepts about pategnergy and the Monte Carlo
method. The method is used to solve some problems of eléatiosystems formed by punctual
charges, trying to find the minimum energy states of thesegys as well as analysis of the
features presented by these states through the resultsabtay computer simulation. This is
a text of an introductory nature, but the algorithm used inisg the problems here is widely
used in the scientific community and is of great importance.
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1 Introducéao

A importancia dos computadores na forma como nossa so@extdd organizada é cada
vez maior. Assim como qualquer nova tecnologia, eles afetamaneira como aprendemos e
pensamos. A computacao tornou-se parte integral da ciéootamporanea, e os fisicos estao
na vanguarda do desenvolvimento de novos softwares e hashva

Mas qual a razdo da computagcdo ganhar tanta importancisseaiUma delas é o fato
de grande parte dos métodos analiticos serem mais adequadétise de problemas lineares.
Entretanto, muitos fenbmenos da natureza possuem umrcaéatéinear, onde uma pequena
mudanca numa variavel pode acarretar uma grande mudancategfi.oAssim, sendo ape-
nas um pequeno numero de problemas solucionados anagtitano computador nos fornece
uma nova ferramenta para explorar os fenbmenos nao lineatgsa razdo da importancia da
computacado € o crescente interesse em sistemas complexesvéidos graus de liberdade.

No estudo dos sistemas complexos, o0 método de Monte Cardeseatle uma poderosa
ferramenta de simulagdo computacional. Uma simulacdo deeMdarlo faz mudancas alea-
térias nas espécies constituintes do sistema, gerandertiés configuragcdes do mesmo, mas
seguindo um critério para analisar quando certa configar@gdu nao permitida. Nesse tra-
balho, utiliza-se o0 método de Monte Carlo na solucdo de pmddede minima energia, em
particular o algoritmo desenvolvido na década de 50 por dlashMetropolis e seu time de
pesquisadores, conhecido como algoritmo de Metropolis.

Da Termodindmica, sabemos que estados de minima energée gfrande importancia.
Pois tomando a representacao de energia, na qual a ebedgigistema é funcao da entropia
Se dos parametros extensivos do sistefigpodemos facilmente obter o principio da minima
energia. Ele nos diz basicamente que num sistema fechadm eetwopia fixa, a energia
decresce até atingir um valor minimo, fazendo o sistemagdcaim estado de equilibrio.
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Nesse trabalho seré feito o estudo de sistemas eletrostat@m cargas elétricas discretas e
vinculadas a uma curva no plano bidimensional. Nos limitexga trés curvas: circunferéncia,
elipse e o ovéide. Porém, o niumero de particulas do sisterdaneeementado gradualmente
para cada uma delas, obtendo entdo algumas propriedadesctedaticas dos varios estados
de minima energia.
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2 Introducéao aos estados de minima
energia

Visando salientar a importancia dos estados de minima ian@og sistemas fisicos, esse
capitulo sera dedicado a um pequeno estudo sobre essasseatathesmo tempo clarificando
com que se quer dizer com o termo “estados de minima energia”.

2.1 Consideracdes gerais

Estados de minima energia sédo caraterizados por sua iestdbil Esse carater estavel do
sistema se deve a configuracao de equilibrio atingida pelssedementos constituintes. Logo,
aenergia de interesse é a energiaalgiguracdo do sistemau seja, a energia potencial. Entao,
0s estados procurados sdo aqueles nos quais a energia dpiEgdo (energia potencial) do
sistema em questdo assume seu menor valor. Vamos anajisas absos:

2.1.1 Sistema unidimensional com particula Unica

Esse com certeza € o caso mais simples de ser analisado, reagr&nde importancia
pois é possivel visualizar com clareza como o estado de raiaimargia potencial € de fato um
estado de equilibrio estavel. Considere uma particula deanmesujeita a uma for¢k que s6

é funcdo da coordenada g
v

My = F(X). (2.1)

Sendod—V = Q/dx dv

dt dxa = V&, temos:

mvdv= F (x)dx,
Vv X

m/ vdv= [ F(x)dx,
Vo Xo

1 1 X
Emvz—émv%:/on(x)dx (2.2)
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A integral a direita é o trabalho realizado pela forca quaadumarticula vai de atéx. A
energia potencial Yx) € definida como o negativo do trabalho quando a particulackesie de
um ponto de referénciger atéx, ou seja:

X
V(X) = —/ F(x)dx (2.3)
Xref
Em termos d&/ (x), pode-se escrever a integral da Eq. (2.3), como se segue:
X
/ F(x)dx=V(xg) —V(X). (2.4)
X0

Com o auxilio da Eq. (2.4), a Eq. (2.2) torna-se:
1 1
émv2 +V(X) = Emvg+v<xo). (2.5)

A expressao do lado direito € constante durante 0 movimasitogd depende das condicdes
iniciais. Ela € denominadenergia total E Assim, foi obtida a lei de conservacdo da energia
cinética mais energia potencial, valida quando a forca pérnite da posic&:

%m\F+V(x):K+v:E. (2.6)

Resolvendo a Eqg. (2.6) pavatemos:

V= %‘: \/%[E—V(x)]l/z. (2.7)

Para obtermos a fun¢&gt) devemos resolver a Eq. (2.7) pata

\/g/x [E -V (x)]Y2dx=t 1. (2.8)
X0

Da Eq. (2.3) e do teorema fundamental do célculo, a forca eesga em termos da energia
potencial:

V(x) = —/XF(>(’)d>(,
dv_ _d /XF(X’)dX,

ax - dxy,
dv
F) =~ (2.9)

Esta equacao nos mostra o signficado fisico da energia jaltemnee € uma funcao cuja deri-
vada negativa € igual a forca. O resultado de mudar-se aeadd do ponto de referéncigs

é adicionar uma constant&/@x). Como é a derivada dé que entra nas equacgdes da dinamica,
a escolha d&f ndo tém importancia, pois uma constante pode ser semprela@ogotencial
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Figura 2.1: Funcao de energia potencial para movimentdragitsional

V (x) sem alterar o resultado fisiéo

Mesmo nos casos em que nédo é facil o calculo da integral daZ&®). u em que nédo se
possa resolver a equacao resultante, para fornecer ung@isgarax(t), a energieE da parti-
cula nos dé informacdes sobre a solucdo. Para uma dadasgBepgide-se ver claramente na
Eq. (2.7) que a particula se encontra confinada nas regited/dr) < E. Além disso, a velo-
cidade é proporcional a raiz quadrada da diferenca &nré (x). Fazendo um gréafico dé(x)
em funcéo de, é possivel descrever de maneira qualitativa os possipessde movimentds.
Como exemplo, para o potencM(x) na Fig. (2.1), a menor energia possivdE£ Nesse
caso, a particula s6 pode permanecer em repouso noxpmesse caso diz-se que a particula
esta emequilibrio estavel Com a energid&s, a particula esta confinada no intervalo entre
e xs; sua velocidade diminui quando se aproximaxgleu xs e nula quando atinge um desses
dois pontos, nesse momento ela para e inverte o sentido do@amento. Os pontoss € Xs
denominam-s@ontos de retornalo movimento. Com a energig haver4 somente um ponto
de retorno; se a particula se deslocar para a esquerda sgaladk ir4 diminuir até zerar em
X1, @ partir dai a particula inverte seu movimento e acelerasadescidas e desacelerara nas
subidas, mas seu movimento ndo sofrerd mais inversfes. diyba dotada de energi
pode oscilar num dos dois vales de potencial, pois o0 pgnéoum ponto de retorno.A energia
Eop e sua respectiva abscisgacaracterizam um ponto deguilibrio instavel pois apesar de
nesse ponto a particula estar parada, qualquer perturbaedda chegue a sofrer fara com que
se desloque e acelere para direita ou para a esquerda (daderdh perturbagao) e nunca mais
retorne a posi¢ao de equilibrio inicial.
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Como mencionado anteriormente, um ponto ovi¢d tem um minimo denomina-se ponto
de equilibrio estavel. Um particula em repouso nesses p@etionanecera em repouso, pois
como se trata de um minimo da fung@(x) entdo—dV/dx=F =0 ed?//d¥’* > 0. Se a
particula for deslocada de uma distancia pequena, sofegi@oede uma forca restauradora (pois
F(x) = —dV/dX) tendendo a retornar ao ponto de equilibrio e oscilara enotdeste ponto.
Um ponto ondé/(x) tem um maximo chama-se ponto de equilibrio instavel. Taorente,
uma particula pode permanecer em repouso nesse ponto, per@mdeslocada ligeiramente
dessa posicédo, a forga que atua sobre ela a empurrara pgead@mposicéo de equilibrio, uma
forga repulsiva. Poderiamos ter ainda uma regiaeqialibrio indiferenteno caso dé&/(x) ser
constante nessa regiao, pois a particula pode sofrer unepe@iastamento sem que a forca
restauradora ou repulsiva atue sobréela

Com esta discussao, é possivel ter uma melhor compreensépdeéncia dos estados
de minima energia potencial, pois realmente eles repveastados de equilibrio estavel, e
sao esses estados que desejamos obter com o0 método de Mdater@arpara sistemas mais
complexos.

2.1.2 Energia potencial em trés dimensoes

Esse caso é apenas uma generalizacao do anterior, agogaa éouma funcao vetorial da
posicaor = (X,Y,z). Assim, o trabalho realizado por essa for¢a quando a pkrtii@sloca-se
der4 parar, é dado pela integral de linha ou de camiftho

r2
/ F.dr. (2.10)
r

1

Analogamente ao caso anterior, a energia potencial é fulggmsicio da particuM(r) =
V(x,y,2) e é definida como o negativo do trabalho realizado sobre &plartjuando ela se
desloca de um ponto de referéncia fixo e conhecigigpara um ponto arbitrario:

V(r):—/rr F-dr. (2.11)

ref

ComoV(r) deve ser apenas fun¢éo das coordengeasz) do pontor, e a integral da Eqg.
(2.11) depende do caminho de integracédo emigee r, somente no caso em que a integral for
independente do caminho de integracéo a definicAo(desera valid¥'.

Suponhamos enté@o que a fofgg,y, z) é de tal maneira que a integral de caminho da Eq.
(2.11) seja independente do caminho de integrac&g.gdatér. Assim, a definicdo d¥(r) é
vélida e s6 depende deer . A variagdo de/ quando a particula se deslocardearar -+ dr
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T1

Figura 2.2: Dois caminhos entre er,, formando a curva fechada

sera entao:
dV = —F.dr. (2.12)

Do calculo diferencial, a diferencial de uma fun¢ia,y, z) na dire¢do de um vetalr € dada
pordf =0f -dr. Dai vem que:
dv =0V -dr. (2.13)

Comparando entdo a Eq. (2.12) com a Eq. (2.13), temos:
F=-0V. (2.14)
Dai vem que:

Ox F=-0Ox0V,
OxF=0. (2.15)

Como a Eq. (2.15) foi obtida admitindo a existéncia da fungdtenrial, ela € uma condicao
necessaria que deve ser satisfeitafppty,z) para que a funcdo potencial possa ser definida.
Porém, pode-se mostrar que ela também é uma condi¢éo stefipema a existéncia dé(r).
Consideremos entdo uma cufvéechada no espaco que delimita uma superficalculando

o trabalho da forc& nesse caminho fechado e utilizando o teorema de Stokess'temo

ﬁF-dr://S(DxF)-dS. (2.16)

Admitindo-se que a Eq. (2.15) seja valida e como o caminBaarbitrario, entdo a integral de
caminho é nula para qualquer percurso fechiadidai vem que:

}IgF-dr =0. (2.17)
)

Logo, se o trabalho realizado pbrao longo de qualquer percurso fechado é nulo, entdo o
trabalho realizado para ir dg atér, serd independente do caminho seguido. Consideremos
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entdo dois caminhos entre os ponte® r, e a curvd obtida quando se vai dg parar, por
um caminho e se retorna pelo outro como na Fig. (2.2). Comdaltra realizado ao longo de

] r

%F-dr:/ F-dr+/ F-dr =0,

r r ro

] I
/ F-dr:—/ F-dr,

ri 2

r2 2
/ F-drz/ F-dr. (2.18)
ri r

A equacédo acima pode parecer sem sentido e Obvia a primeiea mas deve-se lembrar que

" é zero, temos:

a integral do lado esquerdo da equacédo € calculada ao longerdorso de ida e a integral
do lado direito é calculada no percurso da volta, ou sejaaarséo calculadas em caminhos
distintos e arbitrarios, o que significa que o trabalho zedl pela forca de; atér, independe
do caminho de integrag&o. Logo, aplicando esse resultad@ukefinicdo d¥ (r) na Eq. (2.11)
esta demonstrado que a Eq. (2.15) € uma condi¢do necessdfieiente para a existéncia do
potencialV (r) quando a for¢a é funcéo da posi¢ao). Assim, temos:

) lref )
/ F-dr:/ F-dr+/ F-dr,
r r Fref

/rzF-dr:V(rl)—V(rz). (2.19)

1

Como no caso unidimensional, estamos interessados nosspibmquilibrio estavel, pontos
correspondentes aos valores de minima energia poteramad agord/ (r) =V (XY, z), temos:

oV ov ov
dVv = ﬁdx+ a—ydy+ Edz (2.20)

Desejamos os pontos de minimo, fazendo ed¥e- 0 para valores arbitrarios dk, dy e dz,
ficamos com as seguintes condi¢fes satisfeitas pelos paentxguilibrio estavel:

oV .

% 0 (i=1,2,3), (2.21)
Y,
— >0. 2.22
2 (2.22)

ondex = X1, Y = X2 € z= x3. Esses pontos representam o fundo dos “vales de poteneial” d
V(r). O caso para um sistema de particulas é semelhante comoogeaesaguir.
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2.1.3 Energia potencial num sistema de particulas

Primeiramente, vamos introduzir o conceitofdega conservativaUma forca € dita con-
servativa quando deriva de algum tipo de poten¢ial). Como exemplo, nos casos anteriores
F(r) era uma forca conservativa pdigr) = —V.

Seja entdo um sistema departiculas com massas (i = 1,...,N) e a forca total sobre
cada particula é dada pela seguinte expressao:

N
@+ 3 R (2.23)
i
Admitindo que as forcas externas admitam uma funcéo de iar@tenciaV () (rq, ..., rn) tal
que:
FO = _gve, (2.24)

Sendol; = Xd/0x; +y3d/0y; + 20 /0z o operador nabla em relagédo a variawel Da Eq.
(2.23) temos que o trabalho realizado pelas forcas exterir@ernas para i-€sima particula
se deslocar dg parar; +dr; seréa:

dw =F9. dr.+ZF., dr;. (2.25)
J#I
E a diferencial de trabalho totdW:

N N N
dW= S dw =S (F%.dri+ S Fj-dr),
M= Frdnr Y,
J#i
dW = F -dri+ Fij - drj. (2.26)
Z\ i ]Zl
J#i
Assim, o trabalho total realizado sobre todas as parti@aeslevar o sistema de uma configu-
racaoA para uma configuracéd®é dado por:

B
W/_\BZ/ dW:/ ZF dl'|+
A
J?"é
B
Wag = Zl/ -drj + / Fij -drj. (2.27)
Ij 1/A

J#

F” dl‘|)
I

Tomemos entéo o primeiro termo do lado direito da Eq. (221@&)depende somente das forgcas
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externas que atuam sobre o sistema, pela suposi¢cao da &, (&m que:

B N B
Z/ﬁ dn——/ ZDV dn—./dWQZW@—%Q (2.28)
A j A

Quanto as forgas internas, o interesse € para o caso nbigeaFij(ri —rj), ou seja, € fungéo
apenas das posicdes relativas entre as particulas. Patte@oque seja possivel definir uma
funcao de energia potendfl

VnUi—fD::_f/wjFHUi—fD-dUi—fﬂ,

ref

Vij(l'ij):—/r” Fij(rij) - drij. (2.29)

ref

A definicdo acima sera valida se como no caso de uma Unicayarti
Oij x Fjj = 0. (2.30)

Onde as derivadas do rotacional sé@o em relagao as coorcaedaa/ass;j, yij e zj. Entéo, se
Fij for conservativa, de forma qi possa ser definida, temos:

Foo—
' dx., 69yij 0Zu
Fi— g0V 9% OVij Oy 0V 0z
1= %% oxj =~ dyi dyij 0z 0zj’
dV.J LOVij L OVij
F|J — dXi y dY| Z 025 )
Fij = —LiVij. (2.31)

Pela terceira lei de Newton (forma fraca):
5VJ| L0V OV
y Z ;
0 Xiji ayji dzji
L0V LoV L0V
y —Z )
0% Y 0z
Fij = —LiVji. (2.32)

Fij = —Fji=

F|j - —X

Comparando as Egs. (2.31) e (2.32), vemos\jpe- Vji. Finalmente, tomemos entéo o se-
gundo membro do lado direito da Eq. (2.27), que depende dents forcas internas ao
sistema, pela Eq. (2.31):

/ FIJ dl’, = / F” dl’,, (233)
Ij 1 i j 1
J#i 17'5'
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/ Fij -dri = Zl/BFji'drj- (2.34)

INE= 1 i)
j#i j#

Somando as Eqgs. (2.33) e (2.34), temos:

/ 1 N B
F|J dr|: / F|] dl’|—|—FJ| er:— / F|] I'J),
Ij 1 Ij 1 2ljzl A

)

J#I J#I ;

NES 1 Ij 1

J#I

J#I
1
Ij =1 Ij =1

| ,1=1
j#i j#i j#i

B
(2.35)

A

Poisl; = [J;j. Dos resultados obtidos, pode-se escrever uma fungao dgizepetencial total
para um sistema onde as forcas externas derivam de um téfftie as forcas internas de
potenciaisy;; da seguinte forma:

1 N
—_\y(e . = ’
V=V 2 Z]_ Vij. (2.36)
j#i

Sendo o segundo termo do lado direito da (2.36) chamado dgi@petencial interna do sis-
tema. Nas aplicacbes do método de Monte Carlo, a energiagutdos sistemas estudados
sera inteiramente interna.

2.2 Uma abordagem termodinamica

Na formulacdo da termodinamica de equilibrio, que como prpvdome diz trata dos siste-
mas que atingiram o equilibrio termodin&mico, um dos pastg fundamentais € o da maxima
entropia. Basicamente, ele nos diz que existe uma funcaoacteade entropi&, dos parame-
tros extensivos do sistema, definida para todosstsdos de equilibricque possui a seguinte
propriedade: os valores assumidos pelos parametros extensa auséncia de um vinculo in-
terno, sdo aqueles que maximizam a entropia sobre os pessétados de equilibfh Ou
seja, esse postulado introduz a funcao entropia:

S=S(U, X1, %s,...). (2.37)

Onde(Xy, Xz, ...) S0 os parametros extensivos do sistema, como o volume namero de
particulasN; dos diversos constituintes do sistema. Essa equacao € aercamdamental,
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vélida apenas para os estados de equilibrio.

Conhecendo a funcdo entrof@aé possivel obter todas as carateristicas macroscépicas do
sistema. Entretanto, pode-se desenvolver toda a termmitiadatravés de outra representacao,
a de energia, na qual a energlialo sistema € funcao das propriedades extensivas do sistema:

U =U(SXs,%a,...). (2.38)

Assim como na representacdo da entropia, na representagiedjia também ha um “princi-
pio extremao”, o principio da minima energia. Ele nos diz qaeajum dado valor da entropa
0S parametros internos nao vinculados do sistema assuni@m®s/que minimizam a energia no
estado de equilibrio. Esse principio é equivalente ao démaéentropi&’. Para mostrar que o0s
dois principios se equivalem, ou seja, que as condi¢ctesuilébeip de ambos sédo equivalentes,
partimos entdo do principio de maxima entropia:

2S 0°S

OndeX representa um dos parametros extensivos do sistema, seadesgeneralidade, vamos
considerar que apenas o0 parametro extensigofre variagcdo e os outros sdo mantidos fixos.
Seja entdds = & o valor de maxima entropia dado pelas Eqs. (2.39). Na repes@ de
energiaS= S corresponde a um plano no espaco de configuracdo termodméabai vem:

S(U, X) = § = constante (2.40)
Calculando a diferencialS
0S 0S
dS= (w)xdu—l— (a—X>UdX_O. (2.41)
E “dividindo” por dX:
dS ou 0S
(50), (5x).+ (5%),=° (242)

ou ainda:

/N
<%
N—

3
x

U
(_0X>s: _ ( )U , (2.43)
dS

Como pela Eq. (2.39(—) =0 e utilizando a relagéﬁlx = (ﬁ) , a Eq. (2.42) torna-se:
u X

oX ouU
1 /90U
T (W)S_ 0

ou
<a_x) - 0. (2.44)



2.2 Uma abordagem termodinamica 24

Logo, vemos qué possui um extremo. Para verificar se o extremo corresponaeradximo,
minimo o ponto de inflexdo, devemos calcular sua derivadansieg Dai vem que:

(50), o 3]

X

d2s

- s\ _9°5

0°U (0"'XZ) (—) XU
<_>s: “rasy Ty

(), = (%),
ou X - (d_x)x

92U 9%S
(5e). (), (249
9°S . RS
ComoT > 0 e pela Eq. (2.39 X2 < 0, pode-se concluir qu X2 > 0. Logo, para
U U
uma dada entropi@= S ficamos com as seguintes condi¢des para a endrgia
2

d—U =0 e 0—U >0, (2.46)

ou sejalJ assume um valor de minimo no equilibrio, para um valor maxdmentropia.

O objetivo dessa sec¢ao era mostrar que por uma abordageentifela mecanica, € pos-
sivel concluir que os estados de minima energia de um sistemespondem aos estados de
equilibrio do mesmao.
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3 O método de Monte Carlo

Neste capitulo, sera feita uma abordagem do ponto de vistadedo método de Monte
Carlo, com o objetivo de embasar a teoria necessaria para preendimento das simulacées
e exemplos que serdo abordados no capitulo seguinte. Emsiagbm tedrica esta fortemente
ligada & mecénica estatistica de equilibrio, sendo irdanés rever alguns conceitos basicos
deste assunto necessarios para a compreensao do método.

3.1 Médias temporais e médias de ensemble

Suponha que desejamos determinar experimentalmente rodeakiguma propriedade de
um sistema, como presséo ou capacidade térmica. Geraln@istropriedades dependem
apenas da posicdo e momento das particulas que compdeneraasisPodemos escrever o
valor deA comoA = A(qy(t),...,qs(t), pi(t),..., ps(t)), onde(qs,...,qs) S@o as coordenadas
generalizadasf(no total) e(p1,..., ps) S&0 0s momentos candnicos conjugados. Obviamente,
o valor instantaneo dA varia ao decorrer do tempo como resultado das interacoes &t
particulas. O valor final obtido experimentalmente é umaiangubre os valores demedidos
ao longo de um certo intervalo de tempo, chamadalia temporal Quanto maior o tempo
gue passamos medindo o valor Ale calculando suas médias, mais a média experimental se
aproxima do valor médio real d&*. No caso em que tempo total das varias medidas realizadas
T for exageradamente grande:

A= lim }/T A(qr(t),...,qs(t), pa(t),..., ps(t))dt. (3.2)
t=0

T—o T

Na mecanica estatistica de equilibrio, utiliza-dapdtese ergddicaa qual afirma que o valor
da média temporal (3.1) pode ser obtido por uma média no esjggfase, aédia de ensemble

(A) = / A(g,p)p(g, p)dgdp (3.2)

O ensemble (“assembléia”) é constituido por varias cOpiasrescopicamente iguais ao sis-
tema original, sendo associado um ponto do espac¢o de fasaice das copias e de modo
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que todos os microestados correspondentes ao macroestatheina sejam acessiV@isNa
Eq. (3.1) o tempo totat é grande o suficiente para que a trajetoria do sistema fisiespaco
de fase visite todos os pontos do ensemble, justificandarmtora equivaléncia entree (A).

A densidade de probabilidaddo ensemble(q, p) representa a probabilidade de encon-
trar uma configuragdo com coordenadas generalizggdse momentos canbnicos;}. Se
0 numero de particulas, o volume e a temperatura do sistema foonstantes, o ensemble é
do tipo candnico (o sistema esta imerso num banho térmicm@ei@tural’) e a densidade de
probabilidade é dada pela distribuicdo de Boltzmann:

p(a,p) = eXp[_H(g’ P)/keT], (3.3)

Na (3.3),H(q, p) é o HamiltonianoZ é a fung&o de particag € a constante de Boltzmann e
T a temperatura.

Na mecanica estatistica, a funcao de parti¢&ae extrema importancia, pois atraves dela
€ possivel calcular todas as grandezas termodinamicad.definida na seguinte forma:

z=3% e Ei/keT, (3.4)

A somada Eq. (3.4) deve ser feita sobre todos os microestiadsistema. Se forem conhecidas
as particulas que compdem o sistema e a forma como interagesrsg possibilitando encon-
trar os estados quanticos do sistema e finalmente calcutana desejada, entédo o problema
esta resolvido do ponto de vista estatidticdsto, & primeira vista, pode parecer simples, mas
varia muito de sistema para sistema. Ha casos em que o cdrdilmcao de particdo € uma
tarefa bastante complicada.

3.2 Calculo de propriedades por integracéo

Estabelecido como explorar o espaco de fase e determinartanpes propriedades ter-
modinamicas, veremos como obter estes resultados praitamComo exemplo, a energia
potencial média, de acordo com a Eq. (3.2), pode ser detadaipela seguinte integral:

— fv(rlw"7rN)eXp[—V(r1,.. '7rN)/kBT]dr1"‘drN
Jexp[=V(ry,...,rn)/keT]dry---dry :

O denominador da Eq. (3.5) é a de integral de configuracdoe@gado quando o potencial

(V) (3.5)

V s6 depende das posi¢des das particulas do sistema. Em pastmsnao é possivel resolver
essa integral analiticamente, entretanto, poderiamiiantnetddos numéricos para o célculo.
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N Was
/%

Figura 3.1: Calculo de uma integral unidimensional utildae método dos trapézios. A area
sob a curva é aproximadamente a soma das areas dos trapézios.

Um metddo muito conhecido é o “método dos trapézios”, queistenem aproximar a integral
por uma seérie de trapézios entre dois limites, como na Fid).(8leste caso foram utilizados
oito trapézios, o que torna necessario o célculo da funcdoam pontos distintos. Outra
alternativa seria pela regra de Simpson, que envolve unegioento similar e forneceria um
resultado melhor para a integral. Para uma funcéo de duaseisf (X,y), 0 nUmero de pontos
cujos valores da funcéo deveriam ser calculados seria gag@do caso unidimensional. Para
uma integral de dimensad\N3o niimero de pontos seriam®™, ondem é o nimero de pontos
necessarios para cada dimensdo. Esse niumero é muito grasd®rpara poucas particulas.
Por exemplo, com 50 particulas e trés pontos para cada dimetesiamos um total det®
(~ 107') operagbes. Conclui-se entdo que a integragdo por método&ricumndo € uma
abordagem conveniente.

Outra abordagem seria 0 método aleatério. Considere entamente a Fig. (3.1) (porém,
sem os trapézios). Para determinar a area sob a curva, @gegas uma sequéncia de nimeros
aleatdrios correspondentes a pares ordenadgs contidos no retangulo da figura. Digamos
por exemplo que X x<ae 0<y<b. Assim, a area desejada seria 0 produto da area do
retanguloab com a raz&o entre o nimeros de pontos gerados que estariamcsoba e 0
namero total de pontos gerados.

Para o calculo da Eq. (3.5) utilizando uma simulacdo de MGatdo na forma mais sim-
ples, sdo necessarios 0s seguintes passos:

1. Obter uma configuracéo aleatoria do sistema geraNdm8rdenadas cartesianas repre-
sentando as posi¢des para as particulas.

2. Calcular a energia potencMlrq,...,rn) desta configuracao.
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3. Calcular o fator de Boltzmann, ekpVi(r1,...,rn)/ksT).

4. Adicionar o fator de Boltzmann para um somatorio de fatdeeBoltzmann acumulados
e também a energia potencial para uma soma acumulada déagpatencial. Retornar
ao passo 1.

5. Apo6sN; iteracdes, calcular o valor médio da energia potencialrsma expressao:

W) = SR M(rL . TN) exp[-M(F1,. . Tn) /keT].

3.6
zi’\i_tlexp[—\/i(rl,...,rN)/kBT] o0

Infelizmente, como no caso da integracdo numérica, essegiroento ndo é adequado para
calcular propriedades termodinamicas devido ao granderaide configuracdes que possuem
um fator de Boltzmann muito pequeno (muito proximo de zera)sea, sua contribuicéo é

desprezivel para a Eq. (3.6). E o caso de configuracdes altarapergéticas pois quanto
maior a energia, menor o valor do fator de Boltzmann.

Finalmente, uma maneira de resolver este impasse é ent@ocgafiguracdes cuja con-
tribuicdo para a Eq. (3.6) € signficativa. Esse raciociniceés&ncia do algoritmo de Metro-
polis e um 6timo método para encontrar os estados de miniergiarde um sistema. No
procedimento de Monte Carlo mostrado acima os estados sadogecom probabilidades
iguais e a cada um deles é associado um pesp-&&@1,...,rn)/ksT). Contrastando com
esse procedimento, no algoritmo de Metropolis os estadogesados com uma probabilidade
exp(—V(ry,...,rn)/ksT) e 0 peso associado a cada um deles é o mesmo.

3.3 Cadeias de Markov e o algoritmo de Metropolis

O algoritmo de Metropolis gera estados que formam gadeiaou umprocesso de Mar-
kov. Uma cadeia de Markov satisfaz as seguintes condic¢des:

1. O estado atual do sistema depende somente do estadotansetide anterior.

2. Cada estado do sistema pertence a um conjunto formado paimsgro finito de estados.

Seja o sistema num estado qualguea probabilidade de transi¢cao do estaplara o estado
j denominadar;. Defini-se entdo uma matriz, chamada matriz de trandit@e dimensao
N x N, sendoN o nimero total de estados que o sistema pode ocupar. As antlelll sédo
dadas por:
(M);j = ;. (3.7)
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A matriz M tem uma importante propriedade: a soma de cada uma dasrsusdiigual a um.
Pois se o sistema estd num esta@osofre uma transicao, ele certamente devera ocupar apos
a transicdo, um doN estados possiveis. A distribuicdo de probabilidades esth estados
possiveis é dado pelo vetor de probabilidade ou vetor dd@sta

X:<P1 P2 - PN)- (3.8)

Ondep; é a probabilidade do sistema ocupai-ésimo estado. Assim, sé¥ representa a
configuracao aleatdria inicial, o vetor de probabilidadegaconfiguracdo posteriaf? é:

xU =xOn. (3.9)
Parax?, obtem-se:
x(@ =xMn =xO0n2, (3.10)
Continuando no mesmo processorésima configuracao:

X(3) — X(Z)I'I — X(O)HS,

X(4) — X(3)|_| — X(O)I_I4,

x(W =x(=D =xOnn, (3.11)

Impondo uma fraca restricdo a matriz de transigama qual existe um namero inteirotal
gue todas as entradasld® sao positivas, teremos uma matriz de transi¢ao regular. daaeia
de Markov que é governada por uma matriz de transicao re§ulaamad&adeia de Markov
regular. Para uma cadeia de Markov regular, a medida que o numerdidacées da matriz
de transicao sobre os vetores de estado cresce, os vet@stmde convergem a um vetor fixo.
No limite em que o0 nimero de aplica¢des; :

Xiim = lim xOnn, (3.12)

O vetor xjim representa o estado de equilibrio do sistema, uma digtéibugstacionéria de
probabilidades, pois uma vez que € atingido, aplicacodsipaes da matriz de transi¢cao sobre
ele ndo séo capazes de altera-lo, ou seja:

Xiim = Xiim 1. (3.13)

Um fato interessante € que a distribuicdo estacionarigoemtie da configuracao inicial (ale-
atéria) x(9. Para os sistemas fisicos, a distribuicdo estacionaria sevaquela na qual as
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probabilidadego; que formam o vetok;,, SA0 proporcionais aos seus respectivos fatores de
Boltzmanrf.

Outra matriz, chamadaatriz estocasticacujas entradas séo as quantidadgsesta inti-
mamente relacionada com a matriz de transicdo. A matriz&stioa fornece a probabilidade
com gque dois estado® | sejam escolhidos para que ocorra (ou ndo) uma transicéeadas.
Ela é de certa forma uma matriz “oculta” sob a matriz de tg@wsi Se a probabilidade de que
uma mudanca deparaj (ja escolhidos previamente) seja aceitgj¢ entédo a probalidade de
transicéo entre os dois estadgseé:

Thj = 0ij Pij - (3.14)

Pois para que se dé uma transicdo entre dois estados quasqueiro os dois estados devem
ser escolhidos (com a probabilidade de escolffpe depois a mudanga deve ser aceita (com
probabilidade de aceitacdp). Geralmente assume-se que a matriz estocastica € sineétic
seja, a probabilidade de escolher dois esta@dosé a mesma quer a transicao sejad gara |

ou dej parai.

Pela aidéia de Metropolis, se na distribuicdo limite a pbdlstadep; € maior que a proba-
bilidadep; (o fator de Boltzmann d¢ é maior que o de pois a energia associada ao estado
menor que a dg, entéorg; = ajj (0 elemento da matriz de transic&p € igual a probabilidade
de escolha dos estados j). Caso contrario, se o fator de Boltzmannjder menor que o de
i, entdorg; = oij(pj/pi). Resumindo:

i =aij (P = pj), (3.15)
5 = aij(pj/pi) (P < pj)- (3.16)

Comparando as Eqs. (3.15) e (3.14), nota-se que se a trassigacentre um estado menos
provavel para um mais provavel, entéo a probabilidade diéagéep;; € 1, bastando apenas
gue a escolha dos estados aconteca para que a transicaoesijaJa no caso da transicao de
um estado mais provavel para um menos provavel, comparandqsa (3.16) e (3.14), nota-
se que a probabilidade de aceitagcéo da mudgpgainversamente proporcional a razéo entre
os fatores de Boltzmann dos dois estafjmg pi). Assim, uma transi¢éo de um estado muito
mais provavel para um muito menos provavglé praticamente impossivel, pois nesse caso

pij = (Pj/pi) — 0.

As condic¢des impostas pelas Egs. (3.15) e (3.16) se aplicamdg os estaddse | sdo
distintos. Sd = j, o elemento da matriz de transicdo € calculado utilizandat@ de que a
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soma de cada linha da matriz de transicdo é igual a 1:

1= m,
J

1=35 mj+,
i
h=1-5 7. (3.17)
i

Feitas as consideracdes anteriores, é possivel compreeradgoritmo de Metropolis. Ele
consiste nos seguintes passos:

1. Obter uma configuracéo aleatoria do sistema em questandgeposicdes para as parti-
culas, um microestadpdo mesmo, dado que o sistema esta num microestado

2. Comparar as energias dos dois estadog;(se,...,rn) <Vi(ry,...,rn), atransicéo para
j € aceita e se retorna ao passo 1. Caso contrario, passa-ssa@pa

3. SejaAV(ry,...,rn) =Vj(re,...,rn) —=Vi(re,...,rn) > 0. Gerar um numero aleatorio
com distribuicdo uniforme entre 0 e 1; seC exp(—AV (r1,...,rn)/ksT), a transicéo é
aceita; se > exp(—AV(ry,...,rn)/ksT), a transicdo € negada. Retornar ao passo 1.

4. Adicionar a energia potencial para um somatorio acunoutiel energia. Retornar ao
passo 1.

5. Apo6sN; iteracdes, calcular o valor médio da energia potencialrsma expressao:
1 M
WFﬁqZMUh~JM- (3.18)
i=

Algumas conclusdes podem ser feitas se o algoritmo desaioa for analisado sob o ponto
de vista mais formal desenvolvido nessa secédo. No passoaZesergia gerada para 0 novo
estadoj for inferior a do estado atual entdo a transicdo é aceita. Isto esta relacionado com
a Eg. (3.15), um estado de menor energia € mais provavel quéeumaior energia, pois

o seu fator de Boltzmann € maior. Por isso, nesse caso a piidadbip;; da transicao ser
aceita € 1. O passo 3 do algoritmo estd, por sua vez, relaltoram a Eq. (3.16), pois o
namero exp—AV(ry,...,rn)/ksT) € justamente o term@;/p;i) da Eq. (3.16). Alem disso,
guanto maior a diferenca de energia enteej neste caso, ou seja quanto mais improvavel
for a transi¢céo, mais chances ela tem de ser negada, pdis&Xpry,...,rn)/ksT) € muito
pequeno e provavelmente menor que o niumero garado
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O método desenvolvido por Metropolis pode ser derivado imdpaa condicao de reversi-
bilidade microscopica: no estado de equilibrio a transey@oe dois estados ocorre a mesma
taxa. A taxa de transi¢do do estdagmara o estad é igual ao produto da probabilidagecom
o elemento da matriz de transicip. Assim, no equilibri¥f!:

T5j i = Tji O] (3.19)

A razdo entre os elementos da matriz de transi¢éo € iguafia eamtre os fatores de Boltzmann
entre os dois estadds

%j‘ = exp—(Vj(ra,...,rn) = Vi(ra,...,rn)) /keT]. (3.20)
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4  Aplicacoes do metodo de Monte Carlo

Os exemplos e aplicacdes do método de Monte Carlo utilizaradigavitmo de Metropolis
sdo o assunto deste ultimo capitulo. Antes de aborda-los feiea uma breve explicacédo de
como o algoritmo de Metropolis foi implementado. Em seguikrdo analisados sistemas
eletrostaticos de cargas puntuais restritos a curvas @gesidimensional.

4.1 Implementacao do algoritmo de Metropolis

No passo 1 do algoritmo de Metropolis descrito no final da $8¢3), gera-se um novo
microestado aleatoriamente e a transicdo para este esiddap ndo ocorrer. No algoritmo
implementado no computador para tratar dos problemaschgsitello, o microestado foi gerado
da seguinte maneira: uma particula do sistema era sortedéeisiacada ligeiramente de sua
posicdo. A variagcdo em suas coordenadas segue o segui@tmcri

Xnovo = Xvelho+ (2 — 1) O max, (4.1)
Ynovo = Yvelho+ (2§ — 1) Ol max. (4.2)

Onde o nimerd@ € um numero aleatério entre 0 e 1. Assim, pelas equac¢fes pouease ver
gue tanto enx quanto eny o deslocamento maximo permitid@émnax, para mais ou para me-
nos. Esse parametdomax € determinado previamente e varia de acordo com o problermao Co
regra geral, deve ser tal que aproximadamente 50% dasciiassejam aceitas. 3€may for
muito pequeno, muitas transicdes serdo aceitas pois anlfizde energia sera tdo pequena que
mesmo que a energia do microestado sorteado seja maior,er@@Rp—AV (rq,...,rn)/keT]
sera muito préximo de 1, tornando a transicdo bastante yebwa@lém disso, o espaco de fase
sera percorrido muito vagarosamente. Por outro lad@rggx for muito grande, a variagcao
de energia pode ser consideravel e o nUmer¢-eXg(ry,...,rn)/ksT] sera muito pequeno,
tornando a transicdo improvat’el O valor dedrmay pode ser ajustado durante as primeiras si-
mula¢Bes do programa, contando e comparando o numero defras aceitas com o numero
de transi¢cdes negadas. Por exemplo, se o numero de tranaigéitas for consideravelmente
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maior que o numero de transicdes negadas, basta aumentar de/drmax. Caso contrério, se
0 numero de transicées negadas for maior que o niumero derassceitas, o valor & max
deve ser reduzido.

4.2 Aplicacbes

Esta secao destina-se ao estudo das aplica¢cdes do meétodontie Garlo. Os sistemas
abordados séo formados por cargas puntuais idénticas elitpeqeletrostatico, de forma que
a Unica interacédo entre elas é dada pela lei de Coulomb:

1 qgq;

:Fgom_rﬂs(ri—l’j). 4.3)

I:jei

Na equacgéo acim#;j_,; € a forga exercida sobre a particuldevido a particulg, g e qj séo

as cargas das particulaggé a permissividade do vacuo. Com relacao a energia do sistema,
sendo as interacdes do mesmo apenas devido a forcas in@erergia total tem a forma da
Eq. (2.36) com termo do potencial exteM&) nulo. Assim:

1 N
V=§iz_ Vij.- (4.4)
J=1
J#i
Onde o potencial de interagéo entre as particdjasode ser obtido atraves da lei de Coulomb
e é da forma:
1 qgqj
o , 4.5
U Ameg |ri (4.5)
Substituindo a Eq. (4.5) na Eq. (4.4), obtém-se:
1 3 qg
= _ 4.6
87T80i’lefri—rj’ (4.6)
J#i

Por conveniéncia, o sistema adotado foi o CGS ou gaussianquailoo valor numérico da
constantg1/4reg) € 1. Como as cargas devem ser idénticas, tomegnes|; = 1 statcoulomb
(statC). O statcoulomb € a unidade de carga elétrica no SiSB¥BE e equivale aproximada-
mente 334 x 1010 coulombs (C). Assim, a Eq. (4.6) toma a seguinte forma:

1 N
V= . 4.7
Z-lel’i—t‘j’ (4.7)

Prosseguindo agora com a analise dos casos:



4.2 Aplicactes 35

S b A b NV A o 24N w o~ oo oo
T
|

y (cm)
Ic'»:'nder'\)l\o—xmmbmm
T
|
y (cm)

()
o
iN
w
N
o
N
N
w
N
3]
(o))
&
o
iN
w
N
o
N
w
N
(9]
(=)

x (cm) X (cm)

(a) 100 iteracdes. Erro:, 2% (b) 1000 iteracdes. Erre 1073%

Figura 4.1: Resultado das simula¢cdes de Monte Carlo para dwgascnuma circunferéncia.
Em (a), apds 100 iteracOes, a energia do sistema apresergaraide 42% em relacdo ao
valor correto Q1 ergs. Em (b), ap6s 1000 iteracfes, a corda que liga as digas @igual ao

didametro da circunferéncia, indicando que o estado de raieimergia foi atingido.

4.2.1 Conjunto de cargas vinculadas a uma circunferéncia

Esse é o0 caso mais simples, porém importante para verifieao qugoritmo funciona.
Considerando uma circunferéncia de raio 5 cm, sua equacdo@cienadas cartesianas e em
coordenadas polares séo, respectivamente:

X2 +y? = 25, (4.8)
r=5. (4.9)

Considerando apenas duas particulas, pela Eq. (4.7), dapetgncial do sistema é:

1
= m (4.10)
Neste caso, o resultado esperado é que o estado de minirgaesega aquele no qual a distan-
cia entre as particulds; — rp| é igual ao didmetro da circunferéncia (10 cm). Por conséguin
pela Eq. (4.10) a energia minima deve ter o valor dedigs & 108 joules). Na Fig. (4.1),
séo apresentados os resultados das simulagbes com ogivespartos no valor da energia e o

namero de iteracdes realizadas.

O caso da circunferéncia € interessante, pois as configgagminima energia para trés
OuU mais cargas caracterizam-se pelo fato das cargas onupangrtices de um poligono regu-
lar inscrito na circunferéncia. Onde o nimero de lados digpob é o0 mesmo do niumero de
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Figura 4.2: Disposicao das cargas elétricas no estado dmanémergia ocupando os vértices
de um poligono regular inscrito na circunferéncia a quaasinculadas. Para 50 cargas a
diferenca entre os lados do poligono e a circunferéncia énceptivel.

cargas. A Fig. (4.2) ilustra esse fato para nimeros varideloargas. E importante ressaltar que
na circunferéncia, tem-se uma degenerescéncia infinitarelagéio a energia minima, ou seja,
existem infinitos microestados que satisfazem o macroesta@nergia minima. I1sso pode ser
visto da seguinte maneira: tomando como exemplo as digjEssaa Fig. (4.2) e conectando-se
as cargas com bastdes ideais sem massa (0s bastdes ser@nsodds poligonos), de modo
gue fosse possivel girar toda a estrutura sem alterar andias entre as cargas, entdo a energia
do sistema nao se alteraria, permanecendo em seu valoroinim

Considerando agora o caso da Fig. (4.2d), para 50 cargascoafeiréncia. Facamos um
estudo mais detalhado da distribuicéo das cargas atravgsfico (6,1 — 6) x i, ondei re-
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Figura 4.3: Distribuicdo do estado de minima energia passo de 50 cargas na circunferéncia,
onde areta horizontéb 1 — 6,) = 7.2° representa a situac¢éo ideal de minima energia de acordo
com a Eq. (4.11).

presenta &ésima carga (sua humeracgad)de 1 — 6;) a diferenca entre os angulos polares da
particulai e sua sucessora- 1. Para o caso da circunferéncia, as cargas estdo igualespae
cadas, de modo que € esperado que a quantidhde— 6;) seja aproximadamente constante,
mais precisamente:

360°

61— O~ T =7.2" (4.11)

Quanto ao numero de iteracfes necessarias para o estaddldwiegele é consideravelmente
maior nesse caso em relacao aos anteriores. A titulo de cagdza no caso de apenas duas
cargas, apos 1000 iteracdes o equilibrio é atingido e dhiigtéio dos valores ded 1 — 6)
apresenta um desvio padréo praticamente nulaé@ ). Em contraste, no caso de 50 cargas,
apo6s 100000 iteragdes, o desvio padrao@le; — 6) € 0,02619, caindo para o valor de@3x
104 apds 6300000 iteracdes. A Fig. (4.3) representa o diagranig o, — 8) x i para 50
cargas.

4.2.2 Conjunto de cargas vinculadas a uma elipse

Considere uma elipse de semi-eixo maigaralelo ao eixa e semi-eixo mendp paralelo
ao eixoy com centro na origem do plano cartesiano, suas equac¢desmadartesiana e polar
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Figura 4.4: Resultado das simula¢cdes de Monte Carlo para dogascnuma elipse. Em (a),
apos 100 iteracBes, a energia do sistema apresenta um é&@tdem relacdo ao valor correto
0,1 ergs. Em (b), apos 1350 iteracdes, no estado de minimaignasgcargas encontram-se
sobre 0 semi-eixo maior como esperado.

sao respectivamente:

XZ y2
1= 5+5, (4.12)
(o) = 2VL1-€ (4.13)

v/1— (ecosB)?’

O parametre é chamado de excentricidade da elipse e quanto maior o sEuwais achatada
€ a forma da elipse. A excentricidade € dada pela seguirigi@entre os parametrag b:

e=4/1— (9)2. (4.14)

a

Pela Eq. (4.14), conclui-se que<Oe < 1. See= 0, entdoa = b e obtém-se a equacéo da
circunferéncia.

Como na circunferéncia, para verificar que o algoritmo fumaj@ interessante simular um
caso onde € o resultado é conhecido previamente. Considesipedas duas cargas, a energia
do sistema € dada novamente pela Eq. (4.10). Tomardb cm eb =4 cm, o valor esperado
de energia minima sera quando a distancia entre as daygas,| assumir o valor maximo, ou
seja, quanddr, —rp| = 2a= 10 cm (as cargas estdo localizadas sobre o0 eixo maiox,-e@
ex= —a). AFig. (4.4) mostra o resultado da simulacdo de Monte Caata psse caso.

A elipse ao contrario da circunferéncia, ndo apresenta wegartrescéncia infinita. No
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Figura 4.5: Disposicdo das cargas elétricas no estado dmanémergia na elipse a qual estdo
vinculadas.

caso de duas cargas discutido acima, sendo as cargasadénfiortanto indistiguiveis, s6 ha
um microestado correspondente ao macroestado de miningigrikistrado na Fig. (4.4b).
Uma comparacao com os resultados da Fig. (4.2) para a aaréndia pode ser feita através da
Fig. (4.5).

Analisando a Fig. (4.5), nota-se que para um numero impaladg@s como nas Figs.
(4.5a) e (4.5c), ocorre uma degenerescéncia dupla, p@addras figuras de ponta-cabeca
teriamos uma nova disposicao possivel para as cargas mas g@sma energia de minimo.
Isso acontece pois nestas configuracdes apenas ¢ &xan eixo de simetria, ao contrario
nas configuracdes para numeros pares de cargas como nag4-is. e (4.5d) onde ambos
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Figura 4.6: Distribuicdo do estado de minima energia paeso de 50 cargas na elipse. A reta
horizontal(6,.1— 6) = 7.2° estd marcada a titulo de comparag&o com a disposi¢ao cadade
ideal numa circunferéncia com 50 cargas.

0s eixos coordenados sao eixos de simetria e portanto ndegederescéncia. Todas essas
consideracdes sédo feitas assumindo que as carga samiguligsis.

Com relacéo a distribuicdo de como as particulas estdo silysafmcamos a analise da
(4.5d). Neste caso, o grafico &1 — 6) x i possui uma forma bastante peculiar, como apre-
sentado na Fig. (4.6).

A curva mostrada na Fig. (4.6) € muito semelhante a uma senBata interpretar a razao
da disposicéo das cargas ser desta maneira, € necessanicett@de curvatura de uma curva,

definida como:
do
k=—.
ds
Ondedsé o comprimento de arco da curvde é a diferencial do angulo que as retas tangentes

(4.15)

a curva fazem com o eixo horizontalNo caso em qug = f(x):

dy 2
dy
3= ane. (4.17)
dy
Q= arctan(&> . (4.18)

Porém, é mais conveniente para este caso considerar equmgaenétricas da curva= x(t)
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ey =y(t) ondet & o parametro qualquer. Como na elipse acosf ey = bsinf, entédo o
parametro é. Em termos de equacdes paramétricas, as Egs. (4.16) e $4d.8g seguinte

o= ()4 (9 419

Q= arctan(ji?gt) . (4.20)

forma:

Diferenciandadg e fazendalx/dt = X, dy/dt =y, d°x/dt? = X" e d?y/dt?> =y, obtém-se:

X/yll _y/X//
dp= —FF—"—-=d
P 02+ )P
Finalmente, combinando as Eqs. (4.19) e (4.21):

o d_(p B X’}// i yJX//

t. (4.21)

= = . 4.22

ds ~ [X)2+ /)77 @22

Como o neste cago= 0, de modo que’ = —asinf, X’ = —acosb, y =bcosf ey’ = —bsing,
a curvatur&k da elipse é:

k= ab (4.23)

[(asinB)2 + (bcosh)?]3/2
Essa funcdo assume o valor minimo p@ra 17/2+ nrre méaximo pard = nrt, onden é inteiro.
Assim o valor minimo da curvatura ocorre nas extremidades>domenor e o valor maximo
nas extremidades do eixo maior com 0s respectivos valores:

b a

kmin = ? ) I<max= E (4-24)

Como a curvatura de uma curva € inversamente proporcionaiaae curvatura, entdo nas
extremidades do eixo maior o raio de curvaturai@imoe nas extremidades do eixo menor é
maximo Assim, no equilibrio as cargas tendem a ficar mais espagadg®ntos onde o raio de
curvatura € menor e menos espagadas nos pontos onde o raivalei@ € maior, com intuito
de minimizar a energia. Na Fig. (4.6) os picos de maximo emojustamente nas extremidades
do eixo maior e os picos de minimo nas extremidades do eixomen

4.2.3 Conjunto de cargas vinculadas a um ovoide

Esta € a ultima aplicdo do método de Monte Carlo abordada mabtgho, a curva explo-
rada sera o ovoide ou oval. A equagao em coordenadas potace®ide é:

r(6)=1+ecogph). (4.25)
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Figura 4.7: Configurac@o dos estados de minima energia dgasaao ovoide para diferentes
valores des e p.

Ondee é a excentricidade pum parametro inteiro. Neste caso a abordagem sera de uma ma-
neira mais ilustrativa, servindo mais para mostrar a eficdaimétodo de Monte Carlo. Alguns
exemplos dos estados de minima energia para diferenteBdpdes de carga sdo ilustrados na
Fig. (4.7).

Para um estudo mais detalhado da distribuicdo das cargaguiltbgo, considere a dis-
tribuicdo da Fig. (4.7a). Se ela fosse plotada, seria meioethante a distribuicdo da elipse
mostrada na Fig. (4.6) pois as curvas sdo bem parecidasn Assgiteressante analisar a distri-
buicdo de um ovdide do tipo da Fig. (4.7b) pois ele difere ap& parametrp. A Fig. (4.8)
mostra a distribuicdo para este tipo de ovoéide para 100 satgticas.
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Figura 4.8: Distribuicdo do estado de minima energia paraso de 100 cargas num ovoide
com os parametros= 0.1 ep=4.

Para uma melhor visualizacéo, foi interpolada uma curveeerg pontos da distribuicao.
Nota-se que a separacédo entre as cargas € menor em ponligadtasanas vizinhancgas da inter-
secao dos eixos coordenados com o ovoide, sendo aproxireatkaponstante nessas regioes
(~ 3,3°).
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5 Conclusao

Objetivo deste trabalho consiste de trés partes: enfairaportancia dos estados de mi-
nima energia nos sistemas fisicos em geral, apresentaraenameira sucinta a teoria por tras
do método de Monte Carlo, em especial o algoritmo de Metrspelpor Gltimo, juntar as am-
bas as partes aplicando o método de Monte Carlo para obtetasssle menor energia em

alguns sistemas.

Com relacdo a primeira parte, tema do Capitulo 2, foi feita uneadagem mecéanica par-
tindo desde o mais simples de todos os sistemas, 0 caso deautitallp em uma dimensao.
Depois, foi apresentada a generalizacéo para o caso ddarréssdes e por fim o tratamento
analitico para sistemas constituidos de varias partic@ldmal do capitulo destinou-se a uma
abordagem do ponto de vista da termodinamica de equildmfatizando o principio da minima
energia.

No Capitulo 3, procurou-se mostrar uma base tedrica sobretedméle Monte Carlo.
Para isso, era indispensavel que alguns conceitos da roaetatistica fossem revistos, o que
ocupou a maior parte deste capitulo. Porém, nos tépicos fisaes conceitos eram necessarios
para a compreensado do algoritmo de Monte Carlo mais basiccatgdotmo de Metropolis,
este Ultimo também abordado pela teoria das Cadeias de Markov

No que tange as aplica¢cbes, assunto do Capitulo 4, o maidivolbgen si era verificar a
eficacia do método em obter os estados de menor energiararilastdiversas situacdes atra-
vés de figuras e graficos. Quando possivel comentando sobmmetsias e degenerescéncias
apresentadas pelos sistemas.

Finalmente, apesar da simplicidade deste trabalho, mesagdambém a importancia e de
certa forma o poder da fisica computacional, pois na amplariaalos sistemas de cargas
abordados aqui, a solugao analitica ndo é possivel. Aléso,disalgoritmo de Metropolis
apresentado possui aplicacées nédo so na fisica mas enediéeas do conhecimento.



45

Referéncias Bibliograficas

1 HARVEY, G.; TOBOCHNIK, J.; WOLFGANG, CAn introduction to computer simulation
methods: applications to physical systef®an Francisco: Addison Wesley, 2007.

2 SYMON, K. Mecénica Rio de Janeiro: Campus, 1982.

3 CALLEN, H. B. Thermodynamics and an introduction to thermostatistisw York: Jon
Wiley & Sons, 1960.

4 LEACH, A. R.Molecular modelling: principles and applicationklarlow: Prentice Hall,
2001.

5 SCHERER, CMétodos computacionais da fisicddo Paulo: Editora Livraria da Fisica,
2005.

6 REIF, F.Fundamentals of statistical and thermal physidgw York: McGraw-Hill Book
Company, 1965.

7 SALINAS, S. R. A.Introducéo a fisica estatistic&ao Paulo: EDUSP, 2008.

8 NEWMANN, M. E. J.; BARKEMA, G. T.Monte Carlo methods in statistical physics
Oxford: Claredon Press, 1999.



