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Génesis

Primeiro ndo havia nada
Nem gente, nem parafuso
O céu era entdo confuso
E ndo havia nada

Mas o espirito de tudo
Quando ainda néo havia
Tomou forma de uma jia
Espirito de tudo

(Caetano Veloso)

“Only by pressing on to study the history of the universe at still earlier times can these
final mysteries be resolved. But at earlier times the universe was hotter, and we can extend
the study of the universe to the very earliest times only by considering the behavior

of matter at the very highest energies. Thus, with the deepest questions about particle
physics pointing us to ever smaller distances, and the deepest questions about cosmology
pointing us to ever earlier times, the study of the elementary particle meets the study of
the universe—cosmology and particle physics are one.”

(Jason Preskill)



RESUMO

Neste trabalho apresentaremos os kinks, analisando suas caracteristicas e mostrando que
eles podem representar defeitos topoldgicos em teorias quantico-relativisticas.
Abordaremos os principios basicos da Relatividade Geral para podermos construir um
cenario aonde exista uma parede de dominio que tenha sua espessura controlada pelo
parametro que regula o campo escalar gerador. Localizaremos esse campo neste cenario

e analisaremos suas caracteristicas e interagdes com a gravidade.



ABSTRACT

In this work we will present kinks, analyzing their characteristics and showing that they
could represent topological defects in quantum-relativistic theories. We will approach
the basic principles of General Relativity to construct a model in which exist domain
walls that has its thickness controlled by the parameter that regulates the generating
scalar field. We will then localize this field in this model and analyze its characteristics

and interactions with gravity.
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INTRODUCAO

A ciéncia natural tem, desde a sua génese, tentado juntar elementos para
descrever o Universo como um todo. A partir da analise de situagdes de nosso dia-a-dia
nos interessamos pelo comportamento dos corpos, dos fluidos, da luz, etc. O
desenvolvimento das ciéncias naturais e de suas ferramentas (experimentais e
matematicas) nos permitiu adquirir uma compreensdo profunda de muitos dos
fenomenos fisicos que regem o mundo a nossa volta. Porém, todo esse conhecimento foi
produzido a partir de pequenas experiéncias, explicando muitos fendmenos
separadamente mas sem nos proporcionar uma visdo que permita entender a natureza

como um todo, um unico.

Isaac Newton foi um fisico que dedicou sua vida a estudar diferentes, e
aparentemente desconexos, aspectos da fisica natural. No entanto, apesar de ser capaz
de descrever perfeitamente as forgas que movem polias, como os planetas orbitam em
torno do Sol ou com que angulo determinado feixe de luz saird de um meio ele teve
pouco sucesso em descrever a natureza desses fendomenos. Ou seja, com sua teoria da
gravitacdo ele seria capaz de descrever um determinado acontecimento fisico mas nao

seria capaz de explicar o que o originou a exaustdo. Isso porque a origem de todo

acontecimento fisico estd na propria base estrutural da matéria, até entdo desconhecida.

Outra area da ciéncia natural que se desenvolveu separadamente foi a do
Eletromagnetismo. O fisico James Clerk Mawell, a partir dos experimentos de Michael
Faraday, desenvolveu uma série de equagdes que explicavam perfeitamente o
comportamento elétrico e magnético da matéria, incluindo suas influéncias mutuas.
Porém, segundo essas equagdes, a velocidade da luz seria uma constante do Universo,
invariavel sob qualquer referencial. Para a fisica cldssica isso apresentou um claro
problema pois, se assumimos que a luz € um pulso eletromagnético, ela ndo poderia ser
invariavel sob transformagdes Galileanas de referencial, ou seja, se mudarmos de um

referencial para outro classicamente obteriamos velocidades diferentes da luz.
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Analisando este problema o fisico alemao Albert Einstein chegou a conclusdo
que a teoria classica de Newton e as transformacdes de Galileu ndo seriam suficientes
para descrever o Universo com as novas conclusdes do Eletromagnetismo. Assim, ele
propds uma nova forma de analisar a mecanica do espaco, assumindo a velocidade da
luz como constante absoluta e maior velocidade possivel para todo e qualquer corpo.
Desenvolvendo a Teoria da Relatividade Especial Einstein desenvolveu uma nova
mecanica que no limite apropriado se iguala a mecanica cléssica mas explica também o
movimento de corpos com velocidade proxima a da luz. Para além disso, o proprio
conceito de tempo e espago foi modificado, passando o tempo a ser considerado como a
quarta dimensdo espacial do continuum quadridimensional. Apesar desta teoria dar
conta de uma variedade de fenomenos fisicos, o comportamento gravitacional, como
apresentado pela mecanica classica, ainda violava a condi¢do de limitacdo pela
velocidade da luz. De acordo com a teoria de Newton, se um corpo mudasse a sua
massa, imediatamente os corpos a sua volta sentiriam essa alteracdo, mas se
imaginarmos a gravidade como um campo este teria que ter seus “pulsos” com

velocidade maxima igual a da luz.

Ao buscar o entendimento da natureza da forca gravitacional, Einstein foi capaz
de demonstrar que o espago-tempo ¢ curvo e que a gravidade é a propria curvatura
deste, e ndo um campo dentro dele. A Teoria da Relatividade Geral apresentou um
modelo que era capaz de descrever a mecanica cldssica, a mecanica relativistica, o
eletromagnetismo e a gravitacdo através da descrigdo fisica e geométrica do Universo.
Essa teoria até hoje ¢ amplamente aceita, mas atualmente ¢ utilizada como base para

novos desenvolvimentos na dire¢cao de uma Grande Teoria Unificada.

Simultaneamente ao desenvolvimento da Relatividade Geral, ¢ até com a
contribuicdo de Einstein, aconteceram grandes avangos em outra area da ciéncia natural,
a fisica atomica. Os debates levantados pela descoberta do nucleo atomico, do
comportamento dual do elétron e do comportamento quantico da luz foram o motor que
desenvolveu o conhecimento sobre fisica de particulas, ou fisica de altas energias. As
grandes dificuldades experimentais e at¢ mesmo filosoficas dos problemas quanticos,
mas ao mesmo tempo o grande éxito em descrever o comportamento atdmico das
teorias quanticas, fizeram com que a comunidade de fisicos ficasse voltada para essa

area durante toda a primeira metade do século XX. Como nao poderia deixar de ser,
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como a fisica de particulas trabalha com altas energias e velocidades, logo foi preciso

desenvolver uma teoria que desse conta de uma qudntica relativistica.

Essa teoria surgiu para dar conta de alguns problemas de escala quantica que nao
apresentavam solucdes de acordo com a equagdo de Schrodinger. Apesar desta equacgdo
ser dependente do tempo ndo era eficaz, por exemplo, em descrever o atomo de
hidrogénio. A equagdo de Dirac, apresentada em 1928, descrevia sistemas de muitas
particulas e tinha covaridncia relativistica. Esta ¢ a grande motivacdo do
desenvolvimento da Teoria Quadntica de Campos, tentar estudar sistemas com muitas
particulas com altas energias unificando a mecanica quantica, a relatividade e o
eletromagnetismo. Apesar da equacdo de Dirac apresentar solucdo para uma nova
variedade de problemas com particulas de diferentes spins, ela foi apenas o primeiro

passo de um desenvolvimento que até 0 momento continua acontecendo.

No inicio dos anos sessenta a fisica de particulas comecou a se aproximar do
estudo de defeitos topologicos ja amplamente conhecidos no estudo da matéria
condensada. Tais defeitos estdo associados sempre a uma determinada quebra de
simetria que gera estados degenerados. Um bom exemplo ¢ o comportamento de
materiais ferromagnéticos, aonde a energia magnética ¢ minimizada se dividindo em
dois dominios com diferentes magnetizagdes. A regido de fronteira entre esses dominios
¢ chamada de parede de dominio e é caracterizada como defeito topologico. No
equilibrio térmico temos apenas uma parede, mas se o material mudar de temperatura
dréstica e rapidamente teremos varias quebras de simetria sem direcdo privilegiada
formando véarios defeitos localmente. A quebra de simetria na fisica de particulas gera
efeitos parecidos, mas tem consequéncias absolutamente revoluciondrias para a fisica

como um todo.

O Nobel de Fisica japonés Yoichiro Nambu foi um dos primeiros a especular
sobre a possibilidade de que os defeitos pudessem ter uma significancia ndo s6 para a

fisica de particulas mas também para o proprio entendimento da estrutura do Universo

Se a minha visdo estiver correta, o Universo pode ter uma espécie de estrutura de dominios. Em
uma parte do Universo vocé pode ter uma direcdo preferencial para o eixo; na outra parte, a
direcdo pode ser diferente.

A partir dai comegou a busca por solu¢des do tipo defeito topoldgico, ou seja, a sua

possivel existéncia em diversos cenarios fisicos. O cenario de inicio do Universo, com
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temperaturas extremamente altas em rapida mudanga, foi um dos primeiros a ser
investigado. O fisico americano Steven Weinberg notou, em 1974, a possibilidade de
existéncia de paredes de dominio no inicio do Universo. Durante toda a década de
setenta o estudo sobre os defeitos topologicos — paredes de dominio, cordas e
monopolos - e suas interagdes com os diferentes campos presentes no espago
proporcionou o desenvolvimento de diversos modelos e o papel destes objetos se tornou
central no entendimento da cosmologia. A introdu¢do de defeitos topoldgicos na
tentativa de descrever o Universo foi um grande passo na constru¢do de uma Grande

Teoria Unificada.

Esta monografia tem como objetivo estudar um determinado tipo de Parede de
Dominio e localiza-la em um modelo com 5-dimensdes em que um campo escalar
interage com a gravidade. Para isso, precisamos estudar que tipos de campos sdo
capazes de gerar solugdes deste tipo e quais as propriedades de tais campos. A

monografia sera dividida em trés partes;

No capitulo 1 estudaremos os campos escalares separadamente. A partir da equagdo de
Klein-Gordon, que é a equacdo de um campo dependente do tempo e do espaco,
veremos que existem uma variedade de campos que sdo solu¢do para essa equagdo e
tem formas parecidas, sdo as chamas ondas solitarias. Exploraremos as propriedades
dessas ondas e estudaremos um caso especifico delas, os kinks. Essas ondas tem como
caracteristica principal a conservacdo de sua energia através do tempo, mesmo
interagindo com outros kinks eles voltam a sua forma original e conservam a energia.
Analisaremos estas solugdes para teorias classicas de campos e ao fim apresentaremos

como elas podem descrever defeitos topoldgicos em sistemas de muitas dimensdes.

No capitulo 2 apresentaremos os conceitos basicos da Teoria da Relatividade Geral.
Faremos uma discussdo tedrica acerca do desenvolvimento da Relatividade Especial e
dos paradoxos deixados por ela. Em seguida, apresentaremos os principios basicos com
os quais Einstein foi capaz de superar esses paradoxos e as ferramentas matematicas que
foram desenvolvidas para tal. Por fim, construiremos a equagdo para o campo
gravitacional, conhecida como Equacdo de Einstein. Com ela seremos capazes de
descrever um cendrio relativistico com muitas dimensdes, podendo finalmente
apresentar nossa parede de dominio. Como ja foi apresentado nesta introdugdo, o

desenvolvimento da Relatividade Geral foi responsavel por dar as bases para um
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entendimento geométrico e fisico unificado do Universo. Os desenvolvimentos da
Teoria Quantica de Campos se basearam nos conceitos desta teoria e por isso ¢ vital que
possamos entende-la para prosseguir na compreensdo de um campo escalar que interaja

com o Universo a sua volta de forma mais geral.

No capitulo 3 construiremos o cenario aonde o campo escalar escolhido ird atuar.
Apresentaremos a métrica com cinco dimensdes e a partir dela construiremos as
equacdes de campo. Apresentaremos o campo escalar especifico que iremos estudar e
encontraremos suas solugdes do tipo kink em varias dimensdes. Em seguida,
localizaremos esse campo em nosso cenario € na equag¢do de campo, analisando em
seguida seu comportamento e sua interagdo com a gravidade através do fator de warp. O
objetivo final desta monografia ¢ oferecer o0 maximo de informagdes possiveis sobre
esse campo que apresenta solugdes do tipo kink que sdo continuamente deformaveis e

abre novas possibilidades para o estudo de Paredes de Dominio.
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Capitulo 1

Kinks e Paredes de Dominio

Neste capitulo iniciaremos fazendo uma apresenta¢do do assunto que nos motivou ao
estudo de kinks, a Teoria Quantica de Campos. A partir dai, construiremos a equagao
quantico-relativistica para um campo escalar, a equagdo de Klein-Gordon e, em seguida,
apresentaremos as caracteristicas gerais de um determinado tipo de solu¢do para
equacdes nao-lineares de movimento para campos escalares, os kinks. Esse tipo de
solu¢do tem como caracteristica fundamental a sua “forma” constante. Demonstraremos
alguns exemplos desse tipo de solugdo para analisar suas propriedades fisicas quando
representam campos em uma ou mais dimensdes espaciais. Quando aparecem em
dimensdes espaciais maiores que um, kinks podem ser tratados como paredes de
dominio esféricas. Apresentaremos as caracteristicas das solugdes em mais de uma

dimensao espacial e introduziremos seu papel na descricdo de modelos de Universo.

1.1 Teoria Quéantica de Campos

Quando Plank apresentou ao mundo a quéantica iniciou o estudo sobre uma nova
compreensdo da matéria e da forma como ela interage. Isso porque a quantizacdo da luz
(a descoberta dos fotons) implicava que um pulso eletromagnético, a luz, era um grupo
de pacotes de energia. As descobertas posteriores a respeito do comportamento dual do
elétron também exigiram dos fisicos da época uma analise renovada sobre as proprias
caracteristicas fundamentais da matéria. Portanto, uma teoria que fosse capaz de
unificar a teoria quantica, que teve imenso sucesso em descrever o atomo, € a teoria que
descreve os campos eletromagnéticos e gravitacionais era, ¢ ainda ¢, extremamente

necessaria para o entendimento da fisica do Universo como um todo.
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A nova compreensdao das particulas e dos campos, iniciada por Plank, e o
formalismo matematico da mecanica quantica, que culminou na equagdo de onda de
Schrodinger, proporcionou o entendimento de fato da quantizagio do campo
eletromagnético. Porém, a diferenga entre uma particula pontual e um campo continuo
ficou confusa. Se temos dois elétrons, com massa e carga, interagindo através de um
campo eletromagnético, qual ¢ a diferenga fundamental entre o campo e as particulas?
Para responder a essa pergunta basta analisar a natureza dessa interag¢do. Se tirarmos um
dos elétrons, por exemplo, o campo eletromagnético continuara a existir? Sim, o campo
gerado pelo elétron, obviamente, continua a existir mas ndo seremos capazes de retirar
nenhuma informacgao sobre ele (ou sobre o proprio elétron). Entdo os elétrons sdo o
quanta do campo que descreve a interagdo entre as particulas da matéria. Isso ndo vale
apenas para o elétron, mas para todas as particulas. Fotons, muons, prétons, todos tem
sua interacdo descrita por um determinado campo. Uma equagdo de campo para essas
particulas deve ser capaz de descrever seu movimento como um todo. A Teoria
Quantica de Campos tenta descrever o comportamento de toda a matéria e todas as suas
possibilidades de interagdo (campos), portanto a partir da quantizacdo de campos
podemos analisar sistemas diversos, desde a fisica da matéria condensada, passando

pela fisica de particulas até a cosmologia.

1.2 Equacao de Klein-Gordon

Uma teoria que estude os fundamentos da propria matéria deve estar de acordo
com a relatividade. Para prosseguir no desenvolvimento da equagdo de Klein-Gordon

entdo, precisamos introduzir a notacao relativistica.

Se considerarmos um ponto no espago-tempo (X, y, z, t), podemos dizer que um
elemento de linha ds, que determine a distancia entre esse ponto e outro qualquer, tem a

forma

ds® = c?dt® —dx?* — dy* — dz*°

se exigirmos que ele seja invariante sob transformagdes de Lorentz. Podemos também

reescrever os pontos no espago-tempo como quadrivetores
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1

x# = (x%x1,x%, x%) = (ct,x,y,2)

x, = (x0,%4,%5,%3) = (ct,—x,—y,—2z)

o primeiro chamamos de vetor contravariante e o segundo covariante. O elemento ds

pode ser escrito entdo como

3
ds* = Z dx¥dx, = c?dt? — dx* —dy* — dz*

u=0

que ¢ um invariante. A partir de agora assumiremos a convengdo de somatorio para

, . . ~ . 2 L ~
indices repetidos, entdo podemos dizer que ds~ = dx*dx,. A relagdo entre vetores

covariantes e contravariantes ¢ definida pela introducdo de uma métrica:
v = oV = 0 w1 2 3
Xy = GuuX = GuoX T G XT T GuX° T gu3X

que representa uma matriz diagonal com elementos g, = (1, -1, -1, -1). A métrica

contravariante, entdo, terd diagonal (1, 1, 1, 1).
Podemos definir também operadores diferenciais como

19 @ @ 9\ 19
= V)

d
a = 5 .- (——l_!_l—) =
Hoax# \cat’'ax’dy’ oz cat

Ho— vy — (L8 _
d g*a, o0 V).

O operador diferencial invariante, conhecido como operador de D’ Allembert, ¢

9, = (12) 2 _v2,

c ot

e o quadri-vetor de momento-energia de uma particula ¢ dado por

E E
pt=(C.p) .=, —P)

com invariante
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Se considerarmos uma particula sem spin, podemos afirmar que seu campo tera apenas

uma componente ¢. Podemos entdo quantizar a equacao acima, substituindo E e p por

N : .
seus operadores quanticos zh; ¢ thV, respectivamente, para obter a equagdo de onda do
campo

(:(EE)Z_W)(I)_I_"‘::C b =0,

c dt

Essa ¢ a equacdo de Klein-Gordon. E facil ver que se fizermos a aproximacdo nao

relativistica da equagdo para p? obtemos E = p?/2m. Substituindo pelos operadores

quanticos obtemos a equa¢do de Schrodinger que ¢ uma aproximacao nao-relativistica

da equagdo de Klein-Gordon.

h® do
_.V‘- e '} —
2m ¢ o ot

Partiremos agora para o estudo das possiveis solugdes para a equagdo de Klein-

Gordon e suas propriedades.

1.3 Kinks

Kinks sdo fun¢des de onda que mantém sua forma ao longo do tempo, ou seja,
que nao dissipam energia. A densidade de energia do kink é sempre (ou quase) a mesma
em todos os momentos, quase porque em alguns casos hd uma dissipa¢do mas ela ocorre
tdo lentamente que pode ser considerada como perturbacdo de uma solugdo nao-

dissipativa.

O modelo mais simples de kink é o conhecido por A¢*. Ele tem apenas um

campo escalar em 1 + 1 dimensdes e tem como agao
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T
S = / P | S@u9) = V()

-

o) 1 - n ) 2.2
= /d'.\‘ E(du(b)' — Z((/)" — )

aonde p =0, 1 e A e 1 sdo parametros. O potencial para o campo ¢é

ot
4

-
m= 5

V(g)=F(@* =1 = =59+ 70" +

e m? = An% Podemos ver que se fizermos V(¢) = 0 encontramos dois minimos para o

potencial, & = =n. Estes sdo os estados de energia minima, ¢ tem degenerescéncia

dupla ja que V(¢) = V(-¢). Os minimos do potencial também sdo as solugdes triviais da
equacdao de movimento, ou seja, o campo tem duas solugdes para equagdo com valores
fixos e simetricamente opostos. Imaginemos agora que diferentes partes do espago

estejam em diferentes “vacuos”, @(t,—o0) = —n e d(t, 0) = 1. Apesar dos minimos

serem solugdes aceitaveis para o campo, ele deve ter uma solucdo que passe de um
minimo ao outro. Como V(0) # 0, devem existir estados entre os dois minimos que
tenham energia diferente de zero. A solu¢dao da equagdo de movimento que atravessa a

regido entre os minimos ¢ chamada de kink.

Assumindo como condi¢do de contorno ¢(F+o0) = +n para a equagdo de

movimento

2 + M —nP)p =0

aonde excluimos a derivada temporal pois estamos procurando solugdes estaticas (nao-

dissipativas). A solu¢do do tipo kink ¢ dada por

O(x)=n tanh<\/§7}.\‘)

-

se  fizermos uma  transformacdo de  Lorentz na  coordenada X,

x'= x—vt/ (V"l — v/ ), ¢ substituirmos na equacdo acima, ¢(x") é a funcdo de
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uma onda se movendo com velocidade v. E facil ver que se fizermos uma translagao,

fazendo x' = x — a, e expandirmos a solugdo em Taylor para pequenos valores de a

Or(x:a) = P(x:a =0)+ aﬂ

dx |-

a densidade de energia do kink se conservara. Isso quer dizer que o kink tem um modo
zero de flutuacdo de energia, ou apenas, um modo zero. Podemos também fazer uma

flutuacdo na solucdo ¢ de modo que
¢ = Px(x) + Y(r, x)
e o campo de flutuacdo obedega a equacao de movimento
P — 03Y + 13 — )Y =0
e para acharmos os autovalores de y assumimos que ele tenha a forma
l// — e—iwl f(\ )

Como a translagdo deve conservar a energia, deve haver uma solu¢do com @ = 0.

Assim, podemos assumir uma translacao da forma
¢ = ¢, (x)+ fo(x)

Comparando com a expansio de Taylor para ¢ , (x;a), vemos que a solugio para o

modo zero, ou seja, a flutuagdo que corresponde a conservagao da energia, ¢

o) }\. D) }\.
= -,/ =sech” —nx
2 2
a=0 = =

A densidade de energia do kink ¢ , (x) é dada por

dopy
Jo(x) = —»f/_k
dx

s B P
e = 23,02+ V(®) = 2(8,0,)*+ V() = V($) + V() = 2L sech? (\}%m‘).

Podemos ver que (8, ®, )% = 2V (), que esta de acordo com o principio de Hamilton

para a acdo S.
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Na figura abaixo apresentamos o grafico para o kink e para sua densidade de
energia. Podemos ver que, como esperado, a regido de maxima energia ¢ exatamente no

ponto aonde ¢(x) = 0. Isso acontece pois ¢ exatamente nessa regido que o campo

atravessa uma “fronteira”, a barreira de potencial.

Fig 1 — A curva variando de -1 a 1 representa o kink com L =2 e n = 1. A densidade de energia também foi

representada no grafico.

E claro a partir da solugdo e de sua densidade de energia que a espessura de metade do

kink, a regido de x = 0 at¢ um dos minimos ¢

21 V2 2

w = /—— == —

[ AN m .y,
ndo iremos nos aprofundar nesta propriedade agora, mas serd importante no Capitulo 3
notarmos que a espessura do kink pode ser regulada pelos pardmetros de seu potencial.

Isso ocorre de diferentes formas para diferentes campos.

1.4 Teorema de Derrick

O kink ¢ definido por sua forma estdtica, sua conservagdo de densidade de
energia conforme a onda (ou o pacote de energia) se move. Apresentamos na se¢ao
anterior o exemplo basico de um kink em uma dimensao espacial, agora partiremos para

a analise da possibilidade de kinks em mais de uma dimensao.

Considere que generalizemos a a¢do para um campo escalar em n dimensoes
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e I a2 s
J=/ d" x| 3 (3,9") — V()

aonde o potencial deve ser maior que zero, ¢ o indice a representa a possibilidade de

varios campos escalares no modelo. Fagamos agora a mudancga de variavel
dF(x*) = @ (ax™)

Se a densidade de energia ¢ de fato estatica, ela deve ser invariante sob transformacdes

deste tipo. A energia do campo transformado ¢
. ] 2 o
E[of] = / d"x [:(V of)” + vm;z)]

aonde a soma sobre a ¢ implicita. Se fizermos uma mudancga de variavel nas

coordenadas v* = ax* obtemos

a "7

| [ >—(Vei») +a™ \vr’(qﬁ;’.«.,\'))J

E observamos que, se tivermos n = 2 com @ == 1, a densidade de energia do campo
original ndo se conserva para o campo transformado; E[®5] < E[¢§]. Dessa forma, o

Teorema de Derrick afirma que ndo pode haver configuragdo de energia estatica finita

para um campo escalar em mais de uma dimensdo espacial.

1.5 Método de Bogomoln’y

Na secdo 1.2 encontramos uma determinada solucdo do tipo kink a partir de uma
equacao de movimento de segunda ordem. Em muitos casos encontraremos equagdes de
segunda ordem muito dificeis de se resolver e por isso nos seria util reduzi-las a

equacdes de primeira ordem. Adicionando um termo no funcional de energia, obtemos



) 1 3 > ,
E = /d.\' 5(0:9)" + (3:9) + V(o )]

1 .
= [d\ :‘(Hr("‘))'—

P = o] —

(3.0 FV2V($) ) =/2V(e );;,‘.(f,]

l “ >
= [d\ :‘(l‘,(l‘))_—

entdo para que a energia seja minima, basta que

(H‘l.(j) FV2V(p) )-] + / dgﬁ‘l\,v’f“'(qﬁ')
J(—00)

r| —

.9 =0ed ¢+ 2V(p) =0

fazendo a energia minima

mln—:t/ \_‘(GL’)

Entdo, se pudermos minimizar a energia, podemos também escrever a equagao de

movimento como a equacao de primeira ordem

d.¢ = T/2V(9).

Esse resultado nos serd muito util no Capitulo 3.

1.6 Flutuacoes e perturbacées na solucao

22

Como analisamos na se¢do 1.1, o campo nada mais ¢ do que a descricdo da

interagdo entre as particulas. Excitagdes e perturbagdes no continuo do campo

significam interacdes de algum tipo. E sempre importante no estudo de campos

quantizados demonstrar como a sua solucdo pode ser excitada e qual é o estado

fundamental de sua excitacdo, o estado de mais baixa excitacdo que permita a

conservagdo da energia. Vimos na se¢do 1.3 que para calcular a perturbag¢do no kink,

introduzimos um campo da seguinte forma
$ = Pp(x)+ Y(t, x)

]7// — e—ia)l T(\)
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e podemos mostrar, a partir da equacdo de movimento para y que f obedece a
0.°f — A(B¢i— n°)f = *f

no caso do potencial A¢* Porém, se inserirmos a perturbagio diretamente na

Lagrangeana (retirada da acdo apresentada no inicio da se¢do 1.3)

L= -(0.4)"—V(¢)

M| =

Obtemos a Hamiltoniana para a fungdo f°
Hf = f'"— U(x)f = w*f
aonde

‘rr/, , "-"
(X)) = —
(’('D' l& Y

Al

Ux)

que no caso dos kinks tem uma forma especial que nos permite simplificar essa
Hamiltoniana. Ja vimos que esta equacdo tem, para os kinks, um estado de translagdo
que necessariamente tem a energia conservada com @ = (. Assumamos entdo que

fo = Y. e tem a equagdo de movimento
Hvn = (—a% + U, =0

entdo U(x) deve ter a forma

"
t

U(x) = ww_ =f'+f% f=(n(y))

-
C

aonde todas as derivadas s3o com respeito a x. Esse potencial nos permite escrever a

Hamiltoniana de outra forma
H=ATA= 3+ -3+ /)
assim a equacao para os demais estados e autovalores w fica

Hf = AYAf = o f
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que determina os possiveis estados de excitagdo ao redor do kink. Assim o potencial

U(x) determina todas as perturbagdes possiveis.

1.7 Paredes de Dominio

As Paredes de Dominios sdao defeitos topoldgicos que existem em regides aonde
ha uma quebra de simetria de um determinado campo e ele assume dois valores
diferentes em espagos vizinhos. A Parede de Dominio ¢ a regido de transicdo entre um
valor e outro. Esse tipo de defeito pode aparecer tanto na matéria condensada, em
materiais ferromagnéticos, como na fisica de particulas, no estudos dos campos e em
modelos cosmologicos. Neste trabalho estamos interessados principalmente em suas
caracteristicas em modelos cosmologicos, portanto nesta secdo observaremos suas
principais caracteristicas deste ponto de vista usando como exemplo o kink da secdo

1.3.

E facil perceber que esse campo poderia ser descrito como um kink, como o
descrito na secdo 1.3. Porém, devido ao Teorema de Derrick teremos problemas em

encontrar solugdes do tipo kink em mais de uma dimensao espacial.

A Parede de Dominio mais simples ¢ descrita pelo kink apresentado na secao
1.3, aonde vimos que a espessura da parede ¢

21 V2 2

W=,/——=—=——

[~ —
[ AN m 1y,

e se usarmos a equacdo de energia do kink para x = () encontramos a densidade de

energia no centro da parede

A,né
£g= —

2
o que nos d4 uma densidade superficial da ordem de sw ~ v/ An®. Se imaginarmos uma
parede de dominio no vacuo o parametro 7 definird a densidade de energia da parede e ¢

chamado de parametro de quebra de simetria. Porém, em paredes de dominio em
cenarios cosmologicos se ele ndo for muito pequeno pode afetar a homogeneidade do

Universo.
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No Capitulo 2 mostraremos como esse objeto ¢ importante para a analise de
qualquer campo em cendrios com gravidade, mas ja podemos afirmar que o tensor de

momento-energia ¢ representado por

T#\-' = a# ¢61¢ — g,uvl'

que nos da
T = f(x)diag(1,0,1,1)

aonde f(x)¢ uma funcdo com a mesma espessura o de forma

4 - f_A '
flx) =2 (:cosh((ﬁ) n))

O tensor de momento-energia também ¢ invariante sob transformagdes de Lorentz no
plano yz, o que implica que a parede tera apenas movimento transversal mas que pode
atingir velocidades relativisticas. E ¢ pela importincia dos efeitos relativisticos e
gravitacionais na dinamica desses (e, na verdade, de todos os defeitos topologicos em
cenarios cosmoldgicos) que partimos agora para o estudo da Teoria da Relatividade
Geral.
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Capitulo 2

Conceitos Basicos da Teoria da Relatividade Geral

Neste capitulo apresentamos tdpicos bdsicos do desenvolvimento da Teoria da
Relatividade Geral, partindo dos questionamentos levantados por Albert Einstein apos a
formulagdo da Teoria da Relatividade Especial. Apesar de encontrar a unificagdo da
mecanica classica de Newton e do Eletromagnetismo recém-desenvolvido por Maxwell
a Relatividade Especial encontrou problemas na sua relagdo com outra importante area
do conhecimento fisico, a gravitagdo. Veremos aqui os principios basicos que levaram a
constru¢ao da Relatividade Geral, que propde uma nova visdo de universo que altera a
visdo da geometria do Universo e abre as portas para a constru¢do de novos modelos
que comportam ndo apenas a Mecanica Classica, o Eletromagnetismo e a Gravitagao,

mas também a Mecanica Quantica.

2.1 A Teoria da Relatividade Especial

O pontapé inicial para a constru¢do da Teoria da Relatividade Especial,
apresentada por Einstein em 1905 aos Anais da Fisica, foi dado ainda no século XIX
pelo fisico inglés James Clerk Maxwell que formulou a teoria do Eletromagnetismo. Ao
formular sua teoria, a partir de resultados experimentais obtidos por Faraday, Maxwell
demonstrou que a luz ¢ um tipo especifico de onda eletromagnética que se move a uma

velocidade constante e imutavel.

Essa afirmacdo por si s6 ja é o paradoxo que tornou necessaria a reavaliacao de
todos os conceitos da Mecanica Cldssica de Newton. Isso porque, para Newton, a

natureza nao privilegia nenhum sistema inercial, ou seja, o movimento da matéria deve
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obedecer as mesmas leis para todos os sistemas inerciais, sendo as relagdes de um

sistema com outro dado pelas transformagdes de Galileu.
7' = RT + Ut +d,

' =t+T,

onde v, d e T s30 constantes reais ¢ R é qualquer matriz ortogonal. Essa invariancia sob
transformagdes no sistema ¢ o que garante a unidade do conhecimento adquirido por
diferentes experimentos em diferentes referenciais. As Leis de Maxwell ndo sdo
invariantes sob as transformag¢des de Galileu, justamente porque a luz ndo tem a sua

velocidade modificada com a mudanga de sistema.

Para solucionar essas questdes Einstein propds que as transformagdes de Galileu
fossem substituidas por outras, desenvolvidas por Lorentz a partir dos resultados do

famoso experimento de Michelson-Morley:

que fazem com que tanto as equagdes de Maxwell quanto a velocidade da luz
permanecam invariantes. A segunda Lei de Newton teve de ser modificada para se
adequar a nova concepcao de espaco e tempo, unificada em 1908 por Minkowski no

espaco-tempo quadridimensional.

A Teoria da Relatividade Especial permitiu que estudassemos todas as leis da
natureza em qualquer referencial, mas ndo especificou nenhum referencial “absoluto”.
Os sistemas inerciais aos quais nos referimos estdo sempre correlacionados pelas
transformagodes de Lorentz, mas ndo sabemos em qual estrutura esses referenciais se
encontram.

Além disso, com a relatividade especial estabeleceu-se que nenhum sinal poderia
se propagar com velocidade superior a da luz. Portanto, toda a transmissdo de

informagdo deve ter velocidade igual ou menor que a da luz. A interagdo
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eletromagnética satisfaz essa condi¢cdo, mas a gravitacdo de Newton ndo. Nesta teoria a
interagdo entre dois corpos depende apenas de sua massa e da distancia entre eles,
assim, se um corpo muda de posi¢do ou aumenta sua massa o outro sentira o efeito
imediatamente. Isso, de acordo com a Relatividade Especial, ndo seria possivel se a
gravidade fosse transmitida por um sinal que deveria viajar com velocidade menor do
que a da luz.

A partir dessas duas questdes, Einstein se debrugou sobre o estudo da origem da

interacdo gravitacional e construiu os principios da Relatividade Geral.

2.2 O Principio da Equivaléncia

O principio da equivaléncia se baseia na igualdade entre massa inercial e massa
gravitacional, observada experimentalmente com enorme precisdo bem antes de
Einstein comecar a estudar a gravidade. A massa gravitacional ¢ a carga de forca
gravitacional que o corpo carrega, a inercial ¢ a que mede a capacidade de resisténcia de
um corpo a uma determinada forca.

Einstein percebeu que um sistema acelerado de particulas pode ser estudado
como um sistema inercial se considerarmos um referencial em queda livre. Isso pode ser
demonstrado facilmente se considerarmos um sistema de particulas sob o efeito de uma
forca interna F(x, — x) € um campo gravitacional g. A equacdo de movimento para a

particula n é:

D —
d=z, B = .
my, 0 771;1_(]"‘ E F(_'rn — -Tm)

dt?
m

se fizermos a transformagao

— / — 1

T =.1‘—§_(71‘2. t=t,

a gravidade g sera cancelada por uma forca inercial e a equagdo de movimento fica:

i
(‘[—«l.” P —/ — /0
Mp—75— = E F(In — L'y )
dt? | |
m
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Os dois observadores perceberdo as leis da mecanica da mesma forma, com a diferenca
de que o observador O sentird o campo gravitacional e o O’ ndo. O principio da
equivaléncia diz que a forca gravitacional pode sempre ser cancelada por uma forca
inercial para um referencial em queda livre. Com esse principio afirmamos que ndo ha
diferenga entre um ponto de vista acelerado sem campo gravitacional ¢ um ponto de
vista ndo acelerado com campo gravitacional. Essa ¢ a primeira descoberta sobre uma

relacdo profunda entre a gravidade e a propria natureza do movimento.

2.3 A aceleracao e a curvatura do espaco-tempo

Analisaremos a curvatura do espaco-tempo a partir de um exemplo bem simples,
considerando a aceleragdo centripeta do movimento circular. Digamos que um
observador B percorre uma circunferéncia com velocidade ® munido de uma régua para
medir seu comprimento. No centro da circunferéncia um observador A mede o
comprimento do raio. De acordo com a Relatividade Especial a régua de B sofrerd uma
contracdo, de modo que ele obtera um resultado maior do que o observador A pois o
instrumento de medida deste estd perpendicular ao movimento do circulo. Assim, a
razdo do tamanho da circunferéncia sobre o raio serd maior que 27 para os observadores
sobre o disco. Concluimos que para um referencial acelerado a geometria euclidiana nao
¢ valida, pelo principio da equivaléncia entdo, para um referencial sob efeito de um
campo gravitacional ela também ndo o é. Einstein concluiu entdo, que a gravidade curva
o espago. Posteriormente veremos que na verdade a gravidade é a curvatura do espago-
tempo.

Como ja foi dito antes, a partir da Relatividade Especial foi construido o espago
de Minkowski, aonde espaco e tempo se tornam apenas dimensdes do sistema de
coordenadas. Portanto, se a gravidade “curva” o espago, deve curvar o tempo da mesma
maneira.

Retomemos o nosso exemplo anterior, assumindo agora que A e B estdo
munidos de relégio. O observador A se desloca no sentido radial em dire¢do a B, que se
move sobre o disco. De acordo com a relatividade especial, quanto mais rapido um
observador mais devagar o tempo passa para ele. Assim, o reldogio de B andarad mais
devagar que o de A. Porém, a medida que A se afasta do centro do circulo, o ritmo com

que o tempo de seu reldgio anda se aproxima do de B. O tempo se curva para A, ou
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seja, o tempo € curvo a medida que seu ritmo de passagem difere de um lugar para o
outro. Quanto maior a aceleracdo, mais devagar a passagem do tempo e mais acentuada
a curvatura do tempo. Portanto, pelo principio da equivaléncia, quanto maior o campo
gravitacional maior a curvatura do espago-tempo.

Essa conexdo entre gravidade e movimento e a curvatura do espaco ¢ o passo
fundamental para entender o papel dessa forca em nosso Universo. Portanto, ¢ também

o passo fundamental para a constru¢do da Teoria da Relatividade Geral.

2.4 Forcas Gravitacionais

A partir do principio da equivaléncia e da curvatura do espago-tempo podemos
agora construir a estrutura matematica que define o nosso espago. Construiremos essa
estrutura a partir das bases matematicas oferecidas pela Relatividade Especial. Neste
capitulo ndo nos deteremos as definicdes que podem ser encontradas na se¢do 1.2.

Assumimos agora a existéncia de um sistema em queda livre & cuja equagdo de

movimento ¢ dada pela Relatividade Especial:

)
2 o
=&

— (.

onde dt = ds/c ¢ o tempo proprio
dr? = —I],,_-,’I.ILHI.]‘\"‘.

Agora escolhamos outro sistema de coordenadas quaisquer x", de modo que &

sdo fungdes de x" . Reescrevendo a equagdo de movimento obtemos:

; d [0 dz¥
- F Ot I]T‘

UL“' 4].'2.1"” (-)‘_’Lu dr drV

— 1 .
At dr2 drtoxY dr dr

Multiplicamos essa expressdo por dx* /%%, obtemos a equagio de movimento:

112.1"\ A ([.I"'I (].l‘z'
dr2 Wodr dr’

onde I"If\,. ¢ a conexao afim definida por

- dz*  9*¢e

pv e Yfh Yol
OE* DdxH0a
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Podemos agora reescrever o tempo proprio de acordo com o novo sistema:
9 I ;
dr= = —.(]',”,ll.l"‘(].l‘z .

onde g, € o tensor métrico definido por

e Ao
18/Q &

.‘l'.‘l’ = ,/1'1.1' p p .
' dxt dxv

E facil ver a partir dessas ultimas equacdes que a conexdo afim ¢ responsavel por
representar a gravidade no novo sistema de coordenadas. Podemos mostrar que a

métrica g,,, € o potencial gravitacional, ou seja, suas derivadas determinam o campo
A
2,
1 O | O9rv  Ogun

I‘ff — _qllﬁ + _
AT g ox? oxt ox?

2.5 O principio da Covariancia Geral

Nas ultimas se¢des apresentamos o principio da equivaléncia, que nos permitiu
generalizar os resultados da relatividade especial para sistemas com a presenca de
gravidade. Porém o método de transformac¢do de coordenadas pode se mostrar muito
trabalhoso quando estudamos sistemas mais complexos com campos eletromagnéticos e
gravitacionais. Uma visdo alternativa do principio de equivaléncia foi construida e
chamada de Principio da Covariancia Geral. Segundo ele, as equagdes fisicas serdo
validas em um campo gravitacional se duas condi¢des forem atendidas:

1. As equagdes devem ser satisfeitas na auséncia de gravidade;
2. AsequagOes devem possuir covariancia geral, ou seja, elas devem preservar sua

forma sob quaisquer transformagdes x — x’.

De acordo com a segunda condicdo as equagdes devem ser escalares perante as
transformagoes, condi¢do obedecida pela contracdo de tensores. Porém, a derivada de
tensor em geral ndo ¢ um tensor. Portanto para satisfazer a condi¢do 2 foi preciso
construir uma nova derivada, a covariante.

A derivada covariante de um vetor contravariante ¢ definida por:
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e a do vetor covariante:

Vi = Wiy
A = m — LA VR

Ainda podemos generalizar essa definicdo para tensores mais gerais. A derivada

P p

covariante com respeito a x” ¢ igual a sua derivada ordindria com respeito a x*,

adicionando para cada indice contravariante u um termo com I'j, vezes o tensor com
renomeado por v € subtraindo para cada indice covariante A um termo com I3 vezes o

tensor com A trocado por «.
o () o 7 VT T ey \ Ilag
Ty p (‘)_I.,,,T,\ + U137 + U, T — Ty, T

E importante destacarmos algumas propriedades da derivada covariante. E facil

ver que na auséncia de gravidade, quando I, = 0, ela se converte na derivada ordinaria.

Além disso, ela ¢ uma transformacdo linear que converte tensores em outros tensores.
Entdo, para incluirmos os efeitos da gravidade em nossas equagdes precisamos
modificar a métrica e as derivadas para que o principio da covariancia geral seja

respeitado.
2.6 O tensor de curvatura

J4 vimos anteriormente que a gravidade tem intima conexdo com a curvatura do

espago-tempo e vimos também que a métrica g, € o potencial gravitacional.

Comegamos agora a investigar o que podemos construir a partir desta métrica e de suas

derivadas. Porém, a derivada covariante de g,, € zero e portanto ndo podemos obter

nenhum tensor dela. Como ndo podemos aplicar a derivada covariante diretamente na

L. . , A
métrica, aplicaremos em um vetor genérico V'

, a?vA ave ave avA
i A — 0 l-.\ " l‘,\ L7
W OV Orh va OrH no OV ’ [y P
NooarA N <
¥ f).l"" pf L

+1I",

s

. A~ .
Os termos com derivadas de V* ndo nos permitem encontrar um tensor composto apenas

por g,, € suas derivadas, porém, eles sdo simétricos na troca de p por v. Podemos

escrever entao:
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. . ars_ - or» L '
VA% =V = | 522 — =524 T, 0, — T 00, | V7
: i).l-p'l ’.).I.A' Hp o VO Vo puc

como o termo a esquerda da equag¢do é um tensor € V° é um vetor, o termo entre
colchetes ¢ um tensor. Este termo constitui o tensor de curvatura de Riemann-
Christoffel

A\ A

”l iy ()l 1o . \0 \ 0
= 2. Il

IrH ot P o

A

avu

o,

formado somente pela métrica e suas derivadas até segunda ordem, sendo ainda linear
em suas derivadas segundas. Este ¢ o unico tensor com essas propriedades, podem ser

uteis a nos também suas combinagdes lineares como o tensor de Ricci

¢ a curvatura escalar

Veremos a seguir que o tensor de curvatura tem grande importancia por nos dar
informagdes sobre o tensor métrico. Se o tensor métrico for constante, o tensor de

curvatura se anula. Mas pelo seu carater tensorial, R}, em um sistema arbitrario, onde

v

uiec
a métrica nao ¢é constante, também se anulara. Assim, a nulidade do tensor de curvatura
¢ condicdo necessaria e suficiente para que exista um determinado sistema de

coordenadas aonde a métrica seja constante.

2.7 A equac¢ao do campo gravitacional

Apresentamos até aqui alguns dos principios que foram construidos durante o
desenvolvimento da Teoria da Relatividade Geral. Einstein observou inicialmente os
paradoxos existentes em sua Teoria da Relatividade Restrita e como ela ndo abarcava a
explicagcdo do comportamento dos campos gravitacionais. A partir dai, ele investigou as
relacdes existentes entre a gravidade e o movimento, ¢ mais ainda, com o proprio
sistema referencial encontrando a relagcdo do campo gravitacional com a curvatura do

espago-tempo, representada pela métrica g,,,. Se mostrou imperativo entdo estudar o

comportamento deste tensor e construir uma equagdo para o campo gravitacional que

respeitasse o principio da covariancia geral.
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2.7.1 A Identidade de Bianchi
Inicialmente vamos introduzir aqui uma igualdade que nos serd 1til na
constru¢do da equacdo do campo gravitacional, a Identidade de Bianchi. Lembrando

que

VAo VA = RA VE

ity W [1ee

aplicando novamente a derivada covariante e fazendo permutagdes ciclicas entre os

indices covariantes obtemos

A A P
‘ M p _ ‘ wpp T 1"7(“"1;' + ]l "}ll’ P
A A _ pA

! oy ! py T 'r?pu:. + R *pu‘ w
A A A o

! o | v ‘m.«,.;“ 1' *I/;" e

Considerando que R;;, € anti-simétrico, se somarmos as trés equagdes obtemos

(R, +Ry +RY JVT=0

THV P TPpLL aqvpH
que deve ser valida para todo V°, entdo

+ R RN =),

7}[. P TV aqvp

que ¢ a Identidade de Bianchi. Usando a métrica, podemos contrair os indices para obter

Rayp — Rapw — R =0,

ovpu

contraindo mais uma vez

R_“°—R,+R *=0.

ov N (1

2.7.2 O limite newtoniano
Retornamos agora a equacao de movimento obtida na se¢do 2.4 com a
introdugdo da gravidade em um sistema inercial

(]2.1"\ A ([.I‘“ (].I'V

0 = +1
dr? W dr dr
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e consideraremos o caso aonde as particulas se movem lentamente e o campo ¢ fraco, o

limite aonde a teoria newtoniana ¢ valida. Neste caso podemos desprezar dx/dt, e
utilizar dt /drt, ¢ considerando o campo estacionario todas as derivadas temporais da
métrica serdo nulas entdo

i 1 r‘,?.q.;-,“

_ pv
00 = —39

Orv

Lembrando novamente dos calculos da segdo 2.4, vamos dessa vez assumir uma métrica

proxima a minkowskiana

<<

GJap = ’]n.f—})u‘.'- |hu‘f

Substituindo na equagdo de movimento e na equacdo para a conexao afim levando hyp a

primeira ordem, obtemos

27 1 [(dt\’

a2 ~a\ar) Vo
d>t
— =
dr2

Lembrando da equag@o newtoniana para o campo gravitacional

_- - —V(:).

¢ assumindo dt/dt constante devido a equagdo anterior, podemos concluir que

hoe = —2¢, e portanto que goo = —(1+ 2¢).

2.7.3 A Equacgio do Campo Gravitacional

Dependemos até agora da métrica para introduzir os efeitos gravitacionais nos
sistemas, mas ainda ndo temos como determina-la. Se admitimos que ela ¢ o potencial
gravitacional, como vimos anteriormente, € que a equacao para o campo gravitacional

deve concordar, no limite apropriado, com a equagao de Poisson
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vj(." = -17.‘(,-:‘;1.

aonde p ¢ a densidade da matéria. De acordo com a famosa formula de Einstein, massa

nada mais ¢ do que energia, e esta tem sua representacdo matematica no tensor
. .. 0 , . . .

momento-energia T%. Admitindo que p=T ¢ que g,y ¢ o potencial gravitacional,

podemos acreditar que no limite newtoniano € valido escrever

vj.‘/(m = kT

aonde k = -8nG, de acordo com o resultado da se¢do anterior para gg,. Essa equacdo

descreveria um campo fraco estaciondrio gerado por matéria nado-relativistica, mas da
forma que estd ndo ¢ invariante de Lorentz. Porém, a partir dela podemos imaginar que
uma equacdo para uma distribui¢do geral de massa para um campo gravitacional

arbitrario deveria possuir a forma

Gy = —87GT,

pa s

aonde G, ¢ um tensor geral formado por g, e suas derivadas. Vimos na se¢do anterior
que o tensor mais geral com essas caracteristicas € o tensor de Riemann-Christoffel, e
que com ele s6 podemos formar outros dois tensores, o tensor de Ricci e a curvatura

escalar. Portanto, podemos assumir que a forma mais geral de Gy, serd

Gy = C1R,,

(1

i 20w ]l .

Assim como na fisica cléssica, a energia deve se conservar, por isso

entdo, derivando a equagdo para o campo gravitacional e utilizando a Identidade de

Bianchi contraida podemos escrever
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0=, " = If(:'lll)m, + C'A_)_l_]m, ]t)‘):“

= (' H,u,:“ 4 (.-"'_)‘r/,“,]l):“

1 _ )
— (—)('] + (ﬁg) [l);,,.

Entdo, ou C, = -Cy/2 ou R,y ¢ zero. Porém, dispensaremos a segunda possibilidade pois

R ndo é constante em todos os casos. Obtemos assim

1
Guy = C4 (l‘);w - 3!/1{:/1‘))

Agora retornaremos ao limite newtoniano, aonde a métrica ¢ gy, = —(1+ 2¢) e

podemos escrever a conexao afim como

I .50hoo

X (

00— 75 Oxh

4

Calculando o tensor de curvatura obtemos
) l 72
Ry = gv'!]ou.

como no limite newtoniano o tensor de momento-energia se resume a densidade de

matéria p. Nesse limite, consideramos @ =1,ev =]

- - 1
Gi; =Gy (Rij — 57 R) = 0.

De modo que, se retornarmos a contra¢ao inicial do escalar de curvatura

R = 1}"'1]?(,,; = ";UH;'; — Ry =

R = '_)11)0(1.

Analisando agora a componente aonde g =v = 0, vemos que
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) / 1 )
Goo = € (H«::nu — j’lnn[?) = —8nGp
— ('1 ( ll)n.;', -+ Il)u-;)] — —S,—.(:/ﬁ

— ('lv.')_(/n::nn = —8rGp.

Dessa forma, C; = 1. Assim encontramos o tensor de curvatura de Einstein Gy, €

consequentemente, a equagdo de Einstein que buscdvamos

1
G,ul-' = R‘uu - ig;wR

1 > -
R, — ;gwR = —8nGI,,.

Esse resultado concorda perfeitamente com o desenvolvimento da Teoria da
Relatividade como um todo. Vejamos, do lado esquerdo da equacdo temos termos
“puramente” geométricos, o tensor de curvatura, a métrica e o escalar. Do lado direito,
temos apenas o tensor de momento-energia do sistema. Assim, como ja haviamos
percebido antes a gravidade tem uma relagdo intrinseca com a geometria do universo. A
propria energia, entdo, ¢ a fonte da curvatura do espago-tempo e ¢é exatamente essa
curvatura a responsavel pela interagcdo gravitacional.

Essa conclusdo ¢ fundamental para entender a importancia do campo escalar que
apresentaremos a seguir como defeito topologico na estrutura do universo. Como
apresentado no capitulo anterior, defeitos topologicos do tipo kink sdo gerados por
campos escalares, mas se quisermos localizd-los em uma determinada geometria do
universo precisamos analisar como ele interage com a gravidade através da equacdo de
Einstein. A apresentacdo deste campo e sua localizagdo sdo o assunto do préximo

capitulo.
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Capitulo 3

Gravidade acoplada a um campo escalar continuamente

deformavel

O desenvolvimento da Teoria da Relatividade Geral mostrou a infinita
importancia do estudo da geometria do Universo. Os estudos acerca desse tema se
desenvolveram em conjunto com a teoria quantica e nas ultimas décadas a Teoria
Quantica de Campos se tornou a principal ferramenta na tentativa de explicar o inicio do
Universo e toda a sua constituicdo geométrica e fisica. Nao ¢ a intengdo deste trabalho
apresentar aprofundadamente nenhum dos modelos propostos pela TQC, mas sim tentar
estudar determinadas caracteristicas de um modelo que admita cinco dimensdes aonde

possam existir campos escalares e gravitacionais.

Em geral, modelos deste tipo — com campos escalares na quinta dimensdo —
podem apresentar estruturas de membranas. Essas membranas se assemelham as
paredes de dominio ferromagnéticas, se caracterizando pela transi¢@o entre duas regides
pelas quais um determinado pardmetro passa variando de valor. Um campo escalar com
diferentes minimos de potencial em regides proximas pode gerar um estrutura deste
tipo, como vimos no primeiro capitulo. Agora, construiremos o cenario aonde um
determinado campo escalar, que apresentaremos nas se¢des seguintes, pode interagir

com a gravidade gerando paredes de dominio com espessura continuamente deformavel.
3.1 Construindo as equacoes de movimento

Usaremos uma determinada métrica que nos permita analisar a interagcdo da

quinta dimensdo com as demais
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2 — L24(y). TR RY )2 — Mg N
ds® = e™Wn dxtdx" +dy” = Gyydx"dx

aonde os indices p e v vao de 0 a 3 e os indices M e N variam de 1 a 5. Podemos entdo

€screver
/—(512“(-@” 0 0 0 0\
0 e 0 0 0
Gun = 0 0 v 0 0
0 0 0 e ()
\ 0 0 0 0 1 )
onde

\«—G — \/— ('—68-"(51)) — 6-’1"‘(-1/)

Para construirmos a equagdo de movimento a partir da equagdo de Einstein precisamos
calcular o tensor de Ricci e a curvatura escalar para essa métrica. O tensor de Ricci é
obtido através da contracdo do tensor de curvatura, como visto no capitulo anterior, e

este pode ser escrito como

P _ a. 1P o P R P R P
It MmN = Ogly v — Onl MQ T L] RQ — I ,\/ql RN -

Sabemos que Iy ¢ a conexdo afim e podemos escrevé-la

P 1 ~PQ . ~ c
Funv =56 “(OnuGon + OnGon — oG un)

calculando-a encontramos o tensor de curvatura € o escalar
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. 5 - . ’ Iy \ 1-1( )
DY =T% =Th =T = A(y) , Aly) =L,
i dy
[3 =33 =Ty = —T]; = - A'(y),
Rog = Ra3 = Ry = —Ryy = —*'[4A (y)* + A" (y)]

Ryx = —4/. A'(y)? + A "(y)],

]
)
Il

Essas informagdes nos permitem agora calcular as equacdes de movimento para um

campo escalar ¢ nesse cenario. Comecaremos analisando a equacao de Einstein

1
Ryy — ;GMNR = 8nGTyy.

Para obter o tensor de momento energia precisamos primeiro analisar a agdo deste

cenario. A acdo de Einstein-Hilbert geral ¢ dada por
1
S= [|ZR+ Lya|V=Ga‘x,

aplicando o principio de Hamilton obtemos

1 6(v—GR 6(vV—GL,,, .
0 — 65 — ( ) (V d : t) 6GM.N d4x
2k OGMN OGMN
R &(v=6) 1 5(v—-GL — ;
f[ G"W V-6 6‘;"‘“")4- V-6 (VaaM:’wt) V=686 d*x.

~ r1: f~ MN
Como a equacgao deve ser valida para qualquer variacdo de G, temos que

SR N R 6(V=G) 2k 6(V—GLya)
SGMN ' \JZG S6GMN - —\/—_G SGMN
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Nao iremos nos aprofundar nas variagdes do escalar de curvatura, pois ja chegamos a
equacdo de Einstein no capitulo anterior, mas ¢ facil ver que o tensor de momento e

energia deve ter a forma

-2 8(V=GLmar) 8 Lmat
TM.V - ‘\"I—_G SGMN - ZSGMN + GMNL-mat :

Escolhemos agora a nossa lagrangeana a ser introduzida na agdo ¢ na equacdo acima

para o tensor de momento-energia

" | —— l l 9 Py
S = /(]1,1‘(['(1\,""—(1‘[——111) — 3[/){.‘)]" — 3 (D))

9

substituindo a lagrangeana e o tensor na equagao de movimento de Einstein obtemos

L i 1 ) .
11)_1]‘\' - 3(_;_1[‘\' Ii) - 2 |:“.'U C)(')‘\’(.‘) - (,1'_1[‘\' <;l.)1)(_'ﬂ.)l Q + ‘ | O}):l 3

- —_

agora substituimos nessa equagdo os valores encontrados para o tensor € o escalar de

curvatura. ParaM = N =15,

(]
=
L)
-
st

64" = ¢ —2V(9) ;4" = & -

paraM=N=1,2,3, 4
—3A" — G-‘Vg — 2V @) + (_')"').
Somando as duas equagdes obtemos

i p
.1” — —Trf)r-.

que ¢ uma equacao de segunda ordem linear. Para simplificar ainda mais a obten¢do da

solugdo utilizaremos o método do superpotencial, escolhendo um potencial com a forma

v _1(8W(¢>))2 4 (o2
((f’)—i T 3 (@) .
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Comparando com a primeira equacao obtida para A e V(¢), podemos assumir que uma
solugdo para aquela equagdo também seria solugdo para as seguintes:
dp W (¢) dA

2
—_— =, —=—=Wi(9).
dy dp dy 3

aonde W(¢) ¢ uma fungdo suave e lisa de ¢.

3.2 Solucoes do tipo kink

Existem alguns tipos de campo que s3o solugdo parra essas equagdes
dependendo da escolha do superpotencial. Nos interessamos aqui por solugdes do tipo
kink pois estas descrevem paredes de dominio com espessura na quinta dimensao. Para
isso precisaremos de um determinado tipo de campo que produza um campo topologico
em qualquer dimensdo, contrariando assim uma regra conhecida como teorema de

Derrick, apresentado na secdo 1.4 deste trabalho.

A escolha do potencial determinara a superagao deste teorema. Escolhendo

2,6) = FRIV () - V(9) = 28

que ¢ da classe de potenciais utilizados para chegar as equacdes de movimento na se¢do

anterior. Wy = oW /ag, x* = x,x* com x, = (xg,%4,%5,...,%p). A escolha da fungdo

de x define entdo o potencial

1W2
7‘2

U(x%;¢) =

onde r = /(x{+ x3+ .+ x3).

Com esse potencial utilizaremos a condi¢do de finitude da energia para encontrar

Wg
a relacdo entre N e D. Considerando a densidade de energia £ = &-r a_,N e supondo a

energia total E® = EJ + E, obtemos
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L [veyr  wi
fd,,..[iw..» n ¢]= ED.

2 2rN

utilizamos agora uma mudanga de variavel ¥ — Ar para superar o supracitado teorema

de Derrick (APENDICE). Se chamarmos o primeiro termo da integral de energia

gradiente E;" e o segundo de energia potencial Ef e fizermos a integracdo sob a nova

variavel encontramos

EP = BPEP + AN-PED

Se derivarmos essa equacdo fazendo A = 1, ou seja, retornando & variavel 7,
encontramos
E)Ef \ED D D - D -
ﬁ=(2—D)Eg+(N—D)Ep=O, Efj =0eE; =0
%Ef D ./ : D -
L — (2-D)(1—D)E2 + (N —D)(N—D—1)EZ = 0.

Essas condi¢des impde restricdes sobre D e N. Para N = 0, s6 existem solugdes

estaveis fazendo D = 1, fazendo E; = E; . Para D =2, N = D necessariamente mas néo
retiramos nenhuma informagao sobre as energias. Para D = 3, temos N = 2(D — 1) para

divisdo igual de energia entre gradiente e potencial.

E importante lembrar que ainda estamos trabalhando no espago plano, ou seja,

sem gravidade. Por isso usaremos a lagrangeana para chegar a equagdo de movimento:

1 d D—1 (]C) 1 . ~
——— T — | = =W Wys
D1 g, (’ (1,.) 2D—2 "¢V dd

7=

que ¢ de segunda ordem e de dificil solugdo. Para chegarmos a uma equagao de primeira

ordem utilizaremos o método de Bogomoln’y, apresentado na segdo 1.5 (APENDICE)
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dg 1 aW(¢) 1
dr Tt 8¢ ro-1

que ¢ valida apenas se a energia for minimizada para
EP = ap|AW| = ap|zW{p(r — )} FW{e(r = 0)}|

e N = 2D — 2 para campos radiais. Essa equacdo de movimento nos permitird analisar
diferentes campos em varias dimensdes de acordo com a escolha de D. Para encontrar

algumas dessas solugdes sera util utilizar a mudanca de variavel dx = +r*~?dr. Entio,

se fizermos D = 1 teremos

do(x)
dx

=+ Wy ().

0 que nos permitird encontrar uma versdo para D dimensdes de ondas solitarias

unidimensionais. O superpotencial que iremos estudar neste capitulo ¢ definido a seguir

(b —1)9* + a® + aby/ (b — 1)¢* +a?
(b§ —1)

W (¢) = —

aonde by > 1 é um parametro continuo. Para D =1, a solu¢do sera um kink tal que

asinh(ax)
cosh(ax) + b,

¢(x) =

¢ uma fun¢@o suave que varia sua forma de acordo com a varia¢do do pardmetro by. Se

o parametro for pequeno o potencial terd dois minimos e consequentemente gerara
apenas uma parede de dominio. Podemos ver nos graficos, no entanto, que conforme b,

aumenta o potencial passa a ter trés minimos gerando assim duas paredes, como vemos

nas figuras abaixo.



em fung¢@o da coordenada espacial x.

Fig 2 — Potencial V como fung¢do do campo (] para by =2 (linha pontilhada) e by = 10 (gréfico a esquerda) e o campo

W,
= -_+-—¢= e

T

de — do
dr dx

que tem como solugdo o campo

o(F) =a

ré-1

r2842b, @4+ by?

Para D = 3, obtemos

W,

7‘2

d
do_
dr

que tem como solugdo

-

z2—-D
N senh(ar
¢(@) =a

2-D -
"arz—D"
cos f
.

2-D ,.]+ bo-

Se substituirmos a derivada segunda do potencial usado aqui U(x?;¢) =

e
r:.D-:

para perturbagdes no campo do tipo ¢(7,t) = @¢(r) + L1, (7)cos(w,t)

1 W
na
Hamiltoniana encontrada na segdo 1.6 (APENDICE) obtemos as seguintes equagdes

Se fizermos agora D = 2 e utilizarmos a mesma mudanca de varidvel teremos
dx = +r~'dr e a equagio de movimento fica
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ata n(r) =l n(r),

o que nos da autovalores reais em todos os niveis, fazendo as excitagdes estaveis. Além

disso, podemos obter o modo zero da solugdo a partir do operador de aniquilagdo a™

no (r) = Ny exp (:b /dr r''—Pw,, (r))

o

aonde N ¢ a constante de normaliza¢do. Podemos observar nas figuras abaixo que o

modo zero € maior para os pontos de mudancga de fase, ou seja, nas superficies das

paredes de dominio.

-~

(A
I\
[}
1\
! \

-
-
- - -

Fig 3 — A linha s6lida representa o campo em fungao da coordenada espacial e a pontilhada o modo-zero para a) (a =

10, by=20) paraD=2eb) (a=4, by=40) paraD =3

Podemos ver que, para D = 2 ¢ b, suficientemente grande observamos também a

formagdo de dupla parede de dominio. Para D = 3 podemos tirar a conclusdo de que a

forma do campo se mantém a mesma para dimensdes iguais ou maiores que 3.

3.3 Gravidade acoplada ao campo escalar

Apresentamos na se¢do 3.1 o cenario com 5 dimensdes aonde um campo escalar

interage com a gravidade na dimensdo extra e obedece as seguintes equacdes de

movimento
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dA
dy

w(¢o)

W e

aonde A(y) ¢ o fator de warp. Na primeira se¢do apenas apresentamos esse fator
matematicamente € como podemos perceber de nossa métrica, ele € o responsavel pela
“conexd0” ou “interagdo” da quinta dimensdo com as demais. A partir dos calculos da
se¢do 3.2 sabemos que a equacao para o campo tem solucdo do tipo kink dependendo da
escolha de W. Portanto, o superpotencial utilizado na se¢do anterior pode gerar paredes
de dominio na quinta dimensdo e interagir com a gravidade. Como a primeira equagao
tem solu¢do idéntica a solucdo da secdo anterior, basta calcular agora o fator de warp

para terminarmos a constru¢do de nossa métrica

ds* = e*Wy dx*dx” +dy*.

Como queremos analisar o comportamento de A(y) com relacdo ao campo escolhido ¢,
¢ preferencial que encontremos o fator de warp em func¢do do proprio campo. Assim

manipulamos a equag¢do de movimento para encontrarmos A(¢)

dA dAd¢ dA 2

a— EK— El‘vd, = §I~V((f))

A($) = f—dqb

Se substituirmos nosso superpotencial nessa equacio obtemos

[- (bg — 1)¢* +a® + abyy/ (b — 1)¢* + a?

—
A(¢)——f¢> — ﬂ(-e .)H ___
_ (B3 = 1)¢* +a® + aby /(b —1)¢7 + &

(b2 —1)

(5 — +a¢+ab SV (B3 —1)9? +a?

f [ (b3 — 1)9* + a? + abyy/ (b3 — 1)¢* + a?

UJI[\J

que ¢ uma equacdo de dificil solugdo analitica. Porém, a partir dela ja somos capazes de
esbogar a forma de A(¢) como apresentado nas figuras abaixo. Na figura X observamos

que o fator de warp também responde a variagdes do parametro b,. Nas figuras
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seguintes, observamos que além disso, a variagdo de b, proporciona também trés

diferentes tipos de paredes de dominio.

Fig 4 — O fator de warp para by =2 (linha lisa) ¢ by =200 (pontilhada).

-20 5 -20 15 -10

o

Fig 5 -'Da esquerda para direita fatores de warp apresentando paredes de dominio de trés classes diferentes

(by = 1.6141), do tipo IT (by = 10} e do tipo III (by = 1.5)

Podemos ver entdo que o fator de warp, um elemento da geometria do modelo 5-dimensional
que escolhemos, tem seu comportamento diretamente modificado pelo campo e, inclusive, ¢
modificado de acordo com a espessura da parede. Dessa forma, terminamos a andlise da
interagdo dos kinks com a gravidade. Essa interacdo nos mostra que o comportamento de
paredes de dominio com altas energias pode ter alta influéncia em cendrios cosmoldgicos o que
nos leva de volta a motivacdo inicial desse trabalho; o entendimento de caracteristicas
particulares de um objeto fundamental no entendimento de um modelo completo de universo

descrito por defeitos topoldgicos.
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Conclusao

Neste trabalho apresentamos um conjunto de conceitos fisicos e de ferramentas
matematicas fundamentais para duas grandes areas do conhecimento, a Fisica de
Particulas e a Teoria da Relatividade. Assim, a primeira conclusdo que tiramos de um
trabalho como este ¢ aquela que os primeiros fisicos de particulas que imaginaram a
possibilidade de defeitos topoldgicos em cenarios cosmoldgicos, a de que eles sdo
fundamentais no entendimento do Universo como um todo, principalmente quando
imaginamos a quantidade de energia e de quebras de simetria existentes em cenarios de

inicio do Universo.

Para além disso, apresentamos um modelo que nos traz muitas novas
possibilidades no estudo das Paredes de Dominio. Concluimos, primeiramente, que era
possivel desenvolvermos um determinado potencial que descrevesse um kink em um
numero arbitrario de dimensdes, nos permitindo assim assumir a existéncia de defeitos
topologicos em cenarios cosmologicos. A escolha do superpotencial W nos deu a
possibilidade de estudar um tipo de kink ainda pouco conhecido, que pode ser
continuamente deformado através de um pardmetro. Essa caracteristica que gera as
conclusdes mais interessantes sobre a Parede de Dominio. A variagdo deste parametro
leva a variacdao da espessura da parede, causa o aumento de sua energia ¢ modifica o
formato do fator de warp em cenarios com cinco dimensdes. A interagdo deste campo
com outros campos além do gravitacional poderd mostrar se esse parametro determina
outras informagdes, por exemplo, ele poderia nos dar informagdes sobre um segundo
kink que viesse a interagir com nosso campo. Como vimos, a variagdo da energia de
paredes de dominio pode influenciar profundamente a dinamica e a geometria do

Universo e, em nosso modelo principal, o parametro define a influéncia.
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APENDICE

Este apéndice ¢ destinado ao desenvolvimento de alguns célculos matematicos que
avaliamos necessarios para o entendimento completo do capitulo 3 deste trabalho,
principalmente no que diz respeito a obtengdo das solug¢des do tipo kink. A solucdo das
equacdes diferenciais para obtencdo do campo nao foram obtidas analiticamente e por

isso ndo apresentamos estes calculos aqui.

1 Superando o Teorema de Derrick

Iremos fazer aqui a transformagdo necessaria para provar que ¢ possivel existir um
campo escalar com configuracdo estatica de energia, ou seja, com densidade de energia

fixa em varias dimensdes. Para isso, utilizamos a equagdo para a energia

(¢)
EP = EP + ED = [ +

7"

¢ fazemos a transformagao

7 = AF = A.J(xf + x4+ x3)

x »x' = Ax
portanto precisamos transformar os seguintes termos da integral

dr = dPx' = dx*dx?dx*(...)dx? — d(Ax1)d(Ax?)d(Ax*)(...)d(Ax")
= APdPx' = dPx"

D D D
P
= L0 T LS 145 ax _'. =

i=1 i=1 i=1

-\v\r—> 3N N.,.N°*
(r)! ( Ar"l‘ AN
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E assim podemos construir a integral da energia, que deve se conservar sob a

transformagao

(V'¢)* N W |
2

EP = E?' + EP' = f dr’[ ]

1g..2
=f/’1.”d”x7" Q') - We
' 2 2ANTN

2 2 1
- J.A.Ddoxi [(V¢) - We ]

122 AN2TN
o (V9 W
— = D—2 + A‘D—N —
de [/1 > N

Se P = EP , as energias gradiente e potencial se transformam da seguinte forma
glas g p g
D . 32-DpD
EP - A2~PE!

D AN-D D
ED — AV-PEL

e podemos dizer que a energia total ¢ dada por
D _ 32-DED AN-D D
EP = J2~PEP 4+ JN-PEL

Como apresentado no capitulo 3.

We*

2 O método de Bogomoln’y para o potencial U(x*;¢) = o

Mostraremos aqui que a energia acima pode ser utilizada para construir uma equagio de
movimento de primeira ordem para este potencial com o método de Bogomoln’y,
utilizando apenas uma condi¢do para a energia minima. Retomando a equacdo inicial

que estudamos acima

NS
E—jdr[ > +2r‘V]




completamos os quadrados como demonstrado abaixo

I 5 1 ,
E = f dx ;(a:d))- - ;(é)ﬂﬁ)‘ — V((f))]

1 . 5 1

@(+00)

(—00)

1 , 1,
= / dx | S(3,6)* + (30 FV2V(@) ) ] f d¢' 2V (@)
| < L ¢

(Vo F W, /r‘”f’z)2+ W, V¢l
2 = TN/

E=jd?

se reescrevermos V¢ = d¢ /dr, podemos separar as integrais

- fd?x 6 F Wy TV f

2 w,fz
como W; = dW/dg, podemos escrever
(V9 F Wy /T T aw/dg’
E= j ar i + f Nz d¢o
$= o i
Vo F W, /¥ [ aw
B PEL Vinie L
2 T..wz
¢=—oo

fdf (Vd) + W¢ /7-N/2)2

1
2 * /2 [W(¢ = )

— W(¢p = —=)
entdo podemos dizer que, se a energia minima for da ordem de

EP = ap|laW| = ap|l+W{p(r — )} FTWi{o(r=0)}|

obtemos a equagdo de movimento
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3 Perturbacdes na solucio kink

Nesta secdo apresentaremos os calculos para obtengdo da Hamiltoniana que atua
sobre as perturbagdes 1, (7) do potencial. Para isso utilizaremos os resultados da segdo

1.6 assumindo que a hamiltoniana tenha a forma

Hf = f'— U(x)f = w?f

aonde

dvr

a-)

3¢ |4_s

Ux)=V'(g(x)) =

€ My (r)=Ffeco e = ¢(F). Fazendo a derivada em nosso potencial obtemos

d? [ W2’ W
U(x; (,b) = 3 S (p_ﬂ = ~¢f~
d ¢ r..D .'.' -.r‘D "
aonde assumimos que ¥

Vise (¢(r)) = 0. Assim obtemos a equagdo para a perturbagdo

Wi,
¢ 2
Hm, = | 6,7 - (rT) Me = WMy

que pode ser fatorada e reescrita como

1

Ta Y — 2
r2(D—|‘|a a m(r) = aw; n (r).

d
+ _ —.D-1 —
a =Fr — FWy,,

obtendo para 7,,



no (r) = Ny exp (:t /dr rid—Pwg, (r))

de acordo com os resultados do capitulo 3.
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