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ABSTRACT

Here we find the bound states of the non-relativistic hydrogen atom using an operator
method. The method adds the phase of a state and its associated operator to the set of
variables of the system. The set of operators is found to form a closed set of commutation
relations thus comprising an operator Lie algebra. From these relations, the energy spectrum
and bounded radial eigenfunctions are calculated. The approach used is analogous to the one
employed to compute the angular momentum spectrum and eigenfunctions but with operators
satisfying an su(1,1) Lie algebra instead of su(2). The same operator algebra and minor
modifications can be applied to solve the Dirac relativistic hydrogen atom.

Keywords: Operator solution. Phase. Lie algebra.
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1. INTRODUCAO

O atomo de hidrogénio € de grande importancia para a Fisica Tedrica, servindo de
base para o estudo de sistemas mais complexos. A abordagem tradicional do problema
consiste em dividi-lo em duas partes, uma parte angular e uma parte radial. Para a parte
angular identificamos uma simetria que permite a resolu¢do do problema através de um
método de operadores de levantamento e abaixamento. Jd para a parte radial tal simetria
aparentemente ndo existe, € o método aplicado para essa parte ¢ um método de resolugdo por
séries de poténcias, cuja forma final é obtida em funcdo dos polindmios de Laguerre.

No presente estudo, nés mostramos ndo tdo somente que € possivel identificar
uma simetria para a parte radial do atomo de hidrogé€nio, como também construimos uma
algebra de Lie para esta parte e conseqiientemente desenvolvemos um método de operadores
de levantamento e abaixamento para ela. Tal método € importante, pois introduz uma maneira
de resolucgdo algébrica que fornece resultados diretos e mais compactos em compara¢do com a
resolucdo por séries.

Para tomar vantagem da invaridncia sob uma mudanca global de fase dos estados
quanticos, ndés introduzimos a fase como uma varidvel dindmica adicional e um
correspondente operador de fase (13 no problema. Nos ainda definimos mais dois operadores,
Q, e Q_, os quais desempenham o papel de operadores escada. Guiados por uma analogia
com o momento angular, nés definimos dois operadores adicionais, {1; e (1,,e moldamos a
Hamiltoniana radial do 4tomo de hidrogénio na forma de um problema de autovalor para um
operador (). cujo os autovalores sdo os mesmos do momento angular orbital adimensional
L?/h2, ou seja, I(l + 1). O operador Q. comuta com todos os operadores Q; (i = 1,2,3) da
mesma forma como L?comuta com todos os operadores de momento angular Ly, Ly, Ls. As
relagdes de comutacdo para estes operadores definem uma dlgebra operacional denominada de
algebra de Lie su(1,1). Se nés fixamos o nimero quantico [ e aplicamos os operadores escada
no estado fundamental da dlgebra (existe um estado fundamental para cada [ escolhido), nds
obtemos tanto autofunc¢des radiais como seu espectro de energia. Nossos operadores
envolvem somente derivadas de primeira ordem e a solucdo € direta — precisamos resolver
apenas uma equacao diferencial [Eq.(48)]. Entdo, a abordagem discutida aqui pode ser uma
ferramenta adicional valiosa aos métodos de solu¢do do d&tomo de hidrogénio.
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2. A HAMILTONIANA RADIAL

A Hamiltoniana radial para o 4tomo de hidrogénio é

2 2 2
[ he 1 d(zd)_e_ h_l(l+1) R() = ER(r), 0

C2mr2dr r dr r 2m r?

onde [(=0,1,2,3,...) € o nimero quantico associado com o momento angular orbital, e é a carga
do elétron, m € a massa reduzida do sistema, i € a constante de Planck dividida por 2z, e

R(r) € aparte radial da autofun¢ao com energia E < 0. Definamos agora

,_ 8mE
k2= ——, (2)
a quantidade adimensional
_k
p=gr ! 3)
bem como
2me?
A= Perak (4)

A partir das definicdes acima,vamos transformar a equacao (1) como segue:

ko d _k
P=" T &= 2"

d . 2d _d d_kd
dp P kar’ “apP T ar T 2dp’
Rz 1 %21
2mr?  8m p?’
r2—4p2

d(zd) kd (4p%k d d<2d>
—\r*=—)===—\—-===]=——\p"=—),
dr\' dr/ 2dp\ k? 2dp dp dp

1 N . . ~ .
Observe que nossa defini¢do de p envolve um fator ¥2 que difere da maioria das convencdes da literatura.
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e? kA k  RPk*A1

r 2m2p  4m p’

R2I0+1) R IL+1)  RPKPIU+ 1)

2m  r2  2m  4P? 8m p?z
k2

h2k?
~ 8m

)

entdo a equacao (1) fica:

8m

h?k? 1 d , d h2k?A1  R2KZI(L+ 1) h2k?
() - | R(p) = ———R(p) =
8m p?dp dp 4m p 8m p

h?k? 1d<2d>+2/1 I[A+1) R(p) = Zsz()(:)
gm |p2dp\P dp p p2 PI=""gm "\
1d ( , d A l(l+1)
——p—>+2—— —1|R(p) = 0. 5
prdp\" dp p p? (3)
Agora transformamos a autofun¢do radial por meio de:
R(p) = F(p)/p""*. (6)

Entao, como:

a equacao (5) torna-se:

d> 2d A U+ 1) F(p)
Sl I Jepa S | LAY =0
l(dp2+pdp>+ p p? l pla

d_le(p) gilF(p) iIF(p) _l(l+1)[F(p) _F(p)=0:>
dp? | p'2|  pdp|p'/ plp'/ p*> |p'l p'2
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d[d(F)l_l_Z[l dF+Fd<1>l+ZAF F —l(l+1)F=>
dp |dp p1/2 p pl/zdp dp pl/z p3/2 p1/2_ p5/2

dll d d(i)] 2 d F A F F o ll+1)

—|———F+F— +————F— +2 - =
dp pl/z dp dp p3/2 dp p5/2 p3/2 pl/z p5/2

F =
p1/2

F =

— —F
pl/z dp 2p3/2

d 1 d Ft 1 d? . 1d F 4
dp ,01/2 dp pl/zdpz 2dp p3/2

2.d, F 2. F _l(l+1)F
p3/2d,0 p5/2 p3/2 pl/z ps/z

R 1 dF+1d2F 1 1dF+Fd 1 N
2p°2dp"  p'2dp? 2(p*dp dp\p*-

d(ld F) 2 d F 2 F o l(l+1)

— +—-——F——+2—-F— =
dp p3/2 dp pS/Z p3/2 pl/z p5/2

2. d_ F 20 F _lA+D
p3/2 dp ,05/2 p3/2 p1/2 p5/2
d 1 d? 1 d 3F

———F + F — —F +
2,03/2 dp pl/z dpz 2p3/2 dp

—+
4p5/2

2 d F 20 F _l0+1)

——F - + - = F
p3/2dp p5/2 p3/2 pl/z pS/Z

1 d? 1 d 22 F 1F _l(l+1)F

= F+———F+—5-F— —— =
pl/zdpz p3/2dp p3/2 p1/2 4_p5/2 p5/2

2 d 1
=>p2d—p2F+p%F+2/1pF—p2F—ZF =I(l+ 1F

d2

d 1
= pzd—p2+p%+2).p—p2—z F(p)=l(l+1)F(P)- (7)

A equagdo (7) é uma equagdo de autovalor com autovalores [(l + 1),l =0,1,2 ..., os quais

sao fixados pela invariancia angular do problema. Finalmente introduzimos x como

x =lnp, (8)
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dessa forma :

d x( _xd)_ d
'de_e ¢ ax) T dx’

e podemos reescrever a equacdo (7) da seguinte maneira:
e?* |e %X —i+d—2 +i+2/1ex—ez"—1 Fx)=Il(l+1F(x) =
dx dx? dx 4

d? 1
2 —
lw + 2Ae* —e** — Zl F(X) = l(l + 1)F(X). (9)

Na equacao (9) bem como na equacio (1), podemos trocar a fase de F sem afetar a
descri¢do fisica feita por esta. Essa invariancia sob uma mudanca global de fase é uma

importante caracteristica de qualquer estado quantico.
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3. DEFININDO UMA ALGEBRA DE LIE su(1,1)

Seja ¢ € [0,27] a fase de F. Podemos associar a ¢ o operador:

(10)

o qual possui autofuncio e'?¢ associada ao autovalor ¢:
. J . .
Qzel = —ia—ze‘d’f = gpel?s,

Considerar a fase como uma varidvel é possivel porque uma mudanca global de fase nio tem
significado fisico, no entanto tal abordagem modifica algumas caracteristicas matemaéticas do
problema, por exemplo, agora nds teremos que acrescentar mais um operador ao nosso
conjunto completo de observaveis compativeis (C.S.C. O), tal operador deve ser obviamente o
(3. Agora, os autoestados do dtomo de hidrogénio devem também ser autoestados do

operador (13, o autovalor sendo a fase do estado:
Qe F(x) = pelPF(x).

O operador Q3 é Hermitiano, como serd mostrado mais a frente. Introduzamos agora mais

dois operadores:

Q =ieif<i—ex—ii+l> (11)
T ox 9t 2
c
Q =ie‘i5<i+ex+ii+l) (12)
- = ox ot ' 2]’

ambos dependendo de ¢ e da varidvel transformada x.

Agora vamos checar a partir das equagdes (10)-(12), que os operadores ()

definidos acima satisfazem as seguintes relacdes de comutagao:

[Q3,Q4] = 204 (13)
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[Q,,0_] = —2Q,. (14)

Demonstracao:

[Q3, Q. ]e'F = (Q;Q, — Q,Q3)e'?F

= 030, e®F — 0, Qze'®F
O
[ieif(%_e _‘a% %)]( 'aaf) WP =
[Q3,Q,]e'F = (aaf)[eif(:—x—e —L%+;> l‘l’fF]
eif(:_x_e _ia%J’;)(aaf) WF

d 0 . J . 1 .
el [—— P F — eXpi¥éF — | — ol®$ pN {13 —
(65)[ <6xe F —e*e'PF laze F+Ze F)]

(0 Jd 1
i pgx —j— i
e ((’)x e* LaE >l¢>e F

L0 . a 1
= ie® (ae“”fF —eXel®SF — ia—ze“l’fF + Ee“l’fF) +
et (i(pieid’fF — ipe*e! P F — i¢i3ei¢fF + i¢1ei¢¢’1~*> —
dx 13 2
it (i¢ O 05  ipexeEF — ighi - o9 4 iqblel‘d’fF)
ax 13 2

(0 0 1
=ielf(a—e _La_§+2> et =0, e?F =

[Q5,Q4] = Q4.
Onde,

[Qs, Q_]e'SF = (Q30_ — 0_Q3)e!®F = Q;0_e'F — 0_Q3e!?F
0 0 a  1\] .
— i§ — 4+ || e®F —
( ae)[”” (0x+e +la§+2>]e

[ie_ig(aa et J”a% %)]( aaf) WEF
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65[ e % (—e“l’fF +e*e'PF + La—ze“”fF + Ze“i’gF)]

(0 0
—ig — ip¢
e (6 +e* + LaE ) ipe'P F

: (0 . . da . 1 .
= [Q3,0_]e!?F = —je™¥ (—e“PEF + eXe!PF +i—el?F +—e‘¢5F> +
ox 0% 2
e ¥ (iqbiei"’fF +ipe e F + L'(;biiei‘PEF + id)lei‘pfF) —
ox 0% 2

. 0 . . 0 . 1 .
e % (icpae“l’fF + ipe e F + L'(;bia—ze‘d’fF + id)ze“ﬁfF)

(0 Jd 1y . .
=—e & (6 +e* + la_§+§) e'PF = —0_e'%F = [0;,0 ]=-0_,

agora vamos a identidade (14):

[, Q1 F(x) = Q,.0_ePF(x) — Q_Q,e'®*F(x)

=Q, (Q_ei¢fF(x)) - (Q+ei¢’fF(x)) ,

0 Ja 1y .
— +e* +l—+—> PSF (x)

ip¢ = jo— ¥
Q_e'PF(x) =ie (6x 5

(0 . . J . 1 .
=je ¥ (aeltbfp + eXel®SF 4+ ia_EeL(PEF +§el¢fF) '

0 0 1\ .
ipé 7 _ i1 ) plidé
QO e'PF(x) =ie (ax e* —i P + 2) F(x)

(0 0 1
= ie® (&e“l’fF — eXel®SF — la_Eeld)gF + 2e“l’fF)

. (0 Jd 1
Q, (Q_el‘l’fF(X)) =ie¥ (a—e —la—E 2)

(0 . . 0 . 1 .
[ie“f (ae”ﬁfF +eXe'PF + ia—ze“PfF +§e‘¢5F>]

S P A L 0 . . 0% 10
= ie% [Le i (We“pfF +aexel¢5F + ‘axag e'?F +Ea—el¢’fF -

16
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ex%ei‘pfF — e?XelPSF — iex%ei"’fF - ex%ei‘PfF) —ie % (;—xei‘pfF +e*e'F +

J . 1 . . 0% 0 . 0% . 10 .
ia—ze“l’fF +§e‘¢fF) + e‘“c( e!PF + —e*e'® F + i—e!F +——el¢’5F> +

9Zdx FT: FIE 2 0%
1 /0 . . 9 1.
Zie-i€ (L pidtp 4 oxpittp 4 ;L pidEp 4 2 l¢s‘p>]
+Zle (axe +ete +laze +2€
— 0° ol 4 XpldSp _ i 9° Zul3y 10 PSF 1 xa IPSF 1 e2XpldSE 4
~ T oxz® ax ¢ Yoxoe 20x°¢ ¢ oaxt ee

0 . 1 . 0 . 0 . 1 .
ie* — e F + eX = e F + — e F + X! F + i —e!®’F + = e!®'F +
2 ox 0% 2

3
2% a . 9% 10 . 10 . 1.
PSF 4| —eXelSF — —o®SF 4 | —— el F — —_—_oldSp _ _oXpldSp
lafaxe +la§e e afze +lzaE€ Zaxe 26 e
1.0 . 1 . 9% . . a .
Eia—gel‘l’fF —Ze“ﬁfF = —ﬁe“pfF + e?*e'SF + 2 iexa—ze“l’fF —

0% . 0 . 1 .
a—§_2€l¢EF+ la—zeld)fF‘l'Zeld)gF,

, (0 Jd 1
Q- (ﬂ+e‘¢5F(X)) =ije % (a +e* + ia—E + E) X

(0 . 0 . 1 .
[ie‘f (ae“’be — e¥XePSF — ia—ze“be +§e‘¢5F>]

T o . 19 9
=ie % [le‘f <ﬁel¢5F —aexeld’fF —laxafe“l’fF +§ae‘¢5F + exae“”fF -

. J . 1 . (0 . , J .
e?Xel#SF — iexa—ze“l’fF + exzel‘l’fF) —ie% (ae“l’fF — eXel®SF — ia—ze“l’gF +

10 . 1, .,70 . . J . 1 .
Ea_Eeld)fF) +§ie‘f (ael‘l’fF — eXel®SF — ia—ze“l’gF +Eel¢5F>]

R d . 0% . 10 . J . .
= —ﬁeld’fF +aexe‘¢EF + iaxafe””fF —Eae“l’fF — exael‘l’fF + e2Xel®SF +

ad . 1 . Jd . ) a . 1 .
inX oS _ ox _ ,idE — ol _ px,ipép i i€ —_pipép _
ie aEe F eze F+6xe F —e*e'PF lae F+ze F
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92 ) 92 19 10

1 IPSF 4 j—eXelSF — —_ol®SF _ | ——el®SF — —_ __pl¥SF
lafaxe +l6‘§e e 6528 lZOEe ¥ +
1 . 1.0 . 1 . % .
Eexe“l’fF +Ela_§el¢€F —ZBL(PSF = —ﬁe“NF +
. 0 . % 2 . 1 .
e2Xe'PSF + 2 iex&e“l’fF —a—fze“l’fF — ia—ze“pfF +Ze‘¢5F

= 0,0_e%F(x) - Q_Q,e%F(x)

9° ip¢ 2X , P& 'xa ip¢ 0° ips .0 ip¢ 1 ips
= —ﬁe F 4+ e“*e'PSF + 2ie a—ze F—a—fze F+la—ze F+Ze F|—

9’ ips 2X 5 IPpE inX 0 013 0° ip¢ 0 ips 1 ips
—ﬁe F +e“*e'PF + 2ie G_Ee F—a—fze F—la—ge F+Ze F

o -
= | — ld’f = — —_] — ld)f —_ -
21 Ze ¥ 2[ i az] 5 F () = [, 0] = —20,.

Agora vamos definir um conceito fundamental no nosso estudo, o conceito de

algebra de Lie.

Definicao 1. Uma dlgebra de Lie € um espaco vetorial (real ou complexo) V munido de um

produto bi-linear [,]: V X V — V, satisfazendo:

a) A aplicagdo [, ] é anti-simétrica, ou seja, [v,w] = —[w, v].

b) A aplicacdo satisfaz a identidade de Jacobi:
[u, [v, w]] + [w, [u, v]] + [v, [w, u]] = 0.

A partir da defini¢ao 1, vemos que qualquer espaco vetorial de operadores munido

da operacdo de comutacdo ¢ uma algebra de Lie.

Considere agora o conjunto das fungdes (&, x) complexas dependentes da
variavel transformada x e da varidvel ¢ que aparece na equacdo (10), lembremos que nossos
operadores () em geral dependem de x e ¢, portanto devem atuar em tal espaco, assumindo
que tal conjunto de fungdes estd no espaco de Hilbert fica evidente que a estrutura algébrica

do espago vetorial dos operadores () € uma algebra de Lie.
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As equacdes (13) e (14) sdo praticamente iguais as relacdes de comutacdo para o
momento angular, a uUnica diferenca é o sinal negativo na equacdo (14). No caso dos
operadores de momento angular, as relacdes de comutagdo entre eles definem uma dlgebra de
Lie do tipo su(2). Em nosso caso as relagdes de comutacdo (13) e (14) definem uma algebra

de Lie do tipo su(1,1).

Por analogia ao momento angular, vamos definir mais dois operadores

Hermitianos, (2, e {,, como
1 1
‘Q‘l = E ('Q'+ + 'Q—)' 'QZ = Z ('Q'+ - 'Q—) ’ (15)

0s quais junto com (13, satisfazem
[Q, Q] = —iQ3, [Q, Q3] =1Qy, [Q3,Q] = iQ,. (16)

Novamente aqui a semelhanca para com as relagdes do momento angular é
evidente, somente o primeiro comutador das relagdes (16) € que difere das respectivas
relagdes para o momento angular. As relacdes (16) sdo uma forma alternativa de definir uma
algebra de Lie do tipo su(1,1). Os operadores Q;(i = 1, 2,3.) sdo ditos geradores do grupo de
Lie SU(1,1).

Agora vamos mostrar que as relagdes (16) estdo corretas:
1 1
(01,01 = |5 (@, + 00,50, - 0]

_ (_ i) (2, —0_] + [, 2, ])

i
= (— Z) (205 + 205)
= _iQ3,

[0, 0] =[5 (@. ~ 20),0,]
= (3) (19,01 - [2-, 0]

- (B -a)
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1
= lE(Q++Q_) = iﬂl,

[Qs,0,] = [03,% @ +0)|

_ (%) (923, 0,] + [Q5,0.])
Qoo
-

= i0,.

Segue agora mais uma defini¢do importante:

Definicao 2. Um operador que comuta com todos os geradores de um grupo é denominado de

operador de Casimir.

L? comuta com todos os geradores do momento angular orbital e é o operador de

Casimir para aquela dlgebra. Para o grupo SU (1,1) o operador de Casimir é:

— 2 2 2 aZ 2x -xa 1
962_91_924—93:@_8 — 2ie a—f—z, (17)

o qual de acordo com a defini¢do 2, deve satisfazer

[Q.,Q;] = 0parai =1,2,3. (18)

Agora vamos mostrar que o operador definido por (17) realmente verifica (18);
[Qc, Q1] = [-0F — 0F + QF, Q4]
= _[Q%’Ql] - [‘Q%'Ql] + [92'91]
= —(Q2[Q2, Q] + [Q2, Q1]Q2) + (Q3[Q3, Q4] + [Q3,Q4]Q3)
= —(Q,iQ3 + iQ30,) + (Q3iQ, + iQ,Q5)

=0,
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[Qc, Qz] = [-0F — QF + 03, Q,]
= —[0F,0,] - [0Q3,Q,] + [Q3,Q,]
= —(Q:[Q, Qo] + [Q41, Q,]10) + (Q3[Q3, Q5] + [Q3,0,]0Q3)
= —(—04iQ; — iQ30) + (—Q3i0Q — i0,Q5)
=0,
[Qc, Q3] = [-0F — QF + 03, Q5]
= —[0f, Q3] — [Q3, Q] + [Q3, Q]
= —(Q[Q1, Q3] + [Q4,23]Q1) — (Q2[Q2, Q3] + [Q3,Q3]Q5)
= —(—0i0, — iQ,0;) — (i, +iQ;Q,)
=0.

Fica provado assim que o operador de Casimir definido por (17) realmente comuta com todos
os geradores do grupo de Lie SU (1,1). Agora mostraremos que a ultima relagdo na igualdade
(17) esté correta, para isso primeiro mostraremos que o operador de Casimir pode ser reescrito

como:
Qe =-0_0,+0;Q; + 1),
Q,0.]1=0,0_-Q0.Q, =-20; = -Q0_Q, =-20; —Q,0_
= -0_0, +0;(Q;+1)=-20; - Q. Q_+ 03+ 0;=-0,0_—Q; + 03,
agora a partir das relagdes (15), temos:

0, +0Q_ =20,
Q. — 0. =2i0,

} — ZQ_'_ = Z(Ql + lﬂz) = Q+ = Ql + lQZ
20 =2(Q, —i0,) = Q_ = Q, —iQ,,
logo,

-0 = —(Q +iQ)(Q — iQ3)
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= —0,0_=—(Qf —i0 0, +i0,0Q; + Q3)
= —(Qf + 03 +i[Q,, 04 ])
=—-(Q}+02-0;) =
—0,0_—Q; +0%2=-02-02+0%=Q,.

A Expressdo algébrica para o operador _, ja foi encontrada quando demonstramos a

relacdo de comutacdo (14),

Q_Q, = 62+2"+2 o_9 (242
— T T2 T TR AL

resta-nos agora somente encontrar a expressao algébrica para (Q3(Q3 + 1), vamos a ela:

Q;(Q;+1) = (—li)< Li+ 1)

3 3
G
Tz ‘o
logo,
Q. =-0_0, +0;(Q; +1) = 62+2x+2 o_7 a+1
e = THSR TRV T U= oxz ' ° T T AL T

92 a:m_az ey 01
FIZANRFT: axz © 51

que € a expressao procurada.

Assim como € feito com os operadores L e L? no caso do momento angular,
podemos interpretar nosso operador de Casimir ), como sendo o quadrado do operador
vetorial iQ41 + iQ,] + Q3k onde i,j, e k representam vetores unitdrios nas direcdes x, y e z

respectivamente.
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4. AUTOVALORES E AUTOFUNCOES DE Q E Q4

O préximo passo € calcular o conjunto completo de autovalores e as autofungdes

simultaneas dos operadores (1. e (13. Com esse objetivo vamos escrever as autofuncdes como

! ., . 2 .z
V(j (x,&), onde x representa a varidvel radial transformada, p = e*, e & é a varidvel que

aparece na defini¢ao (10). Os autovalores de Q5 e €. sdo respectivamente A'e w; isto €,

OV (6, &) = AV (x,8) (19)

QY (6,8 = WVl (x,6). (20)

Vamos agora resolver a equacio (19),

Qv (6, 6) = —i%vﬁ’ (6, 8) = VVE (x,6) =

VL (x, &)

Vwo 8T

InV} (x,&) = id'é + fF (x) =

VA (6, 8) = eWEHE 00 = of8 WeiN's — QISR (), (21)

Vamos agora olhar para a equagao (20),

2

’ 0 J0 1 , '
0 A _ 52X 95 ,X _ = A — A —
(:Vw (x, E) - <ax2 e 2ie af 4) Vw (x' E) (‘)Vw (xr f)

0* 2x _ 9jpX d 1 iNEpA — irEpa'
ﬁ—e — 2ie 0_5_1 e SEl (x) = we" SF) (x) =

iqf az iql iql iql 1 7 al ’
(eM Eﬁ — ellEg2x | il grex _ ik €Z> E} (x) = we* $FY (x) =

e 07 1\ o g pa!
2 2 ’ A _ A A
¢ f<ax2_e Y+ 22 ex_Z>Fa) (x) = we' wa x)=

0?2 1 / ,
oz~ e e — B (0) = wFf (%),
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Comparando a expressdo obtida acima com a equacdo (9) vemos que € possivel
tratar a equagdo (20) como a equagdo radial para o dtomo de hidrogénio se escolhermos

A" = A e identificarmos as autofungdes da dlgebra como

F(x) = EA(x) comR(x) = e /2F*(x) ou R(p) = %Fa’}(p). (22)
p 2

Dessa forma os autovalores w devem ser:
w=II+1). (23)

Assim reformulamos nosso problema original, que era resolver a equagdo de
Schrodinger para a parte radial do d&tomo de hidrogénio nao-relativistico, passando a tratd-la
como uma equacao de autovalor para o operador de Casimir de uma algebra de Lie do tipo

su(1,1), com autovalores dados por w = [(l + 1).

As nossas equacdes possuem grande semelhanga com as do momento angular
orbital. Dessa forma € de se esperar que esta semelhanca se mantenha no que diz respeito as
solugdes. Em particular, assim como no caso dos harménicos esféricos Y, (0, ¢) os quais
dependem dos nimeros quanticos [ e m, esperamos que F/(x) dependam dos autovalores
w e l. No entanto existem algumas diferencas. Note que em nosso caso x nao € uma variavel
definida num intervalo fechado e limitado, isto é, ela ndo é uma varidvel compacta, como no
caso das varidveis angulares usadas nos harmonicos esféricos, as quais podem ser restritas a
tomar valores no intervalo compacto entre 0 e 2m.” Essa propriedade é somente compartilhada

pela varidvel de fase ¢ a qual € também uma varidvel compacta.

? Um intervalo compacto é um intervalo limitado e fechado I = [a, b]
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5. A SOLUCAO ALGEBRICA

Apesar da diferenca de sinal existente entre nossa dlgebra e a dlgebra do momento

angular, (0, ainda desempenha o papel de um operador escada. Para verificar tal

caracterfstica, mostraremos a partir da Eq. (13), que Q;Q,VA(x, &) = (Q:.Q5 £ Q)VA(x, )

=1+ 1)QiVafl(x, §). Ou seja, como no caso do momento angular, concluimos que Q4 muda

o autovalor A para 1 + 1,
Q4 V3 (e, §) o< VG (x, §). (24)
Passemos a demonstracdo:
[Q3, Q: 1V (6, §) = £V (6, §) = (Q3Q)V] (%, 8) = (2203 + Q)VI(%,§)
=0, (Q; + DI, 8 = 0,2 + DV, §) = (1 + DOV, §).

Vamos agora definir o produto interno sobre o nosso espaco das funcgdes

dependentes de x e &, como:

an + oo
oo = [ 5| e @0, (25)

onde assumimos que ¢ (&, x) e Y (&, x) sdo fungdes periddicas sobre o intervalo & € [0,27] as
quais também se anulam quando x — oo, Como prometido vamos agora mostrar que {13 €

Hermitiano, ou seja,

al =q,. (26)

277:d +00 0
ok =i [ 5[ # @0geu0an

%
- [E T Rew -]

- [TE 2w i[ S [ tpa

—%([jwwé"dx) +if02n§f_j¢§—§¢ d
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<_lf2"dfj " ¢dx>*

= (Y|Qslp) = (p|Q|w) = al = ..

Os outros dois operadores (4 e {1, s@o um pouco diferente, por que eles ndo sdo definidos
sobre um conjunto compacto de varidveis, mas também dependem de x. Explicitemos agora a

forma algébrica de (1;:
Q—l(ﬂ +Q)—1[' if(a a+1)+"“f<a+ + a+1>]
1 =5 @ F Q) =gt |G et migp g et (gr T e Fige T

1, . o\ 0 1, . , 1, . d 1(e¥ +e7%
—ilZ(pi¢ &Y~ _ i T (i i8N\ ,x 4 (i€ —LE_ - =
llz(e b2 =i (6 — e e o (e ) 2( s >]

( 0 rsine— 4t ) @27)
cosf I isinée* smfaf Zcosf

Mostramos abaixo que o operador {); € Hermitiano,

Mg+ 0 a 1
(¢|Qlllp)=iJ %J ¢ cosf—x—Lsmfe +sm€a—€+2cos€)1/}dx
0 —o0

_szndfj cosf )tpdx+LJ2n fJ ¢*(—isinée*) Ydx +

fzndff smf )1/)dx+ lfzndff cosf)t/;dx

Vamos reescrever os quatro termos acima um a um,

fzn Ef cosf )tpdx—lfzn—cosff o8 —tpdx
= lfzn;licosf(¢ Plre f 1/) gb dx)
:_lfzndff cosf ql)dx

21 +o0 2 +o0
iJ;) ;l—if_oo ¢*(—isinée*)Ydx = —ifo %f_w Y(isinée*) ¢p*dx,
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J.zndff smE )I/dezlf f ¢*siné flpdf

2T
~i| —[qﬁsmflﬂ fw (¢smf)df]
= —ij_tow;i—zjoznlp(sinfaifw +¢*cos€>d€

=_lf02”§f[ _ " (sing S;)¢ dx—lf” fj P(cos E)p*dx,

fzndff cosf lpdx—szndff cosf)d) dx,
> @l =i Ty [ (costg) prax—i f =1 Tlisingen grax -
fzndff smf (,l)dx—szndff cosf)d) dx

[T reine L+ Leose) pra
= lo o) cosf isinée” smcfaéZ 2cos§”¢ X

2 *
[f dff cosf——lsmfe +smf%+;cosf>¢dxl

= Yllg) = (¢|afy) = a, = af. (28)
Agora usamos um raciocinio andlogo para mostrar que (1, ¢ também Hermitiano.

Recordando a defini¢cdo de (),temos:

o= [ (e Y i G )
2= \gp) e — Q) = iet (Gr et —ig ) miet (T et tig ts

e —e B\ 9 [e¥ +e¥ e¥+e B\ 9 ifef—e¥
i ) [ e — i ) =+ o [ ———
2i 0x 2 2 & 2 2i

d a i
(lsmf—x—cosfe —lcosE§+—sm€>
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d Jd 1
—L(smf—+Lcos€e _COSEOE+ smf)

2 +o0
:>(¢|.Qz|l/))=if Z—if smfa +icosée* —cosé a€+1sm€>1/)dx
0 — 00

= ifzng—ifjwd)* (sinfaa—x) Ydx + ifzn;l—ifjood)* (i cosé e*)pdx +

fzndffﬂo cosf t/)dx+lf2n ffﬂo smf)t/)dx

novamente aqui olhamos separadamente para cada uma das quatro integrais acima:
if()zn%f_zod)*(sinfj—x)t/)dx _ if()zngsinfﬁlw¢*%lpdx
=i fo "L ing <¢*¢]t£ - flp;—xwdx)
= —i LZR%J_:OIP (sinfaa—x) ¢*dx,
T T a—
jzndffm ~cosé o wdx——zj f §" cos ¢ fll)df
—-i| ”3—;[¢*coss¢13n - fo 2"¢%(¢* cosf)df]
= lfmdxfzn (cos 2 29" = ¢"sing ) df

_—lfozndf 1,[1( cosfa

6€>¢ dx —
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3l :Z—; | :ow (sin )" dx,

J.zndff smE Ydx = —szn Ef ——smf)d) dx,

logo,

(P10, ) = —i fo Z”Z—i [ :ow (sing —) g — i fo Zns—i [ :ow (=i cos € e¥)p"dx —

iﬁzngf_:o —cosé f)d) dx—szn ”;f smf)(i) dx

2 *
lf dff smf—+tcos§e _cos§%+%sm§>¢dxl

= (Y| p) = (p|Q|y) = q, = al. (29)

Mostramos assim que todos os geradores do grupo de Lie SU (1,1) sdo Hermitianos, ou seja,
Q; = QT i = 1,2,3. Uma conseqiiénciaimediata € que o nosso operador de Casimir € também

Hermitiano, pois:
2 2 2
0c=-0f - 05 +0f = af = —(af)" - (a}) + (i)
=—-02-02+03=Q,.

Como os operadores ). e {l; comutam e sdo Hermitianos, podemos usar o0s
autokets simultineos desses operadores para construir uma base para o espago dos estados
associado com o espaco de Hilbert das func¢des ¥ (&, x). Representaremos tais autokets pela
familiar notagdo de Dirac, a qual associa a cada fun¢do no espaco de Hilbert um ket

correspondente no espago de estados, ou seja,
Vi(x, &) & |w, ). (30)
Como de costume vamos postular que tais kets sdo ortonormalizados, ou seja,
(W', A", 1) = 841,047 (31)

Em contraste com L? o operador de Casimir ), ndo é em geral positivo, como

pode ser visto diretamente da nossa definicdo, Q, = —Q2 — Q3 + Q3. No entanto podemos
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definir um novo operador como Q% = +02 + Q3 + Q% que é sempre positivo. Entdo, da

relacdo:
Q2 =402+ Q%+ 03 =(—Q,+03) + Q% =20% — Q, (32)
temos
Q?|w,A) = (203 — Q) |w,A) = (222 — w)|w, 1)
= 222 —w) > 0= 21 > w. (33)

A equagdo (33) mostra que |1| deve possuir um limite inferior, digamos | 2|, Temos entdo
duas possibilidades aqui, A > 0oud < 0. Se 4 > 0 entdo A deve ter um limite inferior, se

A < 0 entdo A deve ter um limite superior:
Por hipétese |A] > |A|pmin, S€ 4 > 0 entdo|A| = A > |A],in (limitado inferiormente),
sed < 0 = |A| = =24 > |Ajmin @ A < —|Almin (limitado superiormente).

No6s vamos tomar primeiro A > 0 e definir N = 4,,,;,,. Como (), age sobre os kets da base
{lw,A)} como um operador escada, temos que cada vez que usamos Q_ nds descemos um
nivel. Como N é o valor minimo de 4, Q_|w, N) = 0 ou, equivalentemente, Q,Q_|w, N) = 0.

Durante a demonstragdo da forma algébrica para (1, nés demonstramos que:
Q,.0_=02+0%-0Q,,
agora, da definicao de ()., temos:
Q= -0B+0B=>08+0=-0,+0;=
Q.0 =-0,+ 0% - Q. (34)
Entao,
Q.0 lo,N)=0e (—Q,+ Q% — Q3)|w,N) =0 >
—w+N?>—=N=0,0u

w=N>*-—N=NWN-1)=I(l+1). (35)



31

As solucdes da Eq. (35) sio N = —le N = [ + 1; a primeira ndo nos serve pelo fato de que

por hipétese A > 0. Entado a unica escolha possivel é
N=I1+1. (36)

[ varia de 0 até infinito por saltos discretos de tamanho um, portanto devemos ter N = 1,2, ...;
em outras palavras, N desempenha o papel de nimero quantico principal do dtomo de

hidrogénio.

De posse dos autovalores da nossa dlgebra, podemos renomear as nossas

autofuncdes com o objetivo de deixd-las numa forma mais padrao
|w, 2) = [N, 1). (37)

E vilido ressaltar aqui que a ordem de nomeagio foi invertida visto que N estd associado a 1 e
[ estd associado a w. Do ponto de vista da dlgebra su(1,1) [ estd associado ao autovalor do

operador de Casimir, [(l + 1) e N é o autovalor do operador (5.

O leitor sempre atento ao nosso texto pode perceber que ndo analisamos o caso
A < 0, de antemao vamos garantir que tais solu¢des ndo sdo vidveis ao nosso problema, mas
aqueles leitores mais céticos ndo devem se preocupar, analisaremos tais casos no final desta

secao.

Mostramos abaixo que os autovalores de energia seguem diretamente das nossas

definicdes (2) e (4) e tomando A = N;

eZ

E=———, N=123., 38
2ayN? (38)

que é a férmula de Balmer, onde a, = h?/me? é o raio de Bohr.

Da definicao (2), temos:

2 8mE p h2k?
= — = —_ —
h?2 8m ’
agora de (4), temos:
B 2me? 2me? 4m?e* 4m?e*

S E = :>N2: :>h2k2:—
h2k h2k h*k? h2N?




32

entao,
1 4mze4_ me* B e? 1 B e?
~ 8m h2N2 ~ 2h2N2  2N2 #*2 = 2q,N?
me?

Para encontrar as autofuncdes ndés comecamos com o estado fundamental

IN = 1,1 = 0). Daequacdo Q_|N = 1,1 = 0) = 0, temos

ie‘if(i+ex+i3+l>|N—1l—0)—0=>
dx ot T 2) T TN T

(0 Ja 1y .
=1 -5 — x [ — — i£po =
ie (6x+e +LOE+2)6 FF(x)=0, (39)

passemos agora a solucdo da equagio (39).’

(9 g 1y of 0 , ,
e B (—+e*+i=+=)eBF)(x) =i _lf( ¥ —F} i€ pXEO(4) — i€ FO
e (6x+e +la§+2)e P (x) =ie € x L (x) + e e*F (x) — e F{ (x) +

=O:

e“Fy (x)>

F (x)
2 2

d
=0= aFf(x) +e*FX(x) — F2(x) +

aa—fo(X) = (% — e") F(x) = 65(%) = (% — ex) ox =

X X x
InF(x) = 5 e* +C = FX(x) = e(Ge™+C) _ oo/ exp(—e*) =

1
F2(x) = Ce™/? exp(—e®) ou, F2(p) = CYpze~", (40)
onde C{ é uma constante de normalizago.

J4 estamos agora em condicdes plenas de expressarmos a solug@o para o dtomo de

hidrogénio no estado fundamental, pela defini¢do de k, temos

K2 = 8mE _ 8m e? -
k2 Ah2\ 2ayN?

4me? 1 4 2

k2 = = - =
hz aoNZ a(Z)NZ aoN

3 A
Lembrando que trocamos a ordem dos nossos parametros.
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agora pela Eq.(6)
R(p) = F(p)/p** = R)(p) = C{e™? =
RY(r) = Ce /%, (41)
que € a solucdo N = 1,1 = 0 para o 4tomo de hidrogénio nao-relativistico.

Uma vez de posse do estado fundamental para um dado [, nés podemos obter o

conjunto completo de estados associados com este [ e o nimero quantico principal N

=1+1,l+2,.. através da equagdo Q,|N,[)~|N + 1,1). Por exemplo, podemos encontrar o

estado |2,0) a partir do estado fundamental |1,0).

O estado |1,0) = e¥e*/2 exp(—e*) a menos de uma constante de normalizacdo.

Agora apliquemos o operador de levantamento em tal estado

(0 0o 1\ .
QO 1’ — ipl€ (__ X _ 5 _) ié ,x/2 _ X
+11,0) = ie % e La€+2 e e*’ “exp(—e¥)

L ., 0 . . L1
— ipli¢ i&_— _ i x ié i&E "), x/2 _ X
ie (e % ele* +e +e 2)3 exp(—e*)
= je'® (i —e¥+1+ 1) e*/2 exp(—e*) (42)
dx 2
.1
= jei?¢ [E e*/2 exp(—e®) + e*/? (—e®)exp(—e*) —

1
(e¥)e*/? exp(—e*) + e*/? exp(—e*) + (§> e*/? exp(—ex)]
= ie'?%[2e*/? exp(—e*) — 2(e*)e*/? exp(—e*)]
= 2ie!2e*/2e=" (1 — e¥)~|2,0) =

12,0) = e28F0(x) = CQei2eX/2e=€% (1 — ¥). (43)
2 2

= F(x) = Cde*/2e=¢" (1 — e¥)
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= F7(p) = C2p**(1 = ple™*,
R(p) = F(p)/p*/* =
R3(p) = C2(1—p)e™,
e como para N = 2 = p = (r/2a,) entdo

RI(r) = CI(1 —r/2a,)e~ /200 =

r
RY() = €8 (2= ) e~/200), (44)
0

que € precisamente a solu¢c@o para a parte radial da autofuncdo do dtomo de hidrogénio nao-

relativistico tomados N = 2,1 = 0.4

Podemos continuar a proceder dessa maneira e obter R3 (7).

13,00~ [2,0)
(0 Jd 1y .
Q.2 =-lf( X _> i2¢ ,x/2 —exl_ x
+12,0) =ie ¢ l—a€+2 et*se*/“e7¢ (1 —e*)

= jel (eizf 4 g2 4 28 4 i2¢ 1) e¥/2e=€" (1 — e¥)
dx 2
d 1 ;
= jei3¢ (— —e*+2+ —) e*/2e=¢" (1 — e*)(45)
dx 2
. d X X X
= jei3¢ {E [e¥/2e7¢" (1 — eX)| — e*e*/?e™® (1 — %) + 2e/2e ¢ (1 — ¥) +
1 x . d x x
Eex/ze_e (1- ex)} = jei3¢ {(1 - ex)a(ex/ze‘e )+ (e¥/2e7¢")(—e*) —
b b 1 b
eXeX/2e7€" (1 — e¥) + 2e*/2e7¢" (1 — e¥) + Eex/ze‘e (1- ex)}

) 1 x x x
= jel3¢ [Eex/ze‘e (1—e%) +e*?(—e"e @ )(1—e*) —e¥e*/?e™® —

X X 1 X
eXe*/2e7¢" (1 —e*) + 2e*/?e7¢" (1 — %) + Eex/ze_e (1- ex)]

4 . ~
Apesar de estarmos usando as mesmas letras para as constantes de normalizacdo, perceba que as constantes que
aparecem nas equagdes (43) e (44), ndo sdo as mesmas!
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= (e [3e*/2e7¢" (1 — e¥) — 2e¥e*/2e7¢" (1 — e¥)—e¥e*/2e~¢"|
= 1013 (3e¥/2e~¢" — 3eXe¥/2e=" — 2e¥eX/20=¢" 4 2ePXe¥/2e " _
e*e*/2e7¢") = (3 — 6e* + 2e?¥)ie¥e¥/2e7¢" =
13,0) = C2(3 — 6e* + 2e2%)ei38pX/2p—€" (46)
= F{(x) = CY(3 — 6e* + 2e2%)e*/2¢=¢"
Como p = e* = F(p) = C2(3 — 6p + 2p*)p'/?e~P =

R3(p) = F3(p)/p'/* = C3(3 — 6p + 2p*)e™"

EcomoparaN =3 = p =r/3a, =

0 0 r2 —(r/3aq) 639 r rZ —(r/3aq)
Rg(r)=C3 3—6r/3a0+29a02 e 0 =? 27—18a—0+2a—02 e 0 =
0 0 r r\? —(r/3aq)
RO(r) = C& 27—18a—+2<a—) e=(r/3a0), (47)
0 0

Procedendo de maneira semelhante podemos obter todas as funcdes de onda do estado s.”

Para conseguir o restante das autofun¢des devemos obter o estado base da dlgebra
para cada [ dado. O estado base da dlgebra ¢ o estado que satisfaz a condi¢do Q_|1,,;,, 1) = 0.
Tal estado é |N, N — 1). Entdo aplicamos o operador de abaixamento nesse estado,e obtemos
a seguinte equacio

(0 0o 1\ .
- —i& X i — lNEFlzN_l = 4
ie (ax+e +Laz+2>e N (x) =0, (48)

= je~ (e”"fai + eiNéex — oINSy 4 oINE 1) eNSELEN=1(x) = 0
X 2

d 1
X 2\ pi=N-1 _
=>(dx+e N+2)FN (x)=0

d . 1 .
= BN = (N =5 = o) Y100

5 . .
s corresponde a /=0, p corresponde a /=1, d corresponde a /=2, e assim sucessivamente.
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dFiN"1(x) 1
e (N - ex) dx

1
= InF;V "1 (x) = (N —E>x—ex +c

= FFV"1(x) = C,{}’"le(N_%)xe_ex

-
= |N,N — 1) =C)teiNse\" 2)% ¢, (49)

Notamos assim que a Eq. (48) € a unica equacdo diferencial que precisamos
resolver. De fato, as autofuncOes radiais podem ser todas elas encontradas a partir das

solucdes dessa equagdo.
Como por defini¢cdo p = e*, temos:
IN,N — 1) =C,’\,V_leipr(N_%)e‘p,
agora da relagdo p = (r/ayN), segue:
IN,N — 1) = C,{}"le”\’f(r/aoN)(N_%)e‘(r/aoN),
recorrendo novamente a defini¢io (6), vem:
R(p) = F(p)/p"/2 = RV (p) = 1oV Demr p1/2 = -1 p-Der =

RN THr) = CY 7 (r/agN) N e~ (/0N =

N-1

1
RI=N-1() = CN-1,-N-1 (_) —(r/aoN) —
N (T') N T aoN e
Rllva_l(r) — CII\\,I—er—le—(r/aoN)_ (50)

N-1
. 1 N . ~ .
Onde como de costume incorporamos o fator (a_N) a constante de normalizacdo. A partir
0

da Eq. (50) podemos obter todas as funcdes de onda para qualquer valor de [ = 0,1, 2, ...
através da aplicacdo sucessiva do operador de levantamento (), no estado base. Por exemplo,

oestadocom N =2,l=1¢

12,1) = Clei2ée3x/2¢—¢" (51)
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ou
Ri(r) = Clre~(r/220) (52)

Facamos agora uma breve andlise sobre as constantes de normalizagdo. Como
todas as funcdes de onda sdo obtidas através da aplicacdo do operador de abaixamento no
estado base, entdo todas as solugdes serdo sempre da forma ple PP(2p), onde P(2p) é um
polindmio em p.° Para calcularmos as constantes de normaliza¢do devemos recobrar nossas

definicoes (25), (31) e (37):

Vy(€,x) = |N,1) = eMFji(§,x) =

21 df +00 , ;% ]
(N',I'IN,1) = fo P Lo e NEFy ()e™Fi () dx = by 6y =

w0l = [ [Rheof dx =1,

trocamos agora a varidvel de integracdo, p = e* = dp = pdx, p(—o) = 0, p() = o, além

disso, F = RpY/? = F? = R?p =

wiE ol = [ R, (53)
0

entdo, teremos que calcular a integral na Eq.(53) se desejarmos encontrar as constantes de

normalizagdo. O cdlculo dessa integral envolve o célculo de integrais na forma
+00
1=[ pteeap, (54)
0

Usando a mudanca de variavel ¢ = 2p, obtemos:

o eNB o dt 1 [*® 1
_ L Bo—t qp —
I—jo (2) e _2ﬁ+1f0 the dt—2ﬁ+1F(B+1). (55)

ondeT(B+1) = f0+°° tBe~tdt é a funcio gama.

A equagdo (55) permite o cdlculo de qualquer constante de normalizagao.

6 . c A s ~ « A
Sabemos que tais polindmios sio os polindmios de Laguerre.
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Como prometido, vamos agora analisar o caso A < 0 e mostrar que este nio serve
para modelar fisicamente o nosso problema. Como vimos se 4 < 0 entdo A tem um valor
maximo, digamos A, = M < 0, de tal forma que Q,|M,[) =0 ou Q_Q,|M,l) =0, da
relacio Q_Q, = —Q. + Q% + Q3, temos:

(—Q+ 25+ Q)M )=0
—w+M*+M=0=MM+1)=I1(+1)
cuja as solugbes sdo M =lou M = —(l+ 1) e como por hipétese M < 0 escolhemos

M = —(l + 1), segue que:

(0 Ja 1y . —

d 1\ -
(E_ e + M +§) F=My =0 =

dFI\EI=_(M+1) (x) _

FA14=—(M+1) (x) -

1
(e -M=3)dx =

1
F}\f{:—(M+1) (x) = CI‘;(M+1)e—(M+E)xeex —
I=—(M+1) \ _ ~—M+1) —(M+3)
FM (,D) - CM p ver =

IM, —(M + 1)) =C;,M*VeiME p=0+1)gp, (56)

Os estados representados pela equacdo (56) ndo podem ser normalizados, pois quando p — o
estes divergem. Entdo para a descricdo fisica dos nossos estados temos que escolher

necessariamente 1 > 0.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Nos construimos uma realizacdo da dlgebra de Lie su(1,1) para o dtomo de
hidrogénio pela introducéo dos operadores Hermitianos Q;(i = 1,2,3.). Essa dlgebra fornece
o espectro de energia e as autofungdes radiais para o sistema. Para definir a dlgebra nos

introduzimos a fase como uma varidvel extra do problema.

Podemos agora calcular o conjunto das autofunc¢des para um valor fixo de [
aplicando um operador que possui somente derivadas de primeira ordem, a saber (0, numa
autofuncdo definida pelo valor de [ fixado. O procedimento é relativamente simples, pelo
menos para os primeiros estados. Esse resultado € interessante visto que ndo precisamos

resolver a complicada equacao de Laguerre.

Note que em nossa abordagem o numero quantico relacionado ao momento
angular,l, desempenha um papel um pouco mais importante que o nimero quantico principal
N, no sentido de que somos for¢ados primeiro a fixarmos o [ e entdo somente depois disso
passamos a calcular as fun¢des de onda. Assim, a simetria rotacional desempenha um papel
central no comportamento do sistema. Esse ponto nido € sempre evidente quando tratamos
com a Hamiltoniana radial do 4&tomo de hidrogénio, mas estd presente desde o comego, pois é

proveniente da contribuicdo centrifuga do potencial [(l + 1)/r? para a equagdo radial. O

método apresentado aqui evidencia essa caracteristica do problema.

A solugdo algébrica que descrevemos pode servir para introduzir diversas técnicas
a estudantes de teoria quantica, desde o uso de algebras de Lie e simetrias até a forma de
como tomar vantagem de propriedades escondidas de uma Hamiltoniana, ou para tentar, com

o uso de referéncias apropriadas, estender o método a outros sistemas de interesse.
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APENDICE A- As autofuncdes do dtomo de hidrogénio

As autofungdes sao da forma

llUN,l.m (T', 91 ‘P) = RIIV (r)Ylm(H, <P)’

onde,

2\ (N=-1-1)! 2r\! 2r
1 — —-r/Nag [ =" 20+1 _—
Rn () J (Nao) INNN+DBE (Na0> LN‘1‘1<Na0>’

d p
1@ = (0P (o) Lyt

€ um polindmio de Laguerre associado, e

Lo(x) =e* (;—x)q (e™*x1)

¢ 0 g-ésimo polindmio de Laguerre. As fungdes Y™ (6, ¢) sdo conhecidas como harmonicos

esféricos e sdo definidas abaixo:

o atsna=tmpr
" (0,¢)=ej A (cosd),

onde € = (—1)™ param >0 e € =1 para m <0, P/ é a fung¢do de Legendre associada,
definida por

[m|

d
PP = (1= x)m () P,

e P;(x) é o l-ésimo polindmio de Legendre, definido no intervalo x € (—1,+1) pela Férmula

de Rodrigues:

l

1 /d
P,(x) = ﬁ(ﬂ) (x? — L.
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APENDICE B- Relacoes de comutacao para o momento angular

O momento angular J que pode representar tanto o momento angular orbital

quanto o momento angular intrinseco (ou spin) obedece as seguintes relacdes de comutacgao:

U1:]z] = ihJs,
[/2']3] = ihJq,
U3']1] = ih/,.

Essas relacdes de comutacdo podem ser resumidas usando-se o tensor totalmente

anti-simétrico de Levi-Civita:

3
[J:.Ji] = Z ihejifk-

ij k=1

Como enfatizamos no texto, tais relagdes definem uma algebra de Lie su(2) para

o espaco vetorial formado pelos operadores de momento angular.
O operador definido por:
=] +5+]E

€ o operador de Casimir para a dlgebra do momento angular, e obviamente obedece a relacao

de comutacao canonica:
2 =
[, F]] - 0
onde

J=51x+]9+ )32

Para a dlgebra do momento angular, os operadores de levantamento e

abaixamento sdo definidos por:

J+ =L+

J-=L-1



esses operadores obedecem as seguintes relacdes de comutacao:

Us, J+] = AJ,
[]3!]—] = _h]—
[]+']—] = 2h]3

[’2']+] = []2']—] = [’2,]3] = 0.
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