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RESUMO 

 

O presente estudo contribui com a teoria de apreçamento de ativos, ao analisar a 

evidência de não linearidade e caos nas séries temporais de retornos diários de 30 de 

março de 2009 a 31 de dezembro de 2013 disponibilizada pela Bloomberg, dos 

seguintes países e índices: Índia - CNX Finance, Alemanha - Dax All banks, Estados 

Unidos - kbw bank, Brasil - IFNC, Austrália - asx 200 financials, França - cac financials, 

México - BMV, Reino Unido - nmx8350, Canadá - TSX financials e Rússia - Moscow 

Exchange Financials. Quanto aos objetivos específicos do estudo temos: 1) analisar 

se a base de dados em questão pode ser classificada à luz de teorias que inferem que 

os retornos dos ativos seguem um processo estocástico, 2) utilizar a estatística BDS 

para verificar se as séries em questão são ou não lineares e 3) verificar a existência 

de Caos na base de dados através dos Expoentes Máximos de Liapunov. Para cálculo 

dos expoentes máximos de Lyapunov foi calculado a defasagem das séries pelo 

método de informação mútua a média, sendo encontrado t=1 para todas as séries e a 

estimação da dimensão de imersão foi calculado pelo método proposto em Cao 

(1997). Pelos resultados obtidos, foi constatado que as séries em questão são não-

lineares e também não podem ser consideradas caóticas, devendo estas serem 

tratadas como processos estocásticos e não lineares. 

 

Palavras-chave: Finanças. Caos. Não-Linearidade. Estocástico. 
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ABSTRACT 

 

The present study contributes to the theory of asset pricing by analyzing evidence of 

non-linearity and chaos in the time series of daily returns from March 30, 2009 to 

December 31, 2013 provided by Bloomberg of the following countries and indices: 

India - CNX Finance, Germany - Dax All banks, United States - kbw bank, Brazil - 

IFNC, Australia - asx 200 financials, France - cac financials, Mexico - BMV, UK - 

nmx8350, Canada - TSX financials and Russia - Moscow Exchange Financials. As to 

the specific objectives of the study we have: 1) to analyze if the database in question 

can be classified in the light of efficient market theory, that is, if the returns of the assets 

follow a stochastic process, 2) use the BDS statistic to verify whether the series in 

question are linear or not, and 3) to verify the existence of Chaos in the database 

through the Liapunov Peak Expo. The Lyapunov maximum exponents were calculated 

by the mutual information method at the mean, and t = 1 was found for all series and 

the estimation of the immersion dimension was calculated by the method proposed in 

Cao (1997). From the obtained results, it was verified that the series in question are 

non-linear and also can not be considered chaotic, and these should be treated as 

stochastic and non-linear processes. 

 

Keywords: Finance. Chaos. Non-linearity. Stochastic. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

Um tópico muito estudado em economia é a modelagem de preços dos 

ativos financeiros. Matos (2006) relata que o primeiro modelo de apreçamento de 

ativos financeiros possivelmente data do século XVI com a estrutura de um processo 

estocástico segundo um passeio aleatório proposto por Cardano (1565) e depois por 

Markowitz (1952) com seu estudo sobre diversificação do risco e especificação das 

preferências de um investidor em função dos momentos da distribuição de 

probabilidade do retorno dos ativos financeiros. 

Entender a dinâmica dos mercados financeiros é importante para justificar 

a adequação dos modelos utilizados. Um modelo linear muito utilizado para 

modelagem de apreçamento de ativos financeiros é o CAPM desenvolvido por Sharpe 

(1964), Lintner (1965) e Mossin (1966), como exemplo de modelos não lineares temos 

ARCH proposto por Engle (1982) e o GARCH de Bollerslev (1986). 

Entre as teorias que embasam o tratamento das dinâmicas do mercado 

financeiro com modelos lineares ou não lineares sendo estes estocásticos ou caóticos 

temos a Hipótese dos Mercados Eficientes – HME, a Teoria do Caos, a Ciência dos 

Fractais e a Teoria das Finanças Comportamentais. A modelagem e a previsão dos 

mercados financeiros possuem uma complexidade tão alta que o estudo do modelo 

que mais se adequa a sua dinâmica, pode reduzir o efeito de riscos e de crises, além 

de permitir que políticas públicas mais adequadas aos objetivos de cada país sejam 

empregadas.  

Caso seja detectado que os ciclos econômicos de um país são não 

lineares, isto faz com que a evolução da economia seja muito sensível aos seus 

parâmetros de controle e caso haja evidências de períodos de caos, trajetórias futuras 

das variáveis relevantes podem ser imprevisíveis, sendo mais interessante políticas 

de caráter estrutural que medidas meramente conjunturais (LOPES, 2016). 

Lopes (2016) relata que existem duas escolas de pensamento opostas que 

tentam explicar as flutuações econômicas nos países. Uma conhecida como Real 

Business Cycles (RBC) que consideram as flutuações de mercado como choques 

exógenos aleatórios ocorridas em modelos lineares e a segunda que considera que 

ciclos econômicos podem ser gerados na completa ausência de choques externos, 

sendo as flutuações provenientes de elementos endógenos fruto da não linearidade 

do sistema, mesmo que se considerem agentes racionais. 
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Considerando a teoria RBC, os desvios dos produtos acontecem como 

resposta dos agentes aos elementos externos que impactam no equilíbrio do modelo, 

podendo políticas públicas distanciar a economia de seu ponto ótimo, sendo assim 

indesejáveis. Já pela segunda teoria, dos ciclos econômicos endógenos, oscilações 

erráticas surgem pela incapacidade de previsão futura, possibilitando que políticas 

econômicas estabilizantes forneçam sinais adequados aos agentes e ajudam na 

estabilização da economia (LOPES, 2016). 

O presente estudo se justifica por analisar índices do setor financeiro de 10 

países do G20 e determinar se estas séries apresentam comportamento: 1) lineares 

ou não lineares e 2) caóticos ou estocásticos e com isto contribuir para que sejam 

utilizados modelos representativos mais adequados, possibilitando uma melhor 

interpretação dos dados das séries financeiras. 

Esta dissertação tem como objetivo principal investigar a evidência de não 

linearidade e caos no mercado financeiro, tendo como objeto de análise a taxa de 

retorno nominal diário de 30 de março de 2009 a 31 de dezembro de 2013 fornecida 

pela Bloomberg, sendo os seguintes países e índices: Índia - CNX Finance, Alemanha 

- Dax All banks, Estados Unidos - Kbw Bank, Brasil - IFNC, Austrália - asx 200 

financials, França - cac financials, México - BMV, Reino Unido - nmx8350, Canadá - 

TSX financials e Rússia - Moscow Exchange Financials. Todas apresentadas com 

mais detalhes em Fonseca (2015). 

Quanto aos objetivos específicos do estudo temos a) utilizar a estatística 

BDS para verificar se as séries em questão são lineares ou não lineares e b) verificar 

a existência de caos ou aleatoriedade na base de dados através dos Expoentes 

Máximos de Lyapunov. 

Neves (2003) relata que nos últimos vinte anos, pesquisadores sentem-se 

estimulados a aperfeiçoar ou desenvolver novos modelos de apreçamento de ativos 

que sejam mais bem sucedidos na explicação dos retornos dos ativos ou que, no 

mínimo, indiquem porque, na prática, o CAPM parece não ser o mais adequado. Esta 

pesquisa pode contribuir com a teoria do apreçamento de ativos, na medida que ajuda 

na escolha de modelos mais adequados com as características de aleatoriedade e 

não linearidade encontrada nas séries dos países investigados. 

Este trabalho apresenta na seção 2 a literatura relacionada sobre 

apreçamento de ativos, caos, não linearidade e aleatoriedade nos mercados 
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financeiros, na seção 3 tem-se a descrição da metodologia, e os resultados 

apresentados na seção 4. Na quinta seção são feitas as considerações finais. 
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2 LITERATURA RELACIONADA 

 

Nesta seção trataremos de aspectos relevantes dos estudos que tratam o 

mercado financeiro como estocástico ou caótico, além de uma breve descrição dos 

métodos para detectar se uma série temporal é linear ou não linear e caótica ou 

estocástica. 

 

2.1 Hipótese dos Mercados Eficientes – HME e apreçamento de ativos 

 

Segundo Gomes (2010), as duas correntes de pensamento para 

modelagem dos mercados financeiros são: 

• Os que defendem que os mercados são eficientes com processos 

estocásticos; 

• Os que defendem que os mercados são ineficientes com dependência 

não linear com o comportamento modelado por um sistema 

determinístico caótico previsível em curto, mas não em longo prazo. 

Na Hipótese dos Mercados Eficientes as estimativas de preço são não 

tendenciosas e qualquer desvios da estimativa são apenas desvios aleatórios (random 

walk) que nesta teoria são perturbações causadas por informações que surpreendem 

os agentes. Quando o modelo do passeio aleatório é confirmado, isto impossibilita 

técnicas de análise gráficas e outros modelos econométricos de fazerem previsões 

dos preços dos ativos, já que estas previsões são baseadas na análise dos preços no 

passado (GOMES, 2010). 

Gomes (2010) relata que a possibilidade de obtenção de lucros pela Teoria 

dos Mercados Eficientes dá-se quando ocorre um choque exógeno que 

posteriormente é incorporado pelos agentes, além disto as abordagens convencionais 

tratam a dinâmica do mercado acionário como um passeio aleatório. 

Segundo Fama, HME tem como características que movimentos 

sucessivos nos preços de um ativo são variáveis randômicas estaticamente 

independentes e uniformemente distribuídas, ou seja, o preço de uma ação hoje não 

influenciará o seu preço amanhã ou que a mudança de preços não tem memória. 

Se existe um sistema determinístico que o preço de uma ação hoje 

influencia o preço desta ação amanhã, mesmo que esta influência esteja mascarada 

por sinais estocásticos, é uma clara violação da Hipótese dos Mercados Eficientes 
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(ERBANO, 2004). Ainda conforme Erbano (2004), o HME apresenta uma distribuição 

normal nos retornos dos ativos, caracterizando eventos independentes, com a 

ocorrência de um não influenciando a ocorrência de outro, no entanto o autor mostra 

a aplicabilidade de outras técnicas que levam em consideração que as séries 

financeiras não atendem ao requisito da normalidade e que seus retornos não são 

independentes entre si. 

Neves (2003) coloca o CAPM como um dos modelos mais utilizados nos 

mercados de capitais ou em finanças corporativas na definição do custo do capital, 

sendo muito controversos os resultados das pesquisas, indicando que as hipóteses 

para retornos anômalos ao modelo passam não só pelo relaxamento das premissas 

racionais como também pela possibilidade de comportamento irracional dos agentes, 

sendo este comportamento dos agentes objeto de estudo das finanças 

comportamentais. 

Neves (2003) explica que Fama lançou o CAPM junto com a HME, que 

reflete mercados onde os agentes comportam-se de forma racional, todas as 

informações disponíveis estão refletidas nos preços dos ativos e não existe 

imperfeições de mercado. Se os mercados são eficientes, os preços são justos. 

 
O CAPM preconizava que retorno esperado para qualquer ativo seria função 
linear de apenas três variáveis: o beta (coeficiente de sensibilidade do ativo 
em relação à carteira de mercado), a taxa de retorno do ativo livre de risco e 
o retorno esperado para a carteira de mercado. (NEVES, 2003). 

 
CAPM sofreu várias críticas, como a de que a carteira de mercado definida 

pelo CAPM teórico seria composta por todos os ativos de risco da economia, e, 

portando, não poderia ser representada pode um índice de mercado, ocasionando que 

o CAPM jamais poderia ser testado se a verdadeira carteira de mercado não fosse 

conhecida, além disto, o CAPM sofria a deficiência estatística conhecida como erro 

de estimativa em variáveis. Como alternativa surgiu o Arbitrage Pricing Model (APT) 

que sustenta a formação dos preços de equilíbrio dos ativos como resultado das 

influências sistemáticas de fatores de natureza econômica, ainda que não sejam 

diretamente observáveis, ainda estabelecendo uma relação linear entre os retornos 

esperados dos ativos sendo este também alvo de críticas como  a de que para ações 

individuais, a aproximação APT é tão imprecisa que se torna impossível garantir se o 

modelo é falso ou verdadeiro (NEVES, 2003). 
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Neves (2003) também apresenta o modelo Haugen e Baker (1996), 

totalmente empírico, que utiliza 45 fatores divididos em 5 categorias (risco, liquidez, 

nível de preço, potencial de crescimento e preços históricos), mostrando resultados 

robustos na previsão dos retornos futuros dos ativos nas 5 maiores economias do 

mundo. Em alguns casos essas anomalias podem ser explicadas por um modelo que 

prevê uma parcela de comportamento não racional por parte dos investidores. Tão 

logo a anomalia é publicada, o efeito logo desaparece ou caminha na direção oposta. 

Este fenômeno é classificado como Lei de Murphy. 

 
Se antes havia o pensamento de que a influência de agentes irracionais nos 
preços poderia ser identificada por padrões de previsibilidade, Summers 
(1986) mostrou que não há possibilidade de previsão nos retornos dos preços 
gerados por investidores irracionais, o que dificulta e onera o trabalho de 
detecção de janelas de oportunidades (NEVES, 2003). 

 
De acordo com Neves (2003) anomalia no apreçamento de um ativo é a 

diferença estatisticamente significativa entre o retorno médio observado de um ativo 

e o retorno previsto através de um modelo de apreçamento para este mesmo ativo. 

Algumas anomalias como ajuste aparentemente lento dos preços das ações aos 

anúncios de lucro são inconsistentes com qualquer modelo de apreçamento de ativos 

racional, mas pesquisadores que acreditam nas finanças tradicionais continuam 

defendendo arduamente a hipótese dos mercados eficientes e acreditam que as 

anomalias de mercado podem surgir não devido a questões comportamentais, mas 

porque o risco sistemático está especificado de forma incorreta ou devido a data 

snooping. 

 

2.2 Teoria do caos 

 

A teoria do caos tem se mostrado uma aliada na compreensão da 

complexidade existente em vários ramos da ciência, Stewart (1991) cita como alguns 

exemplos, fluxo turbulento de fluidos, inversões do campo magnético da Terra, 

irregularidades do batimento cardíaco, os padrões de convecção do hélio líquido, o 

crescimento de populações de insetos, o pingar de uma torneira, o curso de uma 

reação química, o metabolismo de células, as mudanças atmosféricas, a propagação 

de impulsos nervosos, oscilações de circuitos eletrônicos, o movimento de um barco 

preso a uma boia, o ricochetear de uma bola de bilhar, as colisões de átomos num 

gás, a incerteza subjacente à mecânica quântica. 
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O avanço das pesquisas na área da Teoria do Caos permitiu que a 

modelagem de sistemas caóticos também fosse aplicada a economia para 

modelagem de séries temporais. No geral os resultados não são muito conclusivos. 

França (2015) apesar de não encontrar evidência de caos no seu estudo de séries 

financeiras apresenta os trabalhos de Clyde e Osler (1997) Rodriguez et al. (2005) e 

Kyrtsou et al. (2004) que encontram evidência de caos nas séries financeiras 

estudadas. 

Como definir Caos? 

Conforme afirma Stewart (1991) é muito difícil definir algo que não 

compreendemos completamente, mas o autor apresenta a definição de um dicionário: 

“Comportamento estocástico que ocorre num sistema determinístico” para explanar 

os conceitos de determinístico e estocástico e deixar mais claro o paradoxo dessa 

definição e do estudo do caos em sistemas determinísticos, já que o comportamento 

determinístico é governado por uma lei exata e estocástico é o oposto, governado pelo 

acaso. 

Podemos perceber a preocupação do autor em destacar o paradoxo de 

definir um sistema com comportamento estocástico e determinístico ao mesmo tempo. 

Então como sistemas podem ter comportamento aleatórios e serem determinísticos? 

Stewart (1991) coloca o estudo dos gases como exemplo onde aleatoriedade e 

determinismo estão presente em um sistema, onde há o gás como um agregado 

determinístico de moléculas em movimento obedecendo a leis precisas da 

termodinâmica, mas o padrão de movimento das moléculas individuais de gás 

parecem aleatórios. Stewart (1991) cita que os cientistas de cem anos atrás tinham 

consciência de uma falsa aleatoriedade que ocorria em sistemas muito complexos, 

cujo comportamento detalhado permaneceria para sempre além da capacidade da 

mente humana. 

Esta pesquisa irá adotar a seguinte definição quando há referência a caos: 

“a capacidade das equações, mesmo simples, de gerar movimento tão complexo, tão 

sensível à mensuração que parece aleatório. Isto é chamado, com muita propriedade, 

de caos” (STEWART, 1991). 

Velásquez (2010), apresenta duas importantes características de sistemas 

caóticos: 1) a alta sensibilidade a condições iniciais e 2) envolve retroalimentação não 

linear que pode produzir resultados inesperados. 
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De acordo com Velásquez (2010), Teoria do Caos estuda sistemas que 

parecem seguir comportamento aleatório, mas que são partes de processos 

determinísticos. Aleatoriedade na natureza é sensível as condições iniciais e levam a 

sistemas de dinâmica imprevisível. No entanto sistemas caóticos possuem 

comportamento não-linear e são limitados por uma estrutura de alto determinismo, por 

este motivo há sempre uma ordem em sistemas aparentemente randômicos. Assim, 

Velásquez (2010) descreve que sistemas caóticos são determinísticos pois se as 

condições iniciais são todas conhecidas, poderia ser possível derivar a trajetória final, 

no entanto sistemas caóticos são altamente sensíveis a mudanças das condições 

iniciais e envolvem forças de retroalimentação não lineares que podem produzir 

resultados inesperados. 

Para um sistema ser considerado caótico são necessárias duas condições: 

1) o sistema ser não linear e 2) extremamente sensível a pequenas mudanças nos 

parâmetros de entrada com a ocorrência de retroalimentação. Para medir caos a partir 

de séries temporais é necessário antes determinar de esta série se adequa a modelos 

lineares ou não, caso a série apresente comportamento não linear é necessário 

averiguar se esta apresenta comportamento estocástico ou caótico. O teste BDS, 

apresentado em Brock (1987) é utilizado neste trabalho para determinar a adequação 

da série a modelos lineares e para detectar comportamento caótico no sistema é 

calculada a dimensão de imersão das séries e após isto o expoente máximo de 

Lyapunov, conforme descrito em Kantz (2004) capítulo 5, sendo o sistema caótico 

quando o expoente máximo de Lyapunov é maior que 0 (zero). 

 

2.3 Não linearidade, previsibilidade e caos em séries financeiras 

 

Gomes (2010), confronta as teorias da Hipótese dos Mercados Eficientes 

(HME) – representados pelos modelos CAPM e GARCH – com a teoria da existência 

de Caos Determinístico no comportamento do preço de ativos no mercado financeiro. 

Sendo a HME com processos estocásticos e a teoria do caos que os mercados são 

não eficientes, não lineares e previsíveis a curto prazo, caracterizados por um sistema 

determinístico caótico. 

Para confrontar a hipótese dos mercados eficientes, Gomes (2010) 

apresenta o estudo de Day e Huang (1990)* que considera que apesar de 

determinístico o comportamento do mercado gera flutuações “estocásticas” e 
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mudanças aleatórias entre bull (aumento do preço das ações) e bear (queda no preço 

das ações), chegando à conclusão que a negação da HME parece ser mais forte em 

países emergentes e que há vários estudos demonstrando padrões caóticos e outros 

demonstram processos estocásticos no mercado financeiro, não  sendo possível 

afirmar quais das duas categorias apresentadas estão corretas.  

Velásquez (2010) se propõe a tratar o estudo dos mercados financeiros sob 

a perspectiva da Teoria do Caos e da Ciência dos Fractais para melhor entender seu 

comportamento e para isso é necessário utilizar estatística dos fractais no lugar da 

estatística gaussiana, concluindo em seu trabalho que a teoria do caos pode modelar 

melhor o mercado financeiro (não sendo necessário justificar equilíbrio, racionalidade 

e linearidade) do que a teoria neoclássica, principalmente no que diz respeito ao 

gerenciamento de risco. 

Dentro do estudo da ciência dos fractais, Mandelbrot (1997) propôs o 

modelo Fractional Brownian Motion (FBM), com a investigação de Mandelbrot sobre 

os mercados de capitais foi possível  saber que os preços neste mercado podem 

mudar de uma maneira diferente da proposta no modelo random walk, além disto para 

substituir  a suposição de distribuição normal ou gausiana em análise de finanças, 

Mandelbrot em trabalhos anteriores propôs a hipótese do Pareto Estável que 

conseguiu produzir valores de medidas de risco mais acuradas que suposições de 

distribuições normais (VELÁSQUEZ, 2010). 

França (2015), através da análise das séries históricas das taxas de câmbio 

(Euro-Dolar, Libra-Dolar, Dolar-Yuan e Dolar-Real) obtidas da base de dados do 

Federal Reserve e com o uso do software MatLab, calculou os retornos diários das 

séries, com estes dados utilizou-se a Informação da Média Mútua e dos Falsos 

Vizinhos Globais para estimar a defasagem (t) e a dimensão (d), com estes valores 

os expoentes máximos de Lyapunov foram calculados pelos algoritmos do software 

MatLab. Em nenhuma série foi encontrado valores positivos dos expoentes máximos 

de Lyapunov, não sendo possível inferir a presença de caos. 

Lopes (2016) investiga se existe a presença de não-linearidade ou caos 

nos ciclos econômicos no Brasil entre 1947 e 2012. Para o teste de não linearidade 

versus linearidade, Lopes (2016) verifica a independência dos resíduos de modelos 

autorregressivos adequados e para testar as hipóteses de não linearidade e caos nas 

séries, Lopes (2016) utilizou estatística BDS para analisar a hipótese de erros iid 

advindos de modelos lineares e não lineares do tipo markoviano com dois regimes, 
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concluindo que há fortes evidências para a rejeição das especificações lineares e  não 

encontra evidências que suportem à possibilidade de caos no principal agregado 

macroeconômico brasileiro. 

Chu (2003) utiliza o teste BDS para avaliar se as séries compostas dos log-

retornos do mercado de câmbio Shanghai e Shenzhen são gerados por sistemas de 

dinâmica não linear, encontrando comportamento caótico nas séries. Para o autor, a 

existência de comportamento caótico pode ser detectado pelas seguintes indicações: 

1) com o comportamento caótico, haverá existência de estranhos atratores 

caracterizado pela forma fractal, 2) o processo caótico não é aleatório, mas 

independente e identicamente distribuído (i.i.d.), 3) o processo caótico é um processo 

não-linear, 4) o processo caótico é um processo determinista que manterá sua 

dimensão quando é colocado em uma maior dimensão de imersão e 5) o processo 

caótico é sensível às condições iniciais. 

Bosque (2014) investiga se o modelo TAR, utilizado para aproximar 

funções não lineares gerais para uma função linear por partes, se adequa aos dados 

financeiros referentes às cotações diárias do dólar comercial em relação ao real entre 

02/01/1995 e 01/07/2014. Para deixar a série com caráter estacionário, Bosque (2014) 

utiliza os log-retornos da série original e aplica o teste Keenan, chegando à conclusão 

que os log-retornos da série original seguem um processo não linear, os dados 

mostraram que os log-retornos da série analisada não se ajustam ao modelo TAR, 

não sendo possível tratar a série em questão que se mostrou não linear, como uma 

função linear por partes. 

Carvalho (2011), busca a resposta de algumas perguntas em relação as 

séries financeiras (DJIA, SP500, IBOV, PETO, PETH, PTEL, PETC), entre elas se o 

preço e o retorno das séries são completamente imprevisíveis como em um passeio 

aleatório ou se existe alguma estrutura determinística que possa ser identificada, além 

disto se é possível classificar as séries lineares ou não lineares. De acordo com o 

resultado obtido no teste BDS, Carvalho (2011) rejeita a hipótese de independência 

das séries, pois o teste mostra que há algum determinismo nos dados em todas as 

séries estudadas e que a dinâmica dos dados não foi capturada pelo modelo linear 

AR, mas que há pequena dependência linear nos dados. 

Bueno (2002) pesquisa se há indícios de caos determinístico na evolução 

do IBOVESPA entre os anos de 1978 e 2000, obtendo evidências de caos 

determinístico no mercado de ações brasileiro na década de 1990. Erbano (2004) 
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busca a existência de componente determinístico no comportamento dos preços das 

ações da Bolsa de Valores de São Paulo (Bovespa) e em outros índices amplos como 

Ibovespa e IBX, com isto podendo verificar se a HME é válida para o mercado de 

ações brasileiro, chegando à conclusão que para as séries estudadas satisfaz a 

hipótese dos mercados eficientes na sua versão "fraca", ou seja, não é possível com 

base na observação dos dados passados prever o comportamento no futuro. 
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3 METODOLOGIA 

 

Para investigar a evidência de não linearidade e caos no mercado 

financeiro nas taxas de retorno nominal diário de 30 de março de 2009 a 31 de 

dezembro de 2013 das séries dos países: Índia, Alemanha, Estados unidos, Brasil, 

Austrália, França, México, Reino Unido, Canadá e Rússia fornecida pela Bloomberg é 

utilizado o software RStudio para 1) através do algoritmo proposto por Cao (1997) 

calcular a dimensão mínima da série, 2) realizar o teste BDS de Brock, Dechert e 

Scheinkman (BROCK, 1987) para detectar se as séries são não-lineares e 3) calcular 

os expoentes máximos de Lyapunov para detectar a presença de caos nas séries 

através do algoritmo proposto por Rosenstein (1993). 

O teste BDS foi desenvolvido por Brock, Dechert e Scheinkman (1987). De 

acordo com Chu (2003), o teste BDS é uma poderosa ferramenta para detectar 

dependência serial em séries de tempo, sendo a hipótese nula de que os dados são 

independentes e identicamente distribuídos. Caso a hipótese nula seja negada, isto 

implica que os dados não são iid e deve existir alguma dependência serial, se a 

dependência linear foi removida (uso do método tradicional ARIMA ou através da 

primeira diferença do logaritmo natural), então a dependência serial é não linear. 

Lopes (2016) também relata que para o teste de não linearidade versus linearidade, 

verifica-se a independência dos resíduos dos modelos autoregressivos adequados. 

Temos uma breve descrição do teste BDS dado por Costa (2001): seja 

{𝑌𝑡, 𝑡 = 1, 2, 3, … , 𝑇} uma série temporal e 𝑌𝑚
𝑡 = 𝑌𝑡, 𝑌𝑡−1, 𝑌𝑡−2, … , 𝑌𝑡−𝑚+1 um ponto no 

espaço euclidiano a m dimensões. A integral de correlação que mede o quociente 

entre os pares de pontos (〖((𝑌〗𝑚)𝑡, 〖(𝑌〗𝑚)𝑠) cuja distância, é formada entre os pontos 

é menor que б, e o número total 𝑇2 de pares (〖((𝑌〗𝑚)𝑡, 〖(𝑌〗𝑚)𝑠) é definida como: 

 

𝐶𝑚(𝛿) = [#{(𝑡, 𝑠), 0 < 𝑡 < 𝑇, 0 < 𝑠 < 𝑇: | 𝑦𝑡−𝑖 − 𝑦𝑠−𝑖| <  𝛿}/𝑇2]𝑖=0,…,𝑚−1
𝑚𝑎𝑥

𝑇→∞
𝑝𝑙𝑖𝑚

 

 

O conceito de distância utilizado é o de máxima norma e não a distância 

euclidiana. Se {𝑌𝑡} é iid então  𝐶𝑚 (б) = [𝐶1 (б)]𝑚. Sob hipótese nula desta validade 

(iid) o teste BDS tem uma distribuição assintótica normal. 

Kantz (2004) restringe a explicação ao mais importante expoente de 

Lyapunov, o máximo de Lyapunov. Seja sn1 e sn2 no espaço de fase com distância 

||𝑠𝑛1 − 𝑠𝑛2|| = 𝑋0 ≪ 1. Denotando 𝑋∆𝑛 a distância em algum tempo ∆𝑛 a frente entre 
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estas duas trajetórias emergindo desses pontos 𝑋∆𝑛 = ||𝑠𝑛1 − 𝑠𝑛2+ ∆𝑛||. Então 𝛾 é 

determinado por: 

 

𝑋∆𝑛 ≅ 𝑋0𝑒𝛾∆𝑛, 𝑋∆𝑛 ≪ 1,∆𝑛𝑚 ≫ 1 

 

Se 𝛾 é positivo, isto significa uma divergência exponencial de trajetórias 

muito próximas e caos. Para interpretar os gráficos devemos entender que a 

estimação da dimensão de imersão mínima, como proposto em Cao (1997) é 

calculada em termos das funções E1(d) e E2(d) que são duas funções onde d é a 

dimensão utilizada. E1(d) para de mudar quando d é maior ou igual a dimensão de 

imersão, ficando próximo de 1. Para sinais determinísticos E2(d) é diferente de 1 e 

para sinais estocásticos E2(d) é aproximadamente 1 para todos os valores. 
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4 RESULTADOS 

 

Conforme demonstrado no Anexo C, a hipótese de série linear foi 

descartada para todas as séries analisadas, contudo, conforme Chu (2003), pode 

indicar se uma série é linear ou não, mas não pode determinar se esta é uma série 

caótica não linear determinística ou não linear estocástica. 

Diante do resultado que todas as séries são não lineares, é necessário 

determinar se estas são caóticas ou estocásticas. As dimensões encontradas 

utilizando a metodologia descrita e os gráficos gerados mostram que todas as séries 

se comportam estocasticamente, conforme podemos perceber a seguir: 

 

Gráfico 1 – Dimensão de Imersão Mínima – Mapa de Henon 

 
Fonte: Elaboração do autor 

 

Gráfico 2 – Dimensão de Imersão Mínima – Equação de Lorenz 

 
Fonte: Elaboração do autor 
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Gráfico 3 – Dimensão de Imersão Mínima – Série Randômica 

 
Fonte: Elaboração do autor 

 

Com o uso do software R, foram geradas 3 séries, sendo 2 caóticas 

representadas pelo mapa de henon (Anexo A) e o atrator de lorenz (Anexo B) e 1 série 

aleatória com uma sequência de 1000 números reais de 6 casas decimais entre 1 e 

5. Para mais detalhamentos sobre mapa de henon ou atrator de lorenz consultar 

Thielo (2000).  

Os gráficos 1 e 2 foram gerados a partir das séries geradoras do mapa de 

henon e do atrator de lorenz respectivamente e o gráfico 3 a partir da série aleatória 

apresentada. O intuito é servir de comparação e entendimento com os gráficos 

gerados pelas séries objeto de estudo deste trabalho. 

Como já sabemos pela estatística BDS (Anexo C) que todas as séries são 

não lineares nos resta saber se estas são melhor representadas por modelos caóticos 

determinísticos ou estocásticos. 

Com o uso do software R, podemos calcular a dimensão de imersão mínima 

das séries pelo método proposto por Cao (1997) e além de ter o retorno da função 

com a dimensão de imersão calculada é possível apresentar na tela os gráficos da 

evolução dos valores de E1(d) e E2(d) ao longo das dimensões testadas para se 

encontrar a dimensão de imersão mínima. Para determinar comportamento caótico, 

utilizaremos o cálculo do expoente máximo de Lyapunov, mas a partir dos gráficos 

gerados pela função que calcula a imersão mínima já podemos chegar a conclusões 

muito importantes no estudo de séries temporais. 

Como podemos perceber nos gráficos 1 e 2 das séries caóticas, E2(d) está 

bem distante dos limites de 1, representado pelas linhas verdes, representando sinais 
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determinísticos e na série sabidamente estocástica os valores de E2(d) ficam bem 

próximos dos limites de 1, com pequenas flutuações além disto nas séries 

estocásticas E1(d) se aproxima de 1 quando d se aproxima da dimensão de imersão 

mínima da série conforme podemos verificar no gráfico 3. 

 

Gráfico 4 – Dimensão de Imersão Mínima – Índia 

  
Fonte: Elaboração do autor 

 

Gráfico 5 – Dimensão de Imersão Mínima – Alemanha 

 
Fonte: Elaboração do autor 
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Gráfico 6 – Dimensão de Imersão Mínima – Estados Unidos 

 
Fonte: Elaboração do autor 

 

Gráfico 7 – Dimensão de Imersão Mínima – Brasil 

 
Fonte: Elaboração do autor 
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Gráfico 8 – Dimensão de Imersão Mínima – Austrália 

 
Fonte: Elaboração do autor 

 

Gráfico 9 – Dimensão de Imersão Mínima – França 

 
Fonte: Elaboração do autor 
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Gráfico 10 – Dimensão de Imersão Mínima – México 

 
Fonte: Elaboração do autor 

 

Gráfico 11 – Dimensão de Imersão Mínima – Reino Unido 

 
Fonte: Elaboração do autor 
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Gráfico 12 – Dimensão de Imersão Mínima – Canadá 

 
Fonte: Elaboração do autor 

 

Gráfico 13 – Dimensão de Imersão Mínima – Rússia 

 
Fonte: Elaboração do autor 

 

Como podemos perceber todos os gráficos apresentam comportamento de 

série estocástica, permanecendo E2(d) próximo de 1 (dos limites das linhas verde) 

relativamente uniforme em todas as dimensões em todas as séries e E1(d) se 

estabilizando próximo de 1 quando valor de d é o valor do cálculo da imersão mínima 

encontrada com o uso do Software R, sendo d = 10 (Índia), d = 11 (Alemanha), d = 10 
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(EUA), d = 9 (Brasil), d = 11 (Austrália), d = 11 (França), d = 11 (México), d = 10 (Reino 

Unido), d = 11 (Rússia). 

   

Tabela 1 – Expoentes Máximos de Lyapunov 

País Dimensão Expoente de Lyapunov 

Índia 10 0 
Alemanha 11 0 
Estados unidos 10 0 
Brasil 09 0 
Austrália 11 0 
França 11 0 
México 11 0 
Reino Unido 10 0 
Canadá 11 0 
Rússia 11 0 

Fonte: Elaboração do autor 

 

Os máximos expoentes de Lyapunov encontrados pelo software R que 

utiliza o algoritmo proposto por Rosenstein (1993) foram zero para todas as séries, 

indicando que não há comportamento caótico, que seria observado caso a série 

apresentasse valor maior que zero. Após a realização do teste BDS que retornou p-

valor = 0 para todas as séries a partir da dimensão de imersão mínima (Anexo A), 

após a análise dos gráficos apresentados na seção 4 e do cálculo dos expoentes de 

Lyapunov, não foi verificado comportamento caótico nas séries apresentadas e que 

estas são não-lineares e estocásticas. 
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5 CONCLUSÃO 

 

Como dito anteriormente o objetivo principal deste trabalho é investigar a 

evidência de não linearidade e caos no mercado financeiro, tendo como objeto de 

análise a taxa de retorno nominal diário de 30 de março de 2009 a 31 de dezembro 

de 2013 da Bloomberg dos seguintes países e índices: Índia - CNX Finance, Alemanha 

- Dax All banks, Estados Unidos - kbw bank, Brasil - IFNC, Austrália - asx 200 

financials, França - cac financials, México - BMV, Reino Unido - nmx8350, Canadá - 

TSX financials e Rússia - Moscow Exchange Financials, para isto foi: 1) utilizado o 

teste BDS e verificado que para todas as séries são não lineares; 2) calculado a 

dimensão de imersão mínima de cada série çe por fim calculado o expoente máximo 

de Lyapunov. 

Conforme apresentado, o expoente máximo de Lyapunov resultou em 0 

(zero) para todas as séries, concluindo-se que estas séries analisadas possuem 

comportamento não linear e aleatório, não sendo possível detectar caos no período 

analisado. Com isto, espera-se que estes resultados sirvam de material teórico para 

futuras pesquisas sobre apreçamento de ativos que envolvam o mercado financeiros 

dos países tratados na base de dados deste trabalho. 
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ANEXOS 

 

ANEXO A – MAPA HENON 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



35 

 

ANEXO B – ATRATOR DE LORENZ 
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ANEXO C - RESULTADOS ESTATÍSTICA BDS 
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