UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

A ConsTrRUCA0 DO Espaco DE MoDULI DE
CuUrvas PONTUADAS COM O SEMIGRUPO DE

WEIERSTRASS SIMETRICO ATRAVES DO METODO

DE STOHR - O CAso TRIGONAL

FRANCISCO REGIS VIEIRA ALVES

FORTALEZA-CE
Fevereiro de 2003



FRANCISCO REGIS VIEIRA ALVES

A ConsTrRUCAO DO Espaco DE MoODULI DE
Curvas PONTUADAS COM O SEMIGRUPO DE

WEIERSTRASS SIMETRICO ATRAVES DO METODO

DE STOHR - O CAso TRIGONAL

OrienTADOR: FRANCISCO LUIS ROCHA PIMENTEL

FORTALEZA-CE DE 2003



|
|

e

Dedico esta monografia ao meu pai.

"I have seen every curve once. ”
David Mumford
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Introducao

Um problema classico em Geometria Algébrica é a construcdo do espago de moduli para
determinada classe de variedades algébricas. Um caso importante desse problema é aquele
onde temos curvas pontuadas, suaves e irredutiveis com seqiiéncia de lacunas de Weierstrass
prescrita 61,4, .. €.

Dada uma curva algébrica C de género g, o teorema de Riemman-Roch para curvas
algébricas faz corresponder a cada ponto P € C um semigrupo numérico, chamado o semi-
grupo de Weierstrass das ordens dos p6los das fung¢des racionais sobre C regulares fora de
| 4

Stohr propde em [11], adaptando as idéias de Mumford e usando o instrumental desen-
volvido por Petri, o seguinte problema: descrever os pares (C, P) de curvas pontuadas de
género de g, cuja sequéncia de lacunas ¢,¢,,...,f, em P seja tal que {; = 2¢ — 1 (0 caso
simétrico). Ele obtém que a subvariedade correspondente as curvas ndo-singulares constitui
um aberto no espago de moduli, tendo sua fronteira formada por classes de isomorfismos
de curvas singulares de Gorenstein monomiais irredutiveis.

Resumidamente, seu método consiste em explicitar o ideal de uma curva C de género g
mergulhada pelo morfismo canénico em ]Pf_1 que possua um semigrupo numérico simétrico
N e, a posterior construcgdo explicita do espaco moduli para o caso das ndo trigonais, isto é,
comty, =2¢—-1edlz=3.

O objetivo dessa monografia é tentar adaptar as técnicas algoritmicas criadas por Stohr,
para o caso das curvas irredutiveis projetivas Gorenstein com semigrupo simétrico e
trigonal(¢; > 3), através da verificacio de alguns exemplos concretos.

Este trabalho consta dos capitulos descritos a seguir.

No capitulo 1, assumindo C uma curva irredutivel, projetiva Gorenstein e nao hipe-
reliptica, identificamos tais curvas com sua imagem pelo mergulho candénico em ]P;‘f_1 e
explicitamos bases monomiais para o espaco das diferenciais holomorfas de ordem n.

No capitulo 2, explicitamos o ideal canénico da curva C através da obtengdo das bases
de Grobner e, assim, obtemos as equagdes explicitas para o espago moduli para as curvas
candnicas irredutiveis pontuadas com este semigrupo prescrito.

No capitulo 3, analisaremos exemplos, com a utilizagdo do método adotado, de construgao
do espago moduli para curvas irredutiveis, ndo singulares, projetivas Gorenstein, no caso
trigonal.



Capitulo 1

“ Ah! je ne sais pas, disons que ce qui m’a interessé en mathematiques
ce sont surtout des proprietés assez générales, plus que I'étude de struc-
tures spécifiques...mais quand méme pas avec l'esprit systématique de
GROTHENDIECK par exemple”( Thonn,R. 2001)

1.1 Notacao

Apresentamos abaixo um resumo da notagao que serd utilizada neste trabalho.

D = ) npP divisor sobre a curva C.
PeC

OcD feixe definido sobre C associado ao divisor D.
H(C,Oc(D)) secdes globais do feixe OcD.
ID| conjunto dos divisores positivos linearmente equivalentes a D.
K,W divisores candnicos sobre a curva C.
IK| sistema linear candnico.
¢p aplicagdo regular associada ao sistema linear completo |D|.
¢x morfismo associado ao sistema linear canonico livre de pontos de base.
Co curva singular Gorenstein chamada de “curva monomial candénica”.
9p(C) conjunto das fungdes racionais em C definidas em P.

QF(D) conjunto das diferenciais de ordem n cujos divisores sobre a curva C sao efetivos.



CAPITULO 1. 6

1.2 Mergulho Canénico

Seja C uma curva nao-singular, completa, irredutivel, de género aritmético g, ndo hiper-
eliptica definida, sobre um corpo algebricamente fechado k, e seja P um ponto de C.

Inicialmente, para cada divisor D sobre esta curva C , seu feixe OcD é definido por
I'(U,0c(D)) := {f € k(C)| para todo P € U, temos Ord,(f) > —np}, para cada aberto U
pertencente a C. Observemos que I'(C, Oc(D)) = H°(C,Oc(D)) = {f € K(C)|Div(f)+D > 0} é o
espago vetorial sobre K das fungées f € K(C) tais que Div(f) + D > 0 ou f = 0. Denotaremos
por h°(Oc(D)) a dimensdo deste espaco e seja §(D) = Dim(Qc(D)), o indice de D.

Seja K um divisor candnico sobre C, digamos K = Div(w). Através da aplicagao linear
@ : H°(C,Oc(W - D)) - Q,t(D) tal que @(f) = fw, que é um isomorfismo, é facil ver que
6(D) = h%(Oc(W - D)).

Dado agora um divisor D = }_ npP o suporte de D é o conjunto denotado por Sup.(D) =

PeC
{P € Clnp # 0}.

Defini¢ao 1.2.1 Uma aplicagio ¢ : C —> P" é regular em um ponto P € C se existem fungdes
regulares fo, ..., f, definidas sobre uma vizinhanga V de P em C, nem todas zero em P, tais que
O(x) = [fo(x) : -+ : fu(x)] para todo x € V. A aplicagio ¢ é regular se ela é reqular em todos os pontos
de C.

Definicdo 1.2.2 Seja D um divisor sobre C. Dizemos que P € C é ponto de base do sistema linear
completo |D| se P € Sup.E para todo E € |D|. Se |D| ndo tem pontos de base, dizemos que |D| é livre de
pontos de base. Neste caso, podenmos associar a |D) uma aplicacio regular ¢p : C — P", tomando uma
base {so, . ..,sn} para o sistema linear D e escrevendo ¢p(x) = [So(x) : - -+ : s(x)], onde n = Dim|D|.

Observamos que diferentes bases produzem aplicagdes que podem ser transformadas
uma na outra por meio de automorfismo do P”.

Proposig¢ao 1.2.1 Se D é um divisor sobre C, entdo |D| é livre de pontos de base se e somente se
Dim|D - P| = Dim|D| — 1, para todo P € C.

Prova:

Mostraremos inicialmente que 0 < Dim|D| — Dim|D — P| < 1. Para isso, sejam { um
parametro local de O¢p (anel local de C em P) e mp, o coeficiente de Pem D’, onde D = D’ +P.
Consideremos a aplicagao ¢ : H(C,Oc(D’ + P)) — K definida por ¢(f) = (t"**1f)(P). Como
Ordp(f) > —mp — 1 segue-se que ¢ estd bem definida e claramente é linear. Além disso,

P(f) =0 & ("1 f)(P) = 0 & Ordp(t"*1 f) 2 1 & Ordp(f) = —mp & f € H(C,Oc(D")).

Portanto, temos Ker(p) = H°(C,Oc(D’)). Assim, pelo teorema do nticleo e da imagem
obtemos h°(Oc(D’ + P)) = h%(Oc(D’)) + Dim[Im(p)] < h°(Oc(D’)) + 1, donde concluimos que
H(Oc(D’ + P)) = h°(Oc(D")) < 1
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Dado agora P € Cseja ¢ : D — P| — |D), definida por i(E) = E + P, para todoE € |D - P|.
Claramente ¢ estd bem definida e é injetiva. Portanto Dim|D| = Dim|D — P| se, e s se, temos
que @ é sobrejetiva. Mas isso é equivalente a P € Sup.D’ para todo D’ € |D|, ou seja, P é um
ponto de base de |D|. #

Lema1.2.1 Seja D = ), npP um divisor sobre C tal que |D| é livre de pontos de base. Dado P € C
PeC

existe uma base {fy, ..., f.} para HO(C,Oc(D)) tal que Ordp(fo) = —np e Ordp(f;) > —np para todo
1>1

Prova:

Como |D] é livre de pontos de base temos Dim|D — P| = Dim|D| — 1, isto é, temos que
h°(Oc(D)) — 1 = h%(Oc(D - P)). Tomemos uma base {f;, ..., f,} para H°(C,Oc(D — P)) e seja
fo € HC,Oc(D))\H(C,Oc(D — P)). Assim {fy, ..., fu} é uma base para H°(C,Oc(D)) tal que
fi € H%(C,Oc(D - P)) para todo i > 1. Portanto Ordp(f;) > —np + 1 > —np para qualqueri > 1,
e Ordp(fo) = —np. L4

Lema 1.2.2 Seja D um divisor tal que |D| é livre de pontos de base. Fixe dois pontos distintos
P,Q € C. Entdo ¢p(P) = ¢p(Q) se e sé se Dim|D — P — Q| = Dim|D — P| = Dim|D — Q)|. Portanto,
¢ é injetiva se e somente se Dim|D — P — Q| = Dim|D| — 2 para quaisquer P,Q € C, distintos.

Prova:

Desde que mudar a base de H°(C, Oc(D)) fornece uma mudanga linear de coordenadas
para a aplicagdo ¢p, podemos certamente verificar se ¢pp(P) = ¢p(Q) usando qualquer base.
Podemos considerar em H°(C,O¢(D)) a base obtida no lema anterior. Com esta base, devido
ao fato de Ordp(fy) < Ordp(f;) paratodoi > 1, temos ¢p(P) =(1:0:0:...:0). Assim, segue-
se que ¢p(Q) = ¢p(P) se e somente se pp(Q) = (1 : 0: 0 : ... : 0). Ou, equivalentemente,
temos Ordg(fo) < Ordp(f;) para todo i > 1. Por outro lado, temos que Ordg(fy) > —ngp. E se
tivéssemos Ordg(fy) > —ng, entdo Q seria um ponto de base de |D|, o que é absurdo.

Portanto, temos ¢p(Q) = ¢p(P) se e somente se Ordp(fo) = —ng e Ordg(f;) > —ng para
todo i > 1. Isso equivale a dizer que {fj, ..., fu} € base para H°(C,Oc(D — Q)). Logo, temos
que ¢p(Q) = ¢p(P) se e somente se H°(C,Oc(D — P)) = H*(C,Oc(D - Q)).

Em outras palavras, temos ¢p(P) = ¢p(Q) se e somente se toda funcdo f € H°(C,Oc(D))
satisfazendo Ordp(f) > —np também satisfaz Ordg(f) > —np. Logo temos a seguinte inclusdo
HO(C,Oc(D - P)) ¢ H*C,Oc(D — P - Q)), pois P # Q. Entdo temos

H'(C,Oc(D ~ P - Q)) = H*(C,0c(D - P)) = H*(C,0c(D - Q))-
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O fato de ¢p ser injetiva ainda ndo é suficiente para termos C regularmente mergu-
lhada(isto €, ¢p € um mergulho regular injetivo) em P}. Para um contra-exemplo veja
[4] pdg.162. O que é necessdrio e suficiente é que se escolhermos uma base {fy, f1,..., fal
para H°(C,Oc(D)) usando as coordenadas de ¢p, onde Ordp(fy) = —np e Ordp(f) >
Ordp(fo), para todo i > 1, entdo requeremos que pelo menos uma das f;’s com 7 > 1, satisfaca
Ordp(f;) = —np + 1. Isto fard com que, ap6és multiplicarmos por t"» onde t é um parametro
local em P, a primeira coordenada néo se anule e pelo menos uma das outras coordenadas
tenha um zero simples em P. Esta condigdo permitird concluirmos que ¢p(C) é uma curva

. ; - &
ndo-singular (essencialmente — serd um parametro local em ¢p(P) para ¢p(C)).
0
Pela discussdo acima, se ¢p € injetiva, entdo ¢p serd um mergulho se e somente se

existe f € HY(C,Oc(D - P)) tal que f ¢ H°(C,Oc(D —2P)). Ou seja, se e somente se temos
Dim|D — 2P| = Dim|D — P| - 1 = Dim|D| - 2.

Definicdo 1.2.3 Dizemos que um divisor D sobre C é muito amplo se |D| é livre de pontos de base e
¢p é um mergulho, isto é, ¢p € injetiva e pp(C) é ndo-singular, ou ainda, Gpp é um isomorfismo sobre
sua imagem.

Sabemos que C ¢é hipereliptica se, e somente se, possui um sistema linear de dimenséo 1
e grau 2. Usando a notagdo cléssica temos g, significando um sistema linear de dimensao r
e graud. No caso em que ¢ hipereliptica denotamos g;. No nosso caso em que C é trigonal,
isto é, existe uma fungdo racional em C com grau igual a 3, dito de outro modo, C é um
recobrimento ramificado de grau 3 de IP?, denotaremos por g3.

Proposi¢ao 1.2.2 Se D é um divisor sobre C , entdo temos que D é muito amplo se, e somente se,
Dim|D — P — Q| = Dim|D| - 2, para quaisquer P,Q € C (possivelmente P = Q).

Proposicao 1.2.3 O sistema linear candnico |K| é livre de pontos de base.

Prova:

Pela proposicdo 1.2.1, basta provarmos que Dim|K — P| = Dim|K| — 1, paratodo P € C.
Ora, temos Dim|K| = h°(Oc(K)) — 1 = g — 1 e, por outro lado, como C néo é racional (g # 0)
temos Dim|P| = 0, para todo P € C. Assim, por Riemann-Roch, temos i°(Oc(K — P)) = g -1,
donde Dim|K — P| = g — 2 = Dim|K| — 1 como querfamos demonstrar. [ |

Proposicao 1.2.4 O sistema linear candnico |K| é muito amplo se e somente se C é ndo-hipereliptica.

Prova:

Pela proposigdo 1.2.2, sabemos que |K| é muito amplo se, e somente se, ocorre a seguinte
igualdade Dim|K—P-Q)| = Dim|K|-2, para quaisquer P, Q € C, é suficiente que verifiquemos
esta igualdade. Como Dim|K| = g—1 e por Riemann-Roch Dim|K—-P—-Q| = g—3+Dim|P+Q),
devemos analisar a possibilidade de Dim|P + Q| = 1. Se C é hipereliptica, seja |D| o seu g%.
Assim se P + Q € |D|, entdo Dim|P + Q| = 1. Reciprocamente, se existem P,Q € C tais que
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DimIP + Q| > 0, entdo Dim|P + Q| = 1, pois Dim|P| = 0 (C ndo é racional). Assim P + Q é um
g3 e C é hipereliptica. L]
No caso em que |[K| é muito amplo o morfismo associado é denotado por ¢k : C — P81,

Definigdo 1.2.4 Se C é ndo-hipereliptica de género g > 3, 0 mergulho ¢ : C — P81 determinado
pelo sistema linear candnico |K| é dito mergulho candnico de C. E sua imagem, chamada modelo
candnico de C, é uma curva de grau 2g — 2 em ]Pf_l.

1.3 Diferenciais de Ordens Superiores

Novamente, até o final do capitulo 1, em sintonia com o método de Stohr, nosso principal
objetivo serd explicitar bases monomiais para o espaco das diferenciais holomorfas de ordem
n.

Definicdo 1.3.1 Uma diferencial de ordem n em C é uma expressdo da forma p = wy ... wy, onde
wy, ..., Wy sdo diferenciais sobre C.

De forma semelhante ao caso das diferenciais sobre C, podemos definir a ordem em P
das diferenciais de ordem n. Seja u uma diferencial de ordem n, ndo-nula y = w; ... w, # 0,
e seja P € C. N6s definimos a ordem de y em P, indicada por Ordp(u), como segue. Escolha
um parametro local t em 9p(C), e escreva u = fi ... fu(dt)", onde w; = fidt. Definimos Ordp(u)
como Ordp(f; ... fn). A boa definicdo desta ordem decorre analogamente da boa definicdo
da ordem definida das diferenciais de ordem 1 sobre C, isto é, do fato de que, se f pertence
a 9p(C) entdo df /dt € 9p(C) (cf. [F], cap.8, pardgrafo 4, proposigao 7).

O conjunto das diferenciais de ordem n sobre C é um espago vetorial sobre k e serd
denotado por (Q}(K(C)) ou por apenas Q". E claro que as diferenciais de ordem 1 sobre C
sdo as d1ferenc1als sobre C, isto ¢, Q' = Q(K). Podemos definir o divisor Div(u) de um
diferencial u de ordem n por Div(u) = Z Ordp(u)P. A existéncia destes divisores decorre da

PeC

existéncia dos divisores Div(w;) (cf. [2], cap.8, pardgrafo 5).

As diferenciais de ordem n cujos divisores sdo efetivos (ou positivos) terdo um papel
importante e serdo particularizadas agora. Seja D um divisor qualquer sobre C, defina
Q7 (D) como sendo {u € Q"|Div(u) > D}. Este € um subespago de Q" sobre k.

Definicdo 1.3.2 As diferenciais de ().(0) sdo chamadas de diferenciais regulares de ordem n sobre C,
ou diferenciais holomorfas de ordem n.

Se W é um divisor canonico sobre C entdo o h°(Oc(nW — D)) pode ser interpretado em
termos das diferenciais de ordem 7.

Proposicio 1.3.1 A dimensdo de (D) é igual a dimensio de H°(Oc(nW — D)).
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Prova:
Seja w uma diferencial sobre C tal que W = Div(w), e seja C a aplicagdo

C: H(C,Oc(nW - D)) - QL(D)

por C(f) = f(w)".

Naturalmente, f(w)" é uma diferencial de ordem n. A aplicagdo C estd bem definida, é
claramente k-linear em f e é injetora. Vejamos: se f € H°(C, Oc(nW — D)) entdo Div(f) +nW —
D > 0 e logo Div(f(w)") = Div(f) + nDiv(w) = Div(f) + nW > D.

Para ver que C é sobrejetora, nés notamos que se u = h(dt)" € (D), e w = gdt, entao
f =h/g" é uma fungao racional em H°(C,Oc(nW — D)) que estéd globalmente ((f) = p.

[
Coroldrio 1.3.1 Sen > 2 entdo Dim(€2/(0)) = 2n - 1)(g - 1)
Prova:
Pelo Teorema de Riemann-Roch temos:
h°(C,Oc(nW —0)) = deg(nW)—g+1+h°(C,Oc(W —nW))
= n(2g-2)-g+1+Hh(CO0c((1-nW))
= 2¢gn—-2n—-g+1+0
= 2n-1)(g-1)
e segue-se deimediato a afirmacgéo. [ ]

1.4 Semigrupos de Weierstrass

Denotamos por N o semigrupo de Weierstrass de (C,P), isto é, o semigrupo aditivo das
ordens de p6los das fung¢des racionais em C que sao holomorfas fora de P. Os elementos do
conjunto L = IN — N sdo g nimeros 1 = ¢; < £, < ... < {,;, chamados lacunas de Weierstrass
de (C,P), e os elementos de N = {0 = ny < n; < np < ...} sdo chamados ndo-lacunas de (C,P).
Pelo teorema de Riemann-Roch [3] [6] existem diferenciais holomorfas we,, we,, . .., we, em C
cujas P-ordens sdo dadas por ¢; — 1,6, — 1,...,€, — 1, respectivamente. Elas sdo a chamada
base P-hermitiana do espago Q}( (0) das diferenciais holomorfas em C.

N6s assumiremos que a tiltima lacuna possui o0 méximo valor,a saber, 2¢ — 1, ou equiva-
lentemente, que o semigrupo N é simétrico no sentido de que um inteiro n pertence a N se, e
somente se, £, — n ndo pertence a N, isto é,

ti=2¢—1-ng; paracada i=1,...,8. (1.1)
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Assim, paracada P € C,se {{y, ..., {;} é asequéncia de lacunas de C em P, o complementar
N(P) de {, ..., £;} em IN é um semigrupo. Aos pontos de Weierstrass correspondem semi-
grupos numéricos ndo triviais, isto é, distintos do complementar de {1,..., g}. Sendo assim
temos a seguinte definicdo:

Inversamente, seja N um semigrupo numérico de género g. Um problema interessante
¢ saber se existe uma curva C com género g que possua um ponto P tal que N(P) = N. No
caso em que 7 é trivial, isto ¢, N = IN\(1,..., g}, temos que qualquer curva de género g sobre
um corpo de caracteristicas zero realiza este semigrupo, pois tal curva possui apenas finitos
pontos de Weierstrass, e como sabemos para qualquer g inteiro positivo existe C ndo-singular
com género g.

Definicdo 1.4.1 Um semigrupo numérico N é representdvel quando existe uma curva C e um ponto
P em C tal que N(P) = N.

Vale a pena observar que existem semigrupos que ndo sao representdveis [8]. Neste
trabalho, restringiremo-nos aos semigrupos numéricos simétricos N (com ¢, = 2).

Veremos ainda no capitulo 2 que, dado um semigrupo numérico simétrico, ele pode
ser facilmente representado como um semigrupo de Weierstrass de uma curva singular
Gorenstein.

Tendo em vista que a soma de duas lacunas de um semigrupo de Weierstrass é muito
atil no estudo de bases do tipo monomial para o espago das formas diferenciais quadraticas
regulares, temos os seguintes resultados.

Teorema 1.4.1 Para cada inteiro positivo n, o conjunto de todas as somas de n lacunas do semigrupo
simétricoN = N\{ly,...,l}éL, = {n,n+1,...,(n-1)2g-1)-1} U{li+(n-1)(2g-1)i =1,..., g}
Em particular,

#L,=(2n-1)(g-1), Vn > 1.

Lema1.4.1 Se N é um semigrupo simétrico de género g tal que 2 ¢ N, entdo cada inteiro r,
2 <r<2g-2,¢éasomadeduas lacunas de N.

Prova:

Sejam L um conjunto de lacunas de N e s um inteiro tal que 2 < s < 2¢ —2. N6s queremos
achar uma particdo s = a5 + b; onde a,, b; € L, escolhendo bs 0 maior possivel. Seja [; a maior
lacuna de N menor ques, isto é, /; < s < l;;;. Fazendo i := s — [; n6s obtemos

1<i< lj+1 - l]' =MNg_j—Ng_j1 <m

como segue da simetria de (1.1). Se i < n; entdo a; = I; e bs = [;. Portanto n6s podemos assu-
mir que i = ny,isto é, s = [;;; = [; + ny. Desde que s < 2¢ —2n6s temos j < g —2(Ij,1 <2g-1)
e desde que ny_; = n; + ng_j_1 nés temos que g — j < 7 onde 7 é 0 maior inteiro tal que
n, = tny(este inteiro existe pois para s > g + 1 tem-se que n; = n,_; + 1.
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Além disso se nj,1 < nj+n; entdo njp < nj+ny < njq+ng e porindugdo ngy < 1k +n; para
todo k > j). E portanto isto s6 pode ocorrer se T > 2, e como N é simétrico temos7 < g—1e
estes dois fatos juntos implicam que 7 < g—1. Assim fazendo b = I;_,_; desde ques—1I;_.1 =
lisi=lg—r1 = nyy1—(g—j—1)n; é umalacuna.

Demonstracao:
Sejam m; < my < ... < m, uma seqiiéncia ndo-decrescente de n lacunas satisfazendo

my+my +...+m, =1+ (n— 1)l para algum inteiro positivo de . Entdo temos pela simetria
n-1

quel,—m; € Nparatodoi=1,...,1n, donde!élacuna pois caso contrdrio m; = [ + Y (lg—my)
i=1

pertenceria a N, o que é uma contradigéo.

Por outro lado, dado um inteirom € {n,n+1,...,(n—1)(2g—1) -1}, n6s podemos escrever
m—-n = (s—2)+i(2g—2)ondes € {2,...,2g-2}ei € {0,...,n—2},eassimm = (n—2—i)l; +s+il,.
Portanto n6s temos somente que saber que cada inteiro s € {2,...,2¢ — 2} é a soma de duas
lacunas, isto é satisfeito para qualquer semigrupo numérico simétrico com I/, = 2, pelo lema
anterior. [

Em particular determinando L, desta maneira vemos que dado um nteiros € {2,...,2¢-2}
ou, mais geralmente, um s qualquer em L,, nés temos uma parti¢do s = a; + b; onde a5 e by
sdo lacunas a; < b;. Em geral para obtermos a unicidade da parti¢do suporemos que b, é o
maior possivel.

1.5 Bases Monomiais

A partir do teorema 1.4.1 concluimos que se a curva C é ndo hipereliptica com semigrupo
de Weierstrass simétrico, entdo ela é projetivamente normal, no sentido em que, para cada
n 2 20 espago vetorial Q7.(0) de dimenséo (2n—1)(g—1) das n-ésimas diferenciais holomorfas
em C possui uma base consistindo de expressdes monomiais em termos de w,’s.

Teorema 1.5.1 O espaco Q}(0) das diferenciais regulares de ordem n tem uma base P-hermitiana
consistindo de expressdes monomiais nos we’s.

Seja I(C) o ideal canénico da curva C c P¢7!, que é o conjunto de todos os polindmios
f nas indeterminadas W, Wesy o0 s We, satisfazendo f(we, @ we, @ ... ¢ a)gg) = 0. Note que
I(C) é o ideal homogéneo &7 ,I,(C) onde I,(C) é o espago vetorial de todas as n-formas que
sdo identicamente nulas sobre a curva canénica C. Como uma consequéncia imediata do
teorema anterior o homomorfismo

k[wfu sy ng]rl =2 Qg(o)/
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induzido pelas substitui¢ées Wy, = wy, (i=1,...,g), é sobrejetor para cada n(o que é conhe-

cido como o Teorema de Noether). Portanto concluimos que Dim(k[W,, We,, ..., We g]n [I(C)) =

nt+g—1
n

(2n — 1)(g — 1), ou equivalentemente, Dim(I,(C)) = - (2n - 1)(g — 1) para

cada n > 2 e em particular o espago vetorial das relagdes quadréaticas tem dimenséo
~20g—3
Dim(I,(C)) = 8-2(g-3)

Seja A, C k[We,,..., ng],, o espaco vetorial gerado pelo levantamento da nossa base
P-hermitiana de Q7.(0) (conforme o teorema 1.5.1). Note que A, (I,(C) = 0. Além disso,
concluimos que k[We,, ..., We]» = Ay @ I,(C) pois a soma das dimensoes de QF(0) e I,(C) é
n+g—1

n

igual a , que representa a dimensao do espago vetorial dos monémios de grau n

denotado por k[Wy,, ..., ng]n.
Os préximos resultados séo relacionados ao fato de se explicitar bases monomiais para o
espaco das diferenciais holomorfas de ordem 7, no caso em que sédo tratados semigrupos de

Weierstrass simétricos.

Proposicao 1.5.1 Dado T o maior inteiro tal que n, = tny. Entdo as diferenciais quadriticas

wiwe, G=1,..., mim{n; - 1,6 - ¢3},j=1,...,8-1),
a)nr+1—kn1 a)eg—':—-l (k = 1/ sy € = ]-)
wWe,we, (i=1...,9)

formam uma base P-hermitiana no espago QZ(0) das diferenciais holomorfas em C.

Prova:

Dado um inteiro s tal que 2 < s < 2¢ — 2. No6s procuramos uma particio dada por
s = as + b; onde a5, b; € L. N6s escolheremos um b, tdo grande quanto possivel. Dado
{; a maior lacuna menor que s, isto é, {; < s < ¢;;;. Tomando i := s — £; n6s obtemos:
1<i<{j1—¢=ngj—ngj1<mn,ondef;=2¢g—1-n,;como segue-se da simetria.

Sei < mn entdoa, = {; = i e by = ¢;. Todavia nés podemos assumir que i = n;, isto §,
$ = {jy1 = {j+n;. Desde que s < 2¢—2n6s teremos que j < g—2,edesde queny_; = ny+ny_jy
noés teremos ¢ — j < 7, ou equivalentemente, ¢ — 7 < j e contudo neste caso pode acontecer
somente quando 7 > 2. Note que b; < {,_._; pois, de outra forma, pela simetria em (1.1),
s — bs seria um mdiltiplo de n; e desta mameira uma néo lacuna. N6s podemos igualmente
ter bs = €, desde que s — €41 = €11 — €4_r1 = Mgy — (g — j — 1)1y é uma lacuna. Isto
prova a proposicao . |

2

Dada uma base Wy s, W, de Q}((O) tal que a Ordp(wy) = €; — 1, onde {£y,...,€,} é a
seqliéncia de lacunas em P, conseguimos um conjunto linearmente independente de elemen-
tos em Q,f(O), a saber, considerando a parti¢do s = a5 + bs(as < b;) lacunas de N e b; 0 maior
possivel.
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A partir desta particdo temos que o conjunto {w, ws,| s € L,} é linearmente independente,
pois Ordp(w,,ws,) = Ordp(w,,) + Ordp(ws,) = as — 1+ bs —1 = s — 2, isto é, seus elementos
tém ordem em P distintos. Note que nossa base de Q2(0) contém as duas 2g — 1 diferenciais
quadraticas listadas abaixo: we,we,, we,we,, - - ., We,we o WEWE, - - We W Os g — 2 elementos
remanescentes desta base serdo escritos da seguinte maneira: we, We,, onderj+s;=n;+1

para(j=1,...,8-2).

Proposi¢do 1.5.2 Para cada n > 3 uma base P-hermitiana para o espago Q%(0) das n-diferenciais
holomorfas de C é dada pelas seguintes expressdes monomiais:

Wi, (i=0,...,n),

w;l—l_iwfjwég (i:0,,..,n—1;j=2,...,g—1)
a);l_z_i(l)rja)s/'wi'g (l = O/""n—Z;jz 1""’8_2)
wi":""‘wzwm-lweg—lwég (i=0,...,n-3)

Prova: Ver [11].



Capitulo 2

Caracterizacao de curvas canOnicas
Gorenstein com semigrupo de Weierstrass
simétrico

“Its seems to me that, in the spirit of the biogenetic law, the student who
repeat in miniature the evolution of algebraic geometry will grasp the
logic of the subject more clearly.”(Shafarevich, 1988)

No capitulo anterior, identificamos as curvas com sua imagem pelo mergulho candénico
em le_l e explicitamos bases monomiais para o espago das diferenciais holomorfas de ordem
n. Isto permite, de acordo com o método de Stohr [11], impor restri¢des nos coeficientes de
certas quadricas que definem uma curva C, obtermos bases de Grébner para o ideal canonico
da curva mergulhada no espago projetivo. Obtém-se entdo equagdes explicitas para a varie-
dade de moduli correspondente. De fato, descreveremos a técnica ali desenvolvida.

Para cada s € L, listamos todas as parti¢cdes de s como soma de duas lacunas, digamos
s=a5+bs;(i=0,...,vs) ondea,; < bs; paracadaieay < asg <.... Arespeito desta convengado
nos temos a; = ay e bs; = by para cada s € L.

Como as 3g — 3 diferenciais quadréticas w, ws, (s € L) formam uma base P-hermitiana de
Q2(0), ap6s multiplicar as wy,’s por constantes escolhidas convenientemente obtemos para
cadas € [, eparacadai=1,...,v; uma equagdo

Wy, Wp,; = Wy Wy, + E Csir@Wa, Wp,
r>s

(w¢, = fidt, com fi = a; f4~1+h para alguma; € ke algum k; € K(C) entdo para f’ = a;! f; temos
ainda uma base P-hermitiana), onde os cs;’s sdo constantes e r varia sobre os elementos de L,

15



Caracterizagao de curvas candnicas Gorenstein com semigrupo de Weierstrass simétrico 16

. - R -2)(g-3
maiores do que s. As expressdes w,_,, wy, em termos da base ddo origem as (3—% formas
quadréticas

Fyi i= Wo, Wi, = Wo,Ws, = ) csiWe, Wi,
r>s
sdo identicamente nulas sobre C e sdo linearmente independentes, pois W,, W, ndo é termo

deF,jser #soui# j.
Assim os F;; formam uma base do espago vetorial I;(C) das relagbes quadraticas. Veja que

existem ( g ) termos da forma w¢,w¢; dos quais apenas 3¢ — 3 elementos sdo tais que ¢; + ¢;

sdo distintos e logo temos (g;2)2(§—_3) formas quadraticas Fi;.

Seja A, C k[ng,...,ng] o espago vetorial gerado pela substitui¢do wg, — Wy, (i =
1,...,8) na base dada pelas proposicdes anteriores. A identidade A, ()I,(C) = 0 fornece o
seguinte resultado a respeito das primeiras sizigias entre as formas quadréticas.

“SeHs; (s € Ly, i =1,...,vs) sdo (n-2)-formas nas varidveis We,, . . ., We, satisfazendo ), HyiFs; =
si
0 mod A, entdo Z HyFg = 0"

Com esta proposu;ao obtemos equagdes polinomiais entre os coeficientes c,;, das formas
quadréticas por comparagao dos coeficientes dos mondmios em A,,.

Por outro lado, adotando coordenadas homogeéneas (x : ... : x,) em P}, o conjunto de
polindmios I = I(C) := {f € k[Xo,..., Xul/f(x0,...,x,) = 0 paratodo (x : ... : x,) € C} é um
ideal homogéneo em k[Xy, ..., X,], chamado ideal da curva C. A homogeneidade nos permite
escrever : I = &,>11,,(C), onde I,,(C) é o espago dos polindmios homogéneos de grau m em
Xo, ..., X, que se anulam em C. Claramente, 0 # f € [,(C) se, e somente se, a hipersuperficie

Vi={(x0,...,%n) € P"/f(x0,...,%s) = 0}

contém C. Por defini¢do C pode ser descrita como a intersegdo : C = () V. Pelo teorema
fel

da base de Hilbert podemos escrever C = ﬂ Vf, desde que fi,..., f, gerem o ideal 1. Se

admitirmos que C é ndo-degenerada, entdo 11 (C) 0}, portanto temos grau f; > 2 para todo

i=1,...,r. Pelo resultado da andlise de Petri, é posswel tomar fi, ..., f, tais que grau(f;) =
ou 3,para todoi=1,...,r.

Com respeito as formas ctibicas geradoras do ideal candnico, em [9], (teorema 3.1 pdg.100) para
uma curva C ndo-singular, necessitamos somente de g — 3 ctibicas.
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Prosseguiremos com o intuito de obter as equag¢des para o espago moduli das cur-
vas candnicas irredutiveis pontuadas com ponto ndo singular e seqiiéncia de lacunas L.
Assumiremos que N = {0,1,2,...}\{f;,£5,...,€g} € um semigrupo numeérico satisfazendo
0=2,03>3,¢,=2¢g-1.

Salientamos que o ideal candnico da curva mergulhada no espago projetivo néo é gerado
somente por relagdes quadraticas. Portanto necessitamos das formas dadas por:

Fi = WoWy, —WyWy - ) ciWe Wy, (s€L+Li=1,..,v)

r>s

—WaWWe— ) CirWo, Wi, W,

r>a+b+c

Ga+b+c,j = Was,- Wbs; Cs]'
comaj+bj+ci=a+b+c,je(l,..., g— 3}, cujos coeficientes cy;, e Cj, pertencem ao corpo
algebricamente fechado k, onde s, bs, as;, bsi, e vs sdo definidos como no capitulo anterior.

Procuramos agora as condigdes nas quais os coeficientes cg; e Cj, de forma que a intersecdo

—=2)(g—=3 =
das g2 -3) hipersuperficies quadraticas Fy; = 0 e das g — 3 ctibicas Gyupcj = 0 em P§ !
seja uma curva irredutivel canonica Gorenstein de género g e grau 2¢ —2 possuindo no ponto
P=(1:...:0)as seqiiéncia de lacunas de Weierstrass ¢, {,, ..., {,, isto é, as multiplicidades
de interse¢do com os espagos osculadores ( que podem ser vistos como uma generalizagao
da reta tangente para dimensdes superiores) respectivamente iguaisa ¢; — 1...., £, — 1.

O préximo lema é fundamental para a posterior construgao do espago moduli das curvas
pontuadas em (C,P).

Lema 2.0.1 Dado I = @I, o ideal homogéneo de k[Wy,, ..., W] gerado pelas formas quadriticas
Fi(seL+L,i=1,...,v) e ciibicas Gaspscj com j € {1,...,¢ — 3}. Para cada inteiro n > 2 nds
teremos k[Wy,, ..., We,] = I, + An, onde A, denota o espago vetorial de dimensdo (2n — 1)(g — 1)
expandido das n-formas

W;'WuSWbsW;'g‘z"" 0<i<n-22<s<2¢g-2),
W; Wngl_1ng_1W?g_3_i 0<i<n-3) e
We, W, (1<j<g)

cujos pesos sdo dois a dois distintos e considerando para cada W, o peso €. Nb6s, igualmente,
forneceremos um algoritmo para escrever cada uma das n-formas em Wy,'s como somas de elementos
de I, e An. NOs também deduzimos do lema 2.0.1. que k[We,, ..., We,]n = I ® Ay

Cada semigrupo numérico simétrico N (com ¢, = 2) pode ser representdvel com um
semigrupo de Weierstrass de uma curva Gorenstein singular chamada curva monomial
candnica descrita por:

Co := {(@"7'b" : a7 "2 1 - 1 a%7b™)|(a : b) € PV
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2.1 O espaco moduli

Nesta se¢do construiremos o espago moduli das curvas pontuadas (C,P) com semigrupo
de Weierstrass simétrico. N6s buscamos um isomorfismo de classes dos pares (C,P) onde
C é uma curva projetiva irredutivel Gorenstein, de género aritmético g, definido sobre um
corpo algebricamente fechado K e onde P é um ponto nado-singular de C com a sequéncia
de lacunas €y, ¢,,...,f;. Como descrito no capitulo 1, consideramos o mergulho canénico
de C no espago projetivo de dimensdo g — 1 através da escolha de uma base P-hermitiana
Wey, Wty -+ -, We, do espaco das diferenciais holomorfas. Pela se¢do anterior os coeficientes cg;,
dos geradores F;; deste ideal sdo caracterizados em termos das equagdes de polin6mios onde
noés atribuimos para cada cgi; 0 peso 7 —s.

Note que a base P-hermitiana é unicamente determinada a menos de transformagao

linear w, i zijwe; onde (zij) € GLg(K) é uma matriz triangular superior cujos elementos da
j=i

diagonal, em vista da normalizacéo css = 1, sdo da forma z; = g5 0= Lyoney g) para algum

constante diferente de zero.

Para construirmos o espaco moduli das curvas suaves com sequéncia de lacunas ¢y, ..., 4
devemos dividir o conjunto algébrico dos vetores constantes c,;, e Cjr pela agdo deste grupo
de matrizes triangulares.

Como mostrou Stohr em [11], poderemos normalizar }g(g — 1) coeficientes das formas quadriticas
Fiie1 (€ € L—{1,2}) eciibicas Gaypscjcomjefl,..., g -3}

Apo6s realizar estas normalizagdes a tinica liberdade que temos é realizar as transformagdes
Csir = 2 ~°Csiy onde z estd no grupo multiplicativo G,(K) do corpo de constantes K. A varie-
dade de moduli das curvas regulares irredutiveis com lacunas {¢y, . .., {;} formam um aberto
no conjunto obtido anteriormente tendo sua fronteira formada por classes de isomorfismos
de curvas Cy singulares Gorenstein monomiais irredutiveis. Este aberto corresponde as cur-
vas nao singulares, representando o semigrupo numérico como semigrupo de Weierstrass
da curva.

Teorema 2.1.1 As classes de isomorfismos das curvas projetivas regulares irredutiveis pontuadas
com seqiiéncias de lacunas de Weierstrass €1, .. .,{, correspondem bijetivamente as orbitas da agdo
(z, ¢sir) = 2 °csir n0 conjunto algébrico dos vetores de constantes csi, normalizados por [11], proposigio
3.1, satisfazendo o critério jacobiano.

Corolario 2.1.1 Os automorfismos das curvas regulares irredutiveis e normalizadas (C,P) sdo exa-

tamente da forma
(20t -+ 2) = @Oz i 202,

onde z € G(K) com z2'~° = 1 sempre que csiy # 0 para algum i.
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Os exemplos analisados no capitulo 3 sdo os conjuntos de lacunas e L = {1,2,4, 7hl =
{1,2,4,5,8,11}.

De imediato N é simétrico gerado por dois elementos. Portanto, a classe de isomorfismos procurada
forma uma variedade algébrica projetiva de dimensdo 3(m+1)(n+1)— [ﬁ] —4, onde m e n sdo geradores
do semi-grupo (Stohr em[11], pdg.208).



Capitulo 3

Exemplos de construcao do espago moduli,
pelo método de Stohr, para curvas
trigonais

"As ir turned out, the field seems to have acquired the reputation of
being esoteric, exclusive and very abstract with adherents who are se-
cretly plotting to take over all the rest of mathematics! In one respect
this last point is accurate: algebraic geometry is a subject which relates
frequently with a very large number of other fields-analytic and dif-
ferential geometry, topology, k-theory, commutative algebra, algebraic
groups and number theory...” (David Mumford,1978)

Nesta secdo veremos exemplos de conjuntos de lacunas de Weierstrass L que correspon-
dem a curvas suaves trigonais, ndo hiperelipticas. Resaltamos que quando o género g cresce,
os cdlculos se tornam dificeis de serem realizados manualmente. Para os casos de maior
género o algoritmo pode ser efetuado com mais eficiéncia por programas computacionais

como: Singular, Macaulay II.

Exemplo 3.0.1 Exemplificaremos a adaptagio do método para o seguinte conjunto de lacunas de
Weierstrass L = {1,2,4,7)}. Nesse caso, g =4eN =1{0,3,5,6,8,9,...} é representdvel. A curva C é
mergulhada canonicamente em P* como uma curva de grau 2g — 2 = 6.

O conjunto L+L de todas as somas de duas lacunas, nestecasoé L+L = {2,3,4,5,6,8,9,11, 14}
e o conjunto L + L + L de todas as somas de trés lacunas é

L+L+L={34,5,6,738,910,11,12,13,15,16,18,21}.

20
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Temos entdo as seguintes possibilidades de partigGes:

8=4+4=1+7

9=1+1+7=1+4+4
10=4+4+2=1+2+7

6=1+1+4=2+2+2
12=4+4+4=1+4+7
15=1+74+7=4+4+7.

Portanto, obtemos as formas

W2 — Wi W5
WIW; — Wi Wi
W2, — Wy W, W,
Wi, -
W3 - W, W, W,
W, W2 — W, W2,

De acordo com a proposicdo 1.3.1 temos as seguintes bases para os espagos das diferenciais
holomorfas Q?(0) e Q3(0):

2 2 2
{w], w1W2, W1Wy, W1W7, WrW7, VW7, W5, WrWy, W5,

3
(w3, Wiws, W3, WiWs, WIWW7, W}, Wi Wy, W1W4W7, W3, W1W5, W1WIWs, WHW7, WrW4W7, W3W4)
Segundo o método de Stohr, podemos normalizar @ = 6 coeficientes, respeitando a
tabela abaixo:
peso |1|2|3]|5] 6] total
n® coeficientes |1 |12 [1[1| 6

Fg,l = Wi = W1 W7 = a§W2W7 = aél W4W7 = a§4W§
G611 = W%W4 = Wg = bZW1W2W4 = b2W§W4 = sz%W7 = bé0W1W2W7

—bg W2W; — bW Wy Wy — bEW2W, — bW, W2 — bW, W2 — bW, W3 — B21W3
Escolhemos entdo os seguintes coeficientes a3 = a' = a* = 0 na forma quédrica e b} =
b, = b}! = 0 na forma ctibica. Percebemos entdo que as formas acima dependem somente de
8 coeficientes livres e distintos b7, b}, bi?, bl b, bie, b8, b2'. Poderemos, finalmente, escrever
as equacgoes que seguem:

F8,1 = WZ — W1 W7

Ge1 = WiWy—W; — BIW, WL Wy — bW, W, W5

—b2W, Wy W, — BBW2W, — bISW, W2 — BISW, W2 — bW, W2 — bR

Concluimos que nossa variedade de moduli é o espago P7.
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Neste caso o semigrupo de Weierstrass N = {0,3,5,6,8,9,10,11,12,...} é gerado pelos
elementos 3e5 =4+1= g+ 1,9 =4 # 2(mod3). Além disso, a dimensdo da variedade
projetiva, [11] p4g.208, é (3+1)2ﬂ —~ [5] —4 = 7. Com respeito ao ideal candnico da curva,

3
o espago vetorial das rela¢des quadréticas tem Dim(I>(C)) = (4;2)2(5'2

uma base para I,(C).

= 1. Assim, Fg; forma

; ; 6
Analogamente, para o espago das relagdes cubicas Dim(I3(C)) = 3 |- 15 = 5, contudo,
a partir do resultado de Schreyer necessitaremos somente de ¢ — 3 = 1 cabica. Para esta
variedade de moduli, vemos que existe apenas uma ctibica que ndo contém a quddrica, logo
o modelo canénico de C é interse¢do completa de uma quédrica e uma ctibica em P3.

Exemplo 3.0.2 Seja L = {1,2,4,5,8,11} o conjunto de lacunas de uma curva trigonal, ndo hipe-
reliptica C C Py, de género g = 6.

Como g = 6 nosso semigrupo é representado como semigrupo de Weierstrass de uma
curva suave [7]. Neste caso, L+L = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,13, 15, 16, 19, 22}. Notando que :

6=2+4=1+5

9=4+5=1+8

10=5+5=2+8
12=1+11=4+8
13=5+8=2+11
16=8+8=5+11.

Portanto, obtemos as quadricas

Wo Wy — W1 W5
W1 Wg — WyW5s
W2 — W, Ws
Wi1Wrp — W,Ws
WsWg — W, Why

W2 — WsWis.
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(6— 2)(6 3) _

Usando a notagédo c; onde n = r — 5, (n =peso), escrevemos as = 6 equagdes da

base para o espago Vetorlal das formas quadréticas I(C).

_ 7 8 9
Fep = WoWy— W1 W5 — Z:(aé,a(,,ae,a6 ,a6 ,a6 ,a6 ,a6 ,a6 , g 2y
r>6
_ 10 212 313 215 116 219 722
For = WiWs— WyWs— ) (b2, b2, b, bi°, blf, b, b22)
r>9
_ _ 16 19 22
Fo1 = Wi-W.Ws Z(Cm, 10, €10+ €107 Clor 1o
r>10
_ 13 415 716 419 422
Fp1 = WilWn — W, Ws — Z(du, dyy, di5, d15, 455
r>12
F13,1 = WSWS - WZWII - 2(6131 613/ 613/ eﬁ)
r>13
Fie1 = Wi —WsWy — Z(gw
r>16

6(6 1)

Podemos normalizar = 15 coeficientes nas quddricas acima, respeitando a tabela

abaixo:

peso |1]2]3]4]|6]|7]9]10] total

quantidade de coeficientes |2 [1[4[2[2[2[1[ 1| 15

Tendo em vista anular a maior quantidade de formas quadréticas com uma menor quan-

tidade de normalizagbes , escolhemos os coeficientes g1? = g7z = 613 =elf =g = g8 =
dy = dy; = DiS = d}; = d22 = 0 num total de 11 coeficientes. O préximo passo é ‘encontrar
as relagoes lmeares entre as formas cabicas W;,F;, ou equivalentemente, os geradores das
sizigeas lineares de I(C) :

Hi = WsFY + WiF + WoF) = 0mod As
H, = W,F)+ wlF“” + WsFY = 0mod A,
Hy = WsF) + WiFQ + Wi FY = 0mod As
Hy = WSI-’(O) WsF + WoF® = 0mod As
Hs = WsFJ) + w4F<°> — Wi F = 0mod As
Hy = WsFQ + Wi F) — WsFS) = 0mod As
Hy = WiF) — WsFY + WeF? = 0mod A,
Hy = WsFQ + WIF(O) Wi FY = 0mod As

Impondo a condicdo a todas identidades acima, encontraremos que os coeficientes das
formas quadréticas se anulardo por completo. Resta-nos considerar em seguida as formas
cubicas.



Exemplos de construgdo do espago moduli, pelo método de Stohr, para curvas trigonais 24

Consideraremos entao
L+L+L=1{3,45,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19, 20,21, 23,24, 26,27, 30, 33}.

Notando que:
6=2+2+2=1+1+4

9=2+2+5=1+4+4
12=2+2+8=2+5+5=4+4+4

11=2+4+5=1+54+5=1+2+8
13=1+4+8=1+1+11
14=1+2+11=2+4+8=4+5+5=1+5+8
17=2+4+11=1+8+8=4+5+8
18=5+5+8=2+5+11=2+8+8
20=1+8+11=4+5+11=4+8+8
21=54+8+8=5+5+11=2+8+11
23=1+11+11=1+4+11
24=8+8+8=2+11+11.

E sabendo que o espago vetorial gerado pelas substitui¢cdes w;, — We, (i = 1,...,6) nas
bases dadas pelas proposigoes 1.41 e 1.4.2 teremos

_ 2 2 2 2 2
Ay = {w1, W1W32, W1Wy4, W1Ws, W1Wg, W1W11, W2W11, W4W11, WsW11, W2W11, W1, Wy, W2Ws, Wy, a)5}
_ 3 .2 2 3 2 2 2 2 9
A = {w1, WHW11, W1Wyy, Wyq, W1W2, W1W4W11, W507, W]Wg, WW4, W1Ws5, W1W2W11, W1Ws5W11, W1WW11,
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
WrW11, W47, W1, W1W,H, W1WrWs, W1Wy, W1Ws, WyW11, Wr2WsW11, W4 W11, W5W11, wzws}

Obtemos as formas cutbicas:

— W3 _ W2 7 A8 A9 A10 A1l A12 213 414 415 416 A17 418 419 20 421
G6'l = W2 - W1W4 _Z(A6,A6’A6’A6 ,A6 ,A6 ’A6 ,A6 ,A6 ’A6 ’A6 ,A6 ,A6 ,a6 ,A6 7
r>6
23 A28 A26 227 230 433
A6 ,A6 ,A6 ,A6 ,A6 ,A6 )
- W2 2 10 pll pI2 p13 pl4 pl15 plé pl7 pI18 pI9 R0 p21 p23
Go1 = WEWs—WiW; - ) (Bl B}, B BY, BY, BLY, BY, BY, BYY, BY, BX, BZ., B,
r>9
24 P26 p27 P30 p33
Bg,Bg,Bg,Bg,Bg)
— W3 — W2W. — 13 ~14 15 ~16 ~17 ~18 ~19 ~20 ~21 23 ~24 26 27 30
Gug = Wy-W;Ws Z(CIZ’ Crar €12 Crpr Crpy Cry G, Gy Ci, O, G, €, G, Gy
r>12

)
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Portanto teremos as seguintes sizigeas:

WsGrz + WsGo — W3Fo 1 = 0mod Ay
W4G6 - W1G9,1 - W§F6,l =0 modA4
WsGe1 + WaGip — WiFs1 — Wi WyFo 1 = 0mod Ay
WaGs — WsGe1 + WiW,Fe1 = 0mod Ag
Wi1Giz1 + WiGe + WiFg; = 0mod Ay
W2Gia1 + WsGoy — WiFs1 — W3Fig1 = 0mod Ay
WsGia1 + Wi1Ge1 — WiFs + WaF131 = 0mod Ay
WsG1z2 + Wi1Go + W3Fis + WiF1, = 0mod Ay

Ap6s alguns cdlculos isto pode ser explicitado dizendo-se que estas tltimas formas
cubicas G;1 dependem cada uma de 15 constantes. Todavia, ainda podemos normalizar 4

coeficientes de pesos 1,3,4 e 7, respectivamente. Escolhemos entao
Como consequéncia das relagdes obtidas, obtemos também que B}’ =
assim como A/ =

Ge,1
Goa

G121

Il

A9

10
A6

= AP =0.

C13
¢

Cl; Cl6 C19 0.

W3~ W, — Y (A ALL, AT, ALY, AT, A7, 41, A3, 47, A2, A7)

r>6

W2Ws - WiW3 - ) (BY!, BYY, BY, B, BYY, B2, B2, B, B2, B, BY")

r>9

3 2 14 ~17 ~18 ~20 ~21 ~23 ~24 ~26 27 ~30 ~33
W, — W, Ws — Z(CIZ' Ciar Crar Crzy Gy Crpy G, Gy Gy Gy C)

r>12

Restando somente 11 coeficientes distintos nas ctibicas relacionados entre si da seguinte

forma:

8 —. il 14 11 _ pl4 _
A6_B9 __CIZ’AG _B9 -

17
_C12’

12 _pl5 _ _~18 A14 _ pl7 _ _~20
Ag" =By CipAg =By = -C3y,

A15 Bl8 “C%;,A17 BZO

18 21 24 20 23
21 24 27 24 27 _

27 30 33

23
—C12’
26
C12’
30
_C12'
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Poderemos, finalmente, escrever as equagdes que seguem:

Fe; = WoWs—W1Ws
Fo; = WiWg— W Ws
Fio1 = Wi—W,Ws
Fp1 = WiWi - W,Ws
Fi31. = WsWg— W, Wp
Fis1 = W;—WsWp

Gex = Wi—W2W, — ASW W, W5 — AP Wi W2 — APWEWs — AW W, Wy —
ABW2EW;; — AVWiWs Wiy — ARBW,WsWhy — AXW, W Wiy — AZTW2WY, —
AZW, W2 — AZWsW3,

Go1 = W2Ws— Wy W2 — ABW W, W5 — AW W2 — APWI W — ALPWi W, Wy —
ABWEWY, — AV Wi Ws Wiy — ABW,WsWyq — AW Ws Wiy — A2 WEW; —
A? W2W%1 - A27W5 W%l

G12,1 = Wi = W§W8 + A2W1 WLoWs + Aél W1W§ + A?W%Wg + A?Wl WoWi1 +
APW2W; + AY Wi WsWyg + ABW,Ws Wiy + AW Ws Wiy + AZTW2Wy +
AZW,W3, + A7 Ws Wi,

Concluimos que a variedade de moduli correspondente é o espago P .

Segundo [11], como era de se esperar, 0 ideal candnico nédo é gerado somente por formas
quadréticas. Além disso, N é gerado por 3e 7 = 6 + 1 onde 6 # 2(mod 3), e a dimensédo

da variedade é %(3 +1)7+1)- [%] —4 = 10. Novamente, vimos serem necessérias para a
obtencédo do ideal canénico g — 3 = 3 ctibicas.
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