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RESUMO

A reflexd@o total € um fenbmeno ha muito conhecido da Optica geométrica, mas com uma
caracteristica sutil, as ondas evanescentes, cuja total caracterizacdo depende de
aprimoramentos da teoria e dos métodos matematicos utilizados. Este trabalho ocupa-se da
modelizagdo e verificagdo deste fendbmeno. Em um primeiro momento, abordam-se oS
aprimoramentos tedricos necessarios, via equacfes de Maxwell, e em seguida, introduz-se a
notacdo complexa, ferramenta matematica essencial para o estudo de fendmenos oscilatorios.
Segue-se a exposicdo aplicando-se as técnicas e teoria apresentadas ao estudo da reflexdo e
refracdo das ondas eletromagnéticas em meios dielétricos, o que culmina com o estudo da
reflexdo total, onde se deriva a existéncia das ondas evanescentes, cuja verificacdo € feita por
meio de um experimento com micro-ondas e prismas de parafina. Em seguida, apresentam-se
algumas aplicagfes do fendmeno abordado e sugere-se como trabalhos futuros, o
aprimoramento do experimento, bem como o0 estudo das ondas evanescentes associadas a

outras oscilacdes.

Palavras chave: Ondas evanescentes. Ondas eletromagnéticas. Eletromagnetismo.



ABSTRACT

The total reflection is a phenomenon long known of geometric optics, but with a subtle
feature, evanescent waves, whose full characterization depends on enhancements of the theory
and the mathematical methods used. This work deals with the modeling and verification of
this phenomenon. At first, the improvements in theoretical approach are done, via Maxwell's
equations, and then introduce the complex notation, essential mathematical tool for the study
of oscillatory phenomena. Follows exposure by applying the techniques and the theory
presented to study the reflection and refraction of electromagnetic waves in dielectric media,
which culminates with the study of total reflection, which derives the existence of evanescent
waves, whose verification is done by in an experiment with a microwave and prisms of
paraffin. Then, we present some applications of the phenomenon discussed and it is suggested
as future work, the improvement of the experiment, as well as the study of evanescent waves

associated with other oscillatory phenomena.

Keywords: Evanescent waves. Electromagnetic waves. Electromagnetism.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem por finalidade o estudo tedrico e verificagdo experimental da
reflexdo total frustrada e das ondas evanescentes, fendbmenos sutil do eletromagnetismo,
porém com diversas aplicacdes tecnologicas, que se baseiam no seu rapido decréscimo com a
distancia a superficie refletora, como as telas multi-toque, que se popularizaram nos ultimos
dez anos, e a biometria. Inicia-se a abordagem com uma breve apresentacdo dos principios da
Optica geomeétrica (Cap. 2), onde se evidencia a incapacidade desta em fornecer explicaces
tedricas satisfatorias para a onda evanescente, mostrado no Capitulo 3. Para suprir esta
necessidade, dedica-se o Capitulo 4 e 0 Anexo A as equagdes de Maxwell e suas implicacfes
para as ondas eletromagnéticas e para a Optica, por meio da derivagdo teorica da equacao de
onda para as componentes dos campos eletromagnéticos.

No Capitulo 5, as solu¢Ges em ondas planas monocromaticas, importante técnica
para a solucdo da equacédo de onda, sdo exploradas e no Capitulo 6, € feito o aperfeicoamento
desta abordagem, por meio da notacdo complexa. Em seguida, aplica-se, no Capitulo 7, a
teoria e ferramentas estabelecidas ao estudo da reflexdo e refracdo das ondas planas
monocromaticas em meios dielétricos.

No Capitulo 8, aborda-se a reflexdo total e deduz-se a existéncia das ondas
evanescentes, cujo comportamento de decréscimo exponencial em funcdo da distancia a
superficie de separacdo entre os meios correlatos é evidenciado por meio de um experimento,
utilizando micro-ondas e prismas de parafina.

No Capitulo 9, mencionam-se algumas aplicacfes tecnoldgicas contemporaneas,
telas multi-toque e biometria, das ondas evanescentes. Em seguida, sugerem-se trabalhos
futuros que aprimorardo o experimento de verificacdo, para que ondas evanescentes de luz
visivel sejam estudadas, e para que outros fendmenos com caracteristicas semelhantes ao
abordado sejam estudados.
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2 REFLEXAO INTERNA TOTAL NA OPTICA GEOMETRICA

Embora qualquer onda eletromagnética esteja sujeita aos fenémenos de reflexdo e
refracdo, as ondas de luz visiveis foram as primeiras para as quais tais fenébmenos foram
estudados. Para uma primeira abordagem e exposi¢do do fendmeno tratado neste trabalho,
apresenta-se neste capitulo as bases da Optica geométrica e a abordagem da reflex&o interna
total por meio dela.

A Optica geométrica tem como base alguns principios fundamentais sobre a
propagacao dos raios de luz e duas leis simples, que descrevem a reflexdo e a refracédo da luz.
Como hipoteses fundamentais, considera-se:

1.1. A propagacao retilinea da luz diz que em um meio homogéneo, transparente e
isotropico, a luz se propaga em linha reta e cada uma dessas retas recebe o nome de
raio de luz;

1.2. A independéncia dos raios de luz que afirma que estes séo independentes entre si, ou
seja, que o comportamento de um raio de luz ndo interfere no comportamento do
outro;

1.3. A reversibilidade dos raios de luz afirma que se o sentido de propagacdo de um raio
de luz for invertido, ele percorrera a mesma trajetéria, mas em sentido contrario.

Na pratica, é impossivel isolar um raio de luz devido ao fenébmeno da difracéo, e
trabalha-se com feixes de luz, que sdo uma reunido de raios de luz paralelos entre si. Embora
a propagagcdo retilinea da luz ndo resista a uma verificagdo experimental mais aprofundada,
ela ainda é suficiente para uma primeira abordagem dos fenémenos de reflexdo e refracdo
usando raios luminosos.

A reflexdo e a refragdo sdo tratadas pela Optica geométrica por meio de dois
conjuntos de leis, que sdo ilustradas nas figuras 1 e 2, a seguir.

Leis de reflexdo: Se um raio de luz incide em uma superficie refletora, a reflexao
obedece as seguintes regras:

1) Os raios incidente, refletido e a reta normal ao plano de incidéncia no

ponto em que o raio incide sdo coplanares.

2) O angulo formado entre o raio incidente e a reta normal ao plano de

incidéncia no ponto em que o raio incide, chamado angulo de incidéncia, é igual
ao angulo formado entre esta e o raio refletido, chamado angulo de reflexao.
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Figura 1 - Reflex&o: O angulo de incidéncia, 8;, é igual ao angulo de reflexao, 6,.

Superficie refletora

Fonte: Préprio autor.

Leis de refracdo (Lei de Snell-Descartes): Quando um raio de luz incide na
superficie que separa dois meios com indices de refracdo diferentes, ao raio que se propaga no
segundo meio chamamos de raio refratado. As seguintes condicdes sdo satisfeitas:

1) Os raios incidente e refratado e a reta normal ao plano de incidéncia no ponto
de incidéncia sdo coplanares;
2) E verificada a seguinte expressio, conhecida como lei de Snell-Descartes:

n,sené, =n,send, , (2.1)
onde, n, é o indice de refragdo do meio onde se propaga o raio incidente, é
definido pelo quociente entre a velocidade de propagagéo da luz neste meio, v, e a
velocidade da luz no véacuo, c;

n=— (2.2)
n, e definido de maneira anéloga a n,, sendo v,a velocidade de propagacéo da luz
no segundo meio;

n,=— (2.3)

6,e 6, sdo os angulos que os raios incidente e refratado fazem com a reta normal
ao plano de incidéncia, no ponto de incidéncia, respectivamente.
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Figura 2 - Refracdo. Quando ocorre refracdo, é verificada a lei de Snell-Descartes.

Fonte: Préprio autor.

A reflexdo interna total ocorre quando n,>n,e o raio incidente possui
determinados angulos de incidéncia. Pela lei de Snell-Descartes,

seng, = LS sené, (2.4)
n2
Se n, >n,, entdo L >1, logo,
n2
send, > send, (2.5)

~ . . . T
Como a fungdo seno & monotonicamente crescente no intervalo |:0,E] onde 0s

angulos 6, e 6, estdo definidos, a equagéo 2.5 implica que
6,>6,. (2.6)

Assim, aumentando 6. pode-se aumentar 6, até que este atinja o seu valor

maximo, % Neste caso, 6. é representado por 6. e recebe o nome de &ngulo maximo de
incidéncia (figura 3). Tem-se, pela equacéo 2.4, que

send, = % . 2.7)
1
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Figura 3 - Refrag&o no caso de um raio incidente sob o angulo limite, &, . O raio refratado é tangente & superficie
de separacdo entre 0s dois meios.

Fonte: Préprio autor.

Quando o angulo de incidéncia é maior do que 6., ndo ha raio refratado e o raio

incidente é refletido pela superficie de separacdo (figura 4). Este caso recebe o nome de
reflex&o interna total.

Figura 4 - Reflexdo interna total de um raio de luz que se propaga de um meio mais refringente para um meio
menos refringente e incide na superficie de separagdo sob um angulo maior que o angulo critico.

roly
e e A

Fonte: Préprio autor.
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3 REFLEXAO INTERTA TOTAL FRUSTRADA, EVIDENCIA EXPERIMENTAL.

A abordagem geométrica apresentada anteriormente diz que, no caso da reflexdo
interna total, ndo h& luz transmitida para o segundo meio, no entanto, observacdes
experimentais refinadas contradizem o estabelecido. Nestes casos, fala-se em reflex&o interna
total frustrada. Dentre estas evidéncias experimentais, pode-se mencionar 0 seguinte
experimento:

Faz-se incidir um feixe de luz perpendicular a uma das arestas de um prisma de
reflexdo total, espera-se que os raios sofram reflexdo interna total no interior deste e que 0s
raios refletidos saiam pelo lado ortogonal. Se a face refletora (hipotenusa) do prisma for
acoplada uma lente que a tangencie, espera-se que o raio que incide no ponto de contato entre
na lente e emane desta, no entanto, experimentalmente observa-se que em toda uma regiao, ao
redor do ponto de contato, ocorre transmissdo dos raios incidentes na superficie refletora do
prisma (figura 5).

Figura 5 - Reflexdo interna total frustrada. Em torno do ponto de contato, existe toda uma regido para a qual
ocorre transmissdo dos raios incidentes.

oy

A

Fonte: Préprio autor.

Embora a reflexdo interna total frustrada fosse conhecida desde os primérdios da
Optica geométrica, como na obra Optics, de Isaac Newton, esta era incapaz de fornecer
explicagdes plausiveis, pois eram necessarios modelos e ferramentas matematicas mais
elaboradas para tal. Com o estabelecimento do modelo ondulatério eletromagnético para a
luz, juntamente com o amadurecimento matematico das ferramentas utilizadas em fisica e
com a vital contribuicdo da unificacdo entre eletromagnetismo e Optica, a reflexdo interna
total frustrada foi finalmente explicada. Nos proximos capitulos, este fendmeno serad abordado
do ponto de vista eletromagnético.
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4 EQUACOES DE MAXWELL

Para uma abordagem mais satisfatoria da Optica, que explique a reflex&o interna
total frustrada, faz-se necessaria uma abordagem eletromagnética, pois desta deriva-se 0
comportamento ondulatério da luz e de todas as outras radiacfes eletromagnéticas. Neste
capitulo, serdo apresentadas as equacOes de Maxwell e delas deduzidas as ondas
eletromagnéticas.

As equacdes de Maxwell sdo fundamentais em fisica, constituem, juntamente com
a lei de forca de Lorentz, os postulados de base do eletromagnetismo classico, foram resultado
de anos de desenvolvimento dos estudos da eletricidade e do magnetismo, incorporando as
leis intrinsecas desses (leis de Gauss, Ampére e Faraday) com o devido ajuste, na lei de
Ampére, introduzido por Maxwell, que possibilitou a previsdo tedrica das ondas
eletromagnéticas, que foram comprovadas posteriormente por Hertz.

Matematicamente, as equacGes de Maxwell formam um conjunto de equagOes
diferenciais acopladas, que relacionam derivadas temporais e espaciais dos campos elétrico e
magnético, e suas condi¢des de contorno, e que valem para meios ndo homogéneos, ndo
lineares e anisotropicos. Em sua forma diferencial, elas se escrevem:

V.E=£L (4.1)
&y
V-B=0 (4.2)
VxE=_B (4.3)
ot
VxB=u,J + 18, %E (4.4)

Onde:
p(F,t) representa a densidade volumétrica de carga elétrica no ponto r, no instante t;

E(F,t) representa o campo elétrico;

B(F,t) representa 0 campo magnético no VAcuo;
J(F,t) representa a densidade de corrente;

&, representa a permissividade elétrica do vacuo e

U, representa a permeabilidade magnética do vacuo.

A equacio (4.1) é a forma local do teorema de Gauss. Se p =qd5°(F), onde 5°(F)
3 —
£ _ 950
&
por uma superficie fechada S e utilizando as propriedades do delta de Dirac, encontra-se,
pelo teorema da divergéncia, a forma integral do teorema de Gauss:

é o delta de Dirac, V- . Integrando o divergente de E sob um volume, encerrado
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[[E-as =2, 45)

S &

Onde Q, ¢ a carga total encerrada pela superficie S.

int
A equacédo(4.3) ¢é a forma local da lei de Faraday, ela diz que a variagéo temporal

de um campo magnético cria um campo elétrico, sua forma integral, obtida por meio do
teorema de Stokes, é a seguinte:

cfé-df:-j%B-ds”, (4.6)

C S
Onde C é o contorno fechado de uma superficie S. A equacdo (4.6) é mais conhecida sob a
forma

__d¢
£= ot 4.7)

Onde ¢ ¢ a forca eletromotriz induzida em um circuito fechado que é atravessado por um
fluxo magnético ¢ que varia com o tempo.
A equacgdo (4.4) resulta de um aprimoramento da lei de Ampére, VxB=p,J

feito por Maxwell, que, considerando vélida a conservacdo da carga elétrica, para satisfazer a
identidade vetorial que diz que o divergente do rotacional de um vetor deve ser nulo,

: : oE = . . . :
introduziu o termo 'UOEOE' Quando E ndo varia com o tempo, a lei de Ampére continua

valida e todos os resultados da magnetostatica sdo preservados. Em sua forma integral, a
equacéo (4.4) tem o seguinte aspecto:

C_F§~dr=ﬂo_[jj-d§+ﬂ080j.jgt—ﬁ-d§, (4.8)
C S S

Onde C é o contorno fechado da superficie S. A equacdo (4.8) pode ser derivada da equacao
(4.4) pela aplicagdo do teorema de Stokes. A deducéo da correcdo de Maxwell encontra-se no
Apéndice A.

Pelas equagBes de Maxwell, deduz-se o comportamento ondulatério dos campos
elétrico e magnético. De fato, tomando-se o rotacional da equacéo (4.3),

%x%xé:—ﬁx(%B) (4.9)

e utilizando a identidade vetorial VxVxE =—V?E+V(V.E) e intercambiando o operador
espacial com a derivada temporal no segundo membro da equacéo (4.9), obtém-se:

Vg - (V) = LVXB) (4.10)
Levando em conta as equagdes (4.1) e (4.4),
- OE
N E)
V’E-V(H) = (4.11)
& ot
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Logo,
= PE -, p aJ
V’E - —=V()+ u,— 4.12
Ho&o ot (80) Hy P ( )
Quando néo ha fontes de campo,
2= azé
V‘E = IUOgO ? (413)

A equacdo (4.13) é uma equacio vetorial e cada componente do campo elétrico E
satisfaz a uma equacdo de onda com velocidade

co_ L (4.14)
\ Hoéo
Por um procedimento analogo, o rotacional da equacdo (4.4) fornece:
@xﬁxézyoﬁxjjt,uogo% (4.15)
mas, 6)(6)( é = —Vzé +€(§é) e 6 . é = O’ pe|a equagao (42)’ |ogo’
V2B =—1,VxJ — e, o(VxE) (4.16)
) - - OB
levando-se em conta a equacado (4.3), VxE = X
25 T, . OB
\Y% B:—ﬂOVXJ +ﬂ0€0¥ (417)
em regides onde nao ha fontes de campo,
2 azé
VB = &y —— - (4.18)

ot

Cada componente do campo magnético B satisfaz a uma equacgdo de onda com
velocidade

1

\ Hoéo .

As equacoes (4.13) e (4.18) mostram que as componentes dos campos elétrico e
magnético no vacuo obedecem a uma equagdo de onda, cuja velocidade é igual & velocidade
da luz, aproximadamente 3,00x10°m/s. Essa correspondéncia entre a velocidade das ondas
eletromagnéticas e a da luz leva a correlacdo natural de que a luz ¢ uma onda eletromagnética.
Este € o grande resultado das equagdes de Maxwell, pois abriu 0 caminho para a unificacdo
entre Optica e eletromagnetismo, além de exprimir a velocidade da luz, uma grandeza de
dificil acesso ao censo comum, em funcdo de constantes conhecidas. Embora as equacfes

C=

(4.19)
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(4.13) e (4.18) sugiram que os campos elétrico e magnético sejam independentes, esses ainda
permanecem conectados pelas equac¢des de Maxwell, ndo sendo independentes um do outro.

4.1 Equacdes de Maxwell em meios dielétricos.

As equacdes de Maxwell que foram descritas anteriormente séo gerais e podem
ser aplicadas em qualquer meio, no entanto, dependendo do meio, é necessério levar em conta
0 modo como esse reage aos campos eletromagnéticos, pois esta interacdo interfere nos
geradores de campo. Neste capitulo serdo analisadas as equacfes de Maxwell em um meio
dielétrico.

Sendo P o vetor polarizacdo de um meio dielétrico, quando este é sujeito a um
campo elétrico externo, surge, em seu interior, como resultado da deformacdo da nuvem
eletronica de cada atomo, uma densidade de carga que ndo pode se deslocar pelo meio, mas
que intervém como geradora de campo. Tal carga é chamada de carga ligada e é expressa por

p,=-V-P (4.20)

Quando Pvaria com o tempo, surge no interior do meio uma corrente de
polarizacdo expressa por

. P
j,-%
ot
Em um meio dielétrico, onde ndo ha carga livre, a Unica densidade de carga que
intervém nas equacdes de Maxwell é p, . Logo,

(4.21)

VE=L =
&y
V.E--YP_ (4.22)
&
V.(E+)=0
&y

Em meios isotropicos e lineares, Ee P sdo colineares e proporcionais, em vista
disso, P é dado por

P=ye,E (4.23)
Onde y é a susceptibilidade elétrica do meio dielétrico. Logo, nesses meios,
V-[(1+ x)E]=0 (4.24)

Esse termo dentro do colchete também é conhecido como deslocamento elétrico, l—)’ do meio.
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Utilizando as equaces (4.23) e (4.21) na equacgdo de Maxwell (4.4),

- 0P OE
:/UoEJﬁuogoE:>

O(P+&E) _
o (4.25)
, ol E]
ot

<!
o

X

<!
X
(ool
Il

Ho

x B

<!

Ho
VxB =,uogo(1+;()§.
ot
Definindo a permissividade elétrica ¢ do meio dielétrico por

e=¢,(1+ p), (4.26)
As equactes de Maxwell em um meio dielétrico ficam:

V-E=0 (4.27)
V-B=0 (4.28)
VxE--B (4.29)
ot
g oE
VxB= — 4.30
HoE p (4.30)

A Unica diferenca entre as equacdes de Maxwell no vacuo [4.1, 4.2, 4.3 e 4.4] e as
em um meio dielétrico [4.27, 4.28, 4.29 e 4.30] é o termo & na quarta equacé&o.

Por meio de um procedimento analogo ao efetuado anteriormente, onde se
deduziu as ondas eletromagnéticas no vacuo, é possivel mostrar as equacdes de ondas
eletromagnéticas em um meio dielétrico:

(4.31)

(4.32)

Logo, as componentes dos campos elétrico e magnético em um meio dielétrico obedecem a
uma equacao de onda com velocidade

V= (4.33)
\ Ho€
Que e relacionada a velocidade c por
v="_ (4.34)
n

Onde n é definido como o indice de refragdo absoluto do meio e é dado por



(4.35)
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5 ONDAS MONOCROMATICAS E ONDAS PLANAS

Considerando a equagéo de onda no caso unidimensional,
2 2
onde f = f(x,t),é possivel verificar que as funcBes da forma f(x+vt)e f(x—vt)a
satisfazem. Uma aplicacdo importante de tal propriedade é o caso em que f é da forma
f(x,t) = f, cos[k(x—vt)+¢], (5.2)
onde f,, ke ¢ sdo constantes, pois, devido & linearidade da equagdo de onda, uma

combinacéo linear de varios termos da forma (5.2) também é solucdo da mesma. Desta forma,
ajustando diferentes combinacdes, pode-se obter a solu¢do do problema fisico, associado com
suas condicbes de contorno caracteristicas. Sem perda de generalidade, pode-se considerar
¢ =0para 0 que se segue. Em um tempo t fixo, o gréfico de f tem seu aspecto demonstrado

abaixo (Figura 6).
Figura 6 - Gréafico de f em fungéo de X para ¢p =0e t=0.

£

AN/\NWANAN

X

Fonte: Préprio autor.

Aétal que f,cos(kd)= f,, logo,
2
A= 5.3
» (5.3)
A € chamado de comprimento de onda, € o menor valor pelo qual xdeve variar, em um
tempo fixo, para que o valor assumido por f se repita. Agora, em um ponto fixo, considerado
x =0, sem perda de generalidade, a evolucdo temporal de f tem o seguinte aspecto (Figura

7).



Figura 7 - Evolucédo temporal de f em um ponto fixo.

Fonte: Préprio autor.

Em um ponto fixo, T é o menos intervalo de tempo para o qual o valor de f se repete e

recebe o nome de periodo. Emt=0, f =f, eemt=T, f = f,, logo,

7=27_2
kv v
logo,
VI =4
e
1=
k
Define-se também a frequéncia como o inverso do periodo,
ol v
T 2

e a pulsacdo, também conhecida como frequéncia angular,

w=2rf =kv.
A expressao (5.2) pode ser reescrita como

f(x,t) = f, cos(kx — at + @)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)
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As ondas das formas (5.2) ou (5.9) sdo chamadas ondas monocromaticas
unidimensionais, o termo monocromaética faz referéncia a associacdo entre a pulsacdo ou
frequéncia e a cor de um feixe de luz composto por ondas eletromagnéticas com tais

caracteristicas.
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Até agora, considerou-se apenas o caso unidimensional da equacéo de onda, para
descri¢des corretas do mundo fisico, faz-se necessario considerar o caso em que as ondas se
propagam em todas as dimensdes espaciais.

1 0°f
V2 atZ

Por extensao do caso unidimensional, onde se propds uma solugdo da forma (5.9),

para o caso tridimensional, procuram-se solu¢des da forma

Vif = (5.10)

f(x,y,z,t) = f,cos(k x+k, y +k,z—at + ) (5.11)
Substituindo-se a equacgdo (5.11) na equacdo de onda (5.10), e sabendo-se que
2 2 2 2
2=—kff, 2 I =—kf, g=—kff eg=—a)2f sdo vélidas, obtém-se uma relagdo
OX 0z

entre k e w que deve ser satisfeita para que (5.11) seja solucdo da equacao de onda:

2
@

ki +k; +k; =— (5.12)

V2

Define-se, entdo, o vetor de onda, k , como sendo o vetor cujas componentes si0

ko Ky,€ K,
kX
k=|k, (5.13)
kZ
. 12 0)2
logo, sua norma é Hk” =—-0u
v
k=2, comk =HIZH (5.14)
v
X
Sendor =| y | e pela definicdo (5.13),
z
f(X,y,2,t) = f,cos(k - F — ot + ) (5.15)

No instante t, em um ponto A, de posicior,, o valor de fé
f(r,,t)=f, cos(IZ~FA—cot+(p), uma questdo interessante é saber em quais pontosB, de
posigdory, o valor de fé o mesmo que emA, para um mesmo instante. Em tal situag&o,
f(F,,t) = f(F,,t) = cos(k -F, — oot + @) = cos(K - T, — wt + ) =
K-F,—ot+p=K-F,—ot+p+2n7= K-(F, —F,) =2nz. Sendo Oa origem do sistema de
coordenadas, T, = OAe I = OB , K-AB= 2nz, neN.Se K-AB = 0, diz-se que A e B possuem
a mesma fase, neste caso, B estd no mesmo plano que passa por A e é perpendicular ao vetor
de ondak . Esta é a caracteristica das ondas planas, ondas onde as superficies de onda, lugar
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geométrico dos pontos que possuem uma mesma fase, sdo perpendiculares ao vetor de onda
(Figura 8).

Figura 8 - Superficie de onda plana. Todos os pontos do plano perpendicular a |Z estio em fase com A

Fonte: Préprio autor.

Quando K-ABé um multiplo de 27z,0s pontos Ae Bestdo em planos de onda
diferentes, no caso em que K-AB=27x,0s pontos considerados estdo em planos de onda
consecutivos cuja distancia é 2r.

Além disso, conforme a figura 9, k-AB=27 = K-(7 +T,) =27 =

K-T =21 = q:m:ﬂ:%.

27
Figura 9 - A distancia entre dois planos de onda consecutivos, igual ao comprimento de onda, vale T

Fonte: Proprio autor.
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A equagdo f(x,y,z,t) = fycos(k x+K,y+K,z—at+¢) € um caso particular das
chamadas ondas planas cuja forma geral é V =V (F-k,t), que apresentam a propriedade de

serem constantes em cada plano, F-k , perpendicular ao vetor de onda, k . Elas recebem o
nome de ondas planas monocromaticas e sua importancia reside na possibilidade de que todos
0s outros tipos de onda possam ser expressos por elas, através da transformada de Fourier
[BUTKOV, 1988].
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6 NOTACAO COMPLEXA

A presenga do termo trigonométrico na expressao f(r,t) = f, cos(K - F — wt + @)

para as ondas planas monocromaticas sugere que este possa ser reescrito por meio de
exponenciais. A linearidade da equacdo de onda implica que no caso de uma solucdo
complexa, ambas as partes real e imaginaria sejam solucdo da equacdo. Entdo, para a
obtencdo de uma forma mais facil de ser manipulada matematicamente, devido as
propriedades diferenciais das exponenciais complexas, convém reescrever f como uma

funcdo complexa de tal modo que f seja a parte real desta nova funcio, f*®.

f*(F,t) = f oo, (6.1)
e f(r,t)=Re[f*(r,1)].
Para as componentes do campo elétrico, que sdo grandezas reais e obedecem a
equacdo de onda, tém-se as respectivas ondas planas:

E, = E,, cos(k - F — ot + ) = Re{E, e'® "}, (6.2)
E, = E,, cos(k -F —at +¢) = Re{E, e’} e (6.3)
E, = E,, cos(k - F — ot + @) = Re{E,,e'* ")}, (6.4)
empregando-se a notagdo complexa,
E, =E, e “™ onde, E,, = E,e", (6.5)
E; =E;,e“", onde, E;, = E,,€"” e (6.6)
E; = E, e ®" onde E, =E,e". (6.7)
Logo,
=
E'(r.t)=| E,, [e'*", 6.8)
Eo.
gue pode ser reescrito como
E'(F,t) = E,e'*™ ), (6.9)
ao definir-se a amplitude do campo elétrico complexo por
=
E, =| Ey, (6.10)
Eo,

A notacdo complexa permite que as derivadas parciais das componentes de E”
sejam facilmente calculadas,

1- Neste trabalho, reserva-se o uso do asterisco sobrescrito para indicar a extensdo complexa de uma
funcdo real, ndo devendo, portanto, ser confundido com a operagéo de conjugacdo complexa.
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*

OE, oE OE; .

« =ik, E;, —L=ik,E, e —2==ik,E,, (6.11)
OX oy 0z
(S
- . OEl . -,
% ok, T —inE] e e o k], (6.12)
ot ot ot
Assim,
V-E" =ik.E; +ik E, +ik,E, = V-E =ik -E". (6.13)

A equacgdo (6.13), juntamente com a equacdo de Maxwell para o divergente do
campo elétrico (4.27), implica que, no véacuo, k - E =0, ou seja, o vetor de onda e o campo
elétrico sdo perpendiculares, ou seja, a onda eletromagnética € transversal.

Além do divergente, o rotacional de E"também pode ser reescrito em uma forma
simplificada.

9
X (E (ikE —ikE]
— — % a * - * - *
VxE =| — |x| E, |=| KE —-IkE |= (6.14)
8y y 7=x X —z
5 E ik, E, —ik E,
oz
ik, ) (E;
VxE" = ik, |x E; = VxE =ikxE" (6.15)
ik, E,

As componentes do campo magnético, B, satisfazem & mesma equacio de onda

que as componentes de E, logo, adota-se para as ondas planas monocromaticas deste a
mesma notacdo complexa adotava para o campo elétrico, tem-se:

B"(F,t) = Bye!""" (6.16)
A priori, ndo existe razdo para que 0 numero de onda e a pulsacdo das
componentes de B sejam as mesmas das de E, no entanto, pela equagéo VxE=-Bg

ot

. . . _ B .
levando-se em conta que VxE possui a mesma pulsacdo de Ee que Z—tpossw a mesma

pulsacdo de B, conclui-se que o= '. Além disso, como ambas as ondas possuem a mesma
velocidade de propagacéo, v,e w=kv=k'v, k =k'.Logo,

B"(F,t) = Bje'®» (6.17)
Sendo VxE" = i —iwB",ik xE" =iwB", logo, tomando-se a parte

real,
k xE = wB. (6.18)
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Por conseguinte, B ¢ perpendicular a k e a E. Sendo K e E perpendiculares entre si, k ,E e
B formam um conjunto de vetores ortogonais. Tomando a norma de (6.18), @B =KkE, mas
@ = kv, logo,
vB=E (6.19)
Conhecido o campo elétrico, E'(F,t)=E,e'*" ) o campo magnético é

determinado pela expressdo Kk x E = @B, sendo K =kke o = kv, tem-se:

B = 1kxE" (6.20)
\'
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7 REFEXAO E REFRACAO DE ONDAS PLANAS MONOCROMATICAS EM
MEIOS DIELETRICOS

Quando uma onda monocromatica se propaga em um meio dielétrico e incide na
superficie de separacdo deste com outro, também dielétrico, seus campos se comportam de
modo que a equacdo de onda caracteristica de cada meio seja satisfeita. Na superficie de
separacdo entre eles as condicdes de contorno devem também ser satisfeitas, como veremos
adiante.

Considera-se agora a seguinte situacdo: Uma onda incidente, representada pelo
indice |, e caracterizada pelos campos

—

E (F,t)=E, ™ eB'(F,t)=—K, xE, (7.1)

< |+

incide, aproximando-se pela esquerda, sob um &ngulo &,, na superficie de separacéo entre

dois meios, [1]e[2], dando origem a uma onda refletida,
E*(F,t) = ELe®™ 0 ¢ B2 (7 1) :VEIZR <E:, (7.2)
1
que se propaga no mesmo meio que a onda incidente, sob um angulo &, e a uma onda
transmitida,
E(F,t) = E.e® 70 g B (7, 1) =Vi|2T <E’, (7.3)
2
que se propaga no segundo meio. A Figura 10 esquematiza a situacdo descrita acima.

Figura 10. Onda plana passando do meio 1 para 0 meio 2.

Fonte: Préprio autor.
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Como as trés ondas possuem a mesma natureza fisica, expressa por meio da
frequéncia angular, @, tem-se que k,v, =kgVv, =k;v, = @, logo,
v n
K, =ky=-2k =—1k. (7.4)
Vl rl2
Além disso, na interface de separacdo entre os dois meios, determinadas condicdes,
conhecidas como condices de contorno devem ser obedecidas, elas resultam das leis da

eletrodindmica e dizem como os campos eletromagnéticos se comportam na interface, elas
séo:

gEl —&E =0 (7.5)
E,-E =0 (7.6)
Bl -B; =0 (7.7)

i@ui@go (7.8)

H Hy

Onde E,e B, so os campos eletromagnéticos no meio 1, E, +E,eB; +B;, eE,eB,sé0 os
campos eletromagnéticos no meio 2, E-eB. . Cada uma dessas expressées possui 0 seguinte
aspecto:

( )ei(lzrf‘—wt) +( )ei(IZR-F—a)t) :( )ei(IZTT—a)t) (79)

E devem ser validas no plano de incidéncia, z=0, em qualquer tempo e em qualquer ponto
deste, 0 que implica que as exponenciais devem ser iguais, logo,

k -F=K,-F=k -F, emz=0. (7.10)
A expressao (7.10) pode ser reescritas em termos das componentes vetoriais,
X(k| )x + y(k| )y = X(kR)x + y(kR)y = X(kT)x + y(kT)y' (7.11)
A equacdo (7.11) é valida em todos os pontos x e y do plano de incidéncia, logo,
(kp)y = (kg)y = (ky), (7.12)
e
(ki) = (kg), = (kp), (7.13)

Escolhendo os eixos cartesianos de maneira conveniente, afim de que o vetor de
onda IZ, tenha componente nula na direcdo y, (k,;), =0, estando contido no planoxz, a

equacdo (7.12) implica que os vetores de onda IZRe IZT também tém componentes nulas
segundo a direcdo y e estdo, por conseguinte, contidos no plano xy.Decorre, entdo, que 0s
vetores de onda incidente, transmitida e refletida e o eixo normal a superficie de incidéncia
sdo coplanares.

Utilizando os angulos de incidéncia, reflexdo e transmisséo, ou refracdo, definidos
como os angulos formados pelos respectivos vetores de onda com a direcdo normal a
superficie de incidéncia, eixo z na figura 10, a equacao (7.13) pode ser reescrita:

k,send, =k.send, =k, send,. (7.14)

No entanto, k, =k;, pela equacéo (7.4), logo, decorre a lei de reflexéo,
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6, = 6;. (7.15)
@ [ ~ . .
Sendo k, =n,— e k; =n,—, aequagéo (7.14) implica que
C C

n,send, = n,send; , (7.16)

tal equacdo é conhecida como lei da refragdo, ou lei de Snell-Descartes.
A densidade de energia armazenada nos campos eletromagnéticos [Griffiths,

. 1 1 - :
2011] é dada por u =§(5E2+—BZ], para as ondas planas monocromaticas em meios

U
dielétricos,
u=ceE? cos?(K - F — wt + @) (7.17)
O fluxo de energia é caracterizado pelo vetor de Poynting:
S-L1ExB (7.18)
y7]
Para as ondas planas monocromaticas em meios dielétricos,
S =veE2 cos? (K - F — ot + p)k = vuk (7.19)
A intensidade, |, é definida como:
| =(S) (7.20)

Para as ondas planas monocromaticas em meios dielétricos:

| =%ng§. (7.21)

Em funcgdo da intensidade das ondas incidente, |,, transmitida, I, e refletida, I, define-se
os coeficientes de reflexdo, R, e de refracdo, T :

R= 'I—R (7.22)

T= 'I—T (7.23)

Devido a conservacdo de energia, em meios ndo absorventes,

R+T =1. (7.24)

7.1. Relagdes de Fresnel em meios dielétricos

As relacOes de Fresnel s&o importantes relagdes que dizem como as amplitudes
das ondas monocromaéticas transmitidas e refletidas se comportam em funcgdo das amplitudes
da onda monocromatica incidente.
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Decompondo as componentes do campo elétrico incidente em suas componentes
paralela, sobrescrito ||, e perpendicular, sobrescrito L, ao plano de incidéncia, seguindo as
convengoes da figura 11,

Figura 11 - Convencdes sob a orientacdo dos campos para as equacdes de Fresnel.

A E
ER

ANX el
" @/E'}' Qi

Fonte: Préprio autor.

as componentes de E,*nas direcBes x, ye z,em funcdo de suas componentes perpendicular e
paralela ao plano de incidéncia, sdo:

* * i(k, -F-al
E, =—E"cosg,e' ™",
E, =E e'® e (7.25)

E. = Eseng,e’®1 ™0,

Sendo I§*=1k><|§e V= ! , para 0s meios dielétricos, tem-se
v NITY

B = \/yo_gIZx E”e as componentes cartesianas de B/ podem ser determinadas a partir das de
E;, uma vez que K, = (sen6,,0,c0s6,):

B! = 1,5, E; " cosg,e! T,
B = iz Bl e (7.26)

B, = /1,6, E *seng,e'®i TN,



Procedendo de forma analoga, obtém-se , para a onda refletida:

e para a onda transmitida,

* | i(Kg-F—at)
E. =-E; cosg.e"""" ",
E;y — E;J_ei(kRT_wt) e
E., = Elsenge'*= "~
By = —/ 1,6, E cos f,e' e Ten),

*

BRy =~ &y E;”ei(kR.riwt) €

* i(kg-F—aot)

Br, = /14, Er seng, e

E' =—E'cos@. e

E_:J_ei(lzT F—at) e

*

E;, =

E;, = E/'seng,e' (")

* i(kp -F—at)
)

Br, = —\#4&, E; cos ;e

*

BTy - _ /,[082 E_:”el(kTF—a)t) e

* ik -F—at)

By, =/ k¢, E; 'sendye
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(7.27)

(7.28)

(7.29)

(7.30)

As equacdes de contorno (7.6) e (7.8) implicam que as componentes xe Y,
tangenciais, dos campos elétrico e magnético totais em cada meio sejam continuas na

interface de separacdo,

€+ En = En
E, +Ep, = E),
B). +Be =By,
B, + Bz, =By,

(7.31)
(7.32)
(7.33)
(7.34)

como todas as ondas consideradas possuem a mesma pulsacio e k, -F=k,-F =k -Fem

z=0, os fatores exponenciais cancelam-se nas equagdes de continuidade, que podem ser

reescritas, notando-se que cosé, =—Co0sd, :

cosd, (E"-E")=E"cos &,

*] *] _ p*L
E'+E =E

Je cos6, (B —Ef) = /e, Er* cos 6,

V€ +ED = JEE]

(7.35)
(7.36)
(7.37)
(7.38)

Estas equacdes podem ser manipuladas para fornecer as componentes paralela e perpendicular
a interface das ondas transmitida e refletida em funcéo das componentes da onda incidente:

" 2n, cos 6, £l
T n,cosé, +n,cosd,

(7.39)



£l _ 2n, cos 6, £l
T ncosé, +n,cos6,

g _ 2 COs 0, —n, cos o, £l
" n,cos6, +n,cos6.

£ o n, cosé, —n, cos b, £
n, cos &, +n, cos 6,

Essas equacdes sdo conhecidas como equacdes de Fresnel.

(7.40)

(7.41)

(7.42)

37
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8 REFLEXAO TOTAL

Quando uma onda eletromagnética se propaga de um meio para outro opticamente
menos denso, a direcdo de propagacdo desta se afasta da direcdo normal ao plano de
incidéncia, conforme foi apresentado no Capitulo 2, onde se discutiu a reflexdo interna total

em optica. Pela lei de Snell-Descartes, viu-se que existe um angulo limite, 6., tal que para

angulos de incidéncia superiores a este, ndo existe onda transmitida. No entanto, ndo existe
razdo para que os campos eletromagnéticos ndo se propaguem no segundo meio, as proprias
equacdes de continuidade, de onde emanam as leis de reflexdo e refracdo, presumem a
existéncia de campos em ambos meios. Além disso, varias evidéncias experimentais mostram
que, mesmo no caso da reflexdo interna total, existem campos transmitidos. Esta dificuldade
pode ser resolvida permitindo-se que o angulo de refragéo, €, , seja complexo, neste caso, &,

perde a sua interpretacdo geométrica e ndo deve ser interpretado como angulo, apenas como
uma entidade algebrica. [Griffiths, 2011]

n / -
Sendo n;send, =n,send,, send, =—-send, = ﬁsen6?I , definindo ny, =n= &,
n, & &
tem-se que
end, = send (8.1)
e
2
cosé, =i sen249, -1 (8.2)
n

Observa-se que a equacdo (8.2) pode ser real (para n > 1) ou complexa, na
condic&o de reflexdo total, comn < 1.

Como IZT~F=kT(sen0T>2+coseT2)~(x>2+y§/+22),os fatores exponenciais dos
campos eletromagnéticos podem ser reescritos, utilizando-se as expressdes para sené; e

cos & estabelecidas anteriormente nas equagoes (8.1) e (8.2),

~ seng,

2
K F =k x sen-o,

n2

+ik, z =) (8.3)

O sinal negativo da raiz quadrada ndo corresponde a uma situacao fisica, pois na exponencial
da expressdo do campo elétrico, este daria origem a um termo que cresceria ilimitadamente
com z, o que levaria a uma amplitude de onda infinita, caso em que ndo haveria conservacéo
de energia.

2
Definindo-se 7 =k, seno, _ ﬂseneI e K=k senze, ~1=2 /n2sen’0, -n;,
n c n c

k; - T pode ser posto em uma forma mais simples:

kT ~F:T7X+iKZ. (84)
Sendo assim,
ET*(F’ t) — E’;‘T e—KZe+i(T7X—(l)t)’ (8.5)
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O que representa uma perturbagdo oscilatoria na direcdo x, cuja amplitude diminui & medida
que z aumenta.
Alem disso, utilizando as expressdes para send; e cosé, em funcéo de send, , das

equacOes (7.39) a (7.42), as equacOes de Fresnel podem ser reescritas:

n n .
~200s6, — L i\/sen’d, —n’
n nn

A h h |
E; = E'=
n, n . 2 2
~2.008 6, +—2-i,/sen’d, —n
n, nn
1.
ncosé, — - i/sen’d, —n’
I n il
E; = E'=

1.

ncosé, + ~i,/sen’d, —n?
n

. N?cosd, —iy/sen’d, —n

n? cos 6, +i/sen’d, —n?
n n, .
—1c0s6, ——2 iy/sen’, —n’
n nn

2

E (8.6)

*L " 1 *1
Er = o ~ E =
—L1cos 6, +—2i/sen’d, —n?

n nn
n. 2 2
cos 6, ——l«/sen 6, —n
E. = n E' =

cos 6, +:i«/sen26?, -n?
.. Cosé —i,/senze -n® _.
ERL _ | | EIL. (87)

cos 6, + i\/senzé?I -n?

2™ cos 6,
Ef = n El =

n n, .
~2.00s 6, +—iy/sen’d, —n’

n, nn
2c0s6,

1.
ncosé, + ~iysen’d, —n’
n

£ = 2ncos 6,

E;II — EI*II —

=0 (8.8)

n’cosé, + i\/senzeI -n?
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n
2-1cos6,
* n *
Ef = ﬁ E* =
Lt oS @, +—2iy/sen’, —n
n nn
. 2¢0s 6, *
E*= - ! E'=
CoSH, +—iy[sen’, —n?
n
2cos6,

Et = E;t (8.9)

cos 6, +iy/sen’d, —n?

Alguns comentarios precisam ser feitos depois dos resultados alcancados até

*II |

agora. Pelas equacdes (8.6) e (8.7), =|E,

=|E*|, como a intensidade de uma

onda eletromagnética monocromatica é dada por | = ESVEZ’ observa-se que a intensidade da

onda refletida é igual a intensidade da onda incidente, e entdo, a intensidade da onda
transmitida deve ser nula. No entanto, as equacdes (8.8) e (8.9) ndo estdo de acordo com o
raciocinio precedente, pois elas implicam que uma onda de intensidade ndo nula se propaga
no segundo meio. Esta contradicdo parece surgir do postulado inicial de que as ondas
incidente, transmitida e refletida incidem, ou emergem, do mesmo ponto na interface de
separacdo entre os dois meios, o que ndo € verdade, conforme descrito como o deslocamento
de Goos-Hénchen, pelo qual, uma onda polarizada, ao sofrer reflexdo total, sofre um
deslocamento lateral na superficie de reflexdo, assim, as ondas incidente e refletida nao
compartilham o mesmo ponto. [HAIBEL, 2001].

Embora o caso geral descrito no ultimo pardgrafo apresente contradigdes,
seguindo o procedimento de GRIFFITHS pode-se observar que ao se particularizar o
problema para o campo elétrico polarizado na direcdo y (de acordo com a Figura 11) chega-se
nas expressdes para uma onda evanescente. Em fungéo de n e x, sené; e cosé, podem ser

. c ~ c CK
reescritos: sené, = ﬂ—ecose =i—, logo, k; = == g+i=% 7. Considerando-se o caso
on, n, on, on,

do campo elétrico polarizado na direcdo §, E,(F,t)=E,e e "™y  sendo

1 5 .
B (F,t) :_k xE;, tem-se que B;(F,t)=—E, e e""" “")( e 5 |C—Kxj. Sendo
, v, on,  on,

ET (r,t)= Re[ET*(F,t)] e I_5>T(F,t) = Re[ET*(F, t)], os campos que penetram no segundo meio
sdo:
E. (F,t) = Ej;e ™ cos(7x — at + )y e (8.10)
B, (F,t) = EOTe”‘Z[cos(nx wt + @)ni +sen(nx — wt + @)k X]. (8.11)
A presenca do termo e™**, que atenua a amplitude dos campos, faz com que a amplitude

. 1 x
destes decresca rapidamente com z,—~ A, por tal razdo, a onda correspondente a estes
K

campos é chamada de onda evanescente.
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O vetor de Poynting pode ser calculado por S = S E. x B, , obtém-se:
Ho

S = 1 EZ e [17cos’ (7X — wt + @)X — ksen(nx — wt + @) cos(nX — wt + ¢) 2] (8.12)
@

Sendo <cosz(77x -t + (o)> = % e <COS(77X — ot +@)sen(nx— ot + (P)> =0,

2 —2KZ
<s>:EOT77—e§(, (8.13)
VYING]

Logo, s6 ha fluxo de energia na direcdo X, tangente ao plano.

8.1 REFLEXAO TOTAL FRUSTRADA. VERIFICACAO EXPERIMENTAL DOS
CAMPOS EVANESCENTES.

Devido ao rapido decrescimento da amplitude dos campos evanescente a medida
que z aumenta, uma verificacdo experimental da onda evanescente é de dificil realizacdo, no
entanto, empregando-se a seguinte montagem experimental (figura 10), consegue-se contornar
este problema.

Figura 12 - Esquema para a verificagdo da onda evanescente.

f 2 4 zZ y
/ \\
i
>
iy
!
»n
1
!

Fonte: Proprio autor.

Conforme representado na Figura 12, uma onda de intensidade I, se propaga de
um meio mais refringente para outro menos refringente, n, > n,, e sofre reflexdo interna total
na interface de separacdo destes. Surge, entdo, uma onda refletida de intensidade 1, e uma

onda evanescente, cuja intensidade decresce exponencialmente com a distancia z . O segundo
prisma representado tem a fungdo de frustrar o decrescimento da onda evanescente, pois,
guando este é aproximado, esta 0 penetra e passa a se propagar em seu interior, onde ndo
ocorre atenuagéo de sua intensidade I .
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Variando-se a distancia z, pode-se verificar a dependéncia de 1, e I, em funcéo

desta. Na montagem feita no Laboratorio de Fisica Moderna, Figura 13, utilizou-se o kit para
0 estudo de micro-ondas Basic Microwave Optics System, modelo WA-9314B, fabricado pela
PASCO Scientific, composto por um emissor de microondas polarizadas linearmente, cujo
comprimento de onda é de 2,85 cm, e de dois detectores de microondas analégicos ou apenas

um detector.

Inicialmente o sistema era alinhado para obter a méxima reflexdo interna visto no
detector da reflexdo e em seguida, a distancia entre os prismas era calibrada com o auxilio de
pequenos segmentos de uma régua, cuja espessura era de 1,55 mm. Foram realizadas duas
espécies de medidas, em uma, utilizou-se dois detectores, um para a onda transmitida e outro
para a refletida, e em outro, utilizou-se apenas um detector, que era transladado, conforme a
onda que se desejava analisar.

Algumas dificuldades surgiram durante o procedimento: Quando eram utilizados
dois detectores, cada um possuia uma calibragdo caracteristica, 0 que tornava dificil uma
medida coerente para duas ondas consideradas e quando era utilizado apenas um detector, o
translado consecutivo do mesmo provocava o seu desalinhamento, de modo que a sua posi¢éo
mudava em medidas diferentes de uma mesma onda.

Figura 13 - Arranjo experimental com prismas de parafina para o estudo da onda evanescente.

Emissor de micro-ondas.

Receptor de micro-ondas

Fonte: Proprio autor.



Os dados experimentais obtidos estdo apresentados nas Tabelas a seguir.
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Tabela 1 - Valores experimentais obtidos para a intensidade da micro-onda. Escala de 10 mA com polarizacéo

paralela (//).
Distancia Onda Transmitida Onda Refletida
(mm) Intensidade Intensidade Intensidade Intensidade
A? (mA) B (mA) A (mA) B (MmA)

0,00 1,00 0,87 0,00 0,010
1,55 0,82 0,69 0,075 0,065
3,10 0,59 0,47 0,29 0,32
4,65 0,38 0,30 0,54 0,55
6,20 0,22 0,16 0,72 0,72
7,75 0,10 0,070 0,82 0,82
9,30 0,030 0,038 0,90 0,89
10,85 0,00 0,00 0,93 0,93
12,4 0,00 0,00 0,96 0,96

Fonte: Préprio autor.

Tabela 2 - Valores experimentais obtidos para a intensidade da micro-onda. Escala de 30 mA com polarizagéo
paralela (//) e com um Unico detector.

Distancia Onda Transmitida Onda Refletida
(mm) Intensidade (mA) Intensidade (mA)
0,00 0,99 0,00
1,55 0,94 0,060
3,10 0,76 0,31
4,65 0,61 0,49
6,20 0,36 0,74
7,75 0,24 0,81
9,30 0,14 0,86
10,85 0,035 0,92
12,4 0,00 0,95

Fonte: Préprio autor.

2 As letras A, B, C e D servem para indicar séries de medidas, em cada uma das quais foram medidas as
intensidades das ondas transmitida e refletida em funcédo da distancia.
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Tabela 3 - Valores experimentais obtidos para a intensidade da micro-onda. Escala de 30 mA com polarizacdo
paralela (/) com dois detectores independentes.

Distancia Onda Transmitida Onda Refletida
(mm) Intensidade Intensidade Intensidade Intensidade
C (mA) D (mA) C (mA) D (mA)

0,00 1,00 1,00 0,00 0,00
1,55 0,97 0,91 0,070 0,015
3,10 0,83 0,82 0,31 0,20
4,65 0,68 0,67 0,48 0,45
6,20 0,47 0,46 0,66 0,63
7,75 0,28 0,25 0,79 0,80
9,30 0,17 0,17 0,85 0,86
10,85 0,080 0,075 0,90 0,91

Fonte: Préprio autor.

Tabela 4 - Valores experimentais obtidos para a intensidade da micro-onda. Escala de 30 mA com polarizagéo
perpendicular (_| ) com dois detectores independentes.

Distancia Onda Transmitida Onda Refletida
(mm) Intensidade (mA) Intensidade (mA)
0,00 1,00 0,00
1,55 0,86 0,060
3,10 0,61 0,29
4,65 0,37 0,43
6,20 0,20 0,55
7,75 0,10 0,62
9,30 0,030 0,68

Fonte: Préprio autor.

Conforme pode ser visto nas tabelas precedentes, em todas as séries de medidas,
ocorre um comportamento analogo: A medida que a distancia de separagdo aumenta, a
intensidade da onda transmitida diminui e a da onda refletida aumenta. Este comportamento
também pode ser observado por meio grafico, como o representado na Figura 14°. Isto sugere
que, de fato, ha algo que se propaga no segundo meio, mesmo no caso da reflexdo total, e a
sua intensidade diminui com a distancia de separagao entre 0s meios.

® para evitar redundancia, escolheu-se representar graficamente apenas os dados de uma das séries.



45

Figura 14 — Grafico das intensidades transmitida e refletida para a série B, conforme dados da Tabela 1.

1.0
® [ntensidade da onda transmitida B
. ® Intensidade da onda refletida B
—— Ajuste exponencial
0.8 —— Ajuste exponencial
< 06-
\E, 0.6
() 4
§e]
S
c
9 i
=
0.2
0.0 [ E—|

Distancia (mm)

Fonte: Préprio autor.

Em uma primeira andlise, pode-se sugerir que tal comportamento seja resultado da
onda evanescente prevista teoricamente, cujo comportamento € de decréscimo exponencial.
No entanto, a situacdo é bem mais complexa que a tratada anteriormente, a presenca do
segundo meio e dos detectores perturba as condi¢bes de contorno do problema e modifica a
sua solucéo, assim, ao empregar-se a abordagem utilizada, ndo se mede o que se deseja.

A abordagem utilizada serve apenas para verificar a existéncia das ondas
evanescentes. Para um estudo quantitativo de suas propriedades, faz-se necessario que 0s
detectores e 0 meio para frustragcdo sejam aprimorados para que perturbem minimamente o
sistema. Consideracdes desta impossibilidade, bem como um método para o estudo das ondas
evanescentes com detectores otimizados podem ser encontras em [PAPATHANASSOGLOU,
2003].
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9 ALGUMAS APLICACOES PRATICAS DA REFLEXAO TOTAL FRUSTRADA.

Como a onda evanescente se atenua rapidamente com a distancia a superficie de
separacao entre os meios, ela pode ser usada para fornecer informagdes sobre fendmenos que
ocorrem proximos a ela.

Dentre as diversas aplicacdes neste &mbito, merecem destaque as telas multi-toque
FTIR, abreviacdo de Frustrated Total Internal Reflection, que em pouco menos de dez anos,
devido ao seu baixo custo de producdo, foram responsaveis pela popularizacdo das telas
multi-toques. Elas se baseiam na reflexdo total frustrada de uma onda infravermelha, que se
propaga no interior de uma lamina fina, opticamente mais densa que a sua Vizinhanca.
Quando um operador toca a superficie da tela, interage com a onda evanescente, oriunda da
reflexdo total frustrada, e a reflete na direcdo de um sensor, localizado embaixo da mesma. A
Figura 15 ilustra o funcionamento descrito.

Figura 15 - Esquema das telas multi-toque baseadas na reflexdo interna total.

Fonte: http://cs.nyu.edu/~jhan/ftirsense/index.html

Outra aplicacdo que convém ser lembrada sdo os leitores biométricos de
impressdo digital, que reproduzem as impressdes digitais nitidamente, devido a reflexao total
frustrada que ocorre na face espelhada de um prisma, observa-se, aqui, a caracteristica da
atenuacdo das ondas evanescentes com a distancia, somente as digitais, que sdo préximas a
superficie, aparecem na imagem (figura 16)

Figura 16 - Impressdo digital na face espelhada de um prisma.

Fonte: Proprio autor.


http://cs.nyu.edu/~jhan/ftirsense/index.html
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Vale ressaltar, ainda, a aplicacdo pedagodgica da reflexdo total frustrada, uma vez
que ela possui um andlogo de grande valor: O tunelamento quantico, contribuindo a
assimilacdo pelos estudantes de aspectos ndo intuitivos.
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10 CONCLUSOES

A partir da exposicao realizada neste trabalho, pode-se concluir que a reflexao
total frustrada foi resultado de um longo periodo de aprimoramento de técnicas e teorias, que
culminou em sua total modelizacdo e posterior aplicacdo tecnoldgica. Os dados obtidos no
experimento confirmam a existéncia das ondas evanescentes de forma qualitativa.

Como futuros desenvolvimentos, sugere-se o aperfeicoamento do experimento de
confirmacéo, para que, por meio da otimizagdo dos detectores e da técnica empregada, possa
ser possivel o estudo quantitativo das ondas evanescentes e suas caracteristicas. Sugere-se,
também, que o experimento de confirmacdo seja aprimorado para trabalhar com radiacéo
visivel, e que experimentos andlogos sejam empregados no estudo das ondas evanescentes
associadas a outros tipos de oscilacdo, diferentes das eletromagnéticas, como as acusticas ou
em fluidos, que possuam condic¢des de continuidade semelhantes na interface.
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ANEXOS

ANEXO A: CORRECAO DE MAXWELL

A correcdo da equacdo de Ampere, feita por Maxwell, foi de vital importancia
para a teoria eletromagnética, por ela tornou-se evidente que campos elétricos variaveis com o
tempo produziam campos magneticos, até o momento, sabia-se apenas que campos
magnéticos variaveis produziam campos elétricos, conforme sintetizado na lei de Faraday. No
entanto, a importancia do termo de Faraday é bem mais abrangente, pois por ele foi possivel a
deducédo das ondas eletromagnéticas, que culminariam, com a teoria eletromagnética da luz,
na unificacdo entre dptica e eletromagnetismo.

Antes de Maxwell, conhecia-se a lei de Ampere,

VxB=p,J, (A-1)
no entanto, esta gerava algum desconforto, pois ndo era em conformidade com a equacao de
conservacao da carga elétrica, universalmente aceita, pela qual

v.5=- (A-2)
ot
De fato, aplicando-se o divergente a ambos 0s membros da equacdo (A-1),
V-VxB=V-(4,J)=0=V-1J. (A-3)

0 que contradiz a equacao (A-2).
Para contornar o problema, acrescenta-se um termo, por hora desconhecido, ao
lado direito da equacgdo (A-1) e procura-se determinar a sua expressdo, de modo gque a nova

equacdo esteja de acordo com a conservacao de carga. Como ,uoj € um vetor, o termo
desconhecido também deve ser um vetor, supondo, sem perda de generalidade, que este termo
seja ﬂojd , a equacdo de Ampeére, com o termo de ajuste é:

VxB = p,d + 11,3, (A-4)
Aplicando-se o divergente a ambos os membros da equagéo (A-4),

VVxB= VoIt uV-J, (A-5)
sendoV-VxB =0, paratodo B,
vV-J,=-V-J (A-6)
logo, pela equacéo (A-2),
- op
V-3, =—— A-7
0= (A7)
mas, a equacao de Gauss diz que
50§~ E= o, (A-8)

Logo,



V.5, -ev-E o
ot
L. E
V-3, =V-(g,—
a=V-(&=)
Logo,
- OE
Jy=6—
d 0 8’[
E o termo de ajuste é
L E
Ho&y o
A equacdo de Ampeére, com a correcdo de Maxwell fica:
-
VxB=uJd+ ,ec,—.
Hod T Hyéy ot
- oE | :
Ji =6 € conhecido como corrente de deslocamento.

El

(A-9)

(A-10)

(A-11)

(A-12)

(A-13)

(A-14)
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