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RESUMO

O movimento irregular e erratico de pequenas particulas imersas numa solucéo,
inicialmente observado e descrito pelo botanico inglés Robert Brown, por volta de 1828,
passou a ser conhecido como movimento browniano. A partir de 1905, com os trabalhos
tedricos do fisico alemdo Albert Einstein, e outros trabalhos posteriores, foi possivel entdo
ligar a teoria cinética dos fluidos a0 movimento browniano, esclarecendo assim que a
verdadeira causa do fendmeno era consequéncia da interagdo mecanica das microparticulas
com o fluido. A modelagem desse movimento passou, desde entdo, a ser um dos grandes
temas da mecénica estatistica. Em 1968, Benoit Mandelbrot e VVan Ness propuseram como
uma generalizagdo do movimento browniano, o chamado movimento browniano fracionario,
através de um expoente real H (0 < H < 1), conhecido como expoente de Hurst. Foi a partir
dos trabalhos de Mandelbrot que o movimento browniano fraciondrio comegou a ganhar
destagque e passou a encontrar inimeras aplicacdes em diversas areas da ciéncia. Sendo um
exemplo de fractal aleatério, 0 movimento browniano fracionario possui dimensdo fractal
dada por Df = 2 — H. Neste trabalho, abordamos algumas das propriedades estatisticas mais
importantes do movimento browniano e do movimento browniano fracionario, apresentando,
em seguida, alguns métodos simples de simulacdo de uma particula executando esses tipos de
movimento em uma dimensdo. E por fim, analisamos os dados gerados nas simulacdes do
movimento browniano fracionario através de alguns métodos utilizados para se estimar o

expoente de Hurst.

Palavras chaves: Movimento Browniano, Movimento Browniano Fracionario, Expoente de

Hurst, Dimensdo fractal.



ABSTRACT

The irregular and erratic movement of small particles immersed in a solution, initially
observed and described by English botanist Robert Brown, around 1828, became known as
Brownian motion. From 1905 with the theoretical work of the German physicist Albert
Einstein, and other later works, it was possible to connect the kinetic theory of fluids to the
Brownian motion, explaining how the real cause of the phenomenon was the result of the
mechanical interaction of the microparticles with the fluid. The modeling of this movement
became since then one of the major themes of statistical mechanics. In 1968, Benoit
Mandelbrot and Van Ness proposed a generalization of Brownian motion, called fractional
Brownian motion, through a real exponent H (0 < H < 1), known as Hurst exponent. It was
from Mandelbrot works that the fractional Brownian movement began to gain prominence
and went on to found numerous applications in various areas of science. As an example of
random fractal, fractional Brownian motion has fractal dimension given by D; = 2 — H. In this
paper, we address some of the most important statistical properties of Brownian motion and
fractional Brownian motion, showing some simple methods of simulation of a particle
performing these types of motion in one dimension. Finally, we analyze the data generated in
the simulations of fractional Brownian motion through some methods used to estimate the

Hurst exponent.

Keywords: Brownian motion, Fractional Brownian motion, Hurst exponent, Fractal

dimension.
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1 INTRODUCAO

Embora a geometria Euclidiana possa descrever muitas geometrias de objetos naturais,
na natureza podemos encontrar diversas formas com um alto nivel de complexidade cuja
descricdo por meio da abordagem Euclidiana se mostra inadequada. Nesse contexto, surge
entdo uma nova geometria, a geometria Fractal. Na natureza encontramos uma infinidade de
estruturas fractais chamadas de fractais naturais. Neste trabalho daremos destaque aos
movimentos brownianos e movimentos brownianos fracionarios, que sdo exemplos de fractais
aleatorios.

Por volta de 1828, o botanico inglés Robert Brown passou a observar e descrever o
movimento irregular e erratico de pequenas particulas imersas numa solucdo. Esse tipo de
movimento irregular ficou conhecido como movimento browniano. Nessa época, entretanto,
ndo se pensava que a causa do movimento browniano era consequéncia da interagdo mecanica
das microparticulas com o fluido. Finalmente, a partir de 1905, com os trabalhos teéricos do
fisico alemdo Albert Einstein [17], e outros trabalhos posteriores, foi possivel ligar a teoria
cinética dos fluidos ao movimento browniano, esclarecendo assim a verdadeira causa do
fendmeno. Desde entdo, a modelagem desse movimento passou a ser um dos grandes temas
da mecénica estatistica.

Em 1968, Benoit Mandelbrot e Van Ness [25] propuseram um novo processo
gaussiano, denominado movimento browniano fracionario, como uma generalizacdo do
movimento browniano através de um expoente real H (0 < H < 1), conhecido como expoente
de Hurst [10]. Foi a partir dos trabalhos de Mandelbrot que o movimento browniano
fracionario comecgou a ganhar destaque e passou, entdo, a encontrar inimeras aplicacdes em
diversas areas da ciéncia, como fisica, quimica, ciéncias climaticas, geofisica, sociofisica,
econofisica e ciéncias da computacdo [6]. Pelo fato de estar presente em muitos fendmenos
naturais, 0 movimento browniano fracionario constitui um dos modelos matematicos mais
usados em computacédo grafica para a realizacdo de simulacdes da natureza através de fractais
aleatdrios [27].

Este trabalho estd organizado da maneira como se segue. Inicialmente faremos uma
breve introducdo a geometria fractal, apresentando conceitos importantes como defini¢do de
fractal, dimensdo de Hausdorff-Besicovitch e dimensdo fractal, bem como também a

propriedade de auto-similaridade. Também faremos mencéo de alguns exemplos bem famosos
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de fractais que nos ajudam a compreender melhor os conceitos acima mencionados.
Posteriormente, abordaremos o movimento browniano e 0 movimento browniano fracionério,
bem como algumas de suas propriedades estatisticas mais importantes. Também
apresentaremos alguns métodos simples de simulacdo de uma particula executando esses tipos
de movimento aleatério em uma dimens&o. Por fim, faremos uma analise dos dados gerados
nas simulagdes utilizando alguns métodos para a estimativa do parametro H de um

movimento browniano fracionario.
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2 INTRODUCAO A GEOMETRIA FRACTAL

Embora a geometria Euclidiana possa descrever muitas geometrias de objetos naturais,
podemos encontrar na natureza diversas formas com um alto nivel de complexidade cuja
descricdo por meio da abordagem Euclidiana se mostra inadequada. Nesse contexto, surge
uma nova geometria, a geometria Fractal, também conhecida como geometria da natureza,
introduzida e estudada por Benoit Mandelbrot [1, 2, 3] na segunda metade do século XX,
sendo considerado o Pai da geometria Fractal.

Enquanto a geometria Euclidiana estuda curvas e superficies (em duas ou mais
dimensGes) que, globalmente, podem ter uma estrutura bastante complicada, mas em
vizinhangas pequenas eles sdo apenas linhas retas ou planos, os fractais, entretanto,
apresentam exatamente o oposto em suavidade; um fractal possui detalhes em todas as
escalas, ndo importam qudo pequenas elas sejam, ja os objetos “lisos” ndo produzem muitos
detalhes em escalas menores [4]. Em contraposicdo a esses objetos “lisos”, o termo fractal,
que vem do latim “fractus”, significa quebrado, fragmentado ou irregular.

Os fractais estédo presentes em toda parte. Na natureza encontramos uma infinidade de
estruturas fractais chamadas de fractais naturais, como exemplos, podemos citar o contorno
das montanhas e de outras formacdes rochosas, a rugosidade do relevo terrestre, a costa
litoranea de um pais, diversas fraturas (especialmente em rochas), certos cristais, ramificacdes
de uma bacia hidrografica, os flocos de neve, as nuvens, 0s raios, a estrutura das arvores e de
outros vegetais, bem como suas raizes e folhas, o sistema de vasos sanguineos, o sistema
nervoso e a formacdo esponjosa dos pulmdes. A geometria Fractal, portanto, apresenta um
carater interdisciplinar por permitir inimeras aplicacGes em diversas areas da Ciéncia [5].

Ha muitas defini¢es de fractais na literatura. Entretanto, a definicdo de fractal ndo é
facilmente compreendida se ndo for expressa em linguagem razoavelmente intuitiva [6].
Mandelbrot, inicialmente definiu fractal a partir do conceito de dimensao: “Um fractal é por
definicdo um conjunto para o qual a sua dimenséo de Hausdorff-Besicovitch excede a sua
dimensdo topoldgica”. No entanto, esta € uma definicdo bastante restrita. Um fractal também
pode ser definido em fungédo da propriedade de auto-similaridade ou auto-semelhanga. Dessa
forma, um fractal é uma estrutura composta por partes que se assemelham ao todo, s6 que em

uma escala menor. O matematico Kenneth Falconer [7] propde uma definicdo menos rigorosa
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de fractais, em termos das propriedades ou caracteristicas de construgao; assim um conjunto é

considerado um fractal se satisfaz pelo menos algumas das seguintes caracteristicas [5]:

e Possui detalhes em qualquer escala;

e E localmente ou globalmente muito irregular;

e Possui algum nivel de auto-similaridade;

e Possui dimens&o fractal maior do que a dimenséo topoldgica;

e Pode ser definido por um algoritmo recursivo simples.

De acordo com Saupe, o fascinio que envolve os fractais tem duas raizes: a primeira, é
que os fractais sdo bastante adequados para simular muitos fendmenos naturais; e a segunda
razdo é que, em geral, os fractais sdo simples para se gerar em computadores [4]. Os fractais
podem ser agrupados, quanto a forma de geracdo, em duas categorias principais: fractais
deterministicos e fractais aleatdrios. Os fractais deterministicos sdo gerados por um sistema
de funcdes iteradas ou por relacGes de recorréncia. Ja os fractais aleatorios sdo gerados por
processos estocasticos (permitindo, assim, a simulacdo de fendmenos naturais). Uma vez que
fractais possuem infinitos detalhes em todas as escalas segue-se que um calculo completo de
um fractal é impossivel; portanto aproximac6es de fractais para alguma precisao finita devem

ser suficientes [4].

2.1 Dimenséao de Hausdorff-Besicovitch e Dimenséao Fractal

Intuitivamente, podemos entender como dimensdo de um conjunto, 0 quanto esse
conjunto preenche o espago no qual esté inserido [8]. Para entendermos melhor essa ideia de
dimensdo vamos seguir uma linha de raciocinio encontrada em [8, 9] e que culminara na
definicdo de dimensdo de Hausdorff-Besicovitch. Suponha, inicialmente, uma curva de
tamanho Lo. Para medir seu comprimento, vamos cobrir a curva com N(I) = Lo/l segmentos de
tamanho I. Assim, o tamanho L da curva sera dado por

L=N(I (2.1)

Obteremos o real tamanho da curva L, no limite quando | tende a zero:
limL =limN()Il = limL—Ol =1L, (2.2)
-0 -0 -0 [

Se quisermos medir a “4rea” da curva, podemos cobri-la com pequenos quadrados de &rea I

Assim a area da curva sera dada por



16

A= N(DI? (2.3)
No limite quando | tende a zero:
limA =limN()I? = limﬁl2 =limLyl' =0 (2.4)
-0 -0 1-0 [ -0
Portanto, a area da curva € nula. Se desejarmos calcular o “volume” da curva, podemos usar o
mesmo raciocinio, cobrindo a curva com pequenos cubos de volume I°, de modo que o
volume da curva sera
V=N (2.5)

No limite quando | tende a zero teremos:
limV =limN)B = 1im@l3 =limLyl* =0 (2.6)
1-0 -0 1-0 [ -0

Como podemos ver, o volume da curva é nulo. Suponha, agora, um plano de area Aq.

Podemos cobrir esse plano com N(I) quadrados de tamanho I, de forma que N(I) = Ao/l,.

Assim, a area A do plano é

A=N(DI? (2.7)
No limite quando | tende a zero teremos:
limA =limN()I? = 1im@l2 = A, (2.8)
1-0 -0 -0 [2
Se tentarmos cobrir 0 plano com pequenos cubos de tamanho I¥, o volume V sera dado por:
V=N (2.9)
Entdo, no limite quando | tende a zero teremos:
limV =lim N = 1im@l3 = limA4,' =0 (2.10)
1-0 1-0 -0 [2 -0
Se tentassemos calcular o “comprimento” de um plano ou uma superficie, teriamos:
L=NDI (2.11)
Assim, no limite quando | tende a zero
limL =1lim NI = 1im@l1 =limAyl™' = o (2.12)
1-0 1-0 -0 [2 -0

Portanto é impossivel cobrir um plano com uma linha.

Assim, dado um conjunto de pontos S, podemos definir a dimensdo de Hausdorff-
Besicovitch D, para o conjunto S, como a dimensdo critica na qual a d-ésima medida M, desse
conjunto muda de zero para infinito [9]:

_ d 1 a_ (0, sed>D
Md—Zy(d)l > lim Ny (@)1 _{Oo’ sec> (2.13)
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onde N(I) é o nimero de funcdes teste y(d)I? que cobre completamente o conjunto S, y(d) &
um fator geométrico, d é a dimensao da medida e | € o comprimento do objeto de medida da
funcéo teste [10].

Como ja foi citado, um fractal possui dimensdo de Hausdorff-Besicovitch (que é por
vezes chamada de dimenséo fractal) maior do que a sua dimensdo topologica. A dimenséo
topoldgica ou euclidiana, relacionada aos graus de liberdade espacial, corresponde sempre a
nameros inteiros: 0 para um ponto, 1 para uma curva, 2 para um plano ou superficie, 3 para
um volume. Ja a dimensdo fractal corresponde a numeros fracionarios, para a grande maioria
dos fractais. Nesse sentido, a geometria fractal pode ser considerada como uma extensdo da
geometria euclidiana [11]. A dimensao fractal serve entdo como um quantificador do grau de

irregularidade ou de fragmentacgdo de um objeto [12].

2.2 Auto-similaridade e auto-afinidade

Um fato bastante interessante é que os fractais sdo invariantes em escala, um conceito
intimamente ligado ao de auto-similaridade [6]. Como ja vimos, uma estrutura é dita auto-
similar quando as partes que a compde se assemelham ao todo, s6 que em uma escala
reduzida. A auto-similaridade é uma propriedade basica dos objetos fractais [11], mas isso
ndo significa que toda estrutura auto-similar seja um fractal (como, por exemplo, retas,
quadrados, cubos). Em principio, fractais matematicos sdo auto-similares sobre um alcance
infinito de escalas, enquanto que fractais naturais ttm um alcance limitado de auto-
similaridade [11].

Existem trés niveis de auto-similaridade encontrados em fractais: a auto-similaridade
exata, a auto-similaridade aproximada e a auto-similaridade estatistica. A auto-similaridade
exata ¢ a forma mais marcante de auto-semelhanca [13]. Ocorre quando o objeto é idéntico
em diferentes escalas; ou quando as partes de um objeto podem ser vistas como réplicas do
todo; ou, de outra forma, quando essas partes podem ser consideradas como reducfes ou
ampliacOes isotropicas da estrutura original. Em geral, fractais gerados por sistemas de
funcOes iteradas apresentam auto-similaridade exata [13]. A auto-similaridade aproximada é
uma forma enfraquecida do conceito de auto-semelhanca. Ocorre quando o fractal aparenta
ser aproximadamente idéntico em diferentes escalas [13]; ou ainda, quando o fractal é
composto por partes que podem ser consideradas como reducdes ou ampliagdes anisotropicas

da estrutura original. Quando um sistema é invariante apenas em transformacoes
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anisotropicas, é chamado de auto-afim [6, 14]. Fractais desse tipo contém pequenas copias da
estrutura completa, mas de maneira distorcida ou degenerada [13]. Em geral, fractais gerados
por relagdes de recorréncia possuem auto-similaridade aproximada. Ja a auto-similaridade
estatistica é a forma menos evidente de auto-semelhanca; o fractal, nesse caso, possui medidas
numericas ou estatisticas que sdo preservadas em escalas diferentes [13]. Os fractais aleatorios
se encaixam nessa categoria. No proximo capitulo daremos destaque aos movimentos
brownianos fracionarios, que sdo exemplos de fractais aleatdrios.

Quanto aos fractais que possuem auto-similaridade exata, podemos calcular sua
dimenséo fractal através da chamada dimensdo de auto-similaridade. Se considerarmos um
segmento de reta, por exemplo, podemos dividi-lo em 3 partes iguais, sendo cada parte uma
reducdo do segmento original por um fator de 3; ou podemos dividi-lo em 5 (ou n) partes,
onde cada parte € uma reducdo por um fator de 5 (ou n). Se considerarmos um quadrado,
podemos dividi-lo em 4 quadrados iguais reduzidos por um fator de 2; ou podemos dividi-lo
em 9 (ou n®) quadrados iguais reduzidos por um fator de 3 (ou n). Se tomarmos um cubo,
podemos dividi-lo em 64 (ou n®) cubos iguais reduzidos por um fator de 4 (ou n). Nesses trés
exemplos podemos ver que o nimero de copias N da estrutura original esté relacionado com o
fator de escala r da seguinte forma:

N =1rPa (2.14)

onde Dp € a dimensdo de auto-similaridade, que para os trés exemplos acima corresponde a
dimensdo topolégica: 1 para a reta, 2 para 0o quadrado, e 3 para 0 cubo. Para os fractais
exatamente auto-similares, a dimensdo de auto-similaridade € a dimenséo fractal, dada por:

InN
A seguir apresentaremos alguns exemplos simples de fractais que nos ajudam a
compreender melhor algumas das propriedades basicas (auto-similaridade e dimenséo fractal,

por exemplo) desses objetos.

2.3 Curva de Koch

Em 1904, o matematico polonés Niels Fabian Helge VVon Koch (1870-1924) publicou
um artigo apresentando uma curva sem tangentes que mais tarde ficaria conhecida como
curva de Koch, ou curva triadica de Koch, um exemplo classico de fractal. Para construirmos

a curva de Koch vamos iniciar o procedimento tomando um segmento de reta unitario (vale
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observar, entretanto, que é possivel obter a curva de Koch a partir de um segmento de reta
qualquer e ndo necessariamente um de comprimento unitario); este é o nivel zero, n = 0, da
construcdo dessa curva. Entdo dividimos este segmento em trés partes, cada uma com
comprimento igual a 1/3 do comprimento inicial, e substituimos o seu terco central por um
triangulo equilatero sem sua base; esta € a primeira iteragdo ou nivel um, n = 1. Agora, com
quatro segmentos de comprimento igual a 1/3, procedemos da mesma forma para com cada
um deles, isto é, cada novo segmento é dividido em trés partes iguais e 0 seu terco central é
substituido por um triangulo equilatero sem a base; dessa forma passamos para a segunda
iteracdo, n = 2. E assim repetimos este processo infinitamente. Na Figura 2.1 podemos

observar 0s primeiros niveis de construcao da curva de Koch.

Figura 2.1: Etapas da construcdo da curva de Koch.

A curva de Koch é sem davida bastante interessante; um fato inusitado € que essa
curva possui um comprimento que tende ao infinito. Para demonstrar isso vamos
primeiramente considerar o nimero de segmentos s que sdo gerados a cada iteracdo, e seus
respectivos comprimentos L. Iniciamos a constru¢gdo com um Unico segmento, s(0) = 1, de
comprimento L(0) = I. Na primeira iteracdo temos s(1) = 4 segmentos de comprimento L(1)
= |/3; na segunda, s(2) = 16 segmentos de comprimento L(2) = 1/9 = 1/3% e assim por
diante. Por recorréncia, o numero de segmentos obtidos apds n iteracoes, serd

s(n) = 4" (2.16)
e 0 comprimento de cada segmento sera dado por
L(n) =1/3" (2.17)
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Assim o comprimento total da curva, apés n iteracdes, serd dado por

4 n
s(mL(n) = z(§> (2.18)
Portanto, no limite quando o numero de iteragdes tende ao infinito teremos que
4 n
lim s(n)L(n) = lim l(—) = 00 (2.19)
n—oo n—-oo 3

O que mostra que a curva de Koch possui um comprimento que tende ao infinito.

Para calcular a dimensdo fractal da curva de Koch vamos considerar que o

comprimento inicial seja L(0) = | = 1, assim, da Equacéo (2.17), temos que
B InL 290
"= "h3 (220)

Substituindo (2.20) em (2.16), podemos ver que 0 nimero de segmentos segue a relacao
S(Tl) = 4" = 4—lnL/ln3 — e—lnL In4/In3 _ e—DflnL — L_Df (221)

onde Ds = In4/In3 ~ 1.261 é a dimensdo fractal da curva de Koch. Podemos observar que esse
fractal é constituido de quatro copias de si mesmo, reduzidas por um fator de 3.

Tomando um poligono regular e construindo sobre cada um dos seus lados uma curva
de Koch, obteremos, no limite quando o nimero de iteracdes tende ao infinito, a chamada ilha
de Koch [5]. Em particular, se iniciarmos esse processo a partir de um tridngulo equilatero
obteremos o floco de neve de Koch (Figura 2.2). Como cada lado deste fractal é formado a
partir de uma curva de Koch, entdo para calcular seu perimetro basta multiplicar por trés o
comprimento da curva de Koch. Logo, o floco de neve de Koch possui um perimetro que
tende ao infinito, embora possua uma érea finita, como veremos.

A éarea de um triangulo equilatero de lado I é:

A= \/7?12 (2.22)

Considerando | = 1, a area inicial do floco de neve de Koch (que, nesse nivel, é apenas um
triangulo equilatero) sera A(0) = v3/4. A cada iteracdo, um tridngulo é inserido em cada
segmento da figura. Assim, na primeira iteracdo, 3 novos triangulos de lado 1/3 sdo inseridos;
na segunda iteracdo, 12 triangulos de lado 1/3% na terceira, 48 de lado 1/3% e assim por
diante. Por recorréncia, serdo inseridos, na n-ésima iteragdo, 3 x 4" triangulos de lado 1/3",

cuja area é dada por:

An) =

V3 1
R (2.23)

32n
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A area total Ar do floco de neve de Koch seré dada por:
V3 < V3 1
Ar = = 3 Z 4n-t <——> (2.24)

onde o primeiro termo corresponde a &rea do tridngulo inicial e o somatério corresponde as

areas dos triangulos inseridos em cada iteracdo. Podemos reduzir (2.24) a

w P56 @25)

Como o somatdrio em (2.25) corresponde a uma progressao geométrica de razdo r = 4/9, cujo

primeiro termo é a; = 4/9, temos entdo que

NHEE 220

n=1
Portanto, a area total do floco de neve de Koch é:
V3 3\ 2V3
Ar =—|1 —)z—. 2.27
=7 ( t35)= 73 (2.27)

Figura 2.2: Floco de neve de Koch.

Uma outra curva da mesma familia da curva de Koch é a quédrica de Koch, que é
obtida de forma semelhante & curva triddica de Koch, mas o terco central da reta é substituido
por um retangulo sem a base, ao invés de um triangulo equilatero. Veja na Figura 2.3 as
primeiras etapas de construcdo da quadrica de Koch. Como esse fractal € formado por cinco
copias de si mesmo, cada uma reduzida por um fator de 3, entdo a dimensdo de auto-

similaridade e portanto, a dimensdo fractal, é dada por:
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B In(5)
7~ In(3)

~ 1.4649 (2.28)

A e o

Figura 2.3: Etapas da construcdo da quadrica de Koch.

2.4 Triangulo de Sierpinski

O matematico polonés Warlaw Sierpinski (1882-1969) apresentou, em 1916, outro
classico dentre os fractais, o tridngulo de Sierpinski. Um método iterativo bastante conhecido
para a construcdo deste fractal € o processo por remocdo de triangulos. Comegamos esse
processo com um unico tridngulo equilatero, este é o nivel zero (n = 0) do processo (Figura
2.4 (a)). Vamos denotar por A(0) a area desse primeiro triangulo. Na primeira iteracdo, n = 1,
utilizando os pontos médios de cada lado, dividimos o triangulo inicial em 4 triangulos
equilateros, todos iguais, de area A(1) = A(0)/4, onde o tridngulo central, o que esta de
"cabeca-para-baixo", é removido (Figura 2.4 (b)). Na segunda iteracdo, n = 2, procedemos da
mesma maneira para com os trés triangulos que restaram da primeira iteracdo, isto €,
dividimos cada um deles em outros 4 triangulos equilateros de area A(2) = A(0)/16, e
removemos o tridngulo central (Figura 2.4 (c)). E assim sucessivamente.

(@ n=0

(b)y n=1 (c)n=2

Figura 2.4: Etapas de construcdo do tridngulo de Sierpinski por remocao de triangulos.
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Por recorréncia, o nimero N de tridngulos obtidos, apds n iteracoes, serd dado por

N(n) = 3" (2.29)
e a area de cada um desses triangulos sera dada por
A(0)
An) = 2 (2.30)

Um fato bastante interessante sobre o triangulo de Sierpinski (Figura 2.5) é que ele
possui uma area que tende a zero a medida que o numero de iteracdes tende ao infinito. Para
demonstrar isso, basta calcular a area total At do triangulo de Sierpinski obtida pela soma das
areas individuais dos 3" triangulos gerados na n-ésima iteragéo:

n

A0 3
4 =329 _ 40 (Z) (2.31)

47’1

AL,

Figura 2.5: Triangulo de Sierpinski.

Assim, no limite quando o numero de iteragdes tende ao infinito teremos que

3 n
lim Ar(n) = lim A(0) (—) =0 (2.32)
n—oo n—oo 4
A dimensdo fractal do tridngulo de Sierpinski pode ser determinada através do

conceito de dimensdo de auto-similaridade. Como esse fractal é formado por trés copias de si

mesmo, cada uma reduzida por um fator de 2, entéo:

Dy =1~ 1.584 (2.33)
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2.5 Conjunto de Mandelbrot

Outro exemplo de fractal bastante famoso é o conjunto de Mandelbrot (Figura 2.6),

que se trata, na verdade, de um conjunto de nimeros complexos definidos da seguinte forma:

M={cec|limz, o] (2.34)

n—-oo

onde Z, =Z2_, +ce Z, = c. Assim, se o valor de Z,, para um dado valor de c, nio é
infinito quando n tende ao infinito, entdo ¢ pertence ao conjunto. Uma caracteristica
interessante é que este fractal possui um perimetro infinito apesar de possuir uma area finita.

Ha infinitas regifes no interior deste fractal que podem ser exploradas, gerando diversas
figuras muito interessantes.

Figura 2.6: Conjunto de Mandelbrot.
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3 MOVIMENTO BROWNIANO E MOVIMENTO
BROWNIANO FRACIONARIO

3.1 Movimento Browniano

O primeiro cientista a observar e descrever o movimento irregular e erratico de
pequenas particulas imersas numa solucdo foi o boténico inglés Robert Brown, por volta de
1828 [15]. Esse tipo de movimento irregular ficou conhecido como movimento browniano
(MB). Nessa época, entretanto, ndo se pensava que a causa do MB era consequéncia da
interacdo mecanica das microparticulas com o fluido. Com o intuito de desvendar a natureza
do movimento browniano, foram realizados nas décadas seguintes inUmeros experimentos de
laboratério onde se verificou que o movimento das particulas ficava mais intenso quando a
viscosidade do meio era reduzida ou quando o tamanho das particulas brownianas era
diminuido, e também quando se elevava a temperatura da solucdo [16]. Finalmente, a partir de
1905, com os trabalhos teodricos do fisico alemdo Albert Einstein [17], e outros trabalhos
posteriores, foi possivel ligar a teoria cinética dos fluidos ao movimento browniano,
esclarecendo assim a verdadeira causa do fenébmeno. A partir de entdo, a modelagem desse
movimento passou a ser um dos grandes temas da mecénica estatistica [4]. Em 1923, o
matematico estadunidense Norbert Wiener [18] construiu uma teoria matematica mais
rigorosa sobre o MB, razdo pela qual esse tipo de movimento também é conhecido como
processo de Wiener [19].

O movimento browniano em uma varidvel constitui um fractal aleatério simples e
possui uma dimensdo fractal de 1.5; ocasionalmente também é referido como “ruido
browniano” [4]. E interessante destacar que os sucessivos deslocamentos das particulas em
MB, se observados em intervalos de tempo finito, ndo possuem qualquer correlacéo, isto é,
sdo independentes (embora, claramente, as posi¢cdes ndo sejam, ja que a posicdo da particula
num certo ponto depende da posicao anterior); isto se deve ao fato de que a cada colisdo com
as moléculas do fluido, todas as diregdes para 0 movimento das particulas brownianas sao
igualmente provaveis, o que torna 0 MB um movimento aleatério [6, 10]. Na figura abaixo

temos um exemplo da trajetoria de uma particula executando um MB em duas dimensdes:
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Figura 3.1: Trajetoria de uma particula executando um MB em duas dimensoes.

O MB é um processo estocastico no sentido de ser uma lista indexada de ndmeros
aleatdrios, e pode ser modelado e simplificado por processos mais simples, como o do

caminhante aleatdrio [6, 20], como serd exposto a seguir.
3.1.1 Caminhante Aleatorio

Para definir o conceito de caminhante aleatorio, ou caminhante bébado, em uma
dimensao, consideremos uma particula com movimento confinado a uma linha, dando passos
aleatdrios x; em intervalos uniformes de tempo z. Assim, ap6s N passos, isto &, apds um tempo
ty = Nt, a posicdo do caminhante aleatorio, partindo da origem, € dada pela funcdo aleatdria

(ou processo aleatdrio) X(t), e pode ser escrito como:
N

X(t = No) = Z x; (3.1)
i=1
Vamos agora considerar que a particula descreve passos de igual comprimento (I) para
a direita, com probabilidade p, ou para a esquerda, com probabilidade g = 1- p. Assim, a
probabilidade Py(m) de se encontrar a particula na posi¢do x = ml apds N passos (Jm| < N) é
dada por [21]:

N! N+m N-m
PN(m): N+m N —m p 2 q 2 (32)

=) ()
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A probabilidade Py(m) dada pela Equacdo (3.2) € uma distribuicdo binomial. Para
obtermos a distribuicdo de probabilidades para N > 1, podemos utilizar o teorema do limite

central, e assim chegamos a:

2
1 (m-Np-9)
P (m) = ex — 3.3
N \/8nNpq P 8Npq (33)
Tomando p = q = 1/2, temos entdo:
Py(m) = — [ m (3.4)
m) = expl—=—— .
N Vonn P 72N

Sabendo que m = x/l e N = t/t, e definindo a chamada constante de difusdo D = 1?/2t, a
funcdo densidade de probabilidades pode ser escrita como funcdo de x e t, em que P(x,t) =
Py(m)/l é dada por:

X

2
exp I— —l (3.5)

P(x,t) =

1
\V4nDt 4Dt

Assim, vemos que 0s incrementos ou passos de um caminhante aleatrio possuem

distribuicdo gaussiana. O valor médio, ou valor esperado da variavel x é

(x) = jooxP(x, t)dx =0, (3.6)

e a variancia é dada por:

0% = (x?) = foonP(x, t)dx = 2Dt, (3.7)

de onde obtemos a famosa relacdo de Einstein:
D = (x?)/2t (3.8)
Apds um numero considerdvel de passos, pode-se dizer que 0 movimento de um
caminhante aleatdrio converge para um movimento browniano [6]. E interessante destacar
que se considerarmos somente 0s deslocamentos a cada n passos, ainda teremos um
caminhante aleatdrio, ja que a trajetdria deste tipo de movimento é auto-similar [6, 22].
Abaixo, na Figura 3.2, temos um exemplo de um caminhante aleatério
unidimensional, com comprimento [ = 1 para cada passo e intervalos de tempo7 = 1. Em
seguida, na Figura 3.3, temos o grafico da média quadrética de x, para 30.000 particulas, onde

obtivemos um valor para D bem préximo ao valor teéricoque é 2D =1, paral =1et = 1.



Figura 3.2: Exemplo de um caminhante aleatdrio unidimensional,
comprimento [ = 1 e intervalos de tempo 7 = 1.
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Figura 3.3: Grafico da média quadratica de x em funcdo do nimero de passos, para 30.000
caminhantes aleatorios, paral = 1 e T = 1. O coeficiente angular obtido foi 2D = 1.001.
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3.1.2 Propriedades estatisticas do Movimento Browniano

Em uma dimensédo, podemos representar a posi¢ao de uma particula browniana através
de um processo aleatério X(t), onde X é simplesmente uma funcdo de uma variavel real t
(tempo), cujos valores sdo variaveis aleatorias [4]. Pelo fato de seus incrementos possuirem
distribuicdo gaussiana, 0 movimento browniano faz parte de uma classe de processos

denominados de processos gaussianos [6]. O valor médio do processo aleatorio é entédo
(X(t1) — X(to)) =0, (3.9)
para instantes de tempo que seguem a relacdo t; > to. E a variancia segue a relacdo abaixo:
(1X(t1) = X(t)|?) = a?|ty — to| (3.10)

A partir da relagédo (3.10) podemos calcular a covariancia dada por:

2
O- .
cov{ X(t1), X (to) } = (X(t1)X (L)) = > [t1 +to — [t1 — tol] = o®min(ty, ty) (3.11)
Outra caracteristica interessante é que tal processo aleatorio possui invariancia de
escala [10]. Isso porque os incrementos de X sdo estatisticamente auto-similares no sentido de

que
X(to+1t) —X(ty) e i(X(t0 +71t) — X(t))
Jr

possuem a mesma distribuicdo, para qualquer to e r > 0 [4]. Tomando por conveniéncia to = 0
e X(tp) = 0 entdo teremos que os dois processos aleatdrios

X() e \%X(rt)

sdo estatisticamente indistinguiveis. Na Figura 3.4, abaixo, podemos ver as trajetorias
devidamente redimensionadas de uma particula em movimento browniano. Observe que em

todas as amostras a aparéncia visual € mesma.
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1/3

1/6

" 1/12

Figura 3.4: Movimento browniano redimensionado. No centro (r = 1) temos o grafico de uma
pequena parte do movimento browniano X(t). Nos outros graficos séo exibidos movimentos
brownianos redimensionados da forma r-1/2X(rt), onde o fator de escala r varia de r = 1/12 a
r = 12 correspondente a contracdo e expansdo da funcdo original na dire¢do do tempo.

3.1.3 Sintese do Movimento Browniano

3.1.3.1 Integracdo do ruido branco

Um bom e simples método para a geracdo de um movimento browniano se da por
meio da utilizacdo de nimeros aleatdrios gaussianos. Assim, seja W(t) um processo gaussiano
ndo-correlacionado, estaciondrio, cujos incrementos, além de serem independentes, possuem
distribuicdo N(O, 1), isto é, uma distribuicdo normal com valor médio 0 e variancia 1. A
covariancia do processo W(t) segue a relacéo

(W)W (s)) =8(t —s), (3.12)
onde 6(t — s) é um delta de Kronecker. Tal processo gaussiano é chamado de ruido branco
gaussiano ou simplesmente ruido branco. A integral do ruido branco gaussiano dada em
(3.13) obedece as relagdes (3.9) e (3.10) [4]:



31

X(t) = f W(t)dr (3.13)
0
Também podemos ver que X(t) satisfaz (3.11), pois
XOX$) =] Wdr | w(rhdr') = 56—’dd’=',
(X()X(s)) <f0 (1) Tfo (") T> fofo (t = 1') dtdt’ = min(t,s)

Dessa forma, a integral do ruido branco X(t) € um movimento browniano.
Numericamente, o processo X(t) nada mais é do que uma soma cumulativa de

variaveis gaussianas, Como € expresso na equacao a sequir:
t
X(t) = Z W (o) (3.14)
=0

Na Figura 3.5, temos um exemplo de um ruido branco gaussiano e 0 movimento

browniano gerado a partir da integracao deste.

Figura 3.5: Exemplo de um ruido branco gaussiano (em baixo) e 0 movimento browniano
gerado a partir da integracdo deste (em cima).
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3.1.3.2 Deslocamento aleat6rio do ponto médio

Outro método simples para a geracdo de movimento browniano, bastante usado em
computacdo gréfica, é o deslocamento aleatdrio do ponto médio. Este método, que possui a
grande vantagem de poder ser generalizado para mais dimensdes, consiste basicamente em
interpolar dois pontos com a propria média adicionada de um ndmero aleatério gaussiano. Tal
processo é entdo repetido para cada dois pontos consecutivos até que se obtenha a escala

desejada. Veja uma ilustracdo deste método na Figura 3.6.

Figura 3.6: llustracdo dos primeiros passos do método do deslocamento aleatério do ponto
médio em uma dimensao.

Tomemos entdo dois pontos: um inicial, X(0) = 0, e outro, X(1), como um exemplo de
uma variavel aleatdria gaussiana com média 0 e variancia o2, de forma que

(IX(1) = X(0)|?) = 0? (3.15)

De acordo com esse método, uma interpolacdo desses dois pontos sera
1
X(1/2) = > (X(1) + X(0)) + D, (3.16)

onde D; é uma variavel gaussiana com média 0 e variancia A?. Entdo, para que a série de
pontos obtida corresponda a um movimento browniano, devemos esperar que a variancia dos
incrementos siga a relacdo expressa em (3.10):

(1X(t2) = X(t)I*) = a*|t; — t4] (3.17)

para instantes de tempo que seguem a relacdo 0 <1, <#, <1.



33

De (3.16) temos que
1
X(1/2) — X(0) = E(X(l) — X(0)) + D,

Assim, para que (3.17) seja verdade, devemos ter

1 1
(1X(1/2) = X(O©)12) = (X (D) ~ X (O + o= 5 02

Logo, aplicando (3.15), devemos ter que

Agora, o proximo passo € interpolar os pontos X(0) e X(1/2):

1
X(1/4) = > (X(1/2) + X(0)) + D,

onde D, é uma variavel gaussiana com média 0 e variancia A3. Procedendo da mesma forma,

encontraremos:
1 1
(1X(1/4) = X(0)]*) = Z(1X(1/2) = X(0)|*) + A3= 7 o*

de onde é exigido que

para validar (3.17). Note que este mesmo resultado teria sido obtido se tivéssemos
selecionado os pontos X(1/2) e X(1). Podemos entdo deduzir que, para obtermos resolucdes

cada vez mais finas, a variancia do “deslocamento” D, deve ser dada por

1

AZ= Waz (3.18)

Por intuicdo podemos ver que, para uma determinada resolucédo, esta regra € valida para todos
0s pontos medios correspondentes a dois pontos consecutivos cuja diferenca de tempo seja
At = 27" [6]. Na Figura 3.7, abaixo, sdo exibidos alguns estagios do método de deslocamento

do ponto médio retratando aproximagdes de um movimento browniano.
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Figura 3.7: Estagios do método de deslocamento aleatério do ponto médio retratando
aproximacdes de um movimento browniano, onde sdo utilizados 3, 5, 9,..., 513 pontos em
cada estagio, respectivamente.

3.1.3.3 Cortes aleatorios

Um outro método de simulacdo de um movimento browniano é o método de cortes
aleatdrios. De acordo com Saupe [4], podemos interpretar 0 movimento browniano como um
deslocamento cumulativo de uma série de saltos independentes, ou seja, uma soma infinita de
fungdes do tipo

F(t) = Ap(t—t)
onde B(t) € uma funcdo degrau e A4, ¢ sdo varidveis aleatdrias com distribuices gaussiana e
uniforme, respectivamente. Assim, tomando tempos periddicos em L, obtemos

X(@®) = ) ABE-t) (3.19)
i=0
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onde
0, t=>1L/2
1, t<L/2

B(t) = {
e as varidveis aleatorias ¢ sdo uniformemente distribuidas entre 0 e L. Podemos também
generalizar esta abordagem para circulos tomando L = 2x. Dessa forma, cada termo da
somatoria na Equacédo (3.19) acrescenta um deslocamento aleatdrio gaussiano em metade do
circulo.

De forma um pouco mais pratica, o método de cortes aleatdrios consiste em um
processo iterativo em que, a cada iteracdo, escolhe-se um ponto aleatério sobre uma linha com
contorno periddico, onde a partir desse ponto metade do segmento da linha sera deslocado por
uma quantidade aleatéria. Assim, quanto mais cortes forem feitos, melhor sera a aproximacéo

para 0 movimento browniano. Este método esta ilustrado na Figura 3.8, a seguir.

L |

Figura 3.8: llustragdo dos primeiros passos do método de cortes aleatorios.

Na Figura 3.9, a seguir, sdo exibidos alguns estagios do método de cortes aleatérios

retratando aproximac6es de um movimento browniano.
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Figura 3.9: Estadgios do método de cortes aleatorios retratando aproximacdes de um
movimento browniano, onde foram realizados até 1.000 cortes.

Este método, assim como o método de deslocamento aleatério do ponto médio,
também pode ser generalizado para mais dimensfes. Podemos aplicar o método de cortes
aleatérios em um plano, gerando entdo uma superficie browniana. Para isso procedemos da
seguinte forma [23]: em cada iteracdo sdo escolhidos aleatoriamente dois pontos do plano,
depois se traca uma reta passando por esses dois pontos formando uma linha de corte; o lado
do plano a esquerda da linha é levantado por fator aleatorio e o lado do plano a direita da linha
é reduzido pelo mesmo fator aleatério. Quanto mais cortes forem feitos, melhor serd a
aproximacdo para a superficie browniana. Na Figura 3.10, a seguir, sdo exibidos alguns
estdgios do método de cortes aleatdrios aplicado a um plano, onde foram realizados ateé
100.000 cortes e a altura € mapeada em uma escala de cinza. Na Figura 3.11, é exibida uma
superficie browniana (correspondente a Figura 3.10 (f)) gerada a partir do método de cortes

aleatérios.
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Figura 3.10: Estagios do método de cortes aleatorios aplicado a um plano. (a) 10 cortes; (b)
100 cortes; (c) 500 cortes; (d) 1.000 cortes; (e) 10.000 cortes; (f) 100.000 cortes.
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Figura 3.11: Superficie browniana obtida através do método de cortes aleatorios aplicado a
um plano, onde foram realizados 100.000 cortes.

3.1.3.4 Expanséo em séries trigonometricas

O ultimo método a ser abordado trata-se, na verdade, de uma representacao alternativa
do movimento browniano através de uma expansao em séries trigonométricas. De acordo com
Dzhaparidze e Zanten [24], o movimento browniano X(t) pode ser expresso como:

o]

1 w
sen (n - 7) it 1 — cosnmt
X(t) = A +) —— "B, te[0:1], (3.20)
1 nm
n=1 (Tl - 7) A n=1

onde A, e B, sdo varidveis aleatorias gaussianas. Observe que a Equacéo (3.20) é, na verdade,
um analogo da representacdo em séries trigonométricas do processo gaussiano (ndo-
estacionario) chamado de ponte browniana B(t), que pode ser definido em funcdo do

movimento browniano X(t) da seguinte forma:

B(t) =(1-t)X (%) t € [0:1]

cuja representacdo em séries trigonométricas é dada por

o0

B(t) = ZMzn, t € [0:1]

nrm
n=1

onde Z, sdo varidveis aleatorias gaussianas. Na Figura 3.12, a seguir, temos nove realizacbes
de movimento browniano gerado a partir da Equacdo (3.20), onde o nimero de termos

utilizado na série foi n = 10.000.
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Figura 3.12: Nove realiza¢des de movimento browniano obtido a partir da expansdo em séries
trigonométricas (Equacédo 3.20), onde o nimero de termos utilizado na série foi n = 10.000.

3.2 Movimento Browniano Fracionario

Em 1968, Benoit Mandelbrot e John Van Ness [25] propuseram um novo processo
gaussiano denominado movimento browniano fracionario (MBF) como uma generaliza¢do do
movimento browniano através de um expoente real H (0 < H < 1), conhecido como expoente
de Hurst [10]. Na verdade, Andrei Nikolaevich Kolmogorov [26], em 1940, ja havia
considerado implicitamente essa ideia, mas foi a partir dos trabalhos de Mandelbrot que o
MBF comecou a ganhar destaque e passou, entdo, a encontrar inUmeras aplicacfes em
diversas areas da ciéncia, como fisica, quimica, ciéncias climaticas, geofisica, sociofisica,
econofisica e ciéncias da computacdo [6]. Pelo fato de estar presente em muitos fenémenos
naturais, 0 MBF constitui um dos modelos matematicos mais usados em computacdo grafica
para simulagdes da natureza através de fractais aleatorios [27].

Como anteriormente, representaremos a posi¢cdo de uma particula em MBF através do
processo aleatorio Xy(t), cujo valor médio é dado por

(Xp(t1) — Xy (to)) =0, ty > to, (3.21)
e a variancia segue a relagéo abaixo:

(IXu (t1) = Xu (t)|?) = 02|ty — to|*" (3.22)
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Note que a Equacdo (3.22) € uma generalizacdo da Equacéo (3.17).
Além de possuir incrementos estacionarios, o que significa dizer que
Xy(t) e Xy(t+h)
possuem a mesma distribuicdo para qualquer valor de h > 0, o MBF, assim como o MB,
possui invariancia de escala, ja que os incrementos de X sdo estatisticamente auto-similares

no sentido de que
1
Xu(to + ) = Xy (to) e —7 (Xp(to +78) — Xy (£o))

possuem a mesma distribuicdo para qualquer to e r > 0 [4]. Como procedemos anteriormente,
tomaremos por conveniéncia to = 0 e X(tp) = 0, obtendo assim que os dois processos aleatdrios

1
Xu(®) e —7Xu(D)

sdo estatisticamente indistinguiveis. Na Figura 3.13 podemos observar o0 movimento
browniano fracionario redimensionado, onde o fator de escala r variade r = 1/12 ar = 12
correspondente & contragdo e expansio da fungdo original na direcdo do tempo. E interessante
destacar que o MBF é 0 Unico processo gaussiano, auto-similar e com incrementos
estacionarios conhecido [6, 20].

Podemos dividir o MBF em trés categorias bem distintas dependendo do parametro H.
Para 1/2 < H < 1 ha uma correlacdo positiva entre 0s incrementos, o que significa que se o
valor de Xy passa a aumentar (diminuir) a partir de algum tempo to, entdo a tendéncia € que
ele continue a aumentar (diminuir) nos tempos posteriores a tp; dizemos que neste caso temos
um comportamento persistente ou correlacionado. Para H = 1/2 ndo ha correlagdo alguma
entre 0s incrementos; trata-se do movimento browniano ordinario cujos incrementos sdo
independentes. Para 0 < H < 1/2 h4 uma correlacdo negativa entre 0s incrementos, em outras
palavras, temos um comportamento anti-persistente ou anti-correlacionado. Dessa forma, o
expoente de Hurst expressa a interdependéncia entre os incrementos do MBF.

A dimensdo fractal, Dy, do MBF esté relacionada com o expoente de Hurst através da
seguinte relagéo [4]:

Dy =2-H, 0<H<1 (3.23)

O parametro H entdo descreve a “rugosidade” da funcdo em pequenas escalas [4]. Como se
pode ver na Figura 3.14, quanto mais o valor de H se aproxima de zero, mais rugosa € a
aparéncia das curvas e maior € a dimensao fractal; ja& quando H se aproxima de um, as curvas
se tornam mais suaves, isto &€, menos rugosas. A seguir veremos alguns métodos para a

geracdo do MBF.
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MWW M 1/12 W 1/12
Figura 3.13: Movimento browniano fracionario redimensionado. Nos graficos a esquerda,
temos MBF com expoente de Hurst H = 0.3, e a direita, H = 0.9. No centro (r = 1) temos o
grafico de uma pequena parte de um MBF Xu(t). Nos outros gréaficos sdo exibidos MBF

redimensionados da forma r-HXu(rt), onde o fator de escala r variade r = 1/12 a r = 12
correspondente a contragdo e expansdo da funcdo original na direcdo do tempo.
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Figura 3.14: Movimento browniano fracionario, para varios valores de H. Quanto mais o valor
de H se aproxima de zero, mais rugosa é a aparéncia das curvas e maior € a dimensao fractal,
ja quando H se aproxima de um, as curvas se tornam mais suaves, isto €, menos rugosas.
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3.2.1 Sintese do Movimento Browniano Fracionario

3. 2.1.1 Representacdo estocastica

De acordo com Mandelbrot e Van Ness [25], o0 MBF pode ser representado da

seguinte forma:

Xy () = ;){ f_o |- "7~ (=)"2] ans)

F(H+%

t 1
+ f [(t—s)H‘f] dB(s)} (3.24)
0
onde B = [ dB(s) é um movimento browniano ordinario e T representa a funcdo gama
definida por:
I'(a) =j x% e *dx
0

Essa representacdo do MBF é chamada de representacdo estocéstica. A chamada ‘versdo

truncada’ da Equacdo (3.24) é dada por
1
1
r (H + 7)

Observe que para H = 1/2, as equacgdes (3.24) e (3.25) equivalem a Equacéo (3.14): a integral

Xy (0) = J t [(t - s)H—%] dB(s) (3.25)
0

do ruido branco. Na Figura 3.15, a seguir, temos uma simulacdo de um MBF, para varios

valores de H, onde foi utilizada a Equacéo (3.25).
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Figura 3.15: Simulacdo do movimento browniano fracionério, para varios valores de H,
obtida a partir da representacdo estocastica (Equacéo 3.25).

3. 2.1.2 Deslocamento do ponto médio e AdicGes aleatdrias sucessivas

Podemos gerar uma aproximacdo do MBF utilizando o método de deslocamento
aleatdrio do ponto médio, ja que sua abordagem pode formalmente ser estendida para atender
0s parametros H # 1/2 [4]. No entanto, para que a serie de pontos obtida corresponda a um
MBF, devemos esperar que a variancia dos incrementos siga a relacdo expressa em (3.22):

(1Xy (t) = Xy (o)1) = 02|ty — to|*" (3.26)
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Se procedermos como na secdo 3.1.3.2, chegaremos a conclusdo de que o deslocamento D,

deve ter a variancia dada por
2

Az = >3 (1 — 22072 (3.27)

A seguir, na Figura 3.16, temos exemplos de MBF, para vérios valores de H, gerados a partir

do método de deslocamento do ponto médio.

H=09
H=07
H=05
H=03
H=0.1

Figura 3.16: Simulacdo do movimento browniano fracionario, para varios valores de H,
obtido a partir do método de deslocamento aleatério do ponto médio.

No entanto, a técnica de deslocamento aleatério do ponto médio ndo produz um MBF
verdadeiro para H # 1/2 [4]. Pois, embora
(1IX(1/2) = X(O)*) = (IX(1) = X(1/2)I*) = (1/2)*"0* = 0% /2%"
nédo temos
(IX(3/4) — X(1/)1?) = a? /2%

como gostariamos. Assim, este processo ndo tem incrementos estacionarios; os tempos t néo
sdo todos estatisticamente equivalentes; no entanto, este ainda € um algoritmo 0til para muitas
finalidades [4].

Uma abordagem para lidar com a ndo-estacionariedade da técnica de deslocamento

aleatdrio do ponto médio € a interpolagdo dos pontos médios da mesma forma anterior, mas,
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em seguida, adicionando um deslocamento D, de uma variancia apropriada para todos 0s
pontos, e ndo apenas aos pontos médios. Esse método é chamado adi¢Oes aleatorias
sucessivas [4]. Um estudo mais detalhado sobre o método de adicdes aleatorias sucessivas
pode ser encontrado em [4]. Na figura abaixo, temos exemplos de MBF, para varios valores

de H, gerados a partir do método de adigdes aleatorias sucessivas.

H=09

H=07
\

H=05
|

H=03
\
\

H=01

Figura 3.17: Simulacdo do movimento browniano fracionario, para varios valores de H,
obtido a partir do método de adi¢des aleatdrias sucessivas.

3. 2.1.3 Sintese espectral

O MBF pode ser gerado por meio da representacdo espectral de certas funcdes
aleatdrias, técnica essa conhecida como método de sintese espectral ou de Fourier filtering

[10]. Seja Y(t) o processo aleatorio reescalonado de Xy(t) dado por
1
Y(t) = r_HXH (rt) (3.28)
A transformada de Fourier de Y (t) é entdo

F(f) = fooY(t)e_z’”tfdt (3.29)
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e a transformada inversa é
Y(t) = f F(f)e? il df (3.30)

Devido as possiveis singularidades de sua transformada, vamos considerar que Y(t) seja nao-

nula apenas em um intervalo de tempo finito, 0 <t < T [10], isto é

_(Y(®), 0<t<T
reT) = { 0 , deoutromodo (3.31)

Assim, das Equacdes (3.29), (3.31) e (3.28), temos que

T 1

ri+1

—2mi (e —amifS dS f
Fy(f,T)=f Y(t,T)e ’”tfdt=r—Hf Xy(s)e 7 = = FX< rT)(B 32)
0

0

onde fizemos a substituicdo s = rt, e ds = rdt. A contribuicdo total de energia das
componentes com frequéncias entre f e f + df é dada pela quantidade |Fy (¢, T)|?df. A

poténcia média de Y contida no intervalo [0, T] é dada por [4]

1 (00}
IR (333)

A densidade de poténcia espectral de Y(t,T) € dada por

L)

1 2
Sy(f,T)— |FY(f T)l 2H+1 T

1 f
= msx (;,TT) (334)

No limite T— oo, obtemos entdo a densidade espectral de Y(t):

f
Sy(f) = a1 Sx ( ) (3.35)
Devido ao fato de que Y(t) e Xy(t) sdo estatisticamente indistinguiveis, podemos entdo afirmar
que
Sy(f) = Sx(f) (3.36)
Assim, a Equacéo (3.35) fica
1 f
Sx(f) = a1 Sx ( ) (3.37)

Considerando f =1, e escrevendo 1/r como uma outra frequéncia f, chegamos a

Se(1) 1 1
Sx(f) = f)Z(H+1 F2HH fﬂ

(3.38)

onde B = 2H + 1 é 0 expoente da densidade espectral unidimensional. Dessa forma, 0 MBF é

incluido na classe dos chamados ruidos 1/f, que se referem a processos cuja densidade
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espectral é da forma da Equacdo (3.38) [6, 20]. Da Equacao (3.38), vemos que é possivel
estimar o expoente de Hurst, H, de uma série Xy(t) a partir do comportamento de seu espectro

de poténcia, j& que
1
log S, (f) « logf—ﬁ = —Blogf (3.39)

Assim, se tracarmos o grafico do log S, (f) versus log f, podemos, através de uma regressao
linear, obter o coeficiente angular que, neste caso, corresponde a —f3; isso pode ser usado
como uma técnica alternativa de estimativa do pardmetro H [20].

Podemos também classificar o MBF em funcdo do parametro B (1 < < 3). Dessa
maneira, para p < 2 ou H < 1/2, temos um comportamento anti-persistente ou anti-
correlacionado. Para p = 2 ou H = 1/2, recuperamos 0 movimento browniano ordinario. Ja,
para p > 2 ou H > 1/2 temos um comportamento persistente ou correlacionado. Note que para
B = 0 a densidade espectral é independente da frequéncia, implicando em uma distribuicéo
ndo-correlacionada, o que corresponde ao ruido branco, que € composto por todas as faixas de
frequéncia (nesse sentido, o termo ruido branco pode ser entendido como uma analogia a luz
branca).

Como ja foi dito, podemos expressar 0 MBF através da representacdo espectral de

funcBes aleatorias. Assim, usando a transformada discreta de Fourier, podemos escrever
N-1
Xy (6) = z F (k) e2mikt (3.40)
k=0

onde deve sel iIIIpOSta sobre F'(]() a SegUinte Condi(;ao

para que a relacédo (3.38) seja satisfeita. Podemos escrever F(k) como

AO , k =0
F(k) = { A +iB, , 0<k<N/2 (3.42)
Ay_x —iBy_y, N/2<k<N

Assim, o método de sintese espectral consiste simplesmente em escolher aleatoriamente
coeficientes sujeitos a condicdo (3.41) e, em seguida, calcular a transformada inversa de
Fourier para se obter Xy no dominio do tempo [4]. O método bésico para a criacdo de
coeficientes sujeitos a condi¢do (3.41) envolve a geracdo de varidveis aleatorias gaussianas

multiplicadas por uma poténcia apropriada de 3. Para mais detalhes sobre esse algoritmo veja

[4].
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Na Figura 3.18, a seguir, temos exemplos de MBF para varios valores de H, gerados a

partir do método de sintese espectral.

H=09
H=0.8
H=07
H=06
H=05
H=0.4
H=0.3
‘ H=0.2
H=0.1

Figura 3.18: Exemplos de movimento browniano fracionario para varios valores de H,
gerados a partir do método de sintese espectral.

3. 2.2 Métodos para a estimativa do parametro H de uma série MBF

3.2.2.1 Média Quadratica

O MBF, como ja vimos, possui uma média quadratica da posicdo proporcional ao
tempo elevado ao expoente 2H (Equacdo 3.22). Para calcularmos a média quadratica (AX2)

vamos usar a seguinte equacdo (que € na verdade uma espécie de média ponderada no tempo):

T
AX2(AL) = % Z % D Xt +a0) — X,(O)F (3.43)
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onde T = N - At, N é o nimero total de particulas (ou amostras) e T é tempo total (ou nimero
total de passos). Assim, se tracarmos, em escala logaritmica, o grafico de AXZ contra At, 0
coeficiente angular obtido sera igual a duas vezes o expoente de Hurst H. Nos trés primeiros
gréficos, a seguir, calculamos a média quadratica dos movimentos brownianos (que nada mais
é do que um MBFy = o5) gerados pelos seguintes métodos: integracdo do ruido branco,
deslocamento aleatério do ponto médio, cortes aleatdrios e expansdo em series
trigonométricas. Nos outros dois graficos, calculamos a média quadratica de series MBF

obtidas através da representacédo estocastica (Equacédo 3.25).

@ (b)

25 0r

) 05 r

a0 a1k
é 1.5

NN 151
X 1

2+
0.5

25 ¢

0 IRuido PrancoI [ | LT 3 | | Pont9 medioI A |
0 0.5 1 1.5 2 25 0 0.5 1 1.5 2 2.5

0 Cortes aleatorios ~ 4 | Series trigonometricas @
0 0.5 1 1.5 225 0 0.5 1 1.5 2 2.5
In(At) In(At)

Figura 3.19: Grafico da média quadratica de séries MBFy - o5 geradas a partir dos seguintes
métodos: (a) integracdo do ruido branco; (b) deslocamento do ponto médio; (c) cortes
aleatdrios; (d) expansdo em séries trigonomeétricas.
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Figura 3.20: Gréafico da média quadratica de séries MBF geradas a partir da representacdo
estocastica. (@) H=0.2eH=04. (b)) H=06e H=0.8.

3.2.2.2 Método DFA

O método DFA (Detrended Fluctuations Analysis) [28], método de andlise de
flutuacbes sem tendéncias, tem se mostrado uma técnica bastante segura para detectar

correlagdes de longo-alcance; a ideia deste método consiste basicamente em subtrair possiveis
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tendéncias deterministicas da série temporal original e analisar a flutuagdo dos dados
destendenciados [11].

Seja x(t) uma série temporal de tamanho N (Figura 3.21 (a)), cujo valor médio é (x). O
primeiro passo para se aplicar o método DFA numa série x(t) ¢ ‘integra-la’ (Figura 3.21 (b)),
0 que consiste em criar uma nova série X(t) de tamanho igual a série original, isto €, de

tamanho N, da seguinte maneira:

t

X@®) = ) @)~ () (3.43)

i=1
O préximo passo € dividir a série integrada (ou acumulada) X(t) em N/n blocos de tamanho n,
onde para cada bloco k é calculada uma tendéncia local Xk(t), onde Xk(t), nos casos aqui
abordados, € um polinbmio do primeiro grau, obtido através do método dos minimos
quadrados (Figura 3.21 (c) e (d)). A seguir é introduzida uma série Y(t) onde é removida a

tendéncia, subtraindo Xk(t) de X(t):

Y(t) = X(t) — X, (£) (3.44)
(b) 250 T T T T T T T T T
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t t

Figura 3.21: Passos do método DFA. (a) Série original x(t); (b) Série integrada X(t); Célculo
da tendéncia local Xk(t): (c) n =80 (d) n = 50.
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O terceiro passo do DFA consiste em calcular a funcéo de flutuagdo F(n) dada por

(3.45)

No ultimo passo, apds termos repetido os passos anteriores para blocos de diferentes
tamanhos n, construimos o grafico log-log de F(n) versus n, onde é possivel observar um

comportamento do tipo lei de poténcia:
F(n) « n® (3.46)

onde a esta relacionado aos padrdes de correlacdo da série analisada. Para séries seguindo um
movimento do tipo MBF, pode-se relacionar o expoente a com o expoente de Hurst [20].

Na Figura 3.22, temos alguns gréaficos da aplicacdo do método DFA (sem integrar) a
séries MBF geradas a partir do método de adicGes aleatdrias sucessivas. Também analisamos
as séries MBF geradas a partir do método de sintese espectral via DFA, os resultados obtidos

se mostraram semelhantes aos resultados apresentados nos graficos da Figura 3.22.
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Figura 3.22: Método DFA (sem integrar) aplicado a séries MBF geradas a partir do metodo de
adicdes aleatdrias sucessivas. (a) H=0.1,0.2e0.3; (b)) H=0.4,05e 0.6; (c) H=0.7,08 ¢

0.9.
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4 CONCLUSAO

Na primeira parte desse trabalho, apresentamos inicialmente alguns conceitos basicos,
porém importantes, da geometria Fractal, como defini¢éo de fractal, dimensdo de Hausdorff-
Besicovitch e dimensdo fractal, bem como também a propriedade de auto-similaridade, que é
muito caracteristica nos fractais. Com o intuito de compreender melhor tais conceitos
abordamos alguns exemplos bem famosos de fractais, como a curva e floco de neve de Koch,
o tridangulo de Sierpinski e o Conjunto de Mandelbrot.

Posteriormente, abordamos o movimento browniano e o movimento browniano
fracionario, que sdo exemplos simples de fractais aleatorios, conhecendo um pouco da histéria
desses tipos de movimento aleatdrio e também algumas de suas propriedades estatisticas mais
importantes. O movimento browniano fracionario (MBF), proposto em 1968, trata-se de uma
generalizacdo do movimento browniano (MB) feita através da utilizacdo de um expoente real
H (0 < H < 1), conhecido como expoente de Hurst. Dessa forma, o MB é um MBF cujo
expoente de Hurst é H = 0.5. Um fato interessante é que o MBF, para H > 0.5, possui uma
correlacdo positiva entre 0s seus incrementos, enquanto para H < 0.5, ha uma correlagéo
negativa entre os incrementos. Para H = 0.5, ndo héa correlacdo alguma, isto é, os incrementos
sdo independentes. A dimenséo fractal do MBF ¢é dada por Dy =2 — H.

Para simularmos o MB utilizamos quatro métodos simples: a integracdo do ruido
branco; o deslocamento aleatério do ponto médio; o método de cortes aleatérios; e a
representacdo em séries trigonométricas. Ja para simularmos o MBF utilizamos trés métodos
de geracdo: a representacdo estocastica; 0 metodo de adicdes aleatdrias sucessivas; e 0 método
de sintese espectral, também conhecido como Fourier filtering.

Por fim, analisamos os dados gerados nas simulacfes utilizando dois métodos para a
estimativa do parametro H de um movimento browniano fracionario, a saber, 0 método DFA
(Detrended Fluctuations Analysis) e um outro que trata-se de uma espécie de media
quadrética ponderada em relacdo ao tempo. Podemos entdo concluir, a partir dos resultados
obtidos, que os métodos utilizados tanto para a geracdo do MB e do MBF foram bastante

satisfatorios, bem como os métodos para a estimativa do expoente de Hurst.
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