UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
DEPARTAMENTO DE ESTATISTICA E MATEMATICA APLICADA
CURSO DE ESTATISTICA

CAROLINE TENORIO MENDES DE AQUINO

RESOLUCAO DE CONFLITOS DE INFORMACAO UTILIZANDO A
DISTRIBUICAO FLOOR

FORTALEZA, CEARA
2014



CAROLINE TENORIO MENDES DE AQUINO

RESOLUCAO DE CONFLITOS DE INFORMACAO UTILIZANDO A
DISTRIBUICAO FLOOR

Monografia submetida a Coordenagao do Curso
de Graduacdo em Estatistica da Universidade
Federal do Ceard, como requisito parcial para
a obtencao do grau de Bacharel em Estatistica.

Orientador: Prof. Dr. José Ailton Alencar
Andrade

FORTALEZA, CEARA
2014



CAROLINE TENORIO MENDES DE AQUINO

RESOLUCAO DE CONFLITOS DE INFORMACAO UTILIZANDO A
DISTRIBUICAO FLOOR

Aprovadaem: __/_/

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. José Ailton Alencar Andrade
Universidade Federal do Ceara - UFC
Orientador

Prof. Dr. Jodo Mauricio Aratjo Mota
Universidade Federal do Ceara - UFC

Prof. Dr. Rafael Braz Azevedo Farias
Universidade Federal do Ceara - UFC



Dedico este trabalho aos meus pais,
Francisco José e Ana Vlidia. Por
acreditarem em mim e me darem forca
todos os dias para seguir em frente.



AGRADECIMENTOS

Gostaria de agradecer primeiramente a minha familia: meus pais Francisco José
e Ana Vladia, e meus irmaos Catherine e Bruno. O apoio dessas pessoas tdo importantes na
minha vida foi fundamental ao longo deste trabalho.

Ao professor José Ailton, que muito acrescentou para minha formagao académica.
Pelas intimeras conversas que contribuiram para meu crescimento, ao longo dos ultimos anos,
e por ter depositado sua confianga em mim para a realizagdo deste trabalho.

A todos os professores do Departamento de Estatistica e Matemdtica Aplicada, em
especial aqueles que mais despertaram meu interesse em estudar e crescer academicamente:
Professores Jodo Mauricio e Juvéncio Santos Nobre. Serei sempre grata por todo o empenho e
dedicagdo que estes tiveram em minha formacao.

Um agradecimento especial ao professor Julio Barros, por ter sido para mim um
orientador desde o dia de matricula no curso de estatistica. Por ser um exemplo de dedicacdo
aos alunos e se preocupar com sua formacgao académica e profissional.

Aos meus amigos e colegas de turma: Eduardo Candido, Hellano, José Eduardo, Ju-
celino, Rodney e Widemberg, por serem meus companheiros nos ultimos quatro anos. Obrigada
pelas conversas, horas de estudo e momentos de distragdo.

A todos aqueles que contribuiram direta ou indiretamente para a producdo desde
trabalho, agradeco imensamente.



“A vida € uma tempestade, meu jovem amigo.
Deleitar-se-4 ao sol, num momento, para ser
arremessado contra as rochas, no momento
seguinte. O que fard de si um homem € como
reagird, chegada a tempestade. Deverd olhar
para ela e gritar, como fez em Roma: ‘Facam o
VOsso pior... pois eu farei o mesmo’. Entdo, o
destino conhecé-lo-4, tal como nds o conhece-

29

mos

(O Conde de Monte Cristo - Alexandre Dumas)



RESUMO

Do ponto de vista bayesiano, duas fontes de informacao sao utilizadas para estudar um fend-
meno de interesse: a distribuicdo a priori e a verossimilhanga. Com base nessas duas fontes
de informagdo, € possivel utilizar o teorema de Bayes para obter a distribuicdo a posteriori,
e, a partir dela, realizar inferéncias sobre um fendmeno de interesse. Os modelos represen-
tam apenas uma imagem da realidade, e por isso € inevitdvel o aparecimento de erros. A ma
especificacdo de um modelo pode acontecer de diversas formas; entre elas estd a presenca de
outliers na amostra. Quando os dados que estdo sendo estudados sdo perturbados por outliers, a
distribui¢do a priori poderd entrar em conflito com a distribui¢cao dos dados, gerando assim um
conflito de informacgdes. Neste trabalho, estaremos interessados no problema de conflito de in-
formagdes quando hd presenca de outliers. Na literatura, foi visto que conflitos de informacdes
geralmente sdo resolvidos fazendo-se uso de densidades com caudas pesadas. Para estudar dis-
tribuicoes de caudas pesadas, as classes de distribuicdo de variagdo regular e &-regular foram
utilizadas. Neste trabalho, vimos que essas classes de distribui¢cdes com caudas pesadas podem
contribuir para obter uma modelagem robusta. O objetivo principal desta monografia é discutir
o uso de distribui¢des de caudas pesadas em problemas de conflito de informag¢des usando a
teoria de variacdo regular e &-regular, especificadamente com o uso da distribui¢do floor. Um
estudo de simulagao ao final deste trabalho mostrou que a distribuicao floor € robusta a outliers,
comparando-a com a distribui¢ao exponencial.

Palavras-chave: Caudas pesadas. Modelagem robusta bayesiana. Variacao Regular.



ABSTRACT

From the Bayesian point of view, two sources of information are used to study a phenomenon
of interest: the prior distribution and the likelihood. Based on these two sources of information,
it is possible to use Bayes’ theorem to obtain the posterior distribution, and, from it, make
inferences about a phenomenon of interest. The models represent only a picture of reality,
and so it is inevitable the occurrence of errors. The misspecification of a model can happen in
several ways; among them is the presence of outliers in the sample. When the data being studied
are disturbed by outliers, the prior distribution may conflict with the data distribution, thus
creating a conflict of information. In this work, we are interested in the problem of conflicting
information when there is presence of outliers. In the literature, it was seen that conflict of
information are usually resolved by making use of densities with heavy tails. To study heavy-
tailed distributions, the concepts of regular and &-regular variation were used. In this study, we
saw that these classes of heavy-tailed distributions can contribute to obtain a robust modeling.
The main objective of this paper is to discuss the use of heavy-tailed distributions in problems
of conflicting information using the theory of regular and &'-regular variation, specifically with
the use of the floor distribution. A simulation study at the end of this study showed that the floor
distribution is robust to outliers, when comparing it to the exponential distribution.

Keywords: Bayesian robustness modelling . Heavy tails. Regular variation.
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivaciao

Em estatistica bayesiana, duas fontes de informacao sdo utilizadas para estudar um
fendmeno de interesse: a distribuicao a priori, representando o conhecimento prévio sobre o
problema; e a verossimilhanga, representando a informac¢ao dos dados. Com base na distribui-
¢do a priori e na verossimilhancga, € possivel utilizar o teorema de Bayes para obter a distribui¢ao
a posteriori, e, a partir dela, realizar inferéncias sobre um fendmeno de interesse.

Como os modelos representam apenas uma imagem da realidade, € inevitavel o
aparecimento de erros. A ma especificacio de um modelo pode acontecer de diversas formas;
entre elas estd a presenca de outliers na amostra. Quando os dados que estdo sendo estudados
sdo perturbados por outliers, a distribui¢do a priori poderd entrar em conflito com a distribui¢ao
dos dados. E, como ambas distribui¢cdes sao componentes da distribui¢do a posteriori, de onde
todas as inferéncias sobre o parametro de interesse sdo realizadas, pode haver, entdo, um conflito
de informacdes.

De acordo com Santos (2007), para evitar o problema de conflito de informagdes,
alguns critérios podem ser estabelecidos. Por exemplo, se um fendmeno de interesse puder
assumir apenas valores positivos, o pesquisador deverd levar o suporte da distribui¢do a priori
em consideragdo, respeitando o que ja € conhecido sobre o fendmeno. Porém, nem sempre as
fontes de informagdo irdo concordar entre si e entdo haverd um conflito de informagdes. Isso
pode ser verificado visualmente pela distancia entre as duas fontes de informacao, isto é, a
distribui¢do a priori e a verossimilhanga.

Neste trabalho, estaremos interessados no problema de conflito de informagdes
quando hd presenca de outliers. Segundo Desgagné (2013), o conflito de informacdes geral-
mente € resolvido fazendo-se uso de densidades com caudas suficientemente pesadas. Assim,
neste trabalho também sera discutida a relacdo entre distribui¢cdes de caudas pesadas e conflito
de informacdes.

1.2 Objetivos

O objetivo principal desta monografia € discutir o uso de distribui¢des de caudas
pesadas em problemas de conflito de informacdes usando a teoria de variagdo regular e -
regular, especificadamente com o uso da distribui¢do floor.

1.3 Revisao de literatura

Para uma revisdo de literatura extensa, consultar O’Hagan e Pericchi (2012). Muitos
estudos abordam o tema de conflito de informacdes. Dentre eles, o seguinte estudo € destacado:
de Finetti (1961) enfatiza que no contexto bayesiano observacdes ndo devem ser descartadas,
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mesmo se tratando de outliers. Em casos em que o procedimento de “rejeitar algumas observa-
codes” € adotado e justificado, 0 método bayesiano leva automaticamente a resultados similares
em que a influéncia dessas observagdes € fraca ou insignificante.

Um procedimento chamado de “método bayesiano de rejeicao de outliers” foi des-
crito por de Finetti (1961), que afirma que, se observacdes possuem variancias desconhecidas,
diferentes e independentes, entdo um outlier teria um erro grande na estimativa, e entao possui-
ria menos peso. Quanto maior o conflito, i.e., quanto mais distante for o outlier do restante das
observacdes, menor peso teria. No limite, se o outlier ficasse infinitamente distante das outras
observacdes, possuiria peso zero. No entanto, de Finetti ndo considerou casos especificos.

Lindley (1968), respondendo a comentarios de E.M.L. Beale, sugere que o uso
da distribui¢do ¢ como priori seria mais robusto a outliers em compara¢do com a distribui¢ao
normal. A partir da sugestdo de Lindley, Dawid (1973) estabeleceu condi¢des para estudar o
comportamento da distribui¢do a posteriori quando x — e, quando a densidade de x|0 possui
pardmetro de locagdo. O teorema de Dawid dé condi¢des na densidade f(x|0) e na distribui¢do
a priori que asseguram que a esperanc¢a da funcao a posteriori tende para sua esperanca a priori
quando x — oo,

Segundo Neyman e Scott (1971 apud O'HAGAN, 1979, p. 358),

Ha situacdes em que os outliers ndao devem ser tratados como aberrantes ou
sem sentido, mas como um processo natural do processo de geracdo de dados.
Amostras de distribuicdes com caudas pesadas s@o passiveis de terem observa-
¢cOes extremas, porém esses aparentes outliers deveriam carregar menor peso
do que observagdes moderadas. Rejeita-los completamente seria inapropriado.
Neyman e Scott (1971) introduziram o termo “propenso a outliers” para distri-
buicdes que tendem a revelar valores extremos, enquanto outras distribuicdes
sdo chamadas de “resistentes a outliers”. (O’HAGAN, 1979, p. 358, traducdo
livre.)

O’Hagan discute neste artigo as defini¢des de distribui¢des propensas e resistentes
a outliers, em termos do comportamento da distribuicao a posteriori dada uma priori arbitréria.
O autor mostra que a distribuicdo ¢ € propensa a outliers e a distribui¢do normal € resistente a
outliers. O’Hagan também sugeriu condi¢des alternativas que sd@o mais faceis de verificar do
que as apresentadas por Dawid (1973). O’Hagan (1990) introduz o conceito e propriedades da
medida credence, para o estudo de parametros de locaciao no caso de variancias conhecidas.

Andrade e O’Hagan (2006) usam uma classe de distribuicdes de caudas pesadas
diferente das consideradas por Dawid (1973) e O’Hagan (1979): a classe de distribuicoes de
variacdo regular, para resolver conflitos de informacdo quando o parametro pertence ao caso
univariado de locacdo-escala. O estudo de robustez quando o parametro pertence a familia de
escala foi considerado pela primeira vez nesse estudo.
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2 FUNDAMENTOS DA ESTATISTICA BAYESIANA

Neste capitulo, no¢des de inferéncia bayesiana necessarias ao desenvolvimento deste
trabalho serdo apresentadas.

Os dois paradigmas mais importantes encontrados na estatistica sdo o paradigma
classico ou frequentista e o paradigma bayesiano. A estatistica bayesiana é uma importante
alternativa a estatistica cldssica e serd considerada com maior atengao neste trabalho.

De acordo com Bernardo (2003), ha muitas vantagens ao se utilizar métodos baye-
sianos, como: métodos bayesianos podem ser derivados de um sistema axiomaético, possibili-
tando assim uma metodologia coerente; muitos procedimentos frequentistas comuns sao casos
particulares de métodos bayesianos; através da distribui¢do a priori, a estatistica bayesiana torna
possivel a incorporagdo de hipdteses na anélise, que pode ser implementada em problemas com-
plexos; a inferéncia estatistica € descrita como a modificacdo da incerteza sobre o valor de um
parametro a luz de evidéncias, e o teorema de Bayes mostra como essa modificagdo deve ser
feita.

Referéncias sobre a histdria da estatistica bayesiana podem ser encontradas em Sti-
gler (1983), com um estudo sobre a origem do teorema de Bayes, e Leonard (2014), com um
estudo vasto sobre as contribui¢des de diversos pesquisadores da drea, seguindo uma ordem cro-
noldgica. Os seguintes conceitos e resultados ja estdo bem estabelecidos na literatura, e serdo
usados como fonte os livros de Box e Tiao (1973) e Lee (2012).

2.1 Priori, verossimilhanca e posteriori

Ao considerar-se um vetor de quantidades de interesse, denotado por
0= (917627"' 79/()7

atribui-se uma densidade de probabilidade para representar os possiveis valores que tal vetor de
variaveis pode assumir. No inicio, tem-se a distribui¢do a priori, representada por

p(0),

obtida geralmente através de opinido de profissional da drea ou por meio de estudos anteriores.
Pode-se obter uma amostra x = (x,x2,- - ,X,), que possui uma distribuicdo que depende dos
k parametros, de forma que a densidade de probabilidade de x depende do vetor 0. Assim, a
dependéncia de x pode ser escrita como

p(x|6),

que pode ser interpretada como a forma em que os dados estdo relacionados com 6. Finalmente,
através do teorema de Bayes, pode-se chegar a seguinte conclusdo, em que o é um sinal de
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propor¢ao:

p(6]x) =< p(0)p(x|6).

Sabe-se que, se p(x|0) é considerada como uma funcéo de x para parAmetros 6
fixos, essa fun¢do € uma densidade. Porém, muitas vezes podemos achar interessante considerar
essa funcdo como de 0 para x fixo. Com essa interpretagao, segundo Fisher (1922), essa funcio
é chamada de fungdo de verossimilhanca e é denotada por /(@]x). E importante notar que
as propriedades ndo serdo as mesmas. Por exemplo, ndo hd mais razdo para que a soma (ou
integral) seja igual a um. No contexto bayesiano, a fun¢do de verossimilhanca tem um papel
muito importante, porque € através dessa fungdo que a informacao sobre 6 através dos dados é
considerada. Agora pode-se escrever de forma simplificada o resultado acima.

posteriori o< priori X verossimilhanca

2.2 Teorema de Bayes

A relagdo entre distribui¢do a posteriori, distribui¢do a priori e a fung@o de verossi-
milhanca é mostrada na Equacgao (2.1):

p(0)p(x6)

p(6lx) = o)

5 2.1
em que p(0|x) é a distribuicdo a posteriori, p(0) é a distribui¢do a priori, p(x|0) é a densidade
dos dados, que estd relacionada com a fun¢@o de verossimilhanga, e p(x) = [ p(x|0)p(0)d 0 é
a constante normalizadora. No caso discreto, pode-se trocar a integral em p(x) por uma soma.
A expressao acima € chamada de teorema de Bayes. A constante normalizadora assegura que a
distribuicdo a posteriori integrard (ou somard) um.

2.3 Funcao de verossimilhanca padronizada

E importante notar que a fungio de verossimilhanga pode ser multiplicada por uma
constante ou qualquer funcdo que dependa apenas de x sem alterar a distribuicdo a posteri-
ori, por causa da forma que se escreve o teorema de Bayes com o sinal de proporcionalidade.
Quando a integral [/(0|x)d6 ¢ finita, a quantidade seguinte é chamada de verossimilhanga
padronizada, cuja integral corresponde a unidade.

1(6]x)
[1(6]x)d@

2.4 Uso sequencial do teorema de Bayes

Uma das grandes vantagens do uso do teorema de Bayes estd em ndo apenas combi-
nar conhecimentos prévios e recentes, mas também em atualizar sempre que possivel o modelo,
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fazendo uso sequencial do teorema de Bayes. Comegando com uma amostra x, tem-se através
da Equacdo (2.1) que

p(0x) =< p(0)I(6]x)
Supondo que outra amostra, denotada por y e independente da anterior, esteja disponivel. Assim

p(8]x,y) =< p(6)1(6]x,y)

Usando a suposic@o de independéncia entre as amostras, tem-se que

p(x,y60) = p(x|0)p(y|6)

Sabendo-se que a fungdo de verossimilhanga pode ser vista como qualquer multiplo constante
de p(x|0),
1(0]x,y) o< 1(6]x)I(8]y)

E assim

p(Olx,y) o p(0)(8]x)(8]y)
< p(@|x)/(6]y).
De forma que a distribui¢@o a posteriori da observacdo x é depois tratada como priori da obser-

vacaoy.

2.5 Distribuicao preditiva

Em alguns casos, a seguinte distribuicao marginal é considerada:

plx) = [ p(x/8)p(6)d6

Essa distribuicdo é chamada de distribui¢ao preditiva e € utilizada em teoria da decisdao baye-
siana e em métodos empiricos bayesianos, e representa predicdes sobre o valor de x levando
em consideragdo tanto a incerteza sobre o valor de 0 e a incerteza residual sobre x quando 0 é
conhecido (LEE, 2012).
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3 CAUDAS PESADAS E VARIACAO REGULAR

Nao existe uma defini¢do clara sobre o que é uma distribui¢do de cauda pesada,
sendo importante considerar o contexto do problema. Vdrias classes de caudas pesadas foram
propostas na literatura, destacando-se a classe de cauda longa, a classe de variagdo dominada,
a classe subexponencial e a classe de variagdo regular. Neste trabalho a ultima classe sera
analisada e estudada.

3.1 Variac¢ao regular

O estudo de variacdo regular foi introduzido por Karamata (1930). Feller (1971)
dedicou-se as aplicacOes dessa teoria em probabilidade e Andrade e O’Hagan (2006 e 2011)
utilizaram distribui¢des de varia¢ao regular em modelagem robusta bayesiana. Outros estudos
sobre variagdo regular encontram-se em Landau (1911), Valiron (1913), P6lya (1917) - estudos
preliminares realizados antes de Karamata (1930) - de Haan (1970) e Seneta (1976). A principal
referéncia sobre variacdo regular utilizada neste trabalho € o livro de Bingham, Goldie e Teugels
(1987), que chamaremos de BGT para fins de simplificacdo. A defini¢cao de funcdo de variacao
regular é dada por:

Definicao 3.1.1. (Variacdo Regular) Uma funcdo mensurdvel f € de variagcdo regular no infinito
com indice ou ordem p se p € R e se VA > 0 tem-se que

}glgcf;?x’;) — AP 3.1)

e escreve-se f € Rp.

Um caso particular ocorre quando p = 0. Nesse caso, f € dita ser de variacdo lenta
e escreve-se f € Rp. Dessa forma, pode-se escrever o conjunto de todas as func¢des de variagao
regular como R = {R, : p € (—o0,00)}.

Estendendo a defini¢do acima para estudos do comportamento da cauda esquerda,

pode-se dizer que f tem variagdo regular em —oo com indice p se limy__o j}%x))c) =AP; e
escreve-se f € Rp(—o0). Se f: RT — R™, pode-se dizer que f possui variagdo regular na origem

com indice p se lim,_,q f}?;)c) = AP; e escreve-se f € R, (0+) (ANDRADE; O’HAGAN, 2006).

Teorema 3.1.1. TEOREMA DE CARACTERIZACAO. Se f > 0 for mensurdvel tal que f;?x))‘) —

g(A) € RY quando x — « é verdade para todo A em um conjunto de medida positiva, entdo

— g(A) € R quando x — oo é verdade para todo A > 0;
2. Hd um niimero real p tal que g(A) = AP VA > 0;

3. f(x) =xPl(x) com { tendo variagdo lenta.
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Prova: ver BGT (1987, p.17)

Em suma, o Teorema 3.1.1 diz que se f é uma funcdo que pertence a classe de
variag@o regular, entdo pode ser escrita como xP vezes uma fungio ¢ que possui variagdo lenta.

A Tabela 3.1 mostra exemplos de distribuicdes que pertencem a classe de variacao
regular:

Tabela 3.1: Exemplos de distribui¢des de variacao regular

Nome Funcdo densidade de probabilidade  Suporte e parametros
Burr f(x):% x>0,1>0,xk>0
Cauchy flx)= n(leZ) 00 < X < 00
o—1,—log(x)/B
Log-gama flx) = log(xzcﬁallf(;)g / x>0,00>0,>0
_ 8
Pareto f&x) =% Y<x<oo,¥y>0,6>0

A distribui¢do de Pareto, por exemplo, possui uma propriedade interessante, cha-
mada de “lei de Pareto”. Apds estudar intensivamente a renda de diversas populagdes, o econo-
mista social Vilfredo Pareto (1848-1923) observou que ndo importava a populag¢do ou o lugar:
a distribuicdo de renda em uma populagdo em uma economia estavel seguia a férmula empirica
y o< x~V, em que y representa o nimero de pessoas com renda igual ou superioraxe v = 1,5
(PARETO, 1897; DAVIS, 1941). Para Pareto, esse comportamento ndo poderia ser devido ao
acaso, e ndo deveria depender fortemente de varidveis econdmicas, pois lugares tdo diferentes
como Inglaterra, Peru, Alemanha, Irlanda e algumas cidades italianas obedecia a mesma lei.
Além das aplicacdes em dados de distribui¢ao de renda, a distribuicdo de Pareto também tem
aplicacdes em diversas outras fontes de dados (NEWMAN, 2006), como frequéncia de palavras,
didmetro de crateras lunares e frequéncia de nomes de familia.

Outras propriedades de funcdes de variagdo regular sdo apresentadas (BGT, 1987,
p. 26).
(i) Se f € Rp, entdo f%(x) € Ry, em que p, & € R;
(if) Sejam f1 € Rp, € f2 € Rp,. Pode-se mostrar que f1 + f> € Rmax{phpz} € f1.f2 € Rp,+p,s
(iii) Se fi € Ry, (i=1,2), fo(x) = oo quando x — oo, entdo fi(f2(x)) € Rp,p,

(iv) Se fie Ry, (i= k), e (x1 ,...,Xx) € uma funcdo racional com coeficientes positivos,

entdo r(f1(x),.. ,fk( ) €

Mais propriedades de variagdo regular podem também ser encontradas em BGT
(1987) e Andrade (2005).
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Fungdes que ndo satisfazem a Defini¢do 3.1.1 sdo chamadas de fungdes de variagao
rapida (DE HAAN, 1970). Sdo fun¢des cujo limite na Equacdo (3.1) € infinito, isto €, descres-
cem ou crescem mais rapidamente do que qualquer funcdo poténcia de ordem finita. Assim,
tem-se a defini¢cdo (BGT, 1987, p. 83):

Definicdo 3.1.2. (Variacdo Répida) Uma fungdo mensuravel f : (0,00) — (0,00) é de variagdo
rdpida com indice ou ordem oo se

0, se 0<A<1
=<1, se A=1 (3.2)
o, se A>1

fim £ %)
LA

e escreve-se f € R... Também tem-se que f é de variacdo rapida com indice —oo se

o, se 0<A<I
lim f}f?’;) —{ 1, sea=1 (3.3)
x 0, se A>1

e escreve-se f € R_...

Note que as Equagdes (3.2) e (3.3) representam o limite de AP quando p tende a
ou —oo, respectivamente.

3.2 Variacao regular e caudas pesadas

A defini¢do 3.1.1, de funcdo de variagdo regular, pode ser interpretada como o com-
portamento da cauda de uma densidade de probabilidade, isto é, hd uma relacdo entre variagao
regular e o peso das caudas. Por exemplo, se f € R_, quando x tende a infinito, isso quer dizer

.. . (Ax _
que a cauda direita decresce com taxa p, ou em outras palavras, como limy_,e % = AP,
conforme x cresce, a cauda direita da funcao descresce como uma poténcia de ordem p.

Neste trabalho, uma nova distribuicdo que pertence a familia de distribui¢cdes com
variacdo O-regular serd estudada. A variagdo O-regular € uma generalizacdo da variag¢do regular

e serd apresentada a seguir.

3.3 Variacdo O-regular

A classe de variagdo O-regular (que chamaremos de ORV) estende o conceito de
variacdo regular e foi introduzida por Avakumovi¢ (1936). Essa classe envolve distribuicdes
cujas caudas decrescem em qualquer comportamento entre duas funcdes de variagdo regular.
Por exemplo, as caudas de uma distribuicdo ORV podem decrescer oscilando entre duas funcdes
poténcia (ANDRADE; OMEY, 2014).
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As fungdes de variagio O-regular satisfazem a relagio (DJURCIC, 1998):

0 <liminf f;?x))c) < limsup / ;?x);) < oo,

para todo A > 1.

Definicao 3.3.1. (Variagdo 0'-regular) Uma funcdo mensuravel f possui variagdo &-regular no
infinito, se f satisfaz

. f(Ax)

im

< oo, VA >0,
x—eo f(x)

e escreve-se f € ORV.

Juntamente com a defini¢do de funcdo de variagdo O-regular, os indices de Matus-
zewska sdo definidos. Se f € ORYV, o indice superior de f é dado por

_ .. loglimsup, ., f(Ax)/f(x)
o) = Jim log(A)

Y

e o indice inferior de f é dado por

B(f)=a(l/f) = /%IE:O logliminffo_g{)(lx)/f(x)'

Se f €ORYV, entdo para qualquer B < B(f) e & > a(f), hd constantes C,D e x de forma que
(BGT, p. 65):

f(Ax)
()

O Teorema 3.3.1, apresentado a seguir, € provado em Aljanci¢ e Arandelovi¢ (1977):

cAP < <DA* VA>1,Vx>x

Teorema 3.3.1. TEOREMA DE CARACTERIZACAO PARA VARIACAO O-REGULAR. Uma fun-
cdo f € ORV se e somente se pode ser escrita como

Y et
o =exp{u+ [ Wart a8
B
em que |L e € sdo fungdes reais mensurdveis limitadas no intervalo [B,oo|, B > 0.

Uma propriedade interessante de fun¢des ORV € que uma funcio f € ORV se e so-
mente se f(Ax) < f(x), paratodo A > 0 e x — o, isto &, existem dois nimeros 0 < m < M < o
de forma que m < f(Ax)/f(x) < M, para x suficientemente grande (ALJANCIC; ARANDE-
LOVIC, 1977).

Como as caudas de distribui¢des ORV decrescem entre dois polindmios, essa classe
¢ bastante abrangente, e assim, ha diversas formas de construir distribuicdes ORV. Andrade e
Omey (2014) sugerem uma maneira de criar distribui¢cdes de variagdo ¢-regular, apresentada
no Teorema 3.3.2
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Teorema 3.3.2. CONDICOES SUFICIENTES PARA ORV (ANDRADE; OMEY, 2014) Seja f
uma fun¢do densidade de probabilidade da forma

f(x) = C b(x) Ax), (3.4)

tal que C é a constante normalizadora, b é delimitado de zero a infinito quando x tende a
infinito.

(i) Se xA’(x)/A(x) for limitada, entdo f € ORV.

(ii) Se A(x) € RV_q, entdo f € ORV.
Demonstracdo. Ver Andrade e Omey (2014), Teorema 5. |

No capitulo seguinte, condicdes serdo dadas para que a resolu¢do de conflito de
informagoes possa ser feita através do uso de distribui¢des com variagdo regular e &-regular.
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4 RESOLUCAO DE CONFLITOS DE INFORMACAO

Na literatura, a distribui¢do ¢-Student foi largamente utilizada na resolucdo de in-
formacdes conflitantes. Contudo, os resultados de Dawid (1973) e estudos posteriores nao
assumiram distribui¢des especificas, contanto que tivessem certas propriedades de caudas pe-
sadas. Neste capitulo introduziremos essas propriedades e daremos maior atencdo a classe de
distribui¢des com variacdo regular, em partiular, a classe de variagdo &-regular.

4.1 Condicoes de Dawid

Em seu estudo de 1973, Dawid estabeleceu condi¢gdes para que a distribui¢do a pos-
teriori se aproximasse da distribui¢@o a priori, assintoticamente, quando x — co. Ele considerou
o caso de uma tnica observacdo X = x de uma distrbui¢do com parametro de locacdo desco-
nhecido © e aplicou as condi¢des quando a distribui¢do a priori € normal e o erro segue uma
distribui¢do ¢ de Student. Para entender melhor o problema de como informacdes conflitantes
podem trazer consequéncias a distribuicao a posteriori, Dawid considerou o caso em que tem-se
o seguinte modelo !:

{ X|p,0% ~N(u,0?)
1~ N(mo,03)

Sabe-se que a esperancga a posteriori para este modelo € dada por:

62

E(plx) = x (xx = mo),

o

assim, a diferenga entre E(ut|x) e x é dada por um mdltiplo de (x —my), a diferenca
entre o valor observado e a média a priori. Quanto maior a diferenga entre x e mg, maior serd
a diferenca entre E(u|x) e x, i.e., a estimativa para u dada pelo valor médio da distribui¢do a
posteriori e a verossimilhanga, representada pela observacao nova x. As condi¢des de Dawid
sdo mostradas no Teorema 4.1.1.

Teorema 4.1.1. TEOREMA DE DAWID (1973). Sejam Y|u e U varidveis aleatdrias indepen-
dentes absolutamente continuas com densidades f(y — [t) e p([L), respectivamente. A seguir,
condicdes suficientes serdo dadas para que E[p(i|y)] — p(1) quando y tende a infinito.

1. Dados € >0, § > 0, existe A tal que, se y > A, entdo |f(Y') — f(y)| < € f(y) sempre que
Y =yl <é;

2. Paraalgum Be M, 0 < f(y) <Mf(y) sempre que y' >y > B;

"Note que 8 é o valor de um parimetro ® desconhecido, e poderfamos ter escrito @ ~ N (my, Gg). Mesmo com
a convencgdo de que usa-se letras maidsculas para representar varidveis aleatérias e letras mindsculas seus valores
observados, no contexto bayesiano isso se torna bastante restrito, pois trabalha-se com muitas varidveis aleatdrias.
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3. Seja k(p) = supy[f(y—u)/f(y)), entdo [o k() p(p)dp < eo.

De forma simplificada, podemos dizer que quando uma observagao y tende a in-
finito, a distribuic@o a posteriori ird tender a distribui¢do a priori, se a densidade dos dados f
tiver caudas pesadas e a distribui¢do a priori p(u ) tiver caudas mais leves do que f (ANDRADE,
2005).

A ideia central da resolucao de conflito de informacgdes, no contexto de modelagem
robusta, é designar distribui¢des de caudas mais pesadas ou mais leves as fontes de informagao,
dependendo do grau de conflito que cada fonte causa. Por exemplo, no Teorema 4.1.1, se a
distribui¢do a priori € a causa do conflito, entdo pode-se atribuir a essa fonte de informagao uma
distribui¢do com cauda pesada, e uma distribuicdo com cauda mais leve € atribuida a distribui-
cdo dos dados. Neste trabalho o interesse serd dado a estruturas com parametro de escala.

4.2 Estrutura com parimetro de escala

Uma forma de conflito de informacdo simples e fécil de ser verificada € a presenca
de outliers. Deve-se escolher uma distribuicdo adequada caso haja suspeita de que os dados de
interesse possam ter outliers, seja pela natureza do fendmeno estudado ou pela forma que os
dados sdo coletados.

4.2.1 Rejeicao parcial da informacao dos dados

Uma funcdo densidade de probabilidade pertence a familia de escala se pode ser

escrita como .
X
f@=5h(5)

em que 6 € um parametro de escala. O Teorema a seguir, apresentado em ANDRADE (2005)
d4 condi¢des suficientes para rejeitar a informacao dos dados, isto €, favorecer a distribui¢do a
priori.

Teorema 4.2.1. REJEICAO PARCIAL DA INFORMACAO DOS DADOS (ANDRADE, 2005) Se-
jam Y|0 e 0 com densidades f(y|0) = 1/0h(y/0) e p(0), respectivamente. Se para algum
0>0ep>0

(i) h€ R_(p 1) conforme y — e

(ii) [o 8PT2 p(8)d6 < oo,

entdao 67 p(6)
. p
lim p(6]y) = 4.1
Jim p(6]y) [ 07 p(6)d0 4.1)
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Demonstragdo. Ver Andrade e O’Hagan (2006), Teorema 3.1, p. 175. |

A primeira condi¢do garante que a distribuicdo de y € de cauda pesada. A segunda
condi¢@o diz que a distribuicéo a priori, p(6), deve ter cauda mais leve do que a distribuicdo de
v, além de ser uma condicao suficiente para que a constante de proporcionalidade da distribuicao
a posteriori exista.

Em suma, o Teorema 4.2.1 diz que, se uma distribuicdo de variagdo regular for
designada para y e uma distribuicao com cauda mais leve for designada para a informacao a pri-
ori, entdo conforme y se distancia da informacao a priori, a distribuicdo a posteriori dard menos
importancia a informagao de y, se tornando independente dela, resolvendo assim o conflito de
informagao.

No caso descrito por Dawid (1973), para o parametro de posicdo, a informacdo
conflitante € rejeitada. Isso ndo acontece no caso do pardmetro de escala, pois mesmo que
distribui¢do a posteriori limite seja independente da informacdo conflitante, ndo ha rejeicdo
completa do outlier. O numerador da distribuicdo a posteriori na Equagdo (4.1) é dado por
0P p(0), e 6P ¢ a tnica influéncia que o outlier exerce sobre a distribuicdo a posteriori. De
acordo com Andrade e O’Hagan (2006, p. 176), pode-se dizer que 6P é uma distribuicdo
imprépria que carrega pouca informacao sobre os dados. Em outras palavras, também pode-se
dizer que a distribui¢io dos dados se torna menos informativa.

4.2.2 Muitas observacoes

O Teorema 4.2.1 pode ser generalizado para se estudar o caso de muitas observa-
coes. Neste caso, um ou mais outliers podem ser verificados nos dados, de forma que as demais
observacdes ndo entram em conflito com a distribuicao a priori e nem com os outros dados, isto
€, as informagdes restantes concordam entre si e também com a distribui¢do a priori.

Diferentemente da sec¢do anterior, agora um grupo de outliers serd (parcialmente)
rejeitado, ao invés de apenas um. A generalizacido do Teorema 4.2.1, sob as mesmas condicoes,
pode ser escrita como (ANDRADE; O’HAGAN, 2006):

n—1 /..
(o)) = — 2 TEL/i610) x ()
f@) op H,‘:1 fi(xi|0) x p(0)d6

em que X = (xi,...,Xx,), ¢ uma amostra aleatdria independentemente distribuida com f;(x;|0) =
1/0 x hi(x;|0),i = 1,...,n. Assim, a distribui¢do conjunta dos dados é dada por f(x|0) =

", fi(xi|0). A distribuigéo a priori € dada por p(0) e supde-se que x,, € um outlier. Separando
a densidade proveniente da informacdo conflitante, tem-se que

, para x, suficientemente grande, 4.2)

n—1
f(x,0) = fu(xn|60) x Hfi(xz'|9) x p(6)

Note que essa é a configuragdo do Teorema 4.2.1, em que f,(x,|0) é a verossimi-
lhanca que envolve o outlier x,, e HZ’.’;] fi(xi|0) x p(6) faz o papel de distribui¢do a priori, com



23

a informag¢do concordante dos dados que nao envolvem o outlier e a prépria informacao a priori
sobre o parametro 6.

Assim, as condi¢des do Teorema 4.2.1 serdo satisfeitas se

(i) fu(xn|0) € R pi1ye

(ii) Jo 6P TIZ) fi(xil6)p(6)d6 < oo

A segunda condi¢do dependerd do comportamento das caudas da distribui¢do a pri-
ori, p(0), e das fungdes de verossimilhanca, f;(x;|0), parai=1,...,n— 1. Se as fun¢des de
verossimilhanga (i = 1,...,n— 1) ou p(0) forem de caudas leves quando 6 — oo, pode-se veri-
ficar que a condigdo (if) é automaticamente satisfeita (ANDRADE; O’HAGAN, 2006). Se as
funcdes de verossimilhanca forem de variacio regular quando @ — o com indices —v; € R™ e
se p(0) € R_(.41), entdo a condigdo (ii) serd satisfeitase p +1 <Y vi+(c+1)+6.

A distribui¢do a posteriori na Equacdo (4.2) também pode ser adaptada para o caso
de um grupo de outliers. Com essa interpretacdo, um grupo de outliers serd (parcialmente)
rejeitado. Considere X; ~ fi(xi|0) € R_(y,11),0: > 0,i = 1,...,n. Isto &, distribui¢des de varia-
¢do regular com indice —(v; + 1) sdo atribuidas para cada observagdo. Também considere que
p(0) ¢ Re (xq,...,x;) sdo outliers, com k < n. Assim,

n

k
f(x16) =T]fixil6) x [T fi(xil6)
i=1 i=k+1
Usando os resultados do Teorema 4.2.1, fazendo os outliers tenderem a infinito
e o papel de distribui¢io a priori sendo dado para p(0|xii1,...,%:) = [1isy fi(xi|0)p(0) ¢
R. Assim, a combinacdo de p(0|xi,...,x,_¢) e 8~ (V102 +V%+K) regultard na distribuicio a
posteriori, dada por

O~ (vt HUFITT  £i(x;]0) x p(6)
Jo 6~ (V1 vt 0Hk) H;l:k-H fi(xi]0) x p(0)d6

p(6lx) ~

Nesta secdo, mostramos como as observacdes conflitantes podem ser parcialmente
rejeitadas usando-se o conceito de caudas pesadas através de variagcdo regular, dentro do con-
texto de parametro de escala. Na proxima se¢@o, o mesmo problema serd abordado, porém com
a verossimilhanga tendo uma distribuicdo de variagdo &-regular.

4.3 Rejeicao no caso de variacao ¢-regular

Considere x = (x1,...,x,)|0 i f(x|0)=1/0h(x/6)e 6 ~ p(0). Seguindo a nota-
cao presente em Andrade e Omey (2014), os dados serdo particionados em dois conjuntos, cha-
mados de x' e xU, definidos por L = f(x£|6) = TI5_, h(xi|0) e U = f(xV]0) =TT/, h(xi|0),
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em que x" sdo os outliers. Em outros termos, f(x|0) = 8" x L x U, e a distribui¢io a posteriori
¢ dada por

0" xLxUXxp(0)

0|x) =
p(6]%) Jo 0" xLxUxp(6)de

Teorema 4.3.1. REJEICAO DOS DADOS QUANDO HA DISTRIBUICAO 0-REGULAR (ANDRADE;
OMEY, 2014). Considere x = (x1, . ..,X,) uma amostra aleatdria proveniente de uma popula-
¢do com distribuicdo f(x|0)=1/0h(x/0), i.i.d., 6 ~ p(0), e h e p densidades de probabilidade
delimitadas e continuas. Se as condigdes a seguir forem satisfeitas,

(i) h € ORV com indices o(h) < 0;

(ii) [707"p(0)do = O(I)Hlexlp_s, onde x = min;<;(x;) e

(i) [0 *PUp(6)dO < oo

entdo 0 0
0 < timint 2% < i sup 2O 4.3)
x> U p(0) = xose U p(6)
Demonstragcdo. Ver Andrade e Omey (2014), Teorema 4. n

O Teorema 4.3.1 estabelece que, conforme x tende a infinito, a distribui¢do a pos-
teriori serd limitada por duas quantidades independentes de x. Assim, da mesma forma como
foi visto nas duas secdes anteriores, a distribuicao a posteriori terd como base a distribui¢do a
priori e o restante das observacdes, isto €, aquelas que ndo sdo outliers.
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5 A DISTRIBUICAO FLOOR

A distribuicdo floor, proposta por Andrade e Omey (2013) € uma alternativa a dis-
tribuicdo exponencial. Sua vantagem em relacdo a distribuicdo exponencial esta na cauda, que
¢ pesada, o que € uma caracteristica de robustez para informag¢des conflitantes na modelagem
bayesiana, como ja foi visto ao longo desta monografia. A distribuicdo floor tem varia¢do -
regular, com indices de Matuszewska o(f) = B(f) = —a+ 1. Neste capitulo, as principais
propriedades da distribui¢io floor sdo exibidas, como fun¢do de distribuicdo acumulada, mo-
mentos, coeficiente de assimetria e curtose; além da utilizagdo do método de aceitacdo-rejei¢ao
para gerar valores aleatorios da distribuigdo.

5.1 Densidade

Dizemos que uma varidvel aleatéria X tem distribui¢ao floor com parametro a, com
notagdo X ~ floor(a), se sua fun¢ao densidade de probabilidade (f.d.p.) é dada por

f(x)=Cla)x el 1 < x < oo, (5.1)

em que C(a) é a constante normalizadora (ver se¢do 5.3), a > 2 e |.| é a fungdo
piso. Se desejamos incluir paradmetros de posicao e escala, a densidade de Z = 0 X + U torna-se

1 2=\ % e
l’l(Z) = C(d) E <ZT‘LL) eLlOg(Tﬂ)J ,u +o0<z< o,

em que U € o parametro de posi¢cdo e o € o parametro de escala. Quando os para-
metros de posi¢do e escala ndo forem mencionados, refere-se a distribui¢do floor padrdo, com
U =0e o =1. AFigura 5.1 mostra alguns graficos para diferentes valores de a, U, e G.

Pardmetros a=3, =2, u=2 Parametros a=3, g=5, u=3

020 030

Densidade
I
Densidade

£

00 02 04 06

1

000 010

Pardmetros a=4, o=6, u=4 Parametros a=4, =7, u=5

Densidade
Densidade
|

00 01 02 03 04

00 01 02 03 04

Figura 5.1: Densidades para diferentes valores de a,u, e
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5.2 Constante normalizadora

A constante normalizadora, C(a), é dada por

Cla) = (a—1)(e* —e%)

e—ed

,a>2.

Demonstracdo. Para que a Equacgdo (5.1) seja uma legitima func¢ao densidade de probabilidade,
€ necessdrio que

/ TCla)x el gy = 1 (5.2)
1

Com a transformagdo ¢ = log(x),

! = /me_“te“J e dt
C(a) 0
_ /we—r(a—nem dr
0
1
:/ealedﬂ-/ Ha=1) ol gy ..
0

ien/ —t(a—1) dl
[i e—}’l a—2) i e—(n+1)(a—1)+n] (53)
n=0

a—l

As duas somas da Equacao (5.3) s@o séries geométricas com razao ¢~ (@=2) de forma
que
-1 —
C(a)—(a ) e),a>2 |
e—el

5.3 Funcao de distribuicao acumulada

A fungdo de distribui¢do acumulada de X ~ floor(a) é dada por:
X
Fx) = Cla) / 1= elloet] g
1

Fazendo uso da transformacao v = logt, tem-se que

C [logx] |logx]
F(x) = a(_“i Y e Z et (5.4)
n=0
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As somas na Equacdo (5.4) sdo séries geométricas de razoes e~ (a2)

soma parcial de uma série geométrica com razao R é dada por: er{z:0 R"=

R—RK*2
I-R

e e ¢, respectivamente. A

1—RHk+! k n+l _
-k €Ln—oR =

. Assim, a fun¢do de distribuicao acumulada (f.d.a) pode ser escrita como

a—1 ed—2 1

—|log(x
F(x) _ _M {elog(x)(al)qLLlog(x)J + (871 . 1) [1 —e [log(x) ] (0—2)] B 1} |

parax>1lea > 2.

5.4 Momento de ordem r

O momento de ordem r é calculado substituindo a por (a — r) na integral da Equag@o
(5.2). Assim,

E(X") =C(a) /1 " y(an) glioe) gy — C((;@r) , (5.5)
que existe apenas quando a —r > 2.
5.5 Variancia
Através da Equagdo (5.5), a variancia € obtida.
Var(X) = C@)C*(a~1)~ Cla)Cla—-2)] ,a>4. (5.6)

Cla—2)C%*(a—1)
5.6 Coeficiente de assimetria

O coeficiente de assimetria de Pearson, usado para quantificar o grau de simetria de

uma distribuicao, é dado por
ms3

X)= =2
Yl( ) o3’

em que m; = E[X —E(X)]’, isto é, o i-ésimo momento central em torno da média, e ¢ é o
desvio padrdo da distribuicdo. Se y; > 0(< 0), diz-se que a distribuicdo é assimétrica a direita

(esquerda). Se y; = 0, diz-se que a distribuicdo € simétrica.

Para encontrar o terceiro momento central (em torno da média), a Equacao (5.5) foi
utilizada e o resultado obtido foi

C(a)[C3(a—1)C(a—2) —3C(a)C?(a—1)C(a—3)+2C*(a)C(a—2)C(a—3)]
C3(a—1)C(a—2)C(a—13)

ms —

Assim, usando a Equacio (5.6), [Var(X)]3/? = 63 = c3/2(a)[cgigcz;i)zgga(afi‘)’*z)]yz.

Agora o coeficiente pode ser calculado: ¥ (X) = 73:
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'V (a—-2)[C3(a—1)C(a—2)—3C(a)C*(a—1)C(a—3) +2C(a)C(a—2)C(a—3)]
nx) = CI2(@)Cla—3)[C(a—1) - Cla)Cla—2)[/ 8>3

O valor de 7 (X) sempre serd maior do que zero, o que indica que a distribui¢do
floor € assimétrica a direita, para qualquer valor de a > 5.

5.7 Excesso de Curtose

O excesso de curtose, K(X), é usado para comparar o formato de uma distribui-
¢ao em relacdo a distribuicdo normal. Quando K(X) = 0, entdo a distribui¢do tem 0 mesmo
achatamento do que o encontrado na distribui¢ao normal, e tal distribui¢do recebe o nome de
mesoctrtica. Quando K(X) > 0, a distribuicdo é menos achatada do que a distribui¢do normal,
recebendo o nome de leptocurtica. Finalmente, quando K(X) < 0, diz-se que tal distribui¢do
¢ mais achatada do que a distribuicao normal, sendo chamada de platictrtica. Sua forma de

calcular é dada por

=
A curtose da distribuicdo floor € obtida de forma semelhante a usada para calcular o coeficiente
de assimetria, obtendo-se primeiro o quarto momento central e a variancia ao quadrado, c*.

K(X) 3,

Assim, a curtose € dada por:

K(X)="—-3
3 2
=Cla—1)C(a—2){C*(a—1) EC(a —i)—4C(a —4)QC(0 —i)4+6C*(a)C(a—1))x
4 4 4
x [[Cla—i)—4C(a)[]Cla—i)+C*(a)[]C(a—i)}x

=3 i=0 =2
x {C(a)C(a—3)Cla—4)} {C?*(a—1)—C(a)Cla—2)} 2 =3,a>6

5.8 Geracao de valores aleatdrios

A obtengdo de valores aleatdrios da distribui¢do floor é feita através do método
de aceitacdo-rejeicio (KRONMAL; PETERSON, 1981) implementado no software livre R. No
Apéndice A este algoritmo e outras funcdes para a distribui¢do floor foram implementados no
R. O algoritmo do método de aceitacao-rejeicdo € como segue:

1. gere um valor de uma varidvel aleatéria Y com distribuicdo g;

2. gere um valor de uma varidvel U com distribui¢do uniforme padrao (independente de Y);
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3.se UL CJ; ((yy)) , entdo faca X =Y (“aceite”); caso contrdrio volte ao passo 1 (“rejeite”).

No algoritmo, f(y) € a distribuicdo alvo, da qual queremos gerar valores (neste
caso, a floor). Além da distribuic@o alvo, € necessaria outra distribuicdo com comportamento
semelhante, a distribuicado candidata. Para isso, a distribui¢do exponencial com dois parametros
(DETZEL; MINE, 2011), com parametro de posicdo igual a 1 foi utilizada. No algoritmo acima,
ela ocupa o lugar de g(y). Sua f.d.p. é definida por

1 _6-1D
g(y)zae 0 71§y<°°7

em que ¢ > 0.

A Figura 5.2 mostra um histograma com a distribuicao de dez mil valores aleatorios,
gerados através do método de aceitagdo-rejeicdo para a = 9, com a curva da densidade sobre o
histograma.

Densidade

| | | | T | |
10 12 14 16 18 20 22

Valores

Figura 5.2: Histograma dos valores gerados coma =9, 4 =0, 0 =1

Além do histograma, foram calculadas medidas como média e variancia dos valores
gerados, e estes foram comparados com os valores da esperanga e variancia da distribuicdo. No
caso para a = 9, a média dos valores foi igual a 1,147 (com trés casas decimais), enquanto que
a esperanca da distribui¢do floor é aproximadamente igual a 1,144. A varidncia amostral foi
igual a 0,020817 (com seis casas decimais), enquanto a variancia da distribuicdo floor quando
a =9 ¢ aproximadamente igual a 0,029560.

5.9 A distribuicao floor e variacio ¢'-regular

Andrade e Omey (2014) mostram que a distribuicdo floor possui variacdo &-regular.
Note que a densidade da distribuicdo floor pode ser escrita como

f(x) _ C(a)x—a—i-lerng —logx’
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para x > 1. Essa representacdo é como a mostrada na Equacdo (3.4), em que A(x) =x“"' e
b(x) = ellogx]=loex " E ficil notar que A(x) pertence 2 classe de variacio regular com indice
—a—+ 1, pois
A A a—1
tim LAY iy AT e

x—eo f(x) x—yoo  xa—1

Como |logx| <logx < |logx|+ 1, entdo tem-se também que —1 <logx <0, o que
mostra que e~ ! < b(x) < 1.

Dessa forma, através do Teorema 3.3.2, tem-se que a distribui¢do floor é de variacao
O-regular. Os indices de Matuszewska sdo dados por ¢ (f) = B(f) = —a+ 1 (ANDRADE,;
OMEY, 2014).

Nesta secdo, varias propriedades da distribui¢ao floor foram apresentadas. No pré-
ximo capitulo, o fato de a distribuicdo floor ser de variagao &-regular serd utilizado e podera
ser observado que esta distribui¢do € adequada para solucionar conflitos de informacdo, em que
nos dados hd uma informacdo conflitante.
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6 APLICACAO

Neste capitulo, a vantagem da distribuicdo floor sobre a exponencial serd evidende
na resolucdo de conflitos de informacdo. Serd mostrado que a distribuicdo a posteriori automati-
camente rejeitard a observacao conflitante, se a distribui¢ao floor for utilizada como distribui¢ao
dos dados. O software livre OpenBugs ser4 utilizado.

O banco de dados utilizado neste trabalho refere-se ao tempo médio de espera na fila
do restaurante universitario (RU) da Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG) (FUMP,
2014). Os dados disponiveis em FUMP (2014) mostram os tempos minimo e méximo de espera
nas filas do RU no hordrio de pico, de 11h 20 as 12h 30. Neste trabalho serdo utilizados os dados
referentes ao RU Setorial I, que compreende 16 observagdes realizadas ao longo dos meses de
agosto a novembro de 2014 (nem todos os dias sdo observados).

Os dados podem ser encontrados no ANEXO A. Seguindo o mesma metodologia
encontrada no exemplo dado por Andrade e Omey (2014), os dados sao modelados usando
duas distribui¢des diferentes com parametro de escala: exponencial, com densidade dada por
f(x|6) =1/8e /% x > 0 e floor, com densidade dada por

f(x|6) _ C(961> <%>_aelong/9j7

para x > 6. A informacdo a priori considerada é 6 ~ Gama(2,10), para os dois casos. No
Apéndice B os modelos implementados no OpenBugs podem ser encontrados.

O gréafico mostrado na Figura 6.1 € similar ao apresentado por Andrade e Omey
(2014). O gréfico € gerado ap6s simularmos a distribui¢do a posteriori para cada modelo, fa-
zendo com que uma das observacdes tenda a infinito.

No caso da distribui¢ao exponencial, conforme o outlier se distancia dos outros da-
dos, o valor médio a posteriori, que é a estimativa para o parametro de escala 0, € afetado pela
informacao conflitante. Isso ndo ocorre com a distribui¢ao floor, que permanece robusta ao ou-

— Distribuicdo exponencial
r-— Distribuicédo floor

10 15 20 25

5
|

a
|

Esperanga a posteriori para g

0 100 200 300 400 500

Observacéo outlier

Figura 6.1: Estimativas a posteriori para 6 segundo os dois modelos
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tlier. Em termos préticos, pode-se supor que, se alguém por engano registrasse incorretamente
o tempo de espera, de forma que essa observacdo destoasse das demais, ndo haveria problemas
ao utilizar a distribuica@o floor, pois as estimativas a posteriori ndo seriam afetadas, mesmo com
a presenca da informacao conflitante.
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7 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi visto que as classes de variagdo regular, e, em seu caso mais
abrangente, a classe de variacdo &-regular, podem contribuir bastante para o estudo de caudas
pesadas, com o objetivo de obter modelos mais robustos a informacdes conflitantes.

Os primeiros dois capitulos foram responséveis por elucidar o processo histérico do
tema, como também apresentar o contexto bayesiano, muito importante neste trabalho.

Os capitulos 3 e 4 sd@o os que dao a base tedrica desta monografia. O primeiro
mostra como o conceito de caudas pesadas estd intrinsecamente atrelado ao de distribui¢des de
variagdo regular e O-regular. O segundo, em como essas classes de distribuicdes podem ser
utilizadas para resolver conflitos de informagdo, especificadamente no caso de parametro de
escala e rejeicdo de outliers.

Para a descri¢do da distribui¢do floor, no capitulo 5, o método de aceitacio-rejeicdo
foi utilizado para gerar valores aleatdrios, € se mostrou bastante razodvel. Para as outras pro-
priedades da distribuic@o, apenas dlgebra e cdlculo integral foram utilizados, mostrando assim,
que a distribui¢@o floor ndo € muito dificil de ser estudada.

No estudo de simulacdo, no capitulo 6, vimos que a distribui¢do floor é robusta a
informacao conflitante proveniente da amostra, e que em casos em que ha suspeita de presenca
de outliers, é aconselhavel trabalhar com a distribui¢do floor.

Neste trabalho, o interesse centralizou na rejeicio de informagdes conflitantes pro-
venientes dos dados e em familias com parametro de escala. Na literatura, casos que fugiram
ao tema deste trabalho foram estudados. Assim, pode-se notar que outras contribui¢des podem
ser feitas. Como trabalhos futuros, a distribuicdo floor pode ser estudada no caso em que ha
parametro de posicdo, e também na rejeicao de informacdo a priori.
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APENDICE A - FUNCOES NO R PARA A DISTRIBUICAO FLOOR

# Constante normalizadora
C= function(a){(((a-1)*(exp(2)-exp(a)))/(exp(1l)-exp(a)))}

# Funcdo densidade de probabilidade (dfloor)
dfloor <- function(x) {C(a)*s~(-1)*((x-m)/s)~(-a)*
exp (floor(log((x-m)/s)))}

# Grafico

a=3;8=2;m=2

curve (dfloor(x) ,xlim=c (4, 30),

main=expression(paste("Parametros ", a, "=3, ", sigma, "=2, ", mu, "=2"))
, col=2,1wd=2)

# Funcdo de distribuigdo acumulada (pfloor)

pfloor=function(x,a){

-C(a)/(a-1)*

(exp(-log(x)*(a-1)+floor(log(x)))+
(exp(-1)-1)*((1-exp(-floor(log(x))*(a-2)))/(exp(a-2)-1))-
1

)

}

curve (pfloor(x,4) ,xlim=c(1,5), ylim=c(0,1), ylab=
’Funcdo de distribuicdo acumulada’)

# Quantis (qfloor)

# usando a fungdo optimize

gqfloor=function(p){

variable=function(x,a) pfloor(x,a)-p
z=optimize(variable, c(1,100000), tol=0.0001, a=3)
return(z)

}

qfloor(0.75)

# Esperanga

E=function(r,a){C(a)/C(a-r)}
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# Gerando valores aleatérios (rfloor) para a=9

E(1,9)-1
#0 valor de lambda & escolhido de forma que a esperanga da dist.

#exponencial seja igual & esperanga da distribuic¢do floor menos 1.
#Este "menos um" ocorre porque a cada valor aceito no algoritmo
#serd acrescentada uma unidade, para que os valores
#sejam maiores que 1.
rfloor=function(n,a=9){
lambda=6.94
a=9
c=8.2
sample.x = rexp(5000,lambda)
accept = c()
for(i in 1:length(sample.x)){

U = runif (1, 0, 1)

if (c*U <= lambda*C(a)*((sample.x[i])~-a)*
exp(floor(log(sample.x[i]))+(sample.x[i]/lambda))) {

accept[i] = ’1°

}

else if (c*U > lambda*C(a)*((sample.x[i])~-a)*
exp(floor(log(sample.x[i]))+(sample.x[i]/lambda))) {

accept[i] = ’0°

}
}
T = data.frame(sample.x, accept =
factor(accept, levels= c(’1’,’0%)))
del.t=T[T$accept=="1",]
rx=del.t[,1] # valores aceitos no método

#(s80 os possiveis valores aleatdrios
#de X ~ Floor(8))

srx=sort(rx) # ordenando

Valores=srx+1 # aumentando uma unidade para que os
#valores sejam acima de 1

return{Valores}

+

rfloor(100)

# testes

#fmedia amostral



mean(valores)
#media populacional(distribuig&o)
E(1,9)

#variancia amostral

var (valores)

#variancia da distribuicgdo
Var=function(a){E(2,a)-(E(1,a)) "2}
Var(9)

#assimetria amostral
aml=(3*(mean(valores)-median(valores)))/sd(valores) ;aml
#assimetria da distribuigdo

m3 = function (a) {E(3, a)-3*E(1, a)*E(2, a)+2xE(1, a)~3}
assim=function(a){m3(a)/(Var(a))~(3/2)}

assim(9)

39
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APENDICE B - MODELOS NO OPENBUGS

As distribui¢des a posteriori para os modelos exponencial e floor foram obtidas
através de métodos Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) com utiliza¢do do software
OpenBugs. Foram usados update= 10000 e burn= 100.

#Exponencial

model;{

for (k in 1:500){

for (i in 2:N) { X.repli,k] <- X[il}

X.repl[l,k] <- k*10

for( i in 1:N){

X.repli,k] ~ dexp(is[k])

}

is[k] <- 1/slk]

skl ~ dgamma(2,10)

}

}

list(N=16, X=c(4.083333333,5.416666667,7.383333333,7.308333333,
2.358333333,8.883333333,2.666666667,3.308333333,
5.541666667,5.9,3.408333333,4.108333333,
5.016666667,9.05,9.616666667,6.075))

#Floor

model;{

for (k in 1:500){

for (i in 2:N) { X.repli,k] <- X[il}

X.repl[1,k] <- kx*10

for( i in 1:M){

zeros[i,k] <- 0

zeros[i,k] ~ dloglik(phili,k])

phili,k] <- -a*(log(X.repli,k]/sigmalk]))-log(sigmalk])
+round (log(X.repli,k]/sigmalk])-0.5)

}

sigmal[k]~dgamma(2,10)

}

}

list(N=16,a=3, X=c(4.083333333,5.416666667,7.383333333,7.308333333,
2.358333333,8.883333333,2.666666667,3.308333333,
5.541666667,5.9,3.408333333,4.108333333,
5.016666667,9.05,9.616666667,6.075))
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ANEXO A - DADOS

Os dados em FUMP (2014) mostram o tempo minimo ¢ maximo de espera. Além
desses dados, neste trabalho foi adicionada a varidvel tempo médio de espera, que € a média
aritmética entre os tempos minimo e mdximo. Nas colunas 2-4 os tempos estdo em segundos, e
na ultima coluna os dados foram convertidos em minutos (min) e implementados no OpenBugs.

Tabela A.1: Tempo de espera, em segundos, na fila do RU (UFMG) de 30 de agosto a 5 de
novembro de 2014

Observacao Tempo minimo Tempo méximo Tempo médio Tempo médio (min)

30/08 29 700 364,5 6,075
2/09 261 893 577 9,617
3/09 273 813 543 9,050
4/09 0 602 301 5,017
5/09 0 493 246,5 4,108
9/09 0 409 204,5 3,408
10/09 196 512 354 5,900
11/09 74 591 3325 5,542
12/09 78 319 198,5 3,308
16/09 0 320 160 2,666
18/09 286 780 533 8,883
19/09 0 283 141,5 2,358
1710 147 730 438,5 7,308
9/10 141 745 443 7,383
29/10 135 515 325 5,417

5/11 138 352 245 4,083






