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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo estudar uma familiaisteliicdes de probabilidade
continua definida no intervalo [0,1], que tem muitas senmglag com a distribuicdo Beta, bem
mais simples de usar, especialmente em estudos de simdiegdo a forma fechada de ambas
as suas funcdes, a de densidade de probabilidade e a dgstalacumulada. Esta distribuicdo
foi originalmente proposta por Ponnambalam KumaraswamyL@8®, que foi um dos prin-
cipais hidrologos da india, e desenvolveu a funcéo de pifithadie duplamente limitada de
uma variavel aleatéria mista, adequada para variavetafigjue sdo geralmente limitadas nos
extremos inferiores e superiores. Em 2009 Jones publicodasmartigo funtamentais sobre a
distribuicdo de Kumaraswamy onde utilizou apenas partgraeenda distribuicéo original. Ku-
maraswamy mostrou um numero de propriedades basicas daudigto, mas ndo fez mencéo
alguma de sua comparagcao com a distribuicdo Beta, diferenlertes (2009) que em seu ar-
tigo fez bastante comparacdes entre as duas distribujgdesipalmente mostrando os pontos
fortes da distribuicdo de Kumaraswamy. Com isto este trabadhsiste em desenvolver deta-
lhadamente o artigo de Jones, demostrando com detalhefsisgéss matematicas, bem como
uma aplicacdo em Hidrologia. Além disso fazer a divulgagéstaldistribuicdo que é pouca
conhecida entre os estudantes de graduacao do curso dstiestaFoi utilizado o Softwark

para obter os principais resultados computacionais dessagrafia.

Palavras-Chaves:funcéo de probabilidade duplamente limitada. Kumarasw&uoftwareR.



ABSTRACT

The present work aims to study a family of continuous praighdistributions defined on
the interval [0,1], which has many similarities with, siraplto use especially in simulation
studies due to the closed form Beta distribution of both itscfions, the probability density
and cumulative distribution. This distribution was origlily proposed by Kumaraswamy Pon-
nambalam in 1980, which was a major Hydrologists of IndiaJ daveloped the function of
a doubly likely limited, suitable for physical variablesatrare generally limited in the lower
and upper ends mixed random variable. In 2009 Jones publsheajor article on the dis-
tribution of Kumaraswamy utlilizou where only part of theiginal continuous distribution.
Ponnambalam showed a number of basic properties of thédisbn, but made no mention of
its comparison with the beta distribution, unlike JoneD@0n his article that made enough
comparisons between the two distributions, mostly shovlegstrengths of the distribution of
Kumaraswamy . With that this work is to develop in detail tinikcée Jones, showing in detail
its mathematical functions as well as its application infojalyy. In addition to the disclosure
of this distribution, which is little known among undergueade students of the Statistics course.

R software was used for the main computational results oftl@eograph.

KeyWords: probability function doubly limited. distribution Kumasaamy.R Software.
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1 INTRODUCAO

Segundo Balakrishnan (2003), a distribuicdo Beta é uma dasusadas para modelar
experimentos aleatérios que produzem resultados no aitef0,1), desta maneira, uma de
suas principais aplicagcbes esta na modelagem das propoiQéda a grande flexibilidade de
ajuste devido aos seus dois parametros de f@ayia, esse fato a torna uma das mais flexiveis
familias de distribuic6es de probabilidade. Diz-se que vani@vel aleatorik tem distribuicao

Beta se sua func¢édo densidade de probabiliddde) é definida como

Lo yeia oy tigy). 1)

f) = B(a,b) (0,1)

Em quef(a,b) = r@r) é funcdo beta completa, senid@) a fungdo gama, isto é

(a+b)
M(a) = /Oooyaleydy.

Além disso a distribuicdo Beta representada aquiBetiga,b), que segundo Bala-
krishnan (2003), € unimodal quando> 0 eb > 1 e ndo é unimodal quando< 1 eb < 1
ou (a—1)(b—1) <0, e possui propriedade de quase-simetria, isté €, Betga,b) entéo
1-Y ~ Betab,a). Ela tem relagdo com vérias das mais conhecidas distrigsligBalakrish-
nan afirma que muitas das distribuicdes finitas encontradgwatica podem ser facilmente
transformadas na distribuicdo Beta. Dentre as diversasa®assumidas por essa funcéo den-
sidade de probabilidade, encontram-se a Uniforme quandopseametros forenfa=b=1)
€ um caso especial ocorre quarale: b = % obtendo-se a distribuicdo arcosseno, e quando
b=1-a0< a< 1, tem-se a distribuicdo arcosseno generalizada. Ouaasftrmacdes

ocorre quando tem-se
* Y ~ Betga,b) entdo—In(Y) ~ Exponenciala)

* Y ~ Betga,b) entdo

bY
a1l-Y) ~ F(2a, 2b)
Na Figura 1.1 encontra-se os graficos da funcdo densidadebabilidade da distri-

buicdo Beta, para alguns valores dos paraméads.
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Figura 1.1 - Gréficos da fungéo densidade da Distribuicda,Betra alguns valores da,b).
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Fonte: produgéo do proprio autor.

Segundo Balakrishnan (2003), a funcao distribuicdo acuhaylda distribuicdo Beta é

definida como:

R (y) = D@D D)

I(
B@b) @n) (b
Y a1 b—14. 4 < -
em queBy(a,b) :/ 2 *(1-2" "dz é a funcéo Beta incompleta.
0
Na Figura 1.2 encontra-se os graficos da fungéo de distéibude Betéa, b), para al-

guns valores dos parametr@sb).
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Figura 1.2 - Gréfico da Funcéo Acumulada da Beta, para alcaloses dea, b).
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Fonte: produgéo do proprio autor.

O r-ésimo momento da distribuic&®taa, b) pode ser obtido através da expressao

B(r+ab)

E(Y) = Bab) ’

r=123,...

Dessa forma tém-se que a esperanca e variancia da disiolBeta a, b) sédo dados por

a(a+1)
[(a+b)(a+b+1)]

Pela definicdo tem-se qiar(Y) = E(Y?) — [E(Y)]?, logo obtém-se

E(Y?) =

ab

Varl) = arb2arbr D)

Os coeficientes de assimetria e curtose sao dados respestiseapor

 2(b—a) [atb+1l
y3_a+b+2 ab ’
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6(a—b?(at+b+1) 6
ab(a+b+2)(a+b+3) a+b+3’

K=3+

Em 1980, Ponnambalam Kumaraswamy que foi um dos principaiélagos da india
propds uma familia de distribuicbes com dois paramgiads), que tem muitas semelhancgas
com a distribuicdo Beta, sendo essa funcédo de densidade biebpidade mista. Segundo
Kumaraswamy (1980), ela é fielmente aplicavel a variaveatatias hidroldgicas, mas esta
distribuicdo ndo foi criada somente para variaveis alestdridroldgicas, mas também para
outros processos aleatérios, cujos valores assumidosias grocessos sao delimitados tanto
nas extremidades superiores e inferiores. Esta distbugcebeu o nome de funcao densidade
de probabilidade duplamente limitada.

Jones (2009), publicou um dos principais trabalhos sobteedb densidade de pro-
babilidade duplamente limitada, onde ele usou a termimaldigtribuicdo de Kumaraswamy
para se referir apenas a parte continua desta distribuicéseeja, ele desconsiderou a parte
discreta. Ponnambalam mostrou um nimero de propriedadesabdala distribuicdo, mas ndo
fez mencéo alguma de sua comparacao com a distribuicdo Betante de Jones (2009) que
em seu artigo fez bastante comparacdes entre as duasuiléteib, principalmente mostrando
os pontos fortes da distribuicdo de Kumaraswamy.

Com isso um dos objetivos do presente trabalho é apreserpaneagpais caracteristi-
cas da Distribuicdo de Kumaraswamy, e um exemplo de apboaxgéHidrologia. A pesquisa
também consiste na divulgacao desta distribuicdo que éapmnhecida entre os estudantes de
graduacdo do curso de Estatistica. Como fundamentacéacaédrutilizado como base para a
monografia, o artigo de Jones (2009). A aplicacdo da distdbude Kumaraswamy na hidro-
logia foi feita com base no artigo do préprio Ponnambalam &waswamy de 1980. O objetivo
foi estimar a precipitacdo maxima total anual para o muitide Itaitinga, onde se localiza
0 acude Gavido, um dos principais reservatorios que congpitzma rede de abastecimento de
agua potavel para a cidade de Fortaleza-Ceara. Utilizounsesérie de dados entre 0os anos
de 1990 e 2012 disponibilizados pela Fundacédo Cearense @enfdieigia e Recursos Hidricos
(FUNCEME). Utilizando-se séries anuais dos volumes totassahuvas precipitadas durante
0s respectivos anos de estudo, desta forma pdde-se infeagaitude da precipitacéo anual

para o municipio de Itaitinga, assim como as probabilidaéesxcedéncia das chuvas.
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2 DISTRIBUICAO DE KUMARASWAMY

Segundo Kumaraswamy (1980), as distribuicéo de probabiiclassicas, como a Nor-
mal, Log-Normal, Beta, entre outras, ndo se ajustam bem edve#s aleatorias hidrologicas,
tais como precipitacao diaria, o fluxo de corrente didriamerio, capacidade de um reserva-
torio. Em 1980, o autor afirmava que as quatro estatisticasriantes: meédia, desvio padrao,
coeficiente de assimetria, e coeficiente de curtose, ndoaradas de maneira precisa quando
estas variaveis eram obtidas através de simulacfes cariqnés quando utilizava-se as distri-
buicdes citadas anteriormente. Com isso, em 1980 Kumaragwaesenvolveu uma nova dis-
tribuicdo de probabilidade conhecida como funcao de dadside probabilidade duplamente
limitada, onde afirma, que esta distribuicdo nédo é apenazadha para variaveis aleatorias hi-
drologicas, mas também para outros processos aleafriogjo valores dos elementos sédo
limitados tanto nas extremidades inferior e superior. Bengue sua funcéo de distribuicdo

acumulada é dada por:

F(X) = Fol (X) +(1— Fo)[L— (1 =) 1 (x) +1
(0} 01 [

em que

Tem-se que

z variavel aleatoria do processo;

Zmin: Menor valor do processo;

Zmax Maior valor do processo;

X: variavel aleatoria transformada;

Fo: probabilidade de assumir o valor zero;
a, b: parametros;

F(x): probabilidade acumulada ae
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Diferenciandd-(x) com rela¢do & tem-se

f(x) = (1—Fo)ab¥ (1 —x3)P~11(x) +Fo 1 (x) .
(0.1) {0}
gue é chamada de fun¢éo de densidade de probabilidade duypéaimitada.

Segundo Jones (2009), a distribuicdo de Kumaraswamy tei arigem em termos de
estatisticas de ordem uniforme e tem distribuicdo padiougnte simples e funcdes que ndo
dependem de célculos especiais. Esta distribuicdo poden@igrande variedade de formas e
pode substituir com sucesso a distribuicdo Beta, principalenna parte de simulacdes devido
a forma fechada da funcéo densidade cumulativa e de faeilséw, e tem sido cada vez mais
empregada como uma alternativa a distribuicdo Beta, por@rerindrade e Gosling (2011)
a utilizaram para representar o conhecimento a priori dofefars da chuva na regido Nordeste
do Brasil. Além disso, Fletcher (1996) a utilizou para modelaolume de armazenamento de

reservatorio hidrico.

2.1 Funcéo Densidade de Probabilidade

Uma variavel aleatériX possui distribuicdo de Kumaraswamy se $da@ € dada por

f(x) =ab@ 1(1—x¥)P11(x). 2)
(0,1)
ondea>0eb>0

Notacdo:X ~ Kw(a,b)

No Apéndice A encontra-se a demostracdo da prova da ledétei desta funcéo de
probabilidade, onde pode-se verificar facilmente que agu@) € uma legitima densidade de
probabilidade.

Segundo Jones (2009), pode-se observar na Figura 2.1 queérsgiros da distribui-
cdo de Kumaraswamia, b) tem as mesmas caracteristicas de forma, iguais aos pao&rdatr
distribuicdo Betaa,b), portanto tem-se que, quanda> 1 eb > 1 & funcdo densidade sera
unimodal, e quanda < 1 eb < 1 ndo sera unimodal, quandao> 1 eb < 1 a funcéo densidade

sera crescente, e quande 1 eb > 1 sera decrescente. Na Figura 2.2 encontra-se os gréaficos
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da densidades para alguns valorgad). Onde pode-se observar o grande numero de formas

que ela pode assumir, dependendo dos valores de seus doisepas a, b).

Figura 2.1 - Gréficos da funcéo densidade da distribuicaouieaaswamy.
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Fonte: producao do préprio autor.
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Figura 2.2 - Gréaficos de algumas formas da densidade dabdisib de Kumaraswamy para diferentes valores

dos parametros.
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2.2 Funcéo de Distribuicao

A funcéo de distribuicdo acumulada € um dos pontos forteta akstribuicdo, pois,
possui forma simples, fechada e de facil inversao, isso érfauoravel em termos de simpli-
cidade com relacaoBetd a, b) que possui uma fungéo distribuicdo que ndo assume uma forma
fechada, somente em alguns casos, facilitando assim akesta variaveis aleatorias continua

definida no intervalo (0,1) em que se utilizaria a funcao daibuicao.
FO) = [1= (23] 100 +1(x). 3)
1

No Apéndice A encontra-se a demonstracao da equacéao (3)ighiea 2.3 encontra-se

os gréficos da funcéo de distribuicdo, para alguns valorés, g

Figura 2.3 - Graficos da fungdo acumulada da Kumaraswamy.
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2.3 Inversdo da Funcao de Distribuicéo

Como ja foi mencionado anteriormente, uma das suas priscgaaacteristica da dis-
tribuicdo de Kumaraswamy é ter uma funcdo acumulada de Ipitotzae de facil inverséo,
permitindo que esta distribuicdo tenha uma vantagem sa d&tperspectiva de modelagem.
Segundo Jain (1991), dada uma variavel aleatdriaom uma funcdo acumulada igu&(x),

a variavell = F(X) é uniformemente distribuida entre 0 e 1. Assim, os valoreX ge-
dem ser obtidos gerando-se numeros aleatérios uniforntendétribuidos e computando-se
x=F1(u).

X = [1—(1—U%)} . (4)

OndeU ~ U(0,1).

Segundo Jones (2009), ndo ha nenhuma outra familia déodig&io com dois parame-
tros definida no interval@0, 1) que possua uma forma téo simples como esta, e com um bom
comportamento desse tipo, isto facilita a geracao de nisvadeatorios para essa distribuicao,
gue é muito favoravel comparado com os principais algostsufisticados para gerar amostras

aleatodrias da distribuicdo Beta. No Apéndice A encontragenzonstracdo da equacao (4).

2.4 Quantil de Ordem p da Distribuicdo de Kumaraswamy

Devido a forma fechada da funcéo distribuicdo de Kumaraswpode-se determinar

com facilidade a funcéo geral do quantil de ordgngue é dada por

1
a

Xp:[l—(l—p)%} . ¥V 0<p<1 (5)

No Apéndice A encontra-se a demonstracao da equacao (5)n Agzrimeiro quartil,

mediana e terceiro quartil, sdo dados respectivamente por:

1 1

a }5‘

}7: [1—(0,75)

Tl
Tl

X025 = |1-(1-0,25

ol

B

X5 = [1— (0,5)
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1

|

Tl

X0.75 = [1 —(0,25)

2.5 Moda da Kumaraswamy

A moda da distribuicdo de Kumaraswamy é dada por

a—1 a
MO:(ab—l) ' ©)

emquea>1,b>1eab> 1. No Apéndice A encontra-se a demonstracéo da equagéao (6).

2.6 r-ésimo Momento da Kumaraswamy

SeX ~ Kw(a,b), or-ésimo momento em relagéo a origem»dé dado por:
r
E(X") =bB( +1b). ()

Paratodos 0 > —a.
No Apéndice A encontra-se a demonstracao da equacéo (7petaega € dada quando

r = 1 substituindo na equacéo (7), portanto
1
E(X) = bB(a +1,b).
A variancia é dada parar(X) = E(X?) — [E(X)]Z, logo
5 2
E(X?) = bB(5 +1b)

Portanto a variancia da distribuicdo de Kumaraswamy é dada p

2
Var(X) = bﬁ(g +1,b)— {bﬁ(g +1, b)} .
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2.7 Assimetria e Curtose

Outras caracterizacdes importantes da forma da curva ¢adute densidade de proba-
bilidade sédo dadas pelas medidas de assimetria e curtosas &@seadas em valores acumula-
dos de poténcias superiores a 2. A principal medida de aggnrdalenominada coeficiente de

assimetria, enquanto a de curtose € dada pelo coeficientetdsee A assimetria € dada por:

y3=E

(ﬂﬂ B ECC) 3B A
7 Ex—p?|’ Ex—p?’

Logo a assimetria é dada por:

(B2 1.0)] ~3[0B(2 + L.b)] [bB(E + 1.b)] + 2[bB(2 +1.b))’

3

{bB(2+1.b) - [bB(+1,b)] "}

Uma medida de quao pontiaguda ou achatada é a curva da fuegdistidbuicdo de
probabilidade em torno da média, pode ser calculada pefeotge de curtose. Esse numero
adimensional é formalmente definido por:

E(X—p*  E(X%)—4uE(X3) + 61PE(X?) — 3
- 12 12
E(X—?] E(X -]

Portanto a curtose é expressa

_ [bB(E+1,b)] —4[bB(Z+1,b)] [bB(3 +1.b)]
{bB(2+1,b) ~ [bB(% +1.b)] }2

6 [bB(2+1,b)] [bB(%+1,b)]* —3[bB(% +1,b)"
[bB(Z+1.b) -~ [0B(% +1.b)]°)

_|_

2.8 r-ésimo Momento da i-ésima Estatisticas de Ordem

Segundo Ross (2010), sefa, a i-ésima estatistica de ordem retirada de uma amostra

aleatoria de uma determinada distribui¢cdo continua, gedaestrar que a funcao densidade de
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Yi-n € dada por:

04(%) = Gy FOI L= F O () ®

SejaXy, Xo,...,Xn Uma amostra aleatéria de tamanhde uma distribuicd&w(a, b),

pela equacéao (8) tem-se que a i-ésima estatistica de ofdeéndada por:

ab a1 b e i—1
(X)) = X 1 —x@)pm+1-1)-117 (1 xa)b I (X
9 = i ) 1- (1)) 109
Portanto ar-ésimo momento da i-ésima estatistica de ordem da distéibude Kuma-

raswamy (a,b) é dado por:

E(X ) = __ab i (i_1)(_1>|—(n+1—i)[3<b|71+ [) (9)
Bi,n+1—i), & \n—I a
No Apéndice A encontra-se a demonstracdo da equacéo (9)ofiNeaee Estatistici®
foi implementado a funcéo do r-ésimo momento da i-ésimdissta de ordem da distribuicéo
de Kumaraswamy, para estudar seu comportamento e ter urharnddia de suas proprieda-
des. Nas tabela 1, 2, e 3, encontra-se o0s valores geradamp&aentacao, para amostras de
tamanho 30 dakw(0,4;0,7), Kw(3;5) e Kw(2;2) respectivamente.

Tabela 1 - Valores dos 4 primeiros momentos das 4 primeitadisiicas de ordem de uma amostra de tamanho 30
de umakw(0,4;0,7).

0,00135 0,00464 0,01025 0,01846
0,00002 0,00009 0,00030 0,00077
0 0 0 0
0 0 0 0

AW |IN |

Fonte: producéo do préprio autor.
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Tabela 2 - Valores dos 4 primeiros momentos das 4 primeitadigtgcas de ordem de uma amostra de tamanho 30
de umakw(3;5).

0,16782 0,22477 0,26346 0,29414
0,03186 0,05358 0,07211 0,08899
0,00662 0,01343 0,02042 0,02763
0,00148 0,00351 0,00597 0,00878

AW |IN |

Fonte: producéo do préprio autor.

Tabela 3 - Valores dos 4 primeiros momentos das 4 primeitad®&as de ordem de uma amostra de tamanho 30
de umaKw(2;2).

0,11370 0,17128 0,21503 0,25199
0,01639 0,03307 0,05003 0,06730
0,00277 0,00702 0,01245 0,01892
0,00059 0,00161 0,00328 0,00557

AW IN|PF

Fonte: producao do préprio autor.

2.9 L-Momentos

SejaX uma variavel aletoria real com fungéo de distribuicdo adadaF (x) e funcao

quantil x(F), e sejamXj;...; X, as estatisticas de ordem da amostra aleatoria de tanmanho
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obtidas a partir da distribuicdo de Segundo Viola (2004), os L-momentos de ordede X é

definido por:

A== 3 (D Cro1kE (Xekr)

Greenwood et al. (1979), introduziram os momentos pondsradr probabilidades

(MPP), os quais séo definidos pela seguinte expresséao geral:
Mpyrs = E {XP[Fx (X)]'[L— Fx (X)]%} = / JPET (1 F)SdF

Viola afirma que os MPR1 o s € M1 podem ser expressos como combinagéo linear
de L-momentos e, assim, os procedimentos baseados em Latas@eMPP séo equivalentes.

Segundo Viola (2004), os L-momentos possuem a vantageme sshhmomentos con-
vencionais de serem capazes de caracterizar distribuspdesaudas longas e, quando estima-
dos por uma amostra, de serem menos influenciados na presengdiers nos dados. Além
disso, simula¢gbes mostram que 0s L-momentos comparadosansntos convencionais, Sao
mMenos sujeitos aos vicios na estimacao. Viola (2004), afiaméém que os parametros esti-
mados utilizando-se 0s L-momentos sao algumas vezes, negis@s em amostras pequenas,
do que as estimativas obtidas utilizando-se o Método de miXierossimilhanga. Segundo
Jones(2009), a forma geral do L-momento para2 de uma variavel aleatordé com fungdo

de distribuigad- (x) é definido por:

(e

Onde,

1 . .
Aiiz) = [ FOOM[A—F 0o0x (10)

SeX ~ kw(a,b) entdo a equacao (10) fica:
J(ig,ip) = : (il)(—l)"b(k+i2)[3(b(k+i2),}+1)
k;) k a

= bZ( ) k+|2)|3<b(k+i2),§+l>
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e 0 L-momento de ordemda distribuicdo de Kumaraswamy (a,b), que é apresentadyua se

Ar — ? i(—l)'ll (' Ti_lz)[s(bléqtl) (11)

No Apéndice A encontra-se a demonstracdo da equacao (113ofiveare Estatistico
R foi implementada a funcdo dos L-momentos, para que pudagse diversos testes desta

funcao.

2.10 L-Assimetria e L-Curtose

Segundo Naghettini (2007), o L-momentg é equivalente a média e, portanto uma
medida populacional de posi¢ao, para ordens superioregsagqliocientes de L-momentos séo
particularmente Uteis na descricdo da escala e forma dabulisdes de probabilidades, Como

medida equivalente ao coeficiente de variacao convencidef@he-se o coeficiente dado por:

A2 B(i+1b)-2B(1+120)

Mo bB (L +1,b)

O qual pode ser interpretado como uma medida populaciondisgerséo ou de escala. Ana-
logamente aos coeficientes de assimetria e curtose, quesidecidos na literatura estatistica
como L-assimetria e L-curtose, e que podem ser definidosndedNaghettini (2007) comag

e T4 respectivamente, portanto tem-se que L-assimetria € dada p

3 = ;\\—2
B(1+1,b)—6B(1+ 1,2b) +6B(1+ ,3b)
B(L+1,b)—2B(2+1,2b)

E a L-curtose € dada por

T4 = ;—2
B(1+2.b)—128(1+21,2b) +30B (1+21,3b) —208 (1 +1,4b)
B(:+1,b)—2B(%+1,20)
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Segundo Naghettini (2007), em relacdo aos momentos caovelis, 0s L-momentos
apresentam diversas vantagens, entre as quais destacartinsiées de variacdo detz e14. E
afirma que se X € uma variavel aleatéria ndo negativa, denaessue & 1< 1. Quantoaze
14, € um fato matematico que esses coeficientes estdo comjgle®nd intervald—1,+1], em
0posicdo aos seus correspondentes convencionais que psdamir valores arbitrariamente
mais elevados.

Dado a complexidade das equacdes da L-assimetria, L-eurgsimetria, e curtose.
Desenvolveu-se a implementacao destas funcfes no sofistatsticar, para que assim seja
possivel fazer estudos dos seus comportamentos, e cotapandire si. Na Tabela 4 encontra-
se as principais estatisticas descritivas da distribudgaliumaraswamy, que pode-se observar
gue realmente as medidas de L-Assimetria e L-Curtose saoresenoe as medidas de assime-

tria e curtose convencionais.

Tabela 4 -Estatisticas da distribuicdo de Kumaraswamy.

Amostras Média Variancia ~moda  Assimetria Curtose L-Assimetria LAGse
Kw(0,4;,0,7) | 0,38931 0,11219 0,63394 0,41543 1,74068 0,14444 -0,04823
Kw(0,3;0,8) | 0,29342 0,09837 0,76024 0,83993  2,34059 0,28489 0,00289
Kw(0,7;0,4) | 0,65391 0,10590 0,28631 -0,60963 1,97478 -0,20732 -08256
Kw(0,8;0,3) | 0,73804 0,09068 0,18848 -1,01464 2,72088 -0,33472 0,03485
Kw(0,5;0,5) | 0,53333 0,12190 0,44444 -0,13531 1,53860 -0,04762 -0D714

Kw(1;0,6) | 0,62500 0,09014 0,00001 -0,46259 1,94686 -0,14286 -0M084

Kw(1;3) 0,25000 0,03750 0,00001 0,86066  3,09524 0,20000 0,07692

Kw(1;14) | 0,06667 0,00389 0,00001 1,63501 6,45378 0,30233 0,14321

Kw(1;70) | 0,01408 0,00019 0,00001 1,91723  8,35805 0,32701 0,16176

Kw(0,4;1) | 0,28571 0,08503  0,9999 0,86453  2,50267 0,27273 0,02098

Kw(3;1) 0,75000 0,03750  0,9999 -0,86066  3,09524 -0,20000 0,07692
Kw(14;1) | 0,93333 0,00389  0,9999 -1,63501 6,45378 -0,30233 0,14321
Kw(70;1) | 0,98592 0,00019  0,9999 -1,91723  8,35805 -0,32701 0,16176

Kw(3;7) 0,45277 0,02381 0,46416 -0,04582 2,52084 -0,01107 0,09390

Kw(7;3) 0,77955 0,01369 0,84198 -0,82256 3,60662 -0,15223 0,11458
Kw(60;5) | 0,96285 0,00037 0,97331 -1,24489 5,52114 -0,19602 0,14545
Kw(5;60) | 0,40404 0,00845 0,42197 -0,27598 2,87932 -0,05160 0,11370

Kw(2;2) 0,53333 0,04889 0,57735 -0,12530 2,18005 -0,02937 0,05882

Kw(5;5) 0,65039 0,01909 0,69883 -0,49564 2,96239 -0,09391 0,10664
Kw(50;50) | 0,91424 0,00053 0,92438 -1,04588 4,92900 -0,16087 0,14530

Fonte: producao do préprio autor.
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2.11 Distribui¢des Limite

Jones (2009) em seu artigo mostra que a distribuicdo de Kagmnwamy possui rela-
¢Oes com outras distribuicdo quando realiza algumas tranat;0es e quando um dos seus
parametros tendem ao infinito, portando nesta se¢do sex@ndeada detalhadamente tais ca-
racteristicas desta distribuicao.

Distribuicdo de Weibull

Segundo Jones (2009), a distribuicdo limite da transfoamdy = b%X, ondeX ~
Kw(a,b), obtendo-se a funcdo densidade 12, e quando o paraimetreo, esta densidade

tende para uma Weibull (b,1).

=21 ()] 1 (12)

(0,b3)

Demonstracdo. Pela equacdes (2) e (3) tem-se:

Derivando-se a equac&y), obtém-se

g(y) =ay* {1— (%a)} Ty o)

Portanto quandb — o, tem-se:
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- b-1
imay = fmay 1= ()] 10,0,
i b—1
- o |[(F) | imion

limg(y) = ay 1 (¥) (0,) g'_rﬂo (1_ y_;)b lim (1_ Y_;)

b—c0

b
= a1 (Y)(oe) im (1_ y_;)

e v

= ap e VI(y).
(0)

gue é uma distribuicdo de Weibull (b,1).

Distribuicdo Exponencial Generalizada

Segundo Jones (2009), a distribuigcdo limite da transfofim#g= a(1— X), ondeX ~
Kw(a,b), quandoa — « obtem-se uma exponencial generalizada, com fungéo delesit#ala

por

b—1

J(z) =be?*(1-€7?) 0(z) :

I
(0,0)

Demonstracdo. Para0z < a, tem-se:
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- o(a- ) - (D) s

Quandoa — c tem-se

img(z) = limb(1- §>a1 1-(1- E)a} "2 ea)

a— a—

— blim (1—§>alim (1—5) lim [1— (1—5)‘1 b_ll(Z)m,a)
e\ a)

a—oo a—oo a’/ a—o

1

= b|(Z)(0,oo) almo (1_ g)a{l_ [elliinoo <1_ §>a] }b_l
———

ez

b—1
. 7 . Z\2a
= bl(z)(opo)e |(Z)(07°°) |:16|1£noo (18_)]
———

ez

= bef(1-e 3P ti(z).
(0,0)

Esta distribuicdo segundo Jones (2009), também pode samtesda utilizando a trans-
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formaca@oY = —In(X), ondeX ~ betg1,b), sabe-se que sua densidade é dada por

f(x) =b(1—x)"11(x).
(0.9)

Pode-se demostrar que a transformat&e— In(X), ondeX ~ Beta1,b), € uma expo-

nencial generalizada, primeiramente deve-se encanggoresso em termos ge

y=—In(x)=x = —In(y)
—X = In(y)=e€*=y
X = €Y= hy)=¢€".

Em seguida encontra-se a derivada@g e aplica-se o modulo

Wiy = —e”

Wy)| = 7

Portando tem-se que

Distribuicdo Kappa

Segundo Jones (2009), a distribuicdo limite da transfofimdc= a(1 — b%X), onde

X ~ Kw(a,b) quandoa — o e b — c é uma distribuicdo Kappa, com densidade dada por:

g(2) =e e I(y)
®)
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Demonstracéo

Deriva-seG(z)

ci-on - (55) ()

Primeiramente desenvolve-se o limite do indicador, pacaminar o novo intervalo para

variavelz, portanto quandb — o tem-se:

k!im l(z) = 1(2)
o (Jim a(1—bs), lim al

b— o0 b— o0

= | (Z>(—oo7a)
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Pela continuidade da funcéo, aplica-se o outro limite q@aeoo
a—

im 1(2)(—ea) = I(z)<

Apos calcular o novo intervalo pazapode-se continuar a demostracao, com isso tem-se

gue quand@ — c obtém-se

a—o a—o

a1 1 z\a b—1
imgz) = lim (1—2) [1—< —3) ] 1(2)
(

— aq b-1
im (1-2)
a—o a
——————
. z\2a . z ~z
= lim (1——) lim <1——) 1-—2" 1(2)
AN il . b (o)
e’ 1

= e’ (1— %)b_l(liz)

Pela continuidade, aplica-se o outro limite quabde

o7y b-1
. o4 €F
imae = me(1-5) 1o
!
b7 >
= e_Zl (Z>(—oo7oo) t!lm (1—F) t!|m (1——)
— 00 — 00
e;er_Z
— e (2

Segundo Jones (2009), uma das mais obvias transformacacetagéio a distribuicdo
Y- (9)

. X . ~
de Kumaraswamy é dada quando tem(-seﬁ, gue é uma extensao naturalfle:
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estas transformacdes mantém a poténcia das caudas daudiwide Kumaraswamy. Também
como alternativa pode-se utilizar as transforma¢§es —In(1—X),Z =InY), cada transfor-
magcédo diminui os pesos das caudas. em particular, estibdiclio € uma alternativa interes-
sante para as distribuicdes F, e Pareto generalizadas geegno caudas pesadas. Portanto a
densidade da transformacao é dada por

yafl

g(y) = abW [(1+Y)a—ya]b1:éY)) (13)

Demostracédo. Primeiramente encontra-sg&presso em termos ge

X Yy
1-y
(I-y)x = y=x—xy=y

X = Yy+Xxy=x=Yy(1+x)

_ X _y
Encontra-se o modulo da derivadalig)
1
WS ayp
1
Ol = yp

portando tem-se que
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aly) = fx(h(y) | (y)|

-y [ ()] o

gt [ ¢
= aby? (1+y)arl _1 (1+Y)a} (IO(Z’))

_ apypt L '<1+y>a—yar—l
(

iy | ey | )

1 [(ryroyEPt
= aby! (1+y)atl  (14y)ab-a (Icgzg

1
% (192" M () 00

= ab
(1+

2.12 Familia de distribuicbes Kw generalizadas

A partir das obras de Eugene et al. (2002) e Jones (2009), @oe€astro (2010)
construiram uma nova classe de distribuici@sgeneralizadagKw — G). Considere a funcao
de distribuicdoG(x) arbitraria, entdo a fungcdo acumuladéx) da distribuicAokKw — G, que

segundo Cordeiro e Castro (2010) € definida por:
F(x)=1-[1-G(X)*", (14)

em que segundo os autores, a > 0 e b > 0 sdo dois parametramadicicujo papel € o de
introduzir a assimetria e variar os pesos da cauda. Devidagib de distribuicao tratada em
(14), a distribuicadkw — G pode ser utilizada de forma bastante eficaz, mesmo que os dado

sejam censurados, correspondentemente, a funcao deatinsiesta familia de distribuicdes
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sera dada por
f(x) = abg(x) [G(x)* {1 - [G(x)]*}" (15)

Enquanto que, a densidade da distribuicdo Beta generakzdada por

F(x) = mTl’b)g(x) G {1 G L,

Segundo Cordeiro e Castro (2010), a nova densidade em (15)nenvantagem so-
bre a classe de distribuicdo Beta generalizada ( Eugene é€@02)), uma vez que néo en-
volve qualquer funcéo especial. Com isso, Cordeiro e Castendelveram novas generali-
zacdes especiais a partir #av— G tomandoG(x) na expresséo (15) como sendo a fungéo
acumulada de uma distribuicdo qualquer. Por exemplo, mgoagtes geraram as distribui-
¢coesKw — normal(KwN), Kw — Weibull(KwW), Kw — gamgKwGa), Kw — Gumbe(KwGu)
eKw—Frchet(KwF), onde todas séo obtidas tomario) como sendo a fungéo acumulada da
Normal, da Weibull, da Gamma, da Gumbel e da Fréchet, regpawnte. Segundo Cordeiro
e Castro (2010), um dos principais beneficios da fariiliade distribuicdes generalizadas € a
sua capacidade para ajustar dados assimétricos que nao pedadequadamente ajustados por
distribuicdes usuais, permitindo uma maior flexibilidads duas caudas e pode ser aplicada em
muitas areas da engenharia e biologia. Lembrando que ss@dda sera mais tratavel quando

a fda Gx) e afdp gx) tiverem expressdes analiticas simples.

2.13 Estimacéo pelo método de Maxima verossimilhanca

Uma amostra aleatorigy, X2, . .., Xn), retirada de uma populacdo com uma fungéo de
densidade de probabilidadéx,0), a qual depende do vetor de paramefipeem uma fungéo

de densidade de probabilidade conjunta dada por

.ﬁf(xi,e).

Isto €, a funcéo de densidade de probabilidade conjuntagesmente o produto das
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densidades avaliadas em cada uma das observacoes,
f(x1,0)f(x2,0)f(X3,0) ... f(xn,0).

Antes da retirada da amostra, cada observacéo é uma vaiéa#dria cuja funcdo de
densidade de probabilidade é igual a funcdo de densidadeodehilidade da populacéo, €
neste sentido que dize-se que na funcao de densidade @rgutes de retirada a amostra, que
0 é fixo ex; € variavel. Uma vez que tenha sido obtida uma amostra esjgegjétornam-se
fixos e a funcéo de densidade de probabilidade conjunta;sg®datéo ser reinterpretada como
sendo uma funcdo do vetor de paramefipgue se torna varidveis. Para uma dada amostra
(X1,X%2,...,%n) @ func@o de densidade de probabilidade conjunta vista camgéié do vetor
de parametros desconhecidh® denominada de funcdo de verossimilhanca, representada p
L(8) = L(8;X1,%o, ..., %), CUjo 0 objetivo consiste em obter-se o vefoque maximiza esta

funcdo. O estimador de maxima verossimilhaBggo vetor que faz;

A

L(,%) > L(8,X).

ondeé € qualquer outro estimador @e

Matematicamente a implementacao deste procedimento ésinppis tudo que tem-se
a fazer é maximizar a funcéo de verossimilhanca com resp@toPara tanto, basta igualar
a zero as derivadas parciais da funcéo de verossimilhanchae a veto® que resolve este
conjunto de equagOes. Na maioria dos casos trabalha-se ¢ogaridmo natural da fungéo
de verossimilhangénL), pois maximizar o logaritmo natural de uma funcdo é em ge&d m
simples e produz os mesmos resultados da maximizacao daofwniginal. Portanto tem-se
gue derivando o logaritmo natural da funcéo de verossimgadam relacdo aos seus parame-
tros obtém-se a funcdo escore que é definida segundo Kathflgi885), para o caso de dois
parametros como

dinL

U1(8) 90

1
dinL
U2<e> aT

1
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Para encontra(@, 6), deve-se resolver o par de equacdes simultaneamente.
Ui(a,b) =0; Uz(a,b) =

Segundo Kalbfleisch (1985), no caso de um parametro a candeénaximo relativo é
queU’(é) < 0. Agora a fungéo de informacdo € uma matriz simétrica daiglpis, também

chamada de matriz de informac&o observada é dada por:

i(ab) = [ jui(a,b)  jiz(a,b)

 P@b)  d(ab)
j21(a,b) 122(a7b)]

da2 9aob
d%(ab)  d(ab)
dadb b2

onded = (a,b). Para ter um maximo relativo, a matijig, b) deve ser positiva definida, isto é
o . o . o o "2
j11>0;  Jo2>0;  Jujee— 5> 0.

Com isso sej&j, Xo, ..., Xy Uma amostra aleatoria da variaveh Kw(a,b), ondea e
b sédo parametros desconhecidos. Logo a fungcéo de verosantelida distribuicdo de Kuma-

raswamy é dada por
L(a,b;x) = [ab@ H(1—x®)P11 (x)01) = a"0" @A),
a0 = [[a0f 1 i (S0
Logo o logaritmo natural da funcéo de verossimilhancl ge(a,b) € dado por
1(8;X) = InL(6;%).
Tem-se que
n n
I(a,b) =nlna+ninb+ (a—1) lenxi +(b—1) len(l—xf").

Deriva-se o logaritmo da funcdo de verossimilhanca em delaps seus parametros
obtém-se a funcéo escore, que agora € um vetor com dois cemtpsn Para encontréd, 6),
deve-se resolver o par de equacgdes simultaneamente.

Em muitas situacdes, deseja-se realizar inferéncias emetennginado modelo envol-
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vendo alguns, mas nao todos os parametros. Nesse case glie-gs parametros sobre os quais
a inferéncia seria feita, sdo os parametros de interessdentas parametros séo de perturba-
¢do. Quando o numero de parametros de perturbacéo € graagesqr mais adequado basear
as inferéncias sobre o parametro de interesse em uma fuag&raksimilhanga marginal ou
condicional, que séo verossimilhancas genuinas.

Uma outra solucgédo é utilizar uma pseudo-verossimilhangaggquma funcéo dos dados
gue depende apenas do parametro de interesse, como serfasgerassimilhanca genuina. A
ideia comumente utilizada é substituir o vetor de parameteoperturbacdo por uma estimativa
consistente deste na verossimilhanca original. A funcdaltemte é conhecida como funcao de
verossimilhanca perfilada. Esta funcdo ndo € deduzida dfumdo densidade e, portanto,
nao é uma verossimilhanca genuina. Entretanto, possuii@idages interessantes que a fazem
parecer com uma verossimilhanca verdadeira. De fato, @fude verossimilhanca perfilada
pode ser tratada como uma fungéo de verossimilhanga gerRoném, tal procedimento pode
conduzir a alguns problemas, como, por exemplo, incomaigt@ ineficiéncia dos estimadores.

Usar a funcéo de verossimilhanca perfilada assemelha-a@adrparametro de pertur-
bacdo como se fosse conhecido. E claro que isto ndo é razpérado os dados ndo fornecem
muita informacao sobre o parametro de perturbacéo, o quenusate ocorre quando a di-
menséo do vetor de parametros de perturbacéo é grande otiqpejudicar a qualidade das
aproximacdes envolvidas nas inferéncias que se baseiarasetaldos assintoticos. Portanto,
ajustes para a funcéo de verossimilhanca perfilada sdosdeimsspara reduzir os problemas
provenientes do fato desta funcdo ndo ser uma funcao desiraiibsinca genuina.

Para a distribuicdo de Kumaraswamy, por se tratar de unmi@gbdigsfio biparamétrica,
pode-se considerar dois casos. O primeiro caso ocorre guapdrametrd é o parametro de
interesse e 0 parametacé o parametro de perturbacdo. No segundo caso, a situagaer sain
ou seja, os parametras b da distribuicdo sao considerados como parametros deseteesde
perturbacédo, respectivamente. Tem-se portanto que adwscére para o parameti@ dada
por

dabx) , n
U(b) = T 5+len(1—x?)
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Portanto pode-se derivar a funcéo escore em relacéo aogtapdmobtendo:

Observa-se que’(b) < 0, logo possui um maximo relativo. Para encontrar o possivel
ponto de maximo, deve-se igualar a derivada do logaritmamigéio de verossimilhanca a zero,
guando tem-se o paramet@onhecido, assim:

ol (a,b;x)

U(b) = —55— =0

n Q& 5
= B+i;In(1—x?) =

>

n(1—x)

=

CT>I3

Finalmente

n

- 3 In(1—@)

o

(16)

A funcéo escore para o parame&ré dado por

dl(a,b;x) T
Ua) = —:-+Z|nx. (b— 1 fl”;{
1

aInx| N x@Inx;

= —+ ZilnxI bzl 1I——x,a
_ _"‘lenx' <1+_) bka""lnx.
RO

Derivando a funcéo escore em relacao ao paranaetcassumindo que o parametro

conhecido, encontra-se:
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n e {x;"‘(lnxi)z(l—x?)+(xf"|nxi)2}
(1—xF)?

- D -y é{X?(lnXi()fElXi;;erxia] }

- 503 [

Logo para encontrar um possigldeve-se igualar a fungcéo escore a zero, dado que o

parametrd é conhecido, com isso tem-se que:

n . _h ya :
U :2+ Z( InX|é> b XI”llnx|él _o
a 5 \1-X S 1%
~ n
Sabe-se qub= — — e substituindo na equacgéo (17), tem-se que
SitgIn(1—x%)
n XiémX|
n I/ Inx NYic175a
Sa) =<+ ( A>+ —— =0. a7)
a4 1d) TS

Segundo jones (2009), tém-se queaggﬂim) >0 eaILrpoS(a) < 0, e assim, devido a continui-
dade de5(a), existe pelo menos um zero na equagao (17) no inte(@ado).

A solucao da equacéo (17) ndo pode ser obtida algebricanmaxste tipo de caso usar-
se procedimentos numeéricos, como o método de Newton-Raph@oa segundo Bolfarine
(2001), o método de Newton-Raphson tem como objetivo estiseizes de uma funcéo, para
isso, toma-se um ponto qualquer da fungéo, calcula-se g&ojda tangente (derivada) da fun-
¢cao nesse ponto, calcula-se o intercepto da tangente adasxabcissas, calcula-se o valor da
func&o nesse ponto, e repete-se 0 processo, que deve tendardas raizes da fungéo rapida-
mente, ou nao tender a nada, deixando isso logo claro. Em&witaatematica representa-se

desta forma, lembramdo-se que a funcéo escore utilizadaneao escore perfilada:

A U (o)
NV (H)
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Com isso obtém-se o procedimento interativo de Newton-Raphso

U (o)
u’(8j)

0j11=16j—

Que é iniciado como o valdly e entdo um novo valdi; é obtido, e assim por diante até que o
processo se estabilize, ou seja, para um dqlkquenolej+1 —0j } < €. Nesse caso, o ponfb
em que 0 processo se estabiliza € tomado como o estimadondi@anZerossimilhanca de.

No nosso casbl (8) = U (a). Assim tem-se que

n & [ Inx nZinzle—la‘r:(?
g(a) = a‘l‘i;(l_x?) + Zin:lln (1—X?)
i N n a n @I 2
g/(a) _ _2 1 |:ZP=1 Xflj_?] [Zizlln (1_)(1 )] + |:Zi:1 %—)} B n Xia(InXi)Z
a 3o (1— @) > T

Com isso, foi desenvolvido o algoritmo de Newton-Raphson gestaibuicdo de Ku-
maraswamy. Este algoritmo foi implementado no softwaratisticoR, onde foram feitas si-
mulagBes pela semente 609, de 1000 amostras de tamanhq 20, 20, 100, 1000, da prépria
distribuicdo, o valor inicial atribuido ao foi a média da astra estuda, e o critério de parada

fosse quande for menor ou igual a 10%°.

2.14 Matriz de informacao observada e esperada

O termoji12 = j21 da matriz de informacéo observada é dado por:

02l (a,b) N x@Inx;

dadb 413

. 0°l(a,b) , _

Mas tem-se quéir = — 320 , logo obtém-se:
. &Iy
J12—i: 1@

Derivando-se a funcéo escore em relacdo ao paramgpade-se obter o termp, da
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matriz de informacé&o observada.

Portanto
j22 = E

Derivando a funcao escore em relacédo ao paramagancontra-se o termg 1 da matriz

de informagé&o observada.

1 x2) + (x@In xi)z}

U’(a) _ —(b—1) i{xia InX| XI)

Portanto

juu = ] +(b— 1)2\[)(?('“:;52]

Em resumo tém-se que os elementos da matriz de informacéovalla, sdo dados por

. n, 2 xInx . N x@(Inx;)?
JZZ—E, le_i: 1_Xia, Jll—a +(b— 1).21[(1_—X?)2]

Para simplificar as equacdes, tem-se ¥Yue Kw(a,b) eY = X?@, portantoY ~ B(1,b),

com isso obtém-se

. n. ~n
Jzz—g, 112— -y 111—a2+ 2 (1—yi)?

cyilnyi, . (b_l)i{yi(myi)z}'

Para obter os elementos da matriz de informagao esperadeelptisar a esperanga nos

elementos da matriz de informagé&o observada, portantsteque

E(j22) =E <§> = %
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. 12 YinY
E(ja1) = E(a. 1I_Y;>

n YInY
= -E )
a (1—Y)

Sabe-se qu¥ ~ beta1,b), portanto tem-se que

E (YIn(Y)) _ [T (1+D) yin(y)

o T()F(b) 1—y (1-y)* dx

1-Y

Lbr(b)
o (b

yIn(y)(1—y)" %dx

1
— b [ yin(y)(L-y)" 2dx
0
Segundo Medina (2009), derivando a funcao Beta em relacaaramptrca obtém-se
1
B(ab) — / 11— )P Lin(x)dx
0

[ (a)r (b)F (a+b) — " (a+b)l (a)F (b)
M (a+b)]?

Masl’(a) = y(a)l (a) portanto

Fab) r(b){Lp(a)r(a)r<a+b)—m(atb>r(a)r(a+b)}
M (a+b)

Y@)r(a) —wla+ b)r(a)}
M(a+Db)

[t tingax = (@) — p(atb) (18)



portando obtém-se

= b1 W2 -0@+b-1)

c (YIn(Y)) br(2)r (b—1)

Logo tem-se

. n YIinY
i) = 3E(1oy)

E(ji1) = E{%WL 2 i;
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mas,

2 2
b-vE[T] = bo-1) [A o ypiay

= oo 1) [ ylnyP(1-y)* 2y

derivando a equacdao (18) em relagdo ao paranagiliéem-se,

[ tamxtnxzax ~ T2 ) - pas b+ W) - wlatb) ot
— O (1wl - via+ b+ W) - w(a+ )]}

Portanto,

ob-1) [ yiiny1-y®dy = bo-1 2wz - wib) - (W) -v2)}

_ bTbZ {[w(z) ~Y(O))* - [W(b) - ‘“'(2”}

Com isto conclui-se que,

b

i) = {1+ pop (W@ w2~ W) -w@]}}

Em resumo tém-se que os elementos da matriz de informacéradssao dados por:

. n
E(j22) =2

. n_/Yiny
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E(in) = {1+ 5o {02~ O - W) - W] }}
Utilizando o software Estatistidg) foi possivel demonstrar que essa matriz de informa-
¢cao observada é positiva definida, ou seja, ela possui maxighativos. Na Tabela 5 encontra-
se as médias das estimativas dos paramétrdy. Pode-se observar que o algoritimo foi capaz

de fazer estimacdes razoaveis, principalmente para araestamanho maior ou igual a 30.
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Parametros estimados para amostras de tamanhos

Amostras n=10 n=20 n=30 n=60 n=100 n=1000
Kw(0,4;0,7) (0,57868;0,93371)  (0,46169;0,78259)  (0/4R0,73567) (0,41012;0,6933) (0,40952;0,70757)  (0,701,90188)
Kw(0,3;0,8) (0,46811;0,99094)  (0,35793;0,80994) (0300,6633) (0,31343;0,83089)  (0,30917;0,81918) (0,3m80228)
Kw(0,7;0,4) (1,08581;0,51899)  (0,85339;0,4435)  (0,780812352)  (0,72413;0,41154)  (0,72941;0,40726)  (0,3(IBB9915)
Kw(0,8;0,3) (1,36477;0,43444)  (1,03531;0,38631) (0)5B,35822) (0,86272;0,30847)  (0,85968;0,34536) (®8m29898)
Kw(0,5;0,5) (0,73895;0,66168)  (0,59762;0,55852)  (0Z%0,53314)  (0,52829;0,51636)  (0,51871;0,50988)  ((BBAR50116)

Kw(1;0,6)  (1,42073;0,81045) (1,17368;0,67473)  (1,100881232)  (1,05129;0,62088)  (1,03438;0,61275)  (1,0058015)

Kw(1;3) (1,21386;5,32545)  (1,09456;3,74529)  (1,0594%359)  (1,03048;3,19897)  (1,02189;3,12856)  (1,003215D5)

Kw(1;14)  (1,10472;22,14157) (1,06563;19,00485) (1,0469,42408) (1,02573;15,74644) (1,01905;15,11773) 0@6G;14,12613)

Kw(1;70) (0,85867;37,9292)  (1,07514;159,2080) (1,0488;7546) (1,0240;86,1786) (1,0182;80,1708) (1,0026633)

Kw(0,4;1)  (0,57732;1,39445) (0,44974,1,1202) (0,42298106)  (0,41636;1,04208)  (0,41132;1,02641)  (0,401,02314)

Kw(3;1)  (3,93934;1,44936)  (3,39914;1,15155)  (3,241®MBE7)  (3,12272;1,04208)  (3,08488;1,02641)  (3,01200314)
Kw(14;1)  (18,38361;1,44936) (15,86266;1,15155) (150%29,0857) (14,57271;1,04208) (14,39607;1,02641) @GRQA;1,00314)
Kw(70;1)  (91,91804;1,44936) (79,31328;1,15155) (75a%5,0857) (72,86355;1,04208) (71,98037;1,02641) (¥M1,3L,00314)
Kw(3;7)  (3,57156;19,37784) (3,24955;9,63806)  (3,1583%305)  (3,0818;7,66269)  (3,05939;7,42958)  (3,00884894)
Kw(7;3) (8,51976;5,61023)  (7,66193;3,74529) (7,41431t36) (7,21339;3,19897)  (7,15325;3,12856)  (7,022063)4)
Kw(60;5)  (65,12611;6,89636) (63,52785;6,03408) (628%58,70989) (61,63558;5,39915) (61,21449;5,2639) (BEHB;5,03074)
Kw(5;60) (4,96203;63,40353) (4,97186;62,71154) (4,8860,73749) (5,00774,62,75838) (4,67226;59,45057) 1¢5Q;60,87016)
Kw(2;2)  (2,48171;3,35059)  (2,20836;2,4107)  (2,129173R24)  (2,0663;2,11178)  (2,04715;2,07174)  (2,00702848)
Kw(5;5)  (5,99368;11,60435) (5,43335;6,59289)  (5,2788339)  (5,1413;5,41136)  (5,10228;5,26671)  (5,01430%[0)
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3 COMPARACAO COM A DISTRIBUICAO BETA

3.1 Relagbes com a Distribuicdo Beta

Segundo Emiliano et al. (2010), um modelo é a representaggdificada de algum
problema ou situacéo da vida real destinado a ilustrar c@gpectos do problema sem se ater
a todos os detalhes. Nao raro, mais de um modelo pode desareveesmo fenémeno, haja
vista que cada pesquisador tem a liberdade de modelar o &mdseguindo a metodologia
gue julgar mais adequada. Com isso, falar da distribuicaoueakaswamy, ou estudar dados
gue estéo definidos no intervalo (0,1), lembra-se semprestigbdicdo Beta, ja que as duas
distribuicdes possuem funcdes de densidades de prolzalgligEmelhantes e sdo definidas no
mesmo intervalo. Mas o quanto as duas diferem uma da outralag@o a adequac¢ao com 0s
dados? Sera que uma € melhor que a outra? Este capitulo témyitortentar responder estas
perguntas, e principalmente, fazer comparacdes entrechsda distribuicbes de probabilidade.

As primeiras relacdes que pode-se observar é que:
* beta1,b) = Kw(1,b);
* X ~betgl,b)eY = X3 entaoyY ~ Kw(a,b)

O primeiro item ndo precisa ser demostrado ja que é intyiieatanto s6 sera demos-

trado o segundo item, com isso tem-se que a funcdo densidadealdistribuicadeta 1,b) é

dada por:
f(x) = L(1—X)bfl|(x)
B(1,b) (0,1)
_or@eb)
- om0 Y
L brb), e §
- Tt g -
Portanto tem-se
Gy(y) = P(Y<y)=P(Xi<y)

!
9
>
A
i
J!
>
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DerivandoGy (y) obtém-se

a(y) = ay 'Ry

LogoY ~ Kw(a,b)

3.2 Relacéo Gréfica Entre as Distribuicbes Kumaraswamy e Bet a

Pode-se observar na Figura 3.1 os gréaficos das densidadéistilidsiicdes Beta e Ku-
maraswamy, onde observa-se que existe semelhanca nas fgu@as densidades das duas
distribuicdes assumem para os diferentes tipos de pard@snetr

Na Figura 3.2 pode-se observar graficamente a adequaleildkzsl duas distribuices
guando as duas assumem 0s mesmos parametros. Para izea-s#lio softwarg, onde foram
simuladas amostras aleatérias de Uwg0.5,0.5), Kw(2,5), Kw(1,3), Kw(2,2), Kw(6,2) e
Kw(0.5,2), cada uma de tamanho 1000 , e plotado os seus respectivagraistas, e em cima
dos histogramas foram plotados em forma de linha as deresiciaddistribuicéo Beta para os
respectivos parametros da distribuicdo de Kumaraswange@&-se que quando os dados sao
gerados de um&w(1,3) a Beta se ajusta quase que perfeitamente, ja que séo iguais com

mencionado anteriormente.
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Figura 3.1 - Gréfico das densidades da Kumaraswamy e Beta.
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Fonte: producao do préprio autor.
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Figura 3.2 - Gréfico da relagcdo Kumaraswamy e Beta.
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Fonte: producéo do préprio autor.
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3.3 Utilizando os Critérios de Informacéo Para comparacéo

Um problema encontrado na pratica é, qual modelo se ajusteonpara os dados es-
tudados, ou seja, quais das distribuicdes melhor repaessrdados definidos entre o intervalo
(0,1)? Segundo Emiliano et al. (2010), é importante setecimmodelos baseando-se em prin-
cipios cientificos. Dentre as diversas metodologias atlks para este fim, utilizou-se neste
trabalho uma analise comparativa dos critérios de infoamalg Akaike (AIC), Akaike Corri-
gido (AICc) e Bayesiano (BIC), quanto a sua performance na seteénodelos. Tais critérios

séo comparados via simulacéo de dados oriundos das digheisiBeta.

Critérios de Informacéo

Segundo Emiliano et al. (2010), se uma boa estimativa pa@g\&erossimilhanca espe-
rada puder ser obtida através dos dados observados, @statigatpodera ser utilizada como
um critério para comparar modelos. Assim um modo de companadelosg; (X|61),...,0n (X|6n),
€ simplesmente comparar as magnitudes da funcéo suporimizecal (éi). Mas tal método
nao fornece uma verdadeira comparacao, haja vista que gndmbece o verdadeiro modelo
g(x), primeiramente o método da méxima verossimilhanca estsn@acdmetro®; de cada
modelog; (x), i =1,2,3,...,n, e posteriormente sdo utilizados os mesmos dados paraaestim
Ec [logf (x8)], isto introduz um viés erh (), sendo que, a magnitude deste viés varia de
acordo com a dimenséao do vetor de parametros. Deste modbaioret al. (2010) afirma
que os critérios de informagao séo construidos para aeatiarrigir o viés(b(G)) da funcao

suporte.

Critério de informacéo de Akaike - AIC

Akaike (1974), mostrou que o viés é dado assintoticament@,m@m quep € o nimero

de parametros a serem estimados no modelo, e definiu saiwal#dnformacdo como

AIC = —2logL (8) +2(p)
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Critério de informacao de Akaike corrigido -  AlICc

Bozdogan (1987), propds a seguinte correcao para o AlC

AlCc= —2logL (8) +2(p) + an_(p—ptll)

Critério de informacéo bayesiano - BIC

o Critério de Informacéo Bayesiano(BIC) , proposto por Schward@78 é dado por
BIC = —2logL (8) + (p)log(n),

ondep corresponde ao numero de parametro do modei@ manho da amostra em questéo.

Os dois critérios apresentados, AIC e BIC, tém como objetigoirsgdo BOZDOGAN
(1987), medir a complexidade do modelo no critério de selggdis séo critérios que penali-
zam a funcao de verossimilhanca, portanto o melhor modetesfmonde aos menores AIC e
BIC. Para testar a adequabilidade dos dados, utilizou-seedesaderéncia de Kolmogorov-
Smirnov, a um nivel de significancia de 0,05. A estimacao @o&rpetros para as duas distri-
buicbes, € dada segundo o algoritmo iterativo de Newton-&aptiefinido no Capitulo 2.

Para ilustrar a comparacéao das distribuicbes Beta e Kumanagwerou-se 1000 amos-
tras de tamanho 5, 20, 40, e 1000 no softwRrele uma distribuicdo Beta com diferentes
parametros, a partir da semente 609. O objetivo é saber aquatlelo paramétrico que se apre-
senta mais apropriado para descrever os dados provenienégsostras pequenas, e amostras
grandes. Dando prosseguimento, foram aplicados os ostde selecdo de modelo AIC, AIC
corrigindo (AlICc) e BIC. As tabelas 3.1, 3.2, 3.3, e 3.4 apresards médias dos resultados
referentes a estes métodos, e a médias dos valores p do @estier@ncia de Kolmogorov-
Smirnov, obtidos a partir de 1000 amostras de tamanho 5,&0 4000. Foi-se utilizado o
testes de Wicoxon-Mann-Whiteney para comparar as médiasmqemtes das amostras gera-
das, ja que estas ndo apresentaram normalidades a um n$ighifieancia de 5%.

De acordo com o teste de Wicoxon-Mann-Whiteney a um nivelglefgiéncia de 5%,
Pbdde-se observar, para as 1000 amostras de tamanho 5 e 20a,@ab7, que das 20 distribui-
¢Oes geradas 15 ndo apresentam diferencas significativas aa médias dos AIC, e somente 5

amostras apresentaram diferenc¢a significativa, que foeiail, 70), beta5,60), betg60,5),
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beta60,5) ebetg 10,10). Destas 5, a distribuicdo de Kumaraswamy obteve duas cororeeen
AIC, betg1,70) e betg 60,5).

De acordo com o teste de Wicoxon-Mann-Whiteney a um nivelgtéfgidncia de 5%,
Pode-se observar, para as 1000 amostras de tamanho 40a Balogle das 20 distribuicdes
geradas 10 ndo apresentam diferencas significantes eatnesdias dos AIC, principalmente
nos caso em qua=1 e Q5 < b < 50. 10 amostras apresentaram diferencas significativas
entres as medias dos AIC. Destas 10 amostras, 6 obtiveram Af@ms quando ajustado a
distribuicdo Beta, onde esta seria melhor ajustada, ou wemianenor AIC quantoa < 1 e
a<b< 1l Quandea=1e9< b< 14, outro caso é quando=1e Ql < a< 0,7, também
tem-se quanda>5eb > 9.

Na Tabela 9 encontra-se as médias dos AIC, AICc, BIC e dos vaps teste e
Kolmogorov-Smirnov, obtidos a partir de 1000 amostras deatédho 1000. Pode-se observar
gue das 20 distribuicGes geradas a partir das 1000 amostaand@ho 1000, obteve-se quase
0S mesmos resultados a partir das 1000 amostra de tamankm4fye 10 ndo apresentam
diferencas significantes entres as médias dos AIC, e 10 garajuselhor a distribuicdo Beta.

Vale lembrar que as distribuicdes geradas foram Betas, jaajpeatica muitos pesqui-
sadores a utiliza, com isso, espera-se mesmo que a Beta emiitados melhores. Portanto
a pesquisa mostrou que pode-se utilizar a distribuicdo geakaswamy, em muitos caso que
seria utilizada a distribuicdo Beta, sem muita perda denmégéo. Que segundo Jones (2009),

distribuicdo de Kumaraswamy possui as seguintes vantagéns a distribuicdo Beta:

Uma formula simples para sua fungao de distribuicdo queen@olve funcdes especiais;

Funcao quantil simples;

Como consequéncia da simplicidade da funcdo quantil, umaulé simples para geragéo

de variaveis aleatorias;

Formula explicita para L-momentos;

Formula simples para os momentos da estatistica de ordem.
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kumaraswamy Beta g
Amostras  Valor p do KS.test AlC AlCc BIC Valor p do KS.test AIC AlCc BIC §
beta(0,4;0,7) 0,77942 -2,52344 3,47656 -3,30457 0,77359 2,70760 3,29240 -3,48872 %
beta(0,3;0,8) 0,77483 -7,35199  -1,35199  -8,13312 0,76226 -7,79653  -1,79653  -8,57766 W
beta(0,7;0,4) 0,76738 -2,71712 3,28288 -3,49824 0,77359 2,70760 3,29240 -3,48872 g_
beta(0,8;0,3) 0.76022 -8.18056  -2.18056  -8.96169 0.76226 -7.79653  -1.79653  -8.57766 §
beta(0,5;0,5) 0,77826 -0,65437 5,34563 -1,43549 0,78102 0,74736 5,25264 -1,52848 §
beta(1;0,6) 0,77904 0,06564 6,06564 -0,71548 0,78122 1896 6,06149 -0,71964 %
beta(1;3) 0,79853 -2,78680  3,21320  -3,56792 0,7859 -2839 3,16025  -3,62088 g
beta(1;14) 0,80235 -14,89775 -8,89775 -15,67887 0,79261 15,17358 -9,17358 -15,954713
beta(1;70) 0,75484 -29,14732 -23,14732 -29,92845 0,66779 -28,58832 -22,58832 -29,36944§
beta(0,4;1) 0,78785 -4,19059 1,80941 -4,97171 0,77302 18689 1,81911 -4,96202 g
beta(3;1) 0,78598 -2,84124 3,15876 -3,62236 0,78598 97283 3,16025 -3,62088 %
beta(14;1) 0,78746 -15,30159  -9,30159 -16,08271 0,79261 1517358 -9,17358 -15,95471"
beta(70;1) 0,59287 -28,41720 -22,41720 -29,19832 0,66779 -28,58832 -22,58832 -29,36944
beta(3;7) 0,79801 -4,05020 1,94980 -4,83132 0,79107 438 1,61221 -5,16892
beta(5;60) 0,63377 -15,05992 -9,05992  -15,84105 0,72680 16,95421 -10,95421 -17,73534
beta(7;3) 0,79683 -4,33195 1,66805 -5,11308 0,79107 438 1,61221 -5,16892
beta(60;5) 0,75169 -18,39297 -12,39297 -19,17410 0,72680 -16,95421 -10,95421 -17,73534
beta(2;2) 0,79385 0,33379 6,33379  -0,44733 0,78788 029956,29952  -0,48161
beta(5;5) 0,80216 -3,05648 2,94352 -3,83761 0,79749 4326 2,73528 -4,04584
beta(10;10) 0,78705 -5,64282  0,35718  -6,42395 0,79606 33186 -0,33136  -7,11249
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kumaraswamy Beta 2

Amostras Valor p do KS.test AlC AlCc BIC Valor p do KS.test AlC AlCc BIC g

beta(0,4;0,7) 0,73413 -7,93261 -7,22673 -5,94115 0,74493 -3,90230 -3,19642 -1,91083 §

beta(0,3;0,8) 0,65670 -2,65833 -1,95244 -0,66686 0,62779 -0,58760 0,11829 1,40387 ﬁ

beta(0,7;0,4) 0,73015 -13,43403  -12,72814  -11,44256 4034 -3,90230 -3,19642 -1,91083 §

beta(0,85;0,36) 0,70649 -22,30180  -21,59592  -20,31034 68983 -10,65779 -9,95191 -8,66633 %

beta(0,5;0,5) 0,75271 -7,59747 -6,89159 -5,60601 0,75728 -7,64689 -6,94101 -5,65543 %

%]

beta(1;0,6) 0,76478 -4,14363 -3,43775 -2,15217 0,76960 , 14881 -3,44293 -2,15735 2

beta(1;3) 0,78287 -15,28491  -14,57902  -13,29344 0,77050 15,29105  -14,58517 -13,29958%

beta(1;14) 0,79579 -66,51635  -65,81047  -64,52489 0,77543 -66,57039  -65,86451 —64,57892%;

beta(1;70) 0,71388 -126,54248 -125,83660 -124,55102 1035 -124,97341 -124,26753 -122,9819%
beta(0,4;1) 0,73477 -14,47185  -13,76596  -12,48038 00233 -16,05394  -15,34805  -14,06247
beta(3;1) 0,76758 -15,29529  -14,58941  -13,30382 0,77050 15,29105  -14,58517  -13,29958
beta(14;1) 0,77077 -66,57087  -65,86499  -64,57941 0,77543 -66,57039  -65,86451  -64,57892

beta(70;1) 0,42838 -124,24838 -123,54249 -122,25691 1055 -124,97341 -124,26753 -122,98195
beta(3;7) 0,78036 -21,71362  -21,00774  -19,72216 0,77596 21,87110 -21,16522  -19,87964
beta(5;60) 0,35147 -71,08027  -70,37439  -69,08881 0,64656 -77,52168 -76,81580  -75,53022
beta(7;3) 0,77582 -21,80136  -21,09548  -19,80990 0,77596 21,87110 -21,16522 -19,87964
beta(60;5) 0,76596 -79,97143  -79,26555  -77,97996 0,64656 -77,52168  -76,81580  -75,53022

beta(2;2) 0,77570 -2,99210 -2,28622 -1,00064 0,77334 0598 -2,30010 -1,01452

beta(5;5) 0,78768 -17,29716  -16,59128  -15,30570 0,78463 17,44920  -16,74332  -15,45774
beta(10;10) 0,77027 -29,53046  -28,82458  -27,53899 0854 -30,08267 -29,37679  -28,09121

“ewiny| $8Q3INguUISIP sep ‘AoulIWS-A0I0B B a1Sa] op d SaI0jeA Sop 8 D|g ‘9DIV ‘DIV S0P SBIpa - / ejagel

8G



"J01ne olidoid op oednpoud :81u04

B

5

kumaraswamy Beta 2

Amostras  Valor p do KS.test AlC AlCc BIC Valor p do KS.test AlC AlCc BIC g

beta(0,4;0,7) 0,73060 -12,85172  -12,52739 -9,47396 0343 -21,38422  -21,05989 -18,00646§

beta(0,3;0,8) 0,46483 91,71474 92,03906 95,09250 0,47837 68,95700 69,28132 72,33476 ﬁ

beta(0,7;0,4) 0,74358 -29,08723  -28,76291  -25,70947 3094 -21,38422  -21,05989 —18,00646§

beta(0,8;0,3) 0,71452 -42,37825  -42,05393  -39,00049 03585 1,77528 2,09960 5,15303 %

beta(0,5;0,5) 0,75679 -16,88428  -16,55996  -13,50652 4976 -16,96821  -16,64388  -13,5904 %

%]

beta(1;0,6) 0,76345 -10,01979 -9,69547 -6,64203 0,76899 10,02371 -9,69939 -6,64596 2

beta(1;3) 0,78509 -32,29186  -31,96753  -28,91410 0,77264 32,29520 -31,97088 28,9174 g

beta(1;14) 0,79523 -133,29973 -132,97541 -129,92197 487 -134,4761  -134,15173 -131,0982&

beta(1;70) 0,66881 -256,21007 -255,88574 -252,83231 1643 -253,24747 -252,92314 -249,8697]%

beta(0,8;1) 0.76585 -0,06876 0,25557 3,30900 0,76361 6960 0,25503 3,30846

beta(3;1) 0,76883 -32,29528  -31,97095  -28,91752 0,77264 32,29520 -31,97088 -28,9174

beta(14;1) 0,77050 -134,47412 -134,14979 -131,09636 487 -134,4760 -134,15172 -131,09829

beta(70;1) 0,27637 -251,7909 -251,46662 -248,41319 BU31  -253,24746 -252,92314 -249,86970
beta(3;7) 0,77254 -45,8431 -45,51876  -42.46533 0,78093 6,17889  -45,85557  -42,80213
beta(5;60) 0,1635 -145,90477 -145,58045 -142,5270 0%698 -158,49674 -158,17242 -155,1189
beta(7;3) 0,7753 -46,02631  -45,70198  -42,64855 0,78093 6,17889  -45,85557  -42,80213
beta(60;5) 0,7657 -162,21553 -161,89121 -158,83777 8%69 -158,49674 -158,17242 -155,1189

beta(2;2) 0,78240 -8,06925 -7,74493 -4,69149 0,77880 0391 -7,77965 -4,72621

beta(5;5) 0,76875 -35,71347  -35,38914  -32,33571 0,77870 33,76067  -33,43635  -30,38292
beta(10;10) 0,74612 -61,15694  -60,83262  -57,77918 07839 -62,07496 -61,75064  -58,69721
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kumaraswamy Beta %
Amostras Valor p do KS.test AIC AlCc BIC Valor p do KS.test AIC AlCc BIC g
beta(0,4;0,7) 0,69003 -821,86253  -821,85049  -812,04702 ,75097 -822,64895  -822,63692 -812,83344(,;‘3
beta(0,3;0,8) 0,69149 -973,58618  -973,57414  -963,77067 , 74300 -1924,31271 -1924,30067 -1914,49728
beta(0,7;0,4) 0,72682 -739,57291 -739,55954  -729,96812 , 76000 -739,92701 -739,91363 -730,32222§
beta(0,6;0,6) 0,72180 -212,70615  -212,69278  -203,10136 ,75308 -213,02080  -213,00742 -203,4160]§
beta(1;0,6) 0,75454 -307,82261  -307,81057  -298,00710 6003 -307,82388  -307,81184 -298,00837§
beta(1;3) 0,77793 -862,12096  -862,10893 -852,30545 6565 -862,11751 -862,10547 -852,30200%
beta(1;14) 0,78896 -3076,55481 -3076,54143 -3066,95002 ,76980 -3076,57905 -3076,56568 -3066,9742§
beta(1;70) 0,08622 -5843,35864 -5843,34526 -5833,75385 ,00004 -5779,31763 -5779,30425 -5769,7128%
beta(0,8;1) 0,75821 -51,05751 -51,04547 -41,24199 0,7556 -51,05799 -51,04595 -41,24247 é
beta(3;1) 0,76121 -862,11395  -862,10192 -852,29844 6765 -862,11751 -862,10547 —852,30200p
beta(14;1) 0,76716 -3418,55671 -3418,54467 -3408,74120 , 17266 -3418,55191 -3418,53988 -3408,73640
beta(50;1) 0,01917 -5835,31750 -5835,30546 -5825,50199 ,102Q0 -5843,05599 -5843,04396 -5833,24048
beta(3;7) 0,44262 -1184,79135 -1184,77931 -1174,97584 78103 -1193,62225 -1193,61021 -1183,80674
beta(4;40) 0,00000 -3409,38439 -3409,37236 -3399,56888 , 715204 -3593,84373 -3593,83169 -3584,02822
beta(10;2) 0,69034 -1921,91572 -1921,90368 -1912,10021 , 77506 -1923,39731 -1923,38528 -1913,58180
beta(60;5) 0,35511 -4093,58849 -4093,57645 -4083,77298 ,001@9 -4034,50554 -4034,49350 -4024,69003
beta(2;2) 0,73663 -247,39227  -247,38023  -237,57676 6569 -247,94568  -247,93365  -238,13017
beta(5;5) 0,43259 -949,67341 -949,66138 -939,85790 Q0334 -94,36244 -94,35041 -84,54693
beta(10;10) 0,19732 -1569,66507 -1569,65303 -1559,84956 0,78885 -1593,82006 -1593,80802 -1584,00455
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4 IMPLEMENTACAO DA KUMARASWAMY

Neste capitulo sera mostrado todos os comandos utilizadosatéo e desenvolvimen-
tos da funcdes matematicas da distribuicdo de Kumaraswanspftware Estatistic®, cujo
0 objetivo € ensinar e mostrar aos alunos do curso de Estatéstmo desenvolver suas pro-
prias implementacdes, mas vale lembrar que ndo sera easinaw se utiliza o programa, ou
seja, o aluno terd que ter um conhecimento basico sobre oanesde programacdo. Toda
a parte computacional utilizada nesta monografia sobrebdisdo de probabilidade em es-
tudo, foi desenvolvida pelo autor, mas ja existe pacote ctagpnal desenvolvido nB, o
pacote VGAM, neste encontra-se as principais fun¢des ndditearda distribuicdo de Kumu-

raswamy comao.

dkumar(x, parametro 1, parametro 2, log = FALSE)
pkumar(q, parametro 1, parametro 2)
gkumar(p, parametro 1, parametro 2)

rkumar(n, parametro 1, parametro 2)

Onde

X, q :vetor de quantis;
Selog = TRUE, a funcao retorna o logaritmo da densidade de probabilidade
p : vetor de probabilidades;

n : nimero de observacoes.

Com isso em resumo tém-se qdkymar da a densidadgkumar da a funcao de distribuicao,
gkumar da a funcao quantil &umar gera valores aleatérios. Também neste pacote o autor T.
W. Yee, desenvolveu uma funcéo para estimar os parametimsgéodo de maxima verossi-

milhanca, a funcéo para isso é dada por:

kumar(lshapel = "loge", Ishape2 = "loge",
ishapel = NULL, ishape2 = NULL, grid.shapel = ¢(0.4, 6.0),
tol12 = 1.0e-4, zero = NULL)

Onde
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Ishapel, Ishape2  : Funcéo de ligacdo para os dois parametros de forma e pssitiv
ishapel, ishape2  : Valores iniciais opcionais para os dois parametros dedquasitiva;
tol12 : Numérico e positivo. Tolerancia para testar se o segundongtro é 1 ou 2;
grid.shapel : Limites inferior e superior para encontrar o primeiro paefro;

zero : Argumento comum da familia VGAMI.

Esta funcéo é um objeto da clasgénff , que € usado por funcdes de modelagem, tais
como vgim e VGAM. Para um melhor entendimento veja o exempathibilizado pelo o

autor:

shapel <- exp(1); shape2 <- exp(2);

kdata <- data.frame(y = rkumar(n = 1000, shapel, shape2))
fit <- vgim(y ~ 1, kumar, kdata, trace = TRUE)
c(with(kdata, mean(y)), head(fitted(fit), 1))

coef(fit, matrix = TRUE)

Coef(fit)

summary(fit)

Depois de visto 0 que 0 pacot&AMéEmM sobre a distribuicdo de Kumaraswamy, pode-
se agora mostrar a objetividade deste capitulo, que é masitia implementacao utilizada na

monografia.

4.1 Principais Fungdes
dkuma = function(x,a,b){a*b*x{a-1}*{1-xa}}\{b-1}}

dkuma(x,a,b)

pkuma = function(q,a,b){1-(1-g{a}){b}}
pkuma(qg,a,b)

gkuma = function(p,a,b)}{(1-(1 - p)N1/bh*L1/a}}
gkuma(p,a,b)
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rkuma=function(n,a,b){(1-(1-runif(n,0,1))(1/b))(1 la)}

rkuma(n,a,b)
Onde

X, q :vetor de quantis;
p : vetor de probabilidades;

n : nimero de observa¢cdes. Onde é necessario .

4.2 Gréficos

Nesta sec¢do mostra como foi criado os graficos gerados nestagnafia, vale lembrar
gue ndo sera explicado cada comando existente no sofRyvammo por exemplo plot ou

lines , isso fica a gargo do leitor. Portanto tem-se os comandosrdtsas:

Grafico Funcao densidade

plot(x,dkuma(2,1),type="", lwd=2, main="dkumaun¢do De nsidade da

Distribuicdo de Kumaraswamy", ylab="dkumax(x)",

xlab="x",xlim=c(0,1.5),ylim=c(0,2.3)) lines(x,dkuma( 0.5,0.5), type=T,
lwd=2, col=2) lines(x,dkuma(1,3), type=TI, Ilwd=2, col=3 )
lines(x,dkuma(3,5), type="I', lwd=2, col=4)
legend(1,1.8,c("kw(2,1)","kw(0.5,0.5)","kw(1,3)","k w(3,5)"),lwd=2,lty=1,
col=1:4, bty="n")

Gréfico da Funcao de Distribuicédo

plot(x,pkuma(2,5),type="", lwd=2, main="pkumaunc¢éo Di stribuicao”,
ylab="pkumax(x)", xlab="x")

lines(x,pkuma(0.5,0.5), type=I, lwd=2, col=2)

lines(x,pkuma(1,3), type="I, lwd=2, col=3)

lines(x,pkuma(2,2), type=", lwd=2, col=4)

lines(x,pkuma(5,1

legend(1.1,2,c("k(2,5)","k(0.5,0.5)","k(1,3)","k(2, 2)","k(5,1)")

1), type=T, Iwd=2, col=5)



Jwd=2 Ity=1, col=1:5, bty="n")

Gréfico das Diferentes Formas da  Kw(a, b)

par(mfrow=c(3,2)) plot(x,f(2,3),type="", lwd=2, main=
lines(x,f(4,5), type="T, lwd=2, col=9)
legend(0.1,2.8,c("Kw(2,3)", "Kw(4,5)"),lwd=2,lty=1, ¢
plot(x,f(0.2,0.6),type="", lwd=2, main="Uniantimodal
ylab="fx(x)",xlab="x",col=4)

lines(x,f(0.4,0.9), type=T, lwd=2, col=9)
legend(0.6,5.5,¢("Kw(0.2,0.6)", "Kw(0.4,0.9)"),lwd=2
bty="n")

plot(x,f(3,0.4),type="', Iwd=2, main="Crescente",
ylab="fx(x)" xlab="x",col=4)

lines(x,f(6,0.5), type="T, lwd=2, col=9)
legend(0.2,5.5,c("Kw(3,0.4)", "Kw(6,0.5)"),lwd=2,Ity
bty="n")

plot(x,f(0.7,5),type="l', lwd=2, main="Decrescente",
lines(x,f(0.8,2), type=", lwd=2, col=9)
legend(0.6,8.5,c("Kw(0.7,5)", "Kw(0.8,2)"),lwd=2,Ity
bty="n")

plot(x,f(1,1),type="I', lwd=2, main="Constante", ylab=
legend(0.6,1.3,"Kw(1,1)",lwd=2,Ilty=1, col=1, bty="n")

4.3 Moda

modk=function(a,b){((a-1)/(a*b-1)){1/a}}
modk(a,b)
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"Unimodal",

ol=c(4,9), bty="n")

JIty=1, col=c(4,9),

=1, col=c(4,9),

=1, col=c(4,9),

"fx(x)", xlab="x")



4.4 Funcao do r-ésimo Momento

mkw=function(r,a,b){b*beta((r/a)+1,b)}

mkw(r,a,b)

4.5 r-ésimo Momento da i-ésima Estatistica de Ordem

imeo = function(a,b,r,i,n){d=0
m=function(a,b,r,i,n){((b)/(beta(i,n+1-i)))*choose(
*((-1)Me-n-1+i})*beta(b*e,1+(r/a))}

for(e in (n+1-):n){d = m(a,b,r,i,n)+d};d}

imeo(a,b,r,i,n)

4.6 Funcéo dos L-Momentos

LMkw = function(L,a,b){d=0

v = function(a,b,L){((0)/(L))*((-1){e-1})
*e*choose(L,e)*choose(L+e-2,L-1)*beta(b*e,1+(1/a))}
for(e in 1:L){d=v(a,b,L)+d};d}

LMkw(L,a,b)

4.7 Assimetria e Curtose

Asskw=function(a,b){(mkw(3,a,b)-3*mkw(2,a,b)*mkw(1,

M3h/(sart((mkw(2,a,b)-(mkw(1,a,0))"{2}))"3)}
Asskw(a,b)

Ckw=function(a,b){(mkw(4,a,b)-4*mkw(3,a,b)*mkw(1,a,

(1,a,b))M{2})-3*mkw(1,a,b)4})/(sqrt((mkw(2,a,b)-(
Ckw(a,b)

i-1,n-e)

a,b)+2*(mkw(L,a,b))

b)+6*mkw(2,a,b)*((mkw
mkw(1,a,b)){2}))"4)}
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Onde

a e b : os parametros da Distribuicéo;
r : r-simo momento;

i : i-ésima estatistica de ordem;

L : L-ésimo momento;

n : tamanho da amostra.

4.8 Funcao de Newton-Raphson

estK = function(x,a0,parada){d=0;s=0
g=function(a){(length(x)/a) + (sum(log(x)/(1 - (x"a))))
((sum(((x"a)*log(x))/(1 - (x"a))))/(sum(log(1 - (x"a)))

glinha = function(a){(-(length(x)/a"2)) + length(x)*
((sum(((x"a)*(log(x))"2)/((1 - (x"a))"2)))*(sum(log(L

- ((sum(((x"a)*log(x)/(1 - (x"a)))))"2))/((sum(log(1 - (
+ (sum(((x"a)*((log(x))"2))/((1 - (x"a))*2)))}

while(d == 0){al = a0 - (g(a0)/glinha(a0))

if(abs(al - a0) <= parada){d = d + 1}else{a0 = al
s =s + 1}}

b=-length(x)/sum(log(1-x"(al)))

tab = rbind(c("a","b","Numero de iteragbes"),c(al,b,s))

return(tab)}

estK(x,a0,parada)

Onde

X = amostra; a0 = chute inicial; parada = critério de parada.
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4.9 Funcéao para calcular a Média dos parametros

MestK = function(v,q,n,a,b){

set.seed(v)

x= matrix(rkuma(g*n,a,b),nrow=n)

estK = function(x){

d=0;5=0;a0= mean(x); parada = 10"{-10}
g=function(a){(length(x)/a) + (sum(log(x)/(1 - (x"a))))
((sum(((x"a)*log(x))/(1 - (x"a))))/(sum(log(1 - (x"a)))

glinha = function(a){(-(length(x)/a"2)) + length(x)*
((sum(((x"a)*(log(x))"2)/((1 - (x"a))"2)))*(sum(log(L

- ((sum(((x*a)*log(x)/(1 - (x"a)))))"2))/((sum(log(1 - (
+ (sum(((x"a)*((log(x))"2))/((1 - (x"a))*2)))}

while(d == 0){

al = a0 - (g(a0)/glinha(a0))

if(abs(al - a0) <= parada){

d=d+1

Jelse{

a0 = al

s =s + 1}}

b=-length(x)/sum(log(1-x"(al)))z=c(al,b)

return(z)}

ak=0;bk=0

for(i in L:length(x[1,])){

ak[iJ=estK(x[,))[1]

bk(i]=estK(x[,i])[2]}

tab = rbind(c('

(ak),mean(bk)),5));return(tab)}

MestK(v,q,n,a,b)

'Média do 1 Par kuma","Média 2 par kuma"),roun

d(c(mean
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onde: v = semente;
q = quantidade de amostras;
n = tamanho das amostras;

a e b = parametros da distribuicao.

4.10 Funcao para calcular as Médias dos AICs e BICs

cskb = function(v,g,n,a,b){

set.seed(v)

x= matrix(rbeta(g*n,a,b),nrow=n)

asb=apply(x,2,function(x0){

log.verossimilhanca <- function(teta,y){
p = teta[l];, q = teta[2]

logl <-sum((p-1)*log(y)+(a-1)*log(1-y)+log(gamma(p+q ))-log(gamma(a))
-log(gamma(p)));return(-logl)}
optim(theta <- ¢(1,1),fn =log.verossimilhanca,y=x0,met hod="L-BFGS-B",lower=
¢(0.001,0.001),upper = c(40,40))}
AICb = function(x,a,b){-2*(length(x)*log(1/beta(a,b)) +(a-1)*sum(log(x))+
(b-1)*sum(log(1- x)))+ 4}
AlCcb = function(x,a,b){-2*(length(x)*log(1/beta(a,b) )*+(a-1)*sum(log(x))+
(b-1)*sum(log(1 -x)))+ 4+ (12/(length(x)-2-1))}
BICb = function(x,a,b){-2*(length(x)*log(1/beta(a,b)) +(a-1)*sum(log(x))+

(b-1)*sum(log(1- x)))+ 2*log(length(x))}

saich=0:ksb=0;saiccb=0:shich=0
for(i in L:length(x[1,])X

saich = AICb(x[,i],asb[[i]]$par[1],asb[[i]]$par[2])+s aich
saicch = AlCch(x[,i],asb[[i]]$par[1],asb[[i]l$par[2]) +saicch
ksh=ks.test(x[,i],pbeta,asb[[i]]$par[1],asbl[[i]]$pa r2])$p.value + ksh

shich = BICb(x[,i],asb[[i]]$par[1],asb[[i]]$par[2])+s bich}



maicb = saicb/length(x[1,])
maicch = saiccb/length(x[1,])
mbicb = shicb/length(x[1,])
mksh=ksb/length(x[1,])

as=apply(x,2,function(xL){
log.verossimilhanca <- function(teta,y){
p = teta[l],q = teta[2]
logl <-length(y)*log(p)+length(y)*log(g)+(p-1)*sum(l
sum(log(1-y*(p)))
return(-logl)}
optim(theta <- c(1,1),fn = log.verossimilhanca,y=x1,met
lower = ¢(0.001,0.001),upper = ¢(40,40))})

saic = 0;saicck =0;sbick=0;ksk=0

pkuma = function(x,a,b){1-(1-x{a}){b}}

AICk = function(x,a,b){-2*(length(x)*log(a)+length(x)
sum(log(x))+(b-1)*sum(log(1-x"(a))))+ 4}

AICck = function(x,a,b){-2*(length(x)*log(a)+length(x
sum(log(x))+(b-1) *sum(log(1-x(a))))+ 4 + (12/(length(
BICk = function(x,a,b){-2*(length(x)*log(a)+length(x)
sum(log(x))+(b-1)*sum (log(1-x"(a))))+ 2*log(length(x
for(i in L:length(x[1,])){

saic = AICK(x[,i],as[[i]]$par[1],as[[i]]$par[2])+saic
saicck = AICck(x[,i],as[[i]]$par[1],as[[]]$par[2])+s
shick = BICK(x[,i],as[[i]]$par[1],as[[i]]$par[2])+sbi
ksk=ks.test(x[,i],pkuma,as[[i]]$par[1],as[[i]]$par|
mksk=Kksk/length(x[1,])

maicck = saicck/length(x[1,])

maic = saic/length(x[1,])

mbick = shick/length(x[1,])

og(y))+(a-1)*

hod="L-BFGS-B",

*log(b)+(a-1)*

)log(b)+(a-1)*
x)-2-1))}
*log(b)+(a-1)*

N}

aicck
ck
2])$p.value + ksk}
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tab = rbind(c("valor p ks.test kuma ", "Média AIC Kuma",
"Média AICc Kuma","Média BIC Kuma","valor p ks.test Beta ",
"Média AIC Beta","Média AICc Beta","Média BIC Beta"),c(mk sk,maic,

maicck,mbick,mksh,maich,maiccb,mbich));return(tab)}

cskb(v,q,n,a,b)

onde: v = semente

q = quantidade de amostras
n = tamanho das amostras
a e b = parametros da distribuicdo Beta

Todas as fungOes foram testadas e comparadas com as edasnioapacot®¥GAN e
mostrou-se que ndo exite diferenca significativas entsg glasmo na parte de estimacao. Tes-
tes e exemplos foram feitos no decorrer da monografia, enregpsctivos assuntos. Portando
espera-se que os estudantes e pesquisadores interesssstosaplicar e melhorar as fungdes

implementadas, e como o objetivo principal criar novos pecpara as novas distribuicdes.
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5 APLICACAO DA KUMARASWAMY

Segundo Barbosa Jr. (2010), regime hidrolégico ou a proddedagua de uma re-
gido (bacia hidrogréfica) é determinado por fatores de ezaclimatica ou hidrometeoroldgica
(precipitacao, evaporacao, temperatura, umidade doran,vetc.) e por suas caracteristicas fi-
sicas, geoldgicas e topograficas. Temperatura, umidade@ s&o importantes pela influéncia
gue exercem na precipitacdo e evaporacao. A topografia &temp® pela sua influéncia na
precipitacdo, além de determinar a ocorréncia de lagostaq@se influi (juntamente com o
solo e a vegetacdo) na definicdo da velocidade do escoamgrgdisial. As caracteristicas
geoldgicas, além de influenciarem a topografia, definem ¢ dtlacarmazenamento (superficial
ou subterraneo) da agua proveniente da precipitacao.

Para o hidrologista, a precipitagdo corresponde a aguapve do vapor d’dgua da
atmosfera que se deposita na superficie da terra sob dderiarmas, como chuva, granizo,
neve, neblina, orvalho ou geada. Neste capitulo trata-peet#pitacado sob a forma de chuva,
por ser incomum a ocorréncia de neve no Brasil e pelo fato dagjdemais formas pouco con-
tribuem para o regime hidrolégico de uma regido. Segundodarbr. (2010), a precipitacao
€ um processo aleatdrio, e a sua previsdo, na maioria doeprad, € realizada com base na
estatistica de eventos passados, 0s estudos estatigtiotgem verificar com que frequéncia
as precipitagcdes ocorreram com uma dada magnitude, eslingsnprobabilidades tedricas de
ocorréncia das mesmas. Ele afirma que, o conhecimentcéstatias caracteristicas das preci-
pitacdes apresenta grande interesse de ordem técnicagrehan@, por sua frequente aplicacédo
nos projetos associados ao aproveitamento de recursasolidPor exemplo, o conhecimento
da magnitude das enchentes que poderiam ocorrer com uminthetda frequéncia é importan-
tes para: a) projetos de vertedores de barragens; b) domamsento de canais; c) definicdo das
obras de desvio de cursos d’agua; d) determinacéo das dieseds galerias de aguas pluviais;
e) célculo de bueiros, etc. Por outro lado, nos projetosridmgao e de abastecimento de agua,
€ necessario conhecer também a grandeza das estiagensvigismad com que frequéncia
ocorreriam.

Com isso o presente capitulo tem por objetivo estimar asptregbes totais maxima e
minima anual, assim como as suas probabilidades de ex¢ag@na o municipio de Itaitinga,

onde se localiza o agude Gavidao, um dos principais reselvatjue complementa a rede de
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abastecimento de agua potavel para a cidade de Fortalera-Cea

5.1 Material e Métodos

Os dados de chuvas totais anuais foram obtidos da FundacéenSeae Meteorologia
e Recursos Hidricos (FUNCEME), pelo o link <http://www.fumeebr/index.php/
areas/tempo/download-de-series-historicas>, a estdgéimmétrica, da qual obteve-se os da-
dos para a realizacdo deste estudo, esta localizada naléa867 e longitude 3831 sendo a
mesma situada na zona urbana do municipio de ltaitingaizdlii#se para analise, séries his-
toricas das precipitacdes totais anuais das chuvas, dasrentre os anos de 1990 e 2012,
constituindo uma amostra de 23 anos de observacdes camascut

Para a andlise estatistica utilizou-se a distribuicdo dedtaswamy, ja que a proporgéo
de zeros contidas nos dados é nula. Os parametros foramadesmelo método de maxima
verossimilhnanca. Para testar a aderéncia, foi utilizadestetde Kolmogorov-Smirnov a um
nivel de significancia de 5%. Segundo Kumaraswamy (198@e{se estimar o maximo e

minimo de precipitacdo para uma determinada regido, agagiformulas:

Zmin=Z—RX (19)
e
Zmax= Zmin+R (20)
onde

z variaveis aleatorias do processo;

X: variaveis transformada para o intervalo (0,1);

S(z): desvio padrao das variaveis aleatérias do processo;
S(x): desvio padréo da distribuicdo de Kumaraswamy ;

Z média das variaveis aleatérias do processo;
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X: média da distribuicdo de Kumaraswamy.

5.2 Resultados

Na Tabela 10 encontraram-se as seguintes estatisticétanéssidas chuvas totais anu-

ais do municipio de Itaitinga

Tabela 10 - Estatistica das chuvas totais anuais do municipio de Itaitinga.

Valor minimo observado = 407,6 mms(z) = 428,51 mm

Valor méaximo observado =2216 mm z= 1104 mm

Fonte: producao do préprio autor.

Usando o algoritmo de Newton-Raphson, pdde-se estimar osegatios dois para-
metros, onde os valores encotrados para estes farani.851 eb = 4.318. Pelo teste de
Kolmogorov-Smirnov a distribuicdo de Kumaraswamy mosgewadequada para representar
os dados coletados ao nivel de significancia 5%, em que opalbtido foi de 0,378, ou seja,
nao rejeita-se a hipotese que esses dados seguem essaodigE®. Utilizando-se as equacoes
(19) e (20) tém-se portanto qdg,n, = 238 052 eZmax= 2588 728. Logo testa forma pode-se
inferir que o municipio de Itaitinga ndo tera uma quantidexdal de chuva anual menor que
238,052 mm, e maior que 2588,728 mm.

Pode-se observar na Tabela 11, que segundo Kumaraswanty),(Db9sunicipio de
Itaitinga tem uma chance de 70% de que a chuva total anuatl@xae iguale a 836 mm, e

somente 0,5% que ela iguale ou exceda 2187 mm.



Tabela 11 - Probabilidade de excedéncia das chuvas anuais totais.

Probabilidade de excedéncia (¢

oJotal de chuvas anual(mm)

0,5
1
2
5

10

20

30

50

70

2187
2110
2015
1855
1696
1489
1333
1076
836

Fonte: producéo do préprio autor.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho foi demonstrado detalhadamente todas e8dsirmatematicas menci-
onadas por Jones em seu artigo "Kumaraswamy’s distribuiobeta-type distribution with
some tractability advantages”, onde este foi um dos pragiprtigos sobre a distribuicdo de
Kumaraswamy. Também foram feitas implementacdes comiputsis destas funcdes para que
assim fosse possivel replicar todos os calculos feitospdambém criar novas implementa-
¢Oes. Observa-se que esta distribuicdo de probabilidadeega como um bom atrativo para
os alunos iniciantes na parte de probabilidade continua, qumo visto no Capitulo 2, ela
possui muitas funcdes simples de demonstrar, como tambegsuigongdes dificeis, ou seja,
€ uma distribuicdo que vai do facil ou dificil se estudadaqmmpleto. Espera-se com isso,
gue os alunos possam obter um material capaz de guia-losledos em seus estudos sobre
distribui¢cdes de probabilidade.

Na parte de aplicacdo no Capitulo 5, foi possivel estimar atgiade total anual de
precipitacdo para o municipio de Itaitinga-Ceard, e a pitballe de excedéncia das chuvas
anuais, para isso utilizou-se o método proposto pelo praprador da distribuicdo, Ponnam-
balam Kumaraswamy. O método é pouco utilizado nos diassatoaipelo menos nao foram
encontradas referéncias que o utilize, fazendo com questajyisa fosse de suma importan-
cia para o meio académico, pois estaria o divulgando. Maesress foi o principal objetivo
alcancado, e sim ter concluido com éxito as estimacdes dapjpacoes, e as probabilidades
de excedécia paro 0 municipio, pois sdo de suma importaac@aggricultura e construcao, e
melhoramento das barragens.

Mesmo que tenha sido feito neste trabalho um estudo sobrpdytada distribuicdo
de Kumaraswamy, se faz necessario um estudo detalhadoadpéate Bayesiana, assim como
0 estudo sobre suas generalizacdes. Um estudo mais minut@us ser feito no método de
estimacao da precipitacdo maxima e minima de um determiogdg pois este nao foi feito

no trabalho.
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APENDICE A - DEMONSTRACOES

Legitimidade da Fung&o Densidade da Kumaraswamy

1
I:/ abx@1(1—x®)P~1dx
0

Para simplificar os célculos considere a mudaneax?® , o que implicadu = ax?~*dx, agora
tem-se um novo intervalo de integragéo, ou seja, quardd=u=0e quandx=1=u=1.

Portanto fica:
1
/ b(1—u)®du,
0

Fazendo-se outra mudanca de vari&el 1 — u = dz= —du, encontra-se um novo intervalo

de integracéo, ou seja, Quangle- 0 = z= 1, quandai= 1 = z= 0. Logo obtém-se:

0
/O—bi’—ldu: {_—bf] _1
1 b 1

Verifica-se portanto que € uma legitima densidade de priathe, ou sejaX ~ Kw(a,b).

Funcéo de Distribuicdo da Kumaraswamy
0 sex<0

Fx(X) =149 1-(1-x®P se0<x<1

| 1 sex>1

Serd demonstrado somente a fungéo no intervatox0< 1, pois os demais sédo con-

sequéncia das propriedades da funcao de distribuicd@rfotem-se:

79



80

Fx(X) = P(X < X) = P(0 < X < x) = /Oxabta—l(l—ta)b—ldt,

faz-se a mudanga= t® = du= at®* 1dt.

Mudando os limites de integracdo tem-se que quandd = u=0 et = x = u= x?, obtém-se

Xa
/ b(1—u)®1du,
0

Sejaz=1—u=dz=—du
Mudando os limites de integracdo tem-se que quand® = z=1leu=x=z=1-x2

Com isso obtém-se

Portanto

Inversédo da Funcéo de Distribuicdo

ol
I
ol

(1—u) 1-x¥=x*=1-(1-u)

Portanto tem-se que

Q(x) = FL(x) = [1—(1—x)%]a, O<x<1
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logo

OndeU ~ U(0,1).

Quantil de Ordem p da Distribuicdo de Kumaraswamy

SeF(x) > p, ondex € R, para 0< p < 1, diz-se o quantil de ordem x, para o caso

continuo é céalculado por:
X
X = F(Xp) :/ " f(x)dx= p.

Para 0 nosso caso utiliza-se a funcéo de distribuicdo ekdugartanto:

Flxp) =1- (1) = p
(1-x3)° = 1-p
1-x8 = (1-p)b
@ = 1-(1-pp

Moda da Kumaraswamy

Lembrando que:

f(x) = ab@ (1 —x3)P 11 (x),
(0.1)

fazendo-seg(x) = In f(x), pois maximizarf(x) € o mesmo que maximiza(x) = In[f(x)]
portanto:

g(x) = Inab+Inx@ 1 +In(1—>3)P-1
Deriva-seg(X)

) a—1 ab-1)@1
90 ==~ (1—>><a
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Derivando a segunda vez para determinar se € ponto de maximo

p -1 b—1)(a—1)x@ 2(1—x3)—a®%2(h—1
9<X):_(axz)_a( )(@—1)X (1(_)(2)2) asx==( )7

p —1 b—1)(a—1)x® 23(1—x3)+a*x®@2(b—1
g9 = [@5D), Ab-Da-1x (1<_X2)2>+ax (b-1)

Nota-se queg”(x) <0 WVvxe(0,1),logoa derivada (x) = 0 é ponto de méaximo.

oo _a—1 ab-1p&?t

(1-M3)(@-1)—aMo(b- MG
Mo(1—Mg) a

(1-M3)(a—1) = aMo(b— 1)M3?

aMp(b—1)M§

(1-M3)(a-1)= =2

a—1—aM3+ M3 =abM —aMd
abMj =a—1+M§

M3(ab—1)=a-1

emquea>1,b>1eab>1.

r-ésimo Momento da Kumaraswamy

1
E(X) = /O X aby1(1— x2)b~Ldx

Faz-se a mudanga= x* = du= ax® *dx, ondex = ua.

Mudando os limites de integracéo tem-se que Quandd = u=0ex=1=-u= 1.,Portanto:
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1 r
E(X') — /bua(l—u)bldu
0

r
= —+1Db).
b ( 3t ,b)

para todos os > —a.

r-ésimo Momento da i-ésima estatistica de ordem

Lembrando queF(x) = 1— (1 —x®)P e f(x) = ab@ (1 —x¥)PI(x), Substituindo na
0.1)
equacao (8), encontra-se a funcdo densidade em relac&inaa-€statistica de ordem

Ox. (X) = ﬁén—m [1- @) i_l{l— 1- @) }”_i abﬁ‘l(l—xa)bl(éﬁ

Colocando os termos comum em evidéncia, encontra-se:

abnl a— n+1—i)— -1
9 = T A 12| 19

Tal que
n! rn+1) 1

(i—D'n—i) THF(n+1-i) B(i,n+1-1i)
Logo tem-se que a funcéo densidade da i-ésima estatistimalelm da distribuicdo de Kuma-

raswamy é dada por

Oxin(X) = B(i’+bl_i)xa‘l(l — x@)b(n+1-i)-1 [1 —(1- Xa)b} (%)

A demonstracdo do-ésimo momento da i-ésima estatistica de ordem é dada a:segui

1 . i
E(X‘r:“)z[s(i%bl—i)/o @A (150 Ly

para facilitar os calculos deve-se fazer uma transformdeaariavel. Seja,

W=1-x=x= (1—W)%
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dw
axe-1
os limites de integragéo ficam invertidos, com isso temos

dw= —ax® ldx=— dx= —

1 . . r
E(Xin) = g, (W) Wy

para simplificar mais os célculos, precisa lembrar do bindd& Newton, que é dado pela

k

(1
com isso temos que —wP)'~ Z ( ) 1)kwP

Portanto obtém-se

formula

i—1 /i 1 - r
E(Xlrn) = mkzo <| kl) (_1)k/0 \Nb(k—i—n—O—l—l)—l(l_W)adVi/

B(b(knt1-i)1+5)
EXp) = 2 'Zl (i N 1) (1B (b(k—l— n+1—i),1+ 5)
Bi,n+1-i) &H\ k a
fazendo outra mudanca de variavel
| =k+n+1—-i = k=Il-(n+1-1i)
mudando os limites do somatorio
k=0=Il=n+1-i e k=i—1=1l=n

logo

L-Momentos de ordem r

Segundo Jones(2009), a forma geral do L-momentorpara de uma variavel aleatoria

X com fungéo de distribuica®(x) é definido por:

(e

Onde,



1 . :
isiz) = || [FOO]" [1—F (o] 2ax
SeX ~ kw(a,b) entdo a equacéo (21) fica:

J(ig,i2) = /01 [1— (1—xa)b} l(:I_—xa)bizdx

Faz-se amudanga=1-x = x= (1—w)%, sendo que® 1 = (1—w)

d :
edw=-a& ! = dx= _aTvyl Com isso tem-se que
(1—w) = dw (1—w)aLldw
dx= R = dx= R —

Assim, obtém-se

Iiniz) = /10(1—wb)‘lwbiz(—g)u_w)é—ldw
_ i /O (12— whynwPie(1— w)d-Ldw

Mas,

Portanto,

atl

a
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Invertendo a ordem do somatério pela integral obtém-se

J(i1,iz) = }il <i|i>(_1)k/olwb(k+i2)(l_w);1dW

~ J/

B(b(ktiz)+1.1)

Mas sabe-se que,

Lo 1.2 - U0
Em que, )
r(1+§) = gr(})
Logo,

M(b(k+i2)+1)=b(k+i2)l (b(k+i2))
Com isso, tem-se

1 . 1. b(k+iz2)l (b(k+i2))M (£ +1)
aPPkriz) 1) = F(b(k+iz) +1+1)

éB(b(kJr i2) +1, g) = b(k+i2)B(b(k+ i2),§+ 1)

Portanto,

J(iz,iz) = Izl(i;)(—1)"b(k+i2)[3(b(k+iz),g-l—l)
- bki(t)(—1)k(k+i2)l3(b(k+iz),§+1)

Finalmente pode-se demostrar o L-momento de onddaendistribuicdo de Kumaraswamy(a,b),

gue é apresentado a seguir
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A 12(_1)1(r_jz> (j ' 1)J(r—1—j,j+1)
%E( 1)l (r ]2) (J_ il)br:: (r o J)(—l)k(k+ i+ DB(b(k++1), 5 +1)
gjréo ( 1)“"(Ir J 2> (J-:Ll) (r_k_J)(k+j+1)B(b(k+j+1),5+1)
Faz-se amudanch-k+j+1 = kij=I1-1

Realizando-se o estudo da variacdo do somatério que estangdokiem relacdo a

|. Quandoj e k forem minimos, sabe-se pela transformacaolguel, ou seja, quandk = 0

e =0=12>1. Quandoj e k forem maximos, tem-se<r. Para simplificar, deixa-se um

somatorio em funcdo dg assimk+ j=1—-1= j=1-1-k<I-1, mas,j <r—2, portanto

tem-se quej < min(l —1,r —2). AssimA; fica:

A — gél(_l)lll [minuj—zzlo,r—a <r : 2) (j i 1) (If B 11: D] B(bl,%1 +1)

Sabe-se que

Assim

('r:ll:D B (| e —1>> B (r_ril_ j)

Ar = ?lil(—l)"ll [mm(ljirZ) (r ] 2) (j il) (r _ril_ J)] B(b|,§+ 1)

Lembrando que

r r—1—jy\ r! (r—j—1n!
(j+1)( r—I )_(j+1)!(r—j—1)!(r—I)!(I—l—j)!

Multiplicando e dividindo pot!



Com issa\, fica

Ar

rl

rs ()|,

min(l—1,r—2)

Segundo Feller (1970), tem-se que

min(l—1,r—2) (

2

Portanto,

r}2>(JL1):

min(l—1,r—2)

2

(

NG+ (—1= =11 :<

()

r—2
r—2—]j

)

)

r
I

)

)
(144

|
o)

1

+1)

[+r—2
r—-1

)
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