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Resumo

Os problemas de coloracao de vértices e de arestas, gsistemm em determinar 0 menor
namero de cores necessarias para colorir os vérticestaarde um grafo, respectivamente, de
forma que vértices adjacentes e arestas adjacentesctieapente, possuem cores distintas,
sao problemas computacionalmente dificeis e sdo odgtoesquisa recorrente em teoria do
grafos em virtude de inUmeros problemas praticos quenaeteielam.

No presente trabalho, estudamos o pior desempenho do#ralg®gulosos de coloragcao
de vértices e de arestas. O algoritmo guloso tem o seguimigigio geral: receber, um a um,
0s vértices (respect. as arestas) do grafo a ser colotittnyiado sempre a menor cor possivel
ao vertice (resp. aresta) a ser colorido. Observamos dadrade forma gulosa as arestas de
um grafo equivale a colorir de forma gulosa o seu grafo litdrado sido este o maior interesse
na pesquisa em coloragao gulosa de arestas.

O pior desempenho dos algoritmos & medido pelo maior nurdercores que eles po-
dem utilizar. No caso da coloracao gulosa de vérticese € numero de Grundy ou nimero
cromatico guloso do grafo. No caso da coloracao de aressse € o indice cromatico guloso
ou indice de Grundy do grafo. Sabe-se que determinar o mideeGrundy de um grafo qual-
quer & NP-dificil. A complexidade de determinar o indieeGrundy de um grafo qualquer era
entretanto um problema em aberto.

Na presente dissertacao, provamos dois resultados dpleddade. Provamos que o
nimero de Grundy de um grafo,q— 4) pode ser determinado em tempo polinomial. Essa
classe contém estritamente a classe dos cogrdgegparsos para 0s quais o mesmo resultado
havia sido estabelecido. Esse resultado generaliza pordgueles resultados. O algoritmo
apresentado usa a decomposic¢ao primeval desses grafesnthando o parametro em tempo
linear.

No que se refere a coloracao de arestas, provamos quélema de determinar o indice
de Grundy & NP-completo para grafos em geral e polinomiad geafos caterpillar, impli-
cando que o niumero de Grundy & polinomial para os grafba lilesses. Mais especificamente
provamos que o indice de Grundy dos caterpilldr & A+ 1 e apresentamos um algoritmo
polinomial para determina-lo exatamente.

PALAVRAS-CHAVE: Coloracao Gulosady-conectividade, Decomposicao Primeval,g—
4)-grafos, Grafos Linha.



Abstract

The vertices and edges colorings problems, which consistetermine the smallest num-
ber of colors needed to color the vertices and edges of a grappectively, so that adjacent
vertices and adjacent edges, respectively, have distotots; are computationally hard pro-
blems and recurring subject of research in graph theory duritnerous practical problems
they model.

In this work, we study the worst performance of greedy athams for coloring vertices and
edges. The greedy algorithm has the following general giecto receive, one by one, the
vertices (respect. edges) of the graph to be colored byrasgiglways the smallest possible
color to the vertex (resp. edge) to be colored. We note thgrasedy coloring the edges of a
graph is equivalent to greedily coloring its line graphstheing the greatest interest in research
on greedy edges coloring.

The worst performance of the Algorithms is measured by thatgst number of colors they
can use. Inthe case of greedy vertex coloring, this is thebemiof Grundy or greedy chromatic
number of the graph. For the edge coloring, this is the greadymatic index or Grundy index
of the graph. It is known that determining the Grundy numideany graph is NP-hard. The
complexity of determining the Grundy index of any graph wawé&ver an open problem.

In this dissertation, we prove two complexity results. Weverthat the Grundy number of
a(g,q—4)-graph can be determined in polynomial time. This classaioststrictly the class
of cografosPs-sparse for which the same result had been establishedrelhik generalizes so
those results. The presented algorithm uses the primegahgeosition of graphs, determining
the parameter in linear time.

About greedy edge coloring, we prove that the problem ofrd@teng the Grundy index is
NP-complete for general graphs and polynomial for catepgtaphs, implying that the Grundy
number is polynomial for graphs of line of caterpillars. Ma@pecifically, we prove that the
Grundy index of a caterpillar i& or A+ 1 and present a polynomial algorithm to determine it
exactly.

KEYWORDS: Greedy ColoringP;-conectivity, Primeval Decompositio(g,q—4)-graphs,
Line Graphs.
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1 Introducao

Sejak um inteiro positivo. Um&-coloracao propria de um graf®= (V, E) & uma atribuicao
das coreg1,...,k} aos seus vértices, de forma que uma mesma cor nao éidériaudois
vértices vizinhos. O problema classico de coloracawsiste em, dado um grafe, encontrar
0 menor inteirk para o qualc admite umak-coloracao propria. Esse inteikce chamado de
nimero cromatico d& e é denotado pgy(G). A k-coloragao propria de arestas & definida de
forma similar, mas nesse casokasores sao atribuidas as arestas do grafo. O menor irkteiro
para o qual o grafo admite unkacoloragéao propria de arestas &alice cronatico, denotado

por x'(G).

Varias aplicacdes praticas podem ser modeladas comnagdlo de grafos. Mais especifi-
camente, esse problema & utilizado em situacdes em geeessario particionar um conjunto
de objetos de acordo com algum critério, o que & bastamiro Como exemplo, temos a
alocacao de produtos quimicos em armazéns, a at@ibadie frequéncias a antenas de radio e o
agendamento de palestras em uma conferéndia [1, 2]. O mastero de aplicacdes &€ um dos
motivos da coloragao de grafos ser um problema extensinemestudado em teoria dos grafos.

Calcular o nUmero cromatico de um grafo arbitr&®ioé um problema NP-dificil[]3]. De
fato, mesmo a tarefa de encontrar uma boa aproximacagp@neé muito dificil. Especifica-
mente, existe ung > 0 tal que o problema de coloragao nao pode ser aproximadanp fator
menor quen®, a menos que P = NPI[4]. Também & NP-dificil determinardide cromatico de

um grafo [29].

Nesse contexto, & natural que se busque alternativas gciefiem bem na pratica, ou que
resolvam o problema de maneira 6tima para certas clasggafds. Uma das alternativas mais
utilizadas € também uma forma bastante intuitiva de @olon grafo: cada vértice recebe a
menor cor possivel, isto &, a menor cor que nao foi atldoa nenhum de seus vizinhos. Essa
estratégia também pode ser utilizada para colorir aseres grafo.

Precisamente, o algoritmo guloso de coloracao (de a)estaxecutado sobre um grafo
G = (V,E) e uma ordem d¥ (G) (E(G)), atribuindo a coii a um vértice (aresta), sei & a



menor cor tal que nao existe nenhum vizinho/geeviamente colorido com a corO numero
cromatico guloso ou nUmero cromatifist-fit de um grafoG = (V, E), denotado pofF (G) ou
Xi1(G), € o maior inteirck tal que existe uma ordem 86 G) que, se utilizada pelo algoritmo
guloso, leva o algoritmo a retornar uma colorag¢ao &aores. Dado um inteirk, determinar
sel(G) > k & um problema NP-completbl[5]. O numero guloso de arestdsnotado por
(G).

Neste trabalho, analisamos o problema de Coloracao &plas a classe dds,q— 4)-
grafos e o problema geral de Coloracao Gulosa de Arestas.

Um P4 € um caminho induzido com quatro vértices. Dizemos quecuenum(q,q— 4)-
grafo se nenhum conjunto de no maximpeértices induz mais quey— 4) Py’s distintos [6].
Tal classe generaliza outras classes de grafos como odasigyae sao os grafos livres &g
e osPs-esparsos. Existe ainda uma série de classes de grafofaqudefidas com relacao a
quantidade d&,’s induzidos que possuem, das quais um estudo detalhadeseapado em[7].

O estudo do conjunto d&’s de um grafoG, também chamado d&-estrutura dés, tem
sido bastante explorado nos ultimos anos. Uma razao gsoaio fato de que o complemento
de umP, é também uni?;, 0 que torna as propriedades expressadas em ternmfasdalidas
no complemento. Note, por exemplo, que o complemento de gnafmé também um cografo.

Alguns problemas foram propostos utilizando a analis€sgestutura de um grafo. Dois
grafos sad?;-isomorfos se existe uma bijecao entre seus vérticesmeaf que um conjunto
de quatro véertices induz uf, no primeiro grafo se e somente se sua imagem induR4no
segundo grafo. A conjectura proposta éin [8] e provada posteznte em[[9], afirma que um
grafoP4-isomorfo a um grafo perfeito também & perfeito.

Esse conjunto de fatores motivou a introducdao da nogaB,atonectividade[[10]. Um
grafo G & chamado d&;-conexo se para toda particao de seus vértices em dgisntos nao
vazios e disjuntos, algum, induzido deG contém vértices de ambas as partes. A figurh 1.1
apresenta todas as particbes em dois conjuntos deegd& umP,;, que é trivialmente um
grafoP4-conexo. AsP4-componentes de u@ sao seus subgrafos induzidos maximais que sao

Ps-conexos.

O conceito dé’4-conectividade leva a um teorema estrutural aplicavel arafo G qual-
quer. Tal teorema sugere a associa¢cao de uma arv@eaG, que representa uma decomposi¢ao
do grafo, chamada de decomposi¢ao primeval, que seréadiefiosteriormente.

Decompor um grafo & uma estratégia de divisdao e conquistfacilita a resolucao de
problemas. A arvore de decomposicao primeval pode sssrérada em tempo linear e &
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Figura 1.1:P, e suas particoes.

Unica, a menos de isomorfism@si[11]. Para algumas classgiaftes, podemos aplicar essa

decomposicao e, através de programacao dinamealyer problemas que sao dificeis no caso
geral.

A decomposicao primeval possui uma relacdo especialaalasse do&y,q— 4)-grafos.
As Ps-componentes dogy, q — 4)-grafos, que sao folhas na arvore de decomposicao ypaime
sao bem definidas: ou sao aranhas (Fifuida 1.2) ou sacgmifo menos dg veértices.

-

) O

Figura 1.2: Exemplo de aranha magra e aranha gorda.

Diversos problemas dificeis no caso geral foram resos/@n tempo linear para 69,9 —
4)-grafos utilizando decomposicao primevall[12]. Dentiesgecitamos a coloragao de gra-
fos [13]. O resultado principal deste trabalho & um algwoitlinear que utiliza a mesma
decomposicao para resolver a coloragao gulosa pai@ @s- 4)-grafos.

Como mencionado anteriormente, também analisamos ogonabjeral Coloracao Gulosa
de Arestas. Colorir as arestas de um grafo de forma guloseaéga colorir de forma gulosa
o seu grafo linha, tendo sido este 0 maior interesse na @seui coloracao gulosa de arestas.
Um grafo linhalL(G) de um grafoG = (V,E) & tal que seu conjunto de vérticeEéG) e

dois vértices sao adjacentes &%) se as arestas correspondentesGes#io adjacentes. Essa
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classe é caracterizada por uma lista de subgrafos preibige@ veremos mais adiante. Para o
problema de Coloracao Gulosa de arestas, apresentansograwa de NP-completude damos
um algoritmo polinomial para resolvé-lo na classe dosrpdlars, arvores tais que se todas

as folhas e arestas incidentes as mesmas forem removigas,resta do grafo € um caminho

induzido.

O texto esta organizado da seguinte forma: No Capliiuldgbekecemos a terminologia
utilizada e outros conceitos necessarios ao entendingent@balho. No Capituld 3 explora-
mMos a no¢ao d€,-conectividade, muito importate para o desenvolvimensiaddissertacao.
No Capituld®¥, discutimos duas decomposicdes de grafasodular, bastante conhecida e es-
tudada, e a primeval. No Capitdlb 5 investigamos a Cotmr&gulosa no$q,q— 4)-grafos e a
Coloracao Gulosa em Arestas.



12

2 Nota@o e Conceitos Preliminares

Neste capitulo, sdo apresentadas as definicbes badaoria dos grafos necessarias ao
entendimento do trabalho, bem como a notacao utilizadac€ltos mais especificos sdo dados
ao longo do texto. A maior parte das definicdes foi retirdda livros [1] e [15], onde podem
ser encontrados maiores detalhes.

2.1 Conceitos Bsicos

Um grafo G & uma tripla ordenadé&/ (G),E(G), Ys) consistindo de um conjunto nao-
vazioV (G) devértices um conjuntde(G), disjunto deV/ (G), dearestas e uma fungaals que
associa a cada aresta um par nao ordenado de vérticds@emumente, usamd@s = (V,E)
como notacao de um grafo com conjunto de vértiées conjunto de arestds. Todo grafo
admite uma representacao grafica onde cada vertiggésentado por um ponto e cada aresta
é representada por uma linha unindo os pontos correspt@sdaos vértices associados a tal
aresta. Por simplicidade, escreversesuv ao invés dajs(e) = (u,v), e, quando conveniente,
utilizamosuv para nos referirmos a arega

See &€ uma aresta B e v sao veértices tais que= uv, dizemos que incideemu e emv e
queu ev incidememe. Dizemos ainda que tais vértices sa@asemidadeslee, e que a aresta

e une uev.

Uma arest&@ & umlago se as suas duas extremidades sao iguais. Duas arestadtgalas
se elas coincidem em ambas as extremidades. Um Gréfsimplesse ele nao possui arestas
multiplas nem lagos, e o seu conjunto de vértices é fiteste trabalho, tratamos apenas de
grafos simples.

Duas arestas saljacentese elas possuem uma extremidade em comum (sao incidentes a
um mesmo veértice) e dois vértices sao adjacentes seg@iés@dentes a uma mesma aresta. A
vizinhanca N(v) de um vérticer em um grafoG & o conjunto de todos os vértices adjacentes
av. Definimos também a vizinhanga de um conjunto de vért®éd;(S), como a uniao das
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vizinhancas de cada vértice eén O grau de um vérticev, dg(v), € o nimero de arestas inci-
dentes a emG. Denotamos pod(G) e A(G) o menor e o maior valor de grau entre os vértices
de G, respectivamente. A vizinhanca de arestas é definidardefsimilar.

Chamamodrivial o grafo com apenas um vertic8.e completose & simples e existe uma
aresta entre cada par de vértices distintos. Denotamds,pmgrafo completo com vértices.
G évaziose nao possui arestas. c@mplementcﬁ_ de G é o grafo simples cujo conjunto de
vértices 8/(G) e cujas arestas sao exatamente os pares de vérticesjadendels dé&.

Dois grafosG; = (V,E) e G2 = (V, E) sao ditodsomorfosse existem bije¢dek: V(G;) —
V(Gy) eg: E(G1) — E(Gy) tais quev € V(G;) € incidente & € E(G1) se, e somente se,
f(v) & incidente ag(e). Observemos que $8; e G, forem simples, um isomorfismo pode
ser representado apenas por uma furicad (G;) — V(Gy) e temos quéu,v) € E(Gy) se, e
somente s¢,f(u), f(v)) € E(Gy).

Dizemos que o grafti & umsubgrafodeG (H C G) seV(H) CV(G), E(H) CE(G) e
Yy coincide deys. SejaSum subconjunto nao-vazio de O subgrafo dé& cujo conjunto de
vértices &e cujo conjunto de arestas € o conjunto de arest&gie tem as duas extremidades
emSé o subgrafo d& induzido porSe é denotado pde[S. Dizemos qués[S| € umsubgrafo
induzidodeG.

Um grafoG = (V,E) élivre de H se nenhum subconjunto ¥einduz um grafo isomorfo a

Um emparelhamentem um grafoG € um subconjunto de arestas nao-adjacentes entre si.
Um subconjuntd& deV (G) & umconjunto independentau conjunto esivelde G se nenhum
par de vértices d8 é adjacente ers. Umaclique & um subconjunt& deV (G) tal queG[K]
e completo. A cardinalidade do maior conjunto estavel end#r clique de um graf@ sao
denotadas, respectivamente, p@s) e w(G).

Um passeicem G &€ uma sequéncia finita e nao nMla= vpevieovs . . . &V, Cujos termos
se alternam entre vértices e arestas, tais que, parad k, as extremidades d& saov, 1 e
vi. Dizemos qué&V &€ um passeio d&, paravig. O inteirok, que & a quantidade de arestas, € o
tamanho d&V. Em um grafo simpled)V & determinado por uma sequéng; . .. Vi de seus
vértices, uma vez que para dois vértigps, 1 vizinhos na sequéncia existe apenas uma aresta
entre eles, e por isso pode ser omitida na representagaasgeio. Se 0s verticgg, vy, .. ., Vk
deW sao todos distintos entre si, dizemos que esse passeiocamimhq e, sevg, V1, ..., Vk
€ um caminho, exceto pag = Vk, dizemos que & umngiclo. Um caminho induzidem G
comk vértices, denotado pdi, & um caminho sem arestas @egue unem dois vertices nao
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sucessivos. Tais arestas sao chamadasodias O ciclo sem cordas, ou induzido, cdm
vértices & denotado pQx.

Umaparticido de um conjunt®é uma familia de subconjuntos, também chamados classes,
P ={Sliel}, taisqueS CS US =SeSNS;=0, paratoda, j € | ondei # j.

iel

Dois vérticesu e v estaoconectadose existe um caminho enttee vem G. Todo grafo
G admite uma particdo dé(G) em subconjuntos nao-vazivs, Vs, ...V, tal que dois vértices
u e v estao conectados se e somente se aml@gpertencem ao mesmo subconjukto Os
subgrafosG[V4],G[V2],...,G[V|] sdo chamados deomponentesle G. Se G tem exatamente
uma componente, entd® é dito conexo. Equivalentemente, dizemos que um grafméxm
se quaisquer dois de seus veértices estao conectados. cQatsario, o grafo € chamado de
desconexo

Dois grafos sadalisjuntosse eles ndao tem vértices em comum.u/iao de dois grafos
simplesG; e Gy & o grafoG; U G, com conjunto de véerticeg(G1) UV (Gy) e conjunto de
arestaE (G1) UE(G,). SeG; e G, sao disjuntos, nos referimos a uniao deles camido
disjuntg também denotada por opera¢do Bssa operacao é associativa e comutativa, e pode
ser estendida para um nimero qualquer de grafos.

A juncio de dois grafos disjunto§; e G,, chamada de operacao, & o grafoG;DG,
resultante da aplicagao dea@rescido do conjunto de ares{dsw} : ve V(G1),we V(G2)},
que sao todas as arestas elt(&;) eV (Gy).

Dados grafoss e H, denotamos paproduto lexicogafico GH| o grafo cujo conjunto de
vértices & formado pelos elementos\dé&s) x V(H) e cujo conjunto de arestad#G[H]) =
{(a,x)(b,y) | abe E(G), oua=b e xye E(H)}. O grafoG[H| pode ser visto como se cada
vértice deG fosse substituido por uma copialde

Nos capitulos seguintes, quando estiver claro a que gstdone@s nos referindo, podemos
omitir, nas notacdes dadas acima, o simbolo que indicgrafio especifico. Por exemplo, em
vez deV(G) e Ng(Vv) escrevemos apendse N(Vv).

2.2 Algumas Classes de Grafos

Um grafo G & bipartido se seu conjunto de vértices pode ser particionado em dbis su
conjuntosX eY tais que toda aresta tem uma extremidadexeenoutra en. Se esse grafo
é simples e todo vértice d¢ & adjacente a todo vértice de entaoG &€ umgrafo bipartido
completodenotado poK; s, onder =| X | es=| Y |. OsKy s sdo chamadosstralas
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Chamamos daciclico o grafo que nao contém ciclos. Urdavore &€ um grafo conexo e
aciclico. Os véertices de uma arvore sao chamado®sdeAs folhassao os nos da arvore que
possuem grau 1. Os nods que nao sao folhas sdo chamanhberdes Em algumas aplicacoes,
destaca-se um vértiaecomoraiz e a arvore passa a ser enraizadarenbbada uma arvore
T = (V,E) enraizada em, osdescendentede um név € V da arvore sao todos os vértiogs
tais quev & um no interno do caminho deatér na arvore. Diz-se queé umancestraldeu se
u & um descendente de Osfilhosde um vérticer sao todos os nos que dele descendem e que
sao adjacentes a ele. 8é filho dev, entaov é pai deu.

Um grafoG é k-regular sed(v) = k para todov € V. Dizemos qués é regular seG é k-
regular para algum inteirda Os grafos 3-regulares também sao referidos cgrafos d@ibicos

O grafo linha L(G) de um grafdG tem as arestas d&como seus veértices. Dois vértices de
L(G) sao adjacentes se as arestas corresponden@gessuem uma extremidade em comum.
Na Figurd 2]l podemos ver um exemplo de um grafo com o grdia rrespondente.

A9

(@ G (b) L(G

Figura 2.1: Um grafo e seu grafo linha.

Um grafoH é dito ser um grafo linha se existe algum gr&dal queH & isomorfo a
L(G). A classe dos grafos linha pode ser caracterizada por utaadiéssubgrafos(induzidos)
proibidos, conforme foi mostrado e [16]. A lista dos 9 sualfgs proibidos & apresentada na
FiguralZ.2.

Um grafoG = (V,E) & split se 0 seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois
conjuntos disjuntoSeK tal queSé um conjunto estavelle & uma clique.

Recordamos que ufy, & um caminho induzido com 4 vértices.

A classe dosografos[iL 7], também conhecidos como grafos livresRdepode ser definida

recursivamente como segue:

» O grafo trivial € um cografo;
» SeG é um cografo, enta6 também o &;

* SeGy, ..., Gy sao cografos disjuntos, entao o gré&fe= Uic(y . ny Gi € um cografo.
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Figura 2.2: Os nove subgrafos proibidos de um grafo linha.

Esses grafos possuem um decomposi¢cao muito simplesagilieafa resolugcao de proble-

mas [18].

Um grafoG € Ps-redufivel se, e somente se, cada vértice3lpertence a no maximo uRy
induzido emG [L9]. Note que essa classe &€ uma generalizagao dos osgtaha vez que 0s
Mesmos Nao possudms.

Dizemos que um graf@ & umaaranhase o seu conjunto de vértices pode ser particionado
em 3 conjuntos disjuntd®, SeK tal que:

» K & uma cliqueSé um conjunto estavel|&| = |S > 2;
» Todo vértice deR se liga a todo vértice d€ e a nenhum vértice d&
» Existe uma bijecad : S— K tal que, paratodee S

1. ouN(s) = f(s) (aranha magra);

2. ouN(s) = K\ {f(s)} (aranha gorda).

Exemplos de aranhas magra e gorda sao mostrado na Eigura 2.3

Dizemos que um grafo &;-esparsose cada subconjunto de 5 vértices seus induz no
maximo umPy [20). Uma das caracterizagcdes dessa classe afirm&Gdque,-esparso se, e
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K

00
K R S K R

(a) Aranha magra (b) Aranha gorda

Figura 2.3: Aranhas.

somente se, todo subgrafbinduzido emG ou & desconexo, ou possui complemento desco-
nexo, ou € uma aranha]21].

Os Ps-leve[22] sao os grafos cujos subgrafos induzidos de até ssttceS possuem no
maximo doisP; induzidos ou sao isomorfos ao grafioou ao grafdH’ da Figurd Z}.

A

(@H (b) H’
Figura 2.4: Grafo$y-leve.
A classeP,-extensvel contém os grafo6 tais que, para todB, induzidoP deG, existe um
outroPy induzidoP’ deG, diferente deP, que intercept® [23].

OsP4-arrumadosao aqueles em que para td@anduzidoP, existe no maximo um vértice
v tal quevUV (P) induz mais de uni, [24].

Em [4] pode ser encontrado um estudo detalhaddglatasses citadas acima.

Para finalizar este topico, temos em seguida a definicatadae que faz parte do estudo
central deste trabalho. Qg,t)-grafos foram introduzidos erhl[6] e sua defini¢ao foi media
pelo estudo das varias classes que contém um numeraoregtiP,, como Ps-redutivel, Py-
esparso &4-leve. Tal estudo teve inicio com os cografos. Um incerpiana a investigacao dos
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grafos com poucoB,’s sao os bons resultados alcancados nos cografos, andesgiroblemas
que sao dificeis no caso geral podem ser resolvidos efcremte, a exemplo do problema da
b-coloracaol[Z5].

Definicdo 2.1 Um grafo G= (V,E) pertencea classe dogq,t)-grafos se nenhum conjunto de
V com no raximo g ertices induz mais do que t$distintos em G.

Neste trabalho tratamos d@g g — 4)-grafos. Na Figure2l5 vemos o exemplo de um grafo
gue pertence e outro que nao pertence a essa classgpdraObserve, entretanto, que todo
grafo estéa na clasgeg,q—4) para algung. Podemos ver que esse fato & verdadeiro tomando
q= (}) +4, onden = |V/|, pois certamente um grafo comvértices nao tera mais qug)

P;s. Note que a definicao da clasggq— 4) permite que ela contenha grafos com menog de
vértices, e que todo subgrafo induzido de (gqmg — 4)-grafo pertence a mesma classe, para o
mesmag.

AN

N\ N

(@€ (51) (b) ¢ (5,1)

Figura 2.5: Exemplo de grafos que pertencem e nao perteacse(h, 1) — grafos

Além de generalizar varias classes, como a classe doafosggue sao ogl,0)-grafos, e
a classe doBy-esparsos, que sao (s 1)-grafos, a classe dos 03, q— 4)-grafos possuem uma

decomposicao com um estrutura simples, como veremosatiste.

2.3 Coloracao de Grafos

Nesta secao, vemos as definicdes basicas para cadodagvértices e coloracao de arestas.

2.3.1 Colorago de \frtices

Dado um grafd@s = (V, E), uma coloragao de vértices @eou simplesmente untloragio
deG, é uma fungcae:V — N que associa a cada vértice do grafo um nimero inteiro,-deno
minado cor. Denotamos pofH) a coloracaa@ de um grafdG restrita a um subgrafdl de G.
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Se uma coloracao de um gra®opossuik cores, também podemos chama-l&kéamloracao de
G. Habitualmente, escolnemés, 2, ..., k} para ser o conjunto de inteiros representativokdas
cores de umé&-coloracgao.

Alternativamente, umk-coloracao de um graf@ pode ser vista como uma particédd =
(S1,S,...,%) do conjunto de vértices d& emk conjuntos disjuntos onde cada conju®o
contém os vértices coloridos com a ¢agpara toda € {1,...,k}. Os conjuntos§ sao as classes
de cores da coloracao.

Dizemos que uma colorac@&e@ propriase uma mesma cor nao € atribuida a dois vértices vi-
zinhos. Em um&-coloracao propria, cada classe de cor & um conjunévelstComo tratamos
apenas de coloracdes proprias nesse texto, nos refeeimmmesmas apenas como coloracoes
ouk-coloragoes.

Um grafo ék-colorivel se admite unk-coloracao. O menor inteifopara o qual um grafo
G ék-colorivel & o numero cromatico d& denotado pox (G).

Em um grafoG = (V,E) tal que|V| = n, cada classe de cor possui no maxim@) cores,
uma vez que sao conjuntos estaveis. Dessa froma, temogumteelimite inferior para o
nimero cromaticox (G) > n/a(G). Um outro limite inferior & o tamanho da maior clique, ja
que em um grafo completo todos os vértices devem recebes diferentes. O TeorerhaR.1
mostra um limite superior papaG).

Teorema 2.1 [26] Seja G um grafo conexo. Em, x(G) < A(G), a menos que G seja um
ciclo impar ou um grafo completo, situdes em qug (G) = A(G) + 1.

Determinar se um grafo qualqueké&olorivel € um problem&lP-completo mesmo para
k = 3 [3]. Consequentemente, determindG), dado um grafo G, & um problenNP-dificil.
Além disso, existe una > 0 tal que o problema de coloragao nao pode ser aproximaidonp
fator menor quen®, a menos qué® = NP [4]. Em algumas classes especificas, porém, esse
parametro pode ser obtido em tempo polinomial, como é o das(q,q— 4)-grafos [13].

2.3.2 Colora@o de Arestas

A coloracao de arestas é definida de forma similar a aQiw de vértices. Dessa forma,
umak-coloragao de arestas de um gré&fe- (V,E) & uma atribuicdo dk cores as suas arestas,
de tal forma que uma mesma cor nao € atribuida a duas sieehtaentes.

Uma k-coloracao de arestas de um gr&@otambém pode ser vista como uma particao
Z = (M1,Mz,.... M) do conjunto de arestas do grafo éntonjuntos disjuntos onde cada
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conjuntoM; contém as arestas coloridas com aicgrara toda € {1,...,k}. CadaM; & um
emparelhamento de.

Observe que umk-coloracao de arestas de um gr&aualquer & uma umiacoloracao
de vértices do grafo linhia(G) deG.

Um grafo ék-colorivel em arestase admite unk-coloracao de arestas. O menor intéiro
para o qual um graf@ é k-colorivel em arestas &indice cronéticodeG, denotado pox’(G).
Claramentex’(G) = x(L(G)).

E facil ver quex’(G) > A(G), pois todas as arestas incidentes ao vértice de maior grau e
um grafoG sao adjacentes entre si e portanto devem receber coresntigfe em uma coloracao
de arestas. O limite superior para o indice cromaticad® g&lo conhecido Teorema de Vizing,
onde afirma-se qug'(G) < A(G) + 1, para um graf@ qualquer([l;27]. Assim, dado um grafo
G, temos queg(’(G) € {A,A+1}. Sex'(G) = A(G), dizemos qués pertence &lasse 1 Caso
contrario,G pertence &lasse 2 Grafos bipartidos pertencem a classgl L], 28], mas datarm
o indice cromatico de um grafo arbitrarioN#P-completo, como foi mostrado eri [29]. Na
verdade, nesse artigo &€ mostrado o0 seguinte teorema:

Teorema 2.2 Determinar se dndice cronatico de um grafo @gbicoé 3 ou4 &€ NP-completo.
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3 Ps-estrutura de um Grafo

Neste capitulo, discutimos Ry-conectividade a definicao d&-componentes, conceitos
fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho.

3.1 Py-conectividade

O conceito dePs-conectividade foi introduzido eni [IL0] e se relaciona a @utnnceito
muito estudado em computacao, que é a conectividade dgafm Sua definicao também foi
motivada pelas relacOes existentes eRiigem classes de grafos coRgredutivel, onde cada
vértice pertence a no maximo Uy, entre outras classes discutidas amplamentélem [7], e ainda
pela observagao de que o complemento déPygumP;.

Definicdo 3.1 Um grafo G= (V,E) & R;-conexo se para toda parf de V em dois conjuntos
disjuntos e Ao vazios Ye \b, existe um pinduzido cruzando a partép, istoé, um B contendo
vérticesdeYe \b.

Obviamente, unP, € um grafoP4-conexo. Como ilustracdo, as particdes de Rynsao
apresentadas na Figural3.1.

Aranhas conR = 0 também sad;-conexos, pois observe que sempre exiskis sem
cordas entre os vértices 8 K. Na Figurd 3R sao dados exemplos de aranha magra e aranha
gorda comR = 0. No primeiro caso da aranha (aranha magra), em que totloevéeS tem
um e somente um vizinho ek, todos diferentes (pela bije¢ao), tenf% formados por dois
vértices quaisquer d&e seus respectivos vizinhos émja que os véertices d8nao sao adja-
centes por fazerem parte de um conjunto independente ekos@®todos vizinhos entre si, por
fazerem parte de uma clique. No segundo caso (aranha gerdaye cada vértice dgtem
um Unico nao vizinho, e nenhum tem o0 mesmo nao vizinhob&éamtemog>,’s formados por
dois vértices quaisquer d& onde para um vértice d& s;, escolhemos um vizinho qualquer
dele na cliquek;, e entao pegamos o vértice nao vizinhdkgdemsS, s, e 0 nao vizinho de; em
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Figura 3.1:P, e suas particoes.

K, k1. Entdo, em qualquer particao dos vértices de uma araehivermos somente vértices de
Sem uma das particdes, escolhemos qualquer vérticeradsremP, partindo dele e passando
por um vértice d&K que esta na outra componente. Para uma particao sonoenteéctice de
K, procedemos da mesma maneira, e para particoes contemds &értices d& e S, pegamos
um vértice de&Sem cada uma das particdes e construimBsada maneira citada acima.

G-

SE VRN

Figura 3.2: Aranha magra e aranha gorda éwazio.

GrafosP4-conexos tem que ser conexos, mas nao podem ter uma graadtdgde de
arestas, pois nesse caso vao haver particoes em quemas nenhur®; sem cordas cruzando
as partes. Note, por exemplo, que um grafo completo nas$azatssa definicao.

Os cografos, que sao grafos livresRienao sao grafoBs-conexos. Um outro exemplo de
grafo naoP,;-conexo pode ser visto na Figural3.3.

Uma outra caracterizagcao para os graPpsonexos & baseada na definicadgeadeias
[30]. Seja um grafds = (V,E) e sejanx ey dois vértices d&. UmaP;-cadeia de tamanho
conectanda ey & uma sequéncia de vértices distinfag vy, ..., vt_1,%) tal que
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Figura 3.3: Grafo na&,;-conexo.

* X=Vp,Y=W, €

* paratodd, (0<i<t-—3),0conjuntoQ; := {Vi,Vi+1,Vit+2,Vir3} induz umP;.

Um grafo éP4-conexo se e somente se existe IRpr@adeia conectando todo par de vértices
do grafo [SZD]E mostrado também e ]30] que pode-se testar em tempo $aesn grafo &;-
conexo. No mesmo trabalho, & apresentado um algoritmarlipera construir umbes-cadeia
entre quaisquer dois vértices em um gréfeconexo.

Essa Ultima caracterizacao se assemelha com a defimgs conhecida da conectividade
habitual, em que um grafo & conexo se e somente se cada partides’é conectado por um
caminho.

3.2 P4-componentes
Uma outra definicao que merece destaque é a seguinte:

Definicao 3.2 As B-componentes de um grafo @Gasos subgrafos induzidos de G quios
P4-conexos, e &m disso &0 maximais com relép a essa propriedade.

Observe que todBy-componente ou & um Gnico vértice, que satisfaz a D&fiE2 por
vacuidade, ou deve ter pelo menos quatro vértices. Ose@éde um graf® = (V,E) que nao
estao contidos em nenhumgcomponente com pelo menos quatro véertice&d@o chamados
devértices fracos

A Figural3.4 mostra um exemplo de um grafo particionado eraRiz@omponentes. Note
que tal grafo nao &;-conexo. Basta observar que naof&ruzando as particodg =V (Py)

eV :V(P2UP3).
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Figura 3.4: Grafo particionado em sugscomponentes.

Dado o conceito d&;-componentes, temos que as seguintes observacdealgas\para
um grafoG qualquer:

1. G admite uma Unica particao elfj-componentes e vertices fracos;
2. UmaPs-componente d& também induz um&;-componente er;

3. TodaP4-componente & um subgrafo conexoGle G;

A primeira observacao vale pelo fato de qu€asomponentes sao maximais. Do contrario,
imagine que existe mais de uma particao. Seja a primen&fa.c/ e a segundasg. Certa-
mente uma das partes d€ tem intersecao com uma das partes#le SejamA; e B; essas
partes, respectivamente. Cada uma dessas partes tem egadpde dd’;-conectividade,
onde para toda particao que fizermos para cada uma deasoeunP, cruzando. Chamemos
de Sa unido deA e Bj. Qualquer particéo d8em dois conjuntos de vértices vai ter vertices
deA nas duas partes ou verticesBlenas duas partes. Isso garante que Bgreruzando toda
particao deSem dois conjuntos, e nesse c#s@ Bj ndo sao maximais.

A observacgao 2 segue do fato de Bpser fechado sob complemento e a terceira observacao
segue da definicao dg-componentes juntamente com a segunda observacao.

Uma outra importante definicdo & alBecomponente separavel:

Definicao 3.3 Uma RB-componentee sepaével se existe uma part#p do seu conjunto de
vertices em subconjuntofio-vazios H e H, , tal que todo B que possui &tices em ambos
H; e H, tem seus pontos internos em élas extremidades empH

Um P4 € trivialmente separavel (FiguaB.1 (d)). Tambémda féer que uma aranha com
R = 0 é separavel, basta olhar para a particao do seu donjienvértices em quel; =K e
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H, = S, o0 conjunto estavel e a cliqgue. Na Figlral 3.5 podemos veemplo de um grafo que

nao éP4-conexo, mas possui unkg-componente separavel.

Figura 3.5: Grafo con®;-componente separavél

As definicdes acima levam ao seguinte teorema, denomin@ol@ma da Estrutura, para

uma grafo qualquer, provado emJ10]:

Teorema 3.1 Seja G= (V,E) um grafo qualquer. Exatamente uma das seguintes afiiesi;
valida:

1. Gé desconexo;

2. G & desconexo;

3. Gé p-conexo;

4. Existe umdinica p-componente ppria sepaével H de G com partiges(H1,Hy) tal
gue todo ertice fora de Hé adjacente a todos o€sices de H e a nenhum értice de

Ho.
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4  Decomposigo de Grafos

Ja comentamos a importancia das decomposi¢des deg@iw ferramenta de auxilio na
resolucao de problemas. Neste capitulo apresentanagsdégomposi¢des: a modular, uma das
mais conhecidas e estudadds [7], e a primeval, definida ceenmTeoremia3.1 (Teorema da
Estrutura). Utilizamos a Ultima para resolver problemaslasse do&g, q — 4)-grafos.

4.1 Decomposigo Modular

Dado um grafdG = (V, E), dizemos qué CV & ummbdulodeG se, paratode €V \ M,
v & adjacente a todo ou a nenhum vérticeMle De outra forma, um moédulo de um grafo
€ um subconjunto do seu conjunto de vértices tal que dscgérque nao pertencem a esse
subconjunto ndo distinguem os que pertencem com rekagftjacéncia. A introducao desse
conceito € atribuida a Gallar[31]32].

A definicdo de modulo sugere naturalmente um partici@rdmdo grafo nos conjuntds,
N(M) e N(M), onde existem todas as arestas possiveis 8h&él(M), nenhuma aresta entre
M e N(M), e uma atribuicao qualquer de arestas eNd) e N(M). Essa caracteristica ajuda
a derivar algumas propriedades, como veremos adiante.

Uma observacgao pertinente &€ gde& um modulo dé& se, e somente sk| € um modulo de
G. Note ainda gue cada componente de um g@ftesconexo € um modulo desse grafo e cada
componente de um grafd desconexo & um modulo @& Também & facil ver que entre dois
modulos disjuntos de um grafo ou existem todas as arests$vets ou nao ha nenhuma. No
caso de haver todas as arestas entre dois modulos de um&gditemos que esses modulos
sao adjacentes. Caso contrario, os dois moédulos s@adjacentes.

Os conjuntos com apenas um vértice, o conjunto vaxi¢@) sao osmoddulos triviaisde
G. Os demais modulos também sao chamadad@intos homagneos Um grafo éprimo se
todos os seus modulos sao triviais.

Um moduloM de um grafoG é forte se para todo modul®!’ de G temos queM NM’ €
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{0,M,M’}, ou seja, séM tem interse¢do com algum outro modulo de G, ou ele estfidm
ou contém esse outro modulo. Dizemos ainda queMugnummodulo maximal forteseM &
maximal entre os médulos fortes do grafo, excluindo o pedgonjunto de vértices do grafo.

Umaparticdo de congréncia?? em um grafds &€ uma particao dos vértices Gade forma
que cada parte € um modulo @e Como todas as partes de uma particdsao modulos dois
a dois disjuntos, esses modulos sao dois a dois adjacante®o-adjacentes. Representa-se a
relacao de adjacéncia entre as partesdpor um grafo denominado grafo quociente, definido
abaixo:

Definicdo 4.1 Dado um grafo G e uma paré@ de congréncia & = {M1,My,..., M}, 0
grafo quociente de G em relag a &2 & o grafo G» dado por UG») = {my,my,...,mg} e
E(Gz) = {{m,m;} : Mi,Mj € & e M, M; sao adjacentes em |5 Denominam-se fatores os
subgrafos induzidos por cada membrogieem G.

Em outras palavras;» € o grafo onde cada vértieg representa um modulo de? e
dois vértices sao adjacentes &y se e somente se 0s modulos correspondentes arem
adjacentes.

Nao é dificil ver que podemos ter uma particao de cogwgeia formada pelos moédulos
maximais fortes de um grafo. Basta observar que, para osilogtbrtes que estao contidos
uns nos outros, podemos pegar o mais externo. Como doislosddutesM e M’ nao contém
intersecao diferente de Bl ouM’, podemos notar que existem blocos de modulos fortes. Pega-
mos entao o0 mais externo de cada bloco de modulos fortadauaar a particao de congruéncia.

O seguinte teorema garante a existéncia de tal partigaais ainda, garante que ela € Unica.

Teorema 4.1 [B3] Dado um grafo @&o trivial G, existe umdinica parti@o de congréncia de
G onde cada dduloé maximal forte.

A decomposigo modularse propde a decompor um grafo recursivamente em seus osodul
maximais fortes. Como vimos anteriormente, se o grafo eatexo, suas componentes sao
modulos, e podemos ver facilmente que sao modulos maxior@es. Suponha qué possui
trés componentdsy, G, e G3. Podemos ver qué; juntamente cons, forma um modulo, mas
nao é forte porqué&, comGs também & um modulo, e haveria uma interseca@dd>odemos
fazer um raciocinio semelhante para verificar que os nodahaiximais fortes de um grafo com
complemento desconexo sao as componentes do complemasrao/ez queM € um modulo
deG se, e somente sb] & um modulo de&5. No caso do grafo ser conexo com complemento
conexo, nao é tao simples ver quais sao seus modulostaaxortes.
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A arvore que representa esta decomposicao, chaaradee de decomposa@ modulare
denotada pof (G), & exemplificada na Figufa#.1. A raiz dessa arvore & @@ahs folhas
sao os veértices d8 e as folhas da sub-arvore enraizada em cada no internafoum modulo
forte. Os nobs internos sao rotulad8gno série), se o grafo for conexo com complemento
desconexoP (no paralelo), se o grafo for desconexd €éno vizinhanca), se o grafo for conexo

com complemento conexo.

{a7 b? C? d7 67 f}

(b) T(G)

Figura 4.1: Grafds e sua arvore de decomposicao modular.

Uma descricao geral de como encontrar a arvore de degdoomodular € mostrada no
Algoritmol[ll.

Algoritmo 1: Decomposi¢cao Modular

Entrada: grafoG = (V,E)
Sdda: arvore de decomposicao modulaiG) correspondente @

1 se|V |=1lentao
2 retorneG;

3 seG é desconexentao

4 rotule o né comd;

5 crie um no para cada componente conéxde G e execute 0 algoritmo para cada
Gi;

6 seG é desconexentio

7 rotule o n6 comds,

8 crie um no6 para cada compogeﬂh/((gi)] ondeG; & uma componente d&e
execute o algoritmo para catg;

9 seG eG 30 conexogntao
10 rotule o n6 coma\;

11 sejaQ = qi1,0p, - - -, Ok Uma particdo de congruéncia @ecrie um nb para cadalq]
e execute o algoritmos para ca@gy;|.
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A dificuldade da decomposicao modular esta em enconrartegao relativa aos moédulos
maximais fortes dos nos de vizinhanca. Existem divergmsismos na literatura que constroem
a arvore de decomposi¢cao modular, alguns deles, inelusim tempo lineaf[34].

A decomposicao modular de um grafo torna-se ainda méipdra algoritmos em grafos
quando os nés de vizinhanca do grafo a ser decomposto possua estrutura conhecida.
Em [35], esse fato € utilizado para calcular o nUmero guttisalguma®,-classes.

Para maiores detalhes sobre 0 assunto & indicada a ledt(ifh &l [36].

4.2 Decomposigo Primeval

Em [10], foi apresentado um esquema de decomposic¢ao fis gienominado decomposicao
homogénea, juntamente com a teoridglaonectividade. Tal esquema utiliza uma decomposicao
primitiva (primeval em inglés), introduzida no mesmo takio.

A decomposicao primeval & derivada naturalmente petwereal 3]l (Teorema da Estru-
tura), que &€ uma consequéncia dos conceitd®,amnectividade €;-componente separavel.
Na arvore de decomposicao do esquema em questao, as &b a®,-componentes do grafo
(terceiro caso do teorema) e seus vértices fracos; OWE®0Ss correspondem a trés tipos de
operacoes de grafos (primeiro, segundo e quarto cas@ocknta).

Ja vimos anteriormente as operac¢des de uniao disjoprdcad ) e juncao (operacao
@). Claramente essas duas operacdes correspondem agsid@sos casos do teorema da
estrutura, no sentido de que, se uma grafo & desconexm elete a uniao disjunta das suas

componentes. O mesmo raciocinio pode ser aplicado pasoaleguncao. Precisamos de uma
nova operagao, que corresponde ao Ultimo caso do teorema

SejamG; = (V4,E1) e Go = (Vo, E2) grafos disjuntos tais qué; & umaP;-componente

separavel com particdtii,H>) e G, &€ um grafo qualquer disjunto d&:

e Operacad_2 Todo vertice deG, torna-se adjacente a todo vértice lde e a nenhum
vértice deH,.

A Figura[4.2 ilustra a operac&o. 2

O seguinte teorema & mostrado [10]:

Teorema 4.2 Todo grafo G owe R-conexo ou pode ser unicamente obtido a partir de syas P
componentes e seusrtices fracos atra@s da aplicago de uma sedgncia finita das operdies
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H2 Hl GZ

Figura 4.2: Operacdo 2

0,1e?2.

O Teorema da Estrutura e o Teoremd 4.2 sugerem a assodeagéaa grafd@s a uma
arvore Unical (G), que é a arvore de decomposicao primeval, cuja coy@tradeita através de
chamadas recursivas ao Algoritfdo 2.

Algoritmo 2: Arvore de Decomposicao Primeval

Entrada: grafoG = (V,E)
Sdda: arvore de decomposigao primevidlG) correspondente @

[y

se|V |=1ou Gé R-conexcentao
2 retorne a arvord@ tendoG como seu Unico veértice;

3 seG é desconexentao
4 | sejamGy,Gy,...,Gp (2< p) as componentes d&

5 sejamTy, Tp, ..., Tp as arvores primevais dey, Gy, . . ., Gp, respectivamente,
enraizadas emy,rp,...,rp;

6 | retorne a arvor@ (G) obtida pela adi¢ao da,rz,...,r, como filhos de um n©0
7 seG é desconexentiio
g | sejamGy,Gy,...,Gp (2< p) as componentes d&;

9 sejamTy, Tp, ..., Tp as arvores primevais dey, Gy, . . ., Gp, respectivamente,
enraizadas emy,rp,...,Ip;

10 | retorne a arvor@ (G) obtida pela adi¢ao dg,ra,...,rp como filhos de um n@1
11 seG satisfaz a cond#p 4 do Teorema da Estruturantao
12 facaG; a p-componente separavel® = G\ Gy;

13 sejamTy e T, as arvores primevais de; e G, respectivamente, enraizadas ene
r2;

14 retorne a arvord@ (G) obtida pela adigcao dg er, como filhos de um n©)2

A Figura[4.3 mostra o exemplo de um grafo e sua arvore de dexsigdo primeval. Dado
um grafoG qualquer, podemos encontfB(G) em tempo linear. Tal arvore & Unica, a menos
de isomorfismo<[11]. Observe ainda que a quantidade deab§d) & da ordem déV (G)],
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uma vez que a arvore de decomposicao primeval pode garcagso uma arvore binaria, com
|V(G)| folhas. Como em arvores desse tipo as folhas representaadenga quantidade total
de nos,T(G)| possui ao todo ¥ (G)| nos.

Figura 4.3: Grafo e a arvore de decomposicao primevatspondente.

Os problemas resolvidos em tempo linear para a clagsp— 4) citados anteriormente
utilizaram a decomposigao primeval.

Em suma, pararesolver um problemaem um grafo através dequema de decomposicao,
primeiramente aplicamos tal decomposi¢ao ao grafohglerama arvore. O proximo passo &
resolver o problema para as folhas dessa arvore. Note gse pento ja existe uma diferenca
entre as decomposi¢cdes modular e primeval: as folhasmi@ipa sao vértices Gnicos, também
chamados de vértices fracos, enquanto na segunda astaotzém podem sél-componentes
separaveis. Resolver um problema para vértices fracogi@. No caso das folhas que sao
grafoP4-conexos, & necessario um pouco mais de trabalho, mdmgeta é facil.

Uma vez resolvido o problema para as folhas, precisamo®kescomo resolvé-lo para
0s nos internos da arvore, que sao rotulados por opesagmn grafos. Isto &, precisamos calcu-
lar um certo parametro para um grafo resultante de uma ggeeplicada a outros grafos, para
0S quais o parametro ja foi calculado. As decomposiciiadas possuem as operacaoes®
em comum, mas diferenciam em uma terceira operacao. Hesanga € o que determina ba-
sicamente a escolha do esquema: a modular & adequada@®swague 0s nos de vizinhanca
do grafo a ser decomposto possuem uma estrutura conheeigaineeval € ideal para os casos
em gue os grafoB;-conexos, bem como d&-componentes separaveis obtidas na operagao 2
sao bem caracterizadas.
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4.3 Decomposigo de(q,q— 4)-grafos

A seguinte caracterizac¢ao dagq— 4)-grafosPs-conexos é mostrada ef1l [6], onde a aranha
considerada poss&= 0.

Teorema 4.3 Seja G= (V,E) um (g,q — 4)-grafo R-conexo. Er#io, exatamente uma das
sentencas abaixe verdadeira:

1. Se G um(5,1)-grafo enfio Gé uma aranha;
2. Se Ge um(7,3)-grafo endio |V |< 7 ou Gé& uma aranha;

3. Se G& um(qg,q—4)-grafo,qg=60uqg> 8, eno|V |<q,

Ou seja, s& = (V,E) & um(q,q— 4)-grafo P;-conexo, enta@ & uma aranha ou possui
menos de g vértices (nesse caso dizemos@eéepequeno). Na arvore de decomposi¢ao pri-
meval, todo n6 & um subgrafo induzido do grafo originaltaénse aplicarmos a decomposicao
primeval a um(q,q— 4)-grafo, todo n6 da arvore vai continuar pertencendo asel@sq—4).
Como todaP;-componente &;-conexa, pelo teorema acima, 0s n6s queRammponentes
ou sao aranhas ou sao pequenos. Esses nos serao folaammareferida. Utilizando esta
informacao, varios problemas foram resolvidos em tefpEar para essa classe de grafos,
entre eles, o problema de encontrar o nUmero cromatido[Ehtre outros problemas ja resol-
vidos em tempo linear para essa classe, estao a versaerpdadia clique e conjunto indepen-
dente, nlUmero cromatico e cobertura por cliqué [13],Uegm arvore e minimo fill-in [37] e
ainda o problema da arvore de Steiner, circuito hamiltumigoloracao por lista, extensao de
pré-coloracao, entre outrds [12].



33

5 Coloraco Gulosa

Como vimos anteriormente, o problema classico de camrague consiste em determinar
o nUmero cromatico de um grafo qualqueN B-dificil. Uma vez constatado esse fato, & natural
que se busquem métodos heuristicos para colorir um griaionizando a quantidade de cores
utilizadas. Uma maneira intuitiva de fazer isso € colosivértices de forma gulosa, atribuindo
a cori a um veérticev se, e somente se, todas as cores menoresjgaparecem em algum dos
vizinhos dev. O Algoritmo[3 descreve esse procedimento.

Algoritmo 3: Algoritmo guloso de coloragao

Entrada: GrafoG = (V,E) e ordemf = vy, Vo, ..., v, deV(G)
Sada: Coloracao propria deG

1 paratodoi=1,... nfaca
2 L c(vi) =k, ondek € {1,...,n} &a menor cor nao utilizada eN(v;) N {vi,...,Vi_1}.
3 Retornec.

Dizemos que uma coloracaoé gulosa se ela pode ser gerada pelo Algorifino 3. Se a
coloracao gerada por tal algoritmo poskuores, também podemos denota-la kaoloracao
gulosa. Nao é dificil ver que o niumero de cores utilizad@pende da ordem escolhida para os

vertices.

O problema de Coloracao Gulosa consiste em determinared®das as possiveis ordena-
cOes sobr&/ (G), a maior quantidade de cores que o algoritmo acima utiliznotamos essa
quantidade ponumero gulosale G , ouI'(G), também conhecido como nUmero cromatico
first-fit ou nUmero de Grundy.

O Algoritmo guloso de coloragao gera somente coloragiiéprias de um grafo. Dessa
forma, o nUmero de cores de qualquer coloracao geradi@lpaigoritmo & um limite superior
para o numero cromatico. Em particulg(G) < (G). O nUmero guloso representa o pior caso
da aplicacao do Algoritmid 3 em um grafo, determinandoaoquiim esse limite superior para
0 nimero cromatico pode ser. Existe uma subclasse deegrgae demonstra que a distancia
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entre o nlUmero cromatico e o nimero guloso de um grafajgealpode ser tao grande quanto
desejarmos. Arvore binomial B , de ordenk, & definida como segue:

B um vértice sek=0
k= i L ~
uma arvore com raie cujos filhos sady, ...,Bx_1, sek>0
Bo By B, B3
o

Figura 5.1:Arvores binomiais.

Considere uma arvore binomik e uma orden® sobre os vértices dBy tal que os pri-
meiros elementos da ordem sao as folfiés. .., fx} de By, depois, nesta ordet, estao as
folhas deBy — { f1,..., fx}, € assim sucessivamente. Veja que ao aplicarmos o algayitfoso
usando essa ordefh o algoritmo utilizar&k + 1 cores, enquanto o nimero cromatico de uma

arvore é 2.

O Teorem&’]1 prova ainda que a quantidade de cores utgizsda&oloracdes gulosas em
um gafoG & continua entrg(G) el (G).

Teorema 5.1 [B8] Seja G um grafo comimero cronatico x(G) e nimero de Grundy (G).
Para todox (G) < k <T(G), existe uma k-colord&p gulosa de G.

Um limite superior trivial pard (G) € A(G) + 1, pois a coti so & atribuida a um vértioe
se existem vértices na vizinhangawdeom todas as cores menores gque

Zaker [39] demonstrou que, dados um gré&fe- (V,E) e um inteiro fixok, existe um algo-
ritmo de complexidad@’(nzkfl) para determinar se(G) > k. Para tanto, foram utilizados os
k-atomos , que sao uma familiade grafdgsk = 1,2, 3, .. ., tal que € definido indutivamente
como segue:

o VQf/l = {Kl}.

 ah={Ka}.
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* G € g & construido a partir del € «%4_1 com |V(H)| = n da seguinte forma: Para
algum 1< m< n, considere&Sy,UH, ondeS, € 0 conjunto estavel com vértices, e um
subconjuntoN C V(H) com [V (W)| = m. Construa um emparelhamento perfeito entre
W eV (S;) e conecte cada vértice #éH ) \ W & um (e somente um) vértice arbitrario em

V(Sn).

A Figural5.2 ilustra a construcao de lka@dtomo.

{(k—l)—dtOmO} [ e ‘ ) ) |V‘ =n

Sm B ' [Vl=m 1<m<n

Figura 5.2:k-atomo construido a partir de ufk — 1}-atomo.

Foi mostrado qué (G) > k se e somente 98 contém umk-atomo [39]. Uma vez que a
quantidade d&-atomos depende somenteldea cardinalidade méaxima de ua@tomo & 51,
buscamos urk-atomo enG em ﬁ(nzkfl) passos. Entretanto, determinar se o nUumero guloso de
um grafo & superior ou igualla para unmk € N qualquer, &€ um problenfdP-completo[40] e,
mesmo para urp fixo, € NP-completo decidir s€ (G) < A(G) +1— p [41]. De fato, encontrar
[(G) & NP-dificil mesmo para complementos de grafos bipartidbs [5]

5.1 Colora@o Gulosa Para(q,q— 4)-grafos

Para determinar o nUmero guloso de um gf@fpertencente aog, q — 4)-grafos, utiliza-
mos a decomposi¢ao primeval. Como explicamos anterimienelepois de gerar a arvore de
decomposicao primeval, precisamos calcUlpara as folhas. Para os vértices fracos, o calculo

desse parametro é trivial.

Sabemos, pelo Teorerha¥.3, que uma fath@-componente separavel ou € uma aranha
comR = 0 ou & um grafo com menos devértices. No primeiro caso, o Lerhiab.1 enunciado
a seguir garante que podemos calcdilgd) em tempo linear. Por outro lado, se a folha for
um grafoH com menos deg vértices, podemos gerar todas as ordens possiveis daesé&lo
grafo e passar cada uma como entrada para o algoritmo gulag@(dens), produzindo dessa
forma todas as coloracdes gulosastdem tempo constante.



36

Lema 5.1 [B5] Seja G um grafo com rértices. Se & uma aranha € (R) & dado, eréiol (G)
pode ser determinado em tempo linear.

As trés operacdes da decomposicio primeval3&anio disjunta)_L(juncao) e (2 E
conhecido que S8 & a uniao disjunta de dois graf® e G, entad (G) = max{l'(G1),l (Gz)},
e seG é a jungao de dois grafd3; e Gy, entaol (G) =T(G1) 4+ (Gp) [42)].

A determinacdao do niumero guloso para a operagamo Zaso em que p-componente
separavel € uma aranha é dada no LEma 5.1.

Neste trabalho, calculamds para a operaca@),2no caso em que p-componente se-
paravel € um grafo com menos geértices. O LemhAH&l2 & fundamental para a resoluca@dess
operacgao.

Lema 5.2 [LO] Um grafo p-conexo & sepaével se, e somente se, 0 seu grafo quociente
grafo split.

Se o grafo quociente de unpacomponente separavil € o grafo split(K, S), entdo todo
modulo maximal forteMi! C H; & representado por um vértigg na cliquek, e todo modulo
maximal forteMj2 C H, é representado por um vértixzfeno conjunto independeng& Dizemos
queH[M;] = Hj.

Existe umarelagao entre o nUmero guloso de um grafo eneriguloso dos seus modulos,
como mostra a ProposicBab.1.

Proposicgdo 5.1 [B5] Sejam G, H,...,Hy grafos disjuntos tais qué/(G)| = n e V(G) =
{v1,...,Vn}. Seja G o grafo obtido pela substituip do \ertice y € V(G) por H;, de forma
que existem todas as arestas entre ediges de He Hj, i # j, se e somente sew € E(G).
Entio, em toda coloradp gulosa de G no maximoT (H;) cores ocorrem em cada subgrafo
induzido H C G/, paratodo i€ {1,...,n}.

Observe que, de acordo com a Proposicdlo 5.1, uma catbragdsa de um graf@ restrita
aos seus modulos também & gulosa para eles. O seguirdetlemma generalizacdo de um
resultado mostrado em[43].

Lema 5.3 Seja G um grafo e M um @dulo de G tal que ®1] = H. Seja G o grafo obtido
pela substituigo de H por K, onde ké a quantidade de cores que aparecem em H em uma
coloraggo gulosa de G que gelfaG). En&ol (G) =T (G').
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Demonstra@o: Sejac a coloragao que gefaG) e A= {a1,...,0ax} 0 conjunto de cores de
que aparece efid. Denote os véertices do grafo completo que subdtiteim G’ porwy, ..., w
e denote poc’ a coloragdo d&’ definida porc/ (G —Ky) =c(G—H) ec(w;) = aj, para todo
1 <i < k. E facil ver quec’ @ uma coloraco gulosa @. Entaol (G') > (G).

Note que, pela ProposicBab.1, existe uamloracdo gulosa dd e seja(S;, ..., ) essa
k-coloragao gulosa. Sefaumal (G')-coloragao gulosa d&'. Denote poB = {f4,...,B} 0
conjunto de cores que aparecemi§ptomf; < ... < k. Sejac’ a coloragao d& que atribui
a corf3; aos vértices d§, para todo K i <k, ec(G—H) = c(G—Ky). Claramente¢’ € uma
coloracao gulosa d@. Logo,l'(G) > T (G'). O

Denotamos poBy uma ordem que dada como entrada para o algoritmo gulosoyzrod
uma coloracao corfi(H) paraH. Em particular, denotamos pa'y uma ordem que produz uma
colorag&o conf (H}) cores parad].

Observe que, no grafd, H; é a juncao de-lll, . .,Hll, uma vez que, entre os grafos in-
duzidos por dois moddulos de um mesmo grafo, ou existem taglagestas ou nenhuma, e
Hi,..., H|1 sao os grafos induzidos pelos modulos maximais forté$d€igurd5.3(d)). Logo,

[ (H1) & o nimero guloso da jungao dos grafs. .., H, que &y|_, I (H!). Da mesma forma,
o numero guloso de urh=|i2 emH;, com sua vizinhanca e, sera o nUmero guloso da jungao
desses grafos (Figuras.3(b)). O Teordma 5.2 € o resultautgal desta secao.

H2 H1 H2 Hl
(@) (b)

Figura 5.3: Grafd.

Teorema 5.2 Seja G um(q,q — 4)-grafo contendo um p-componente sepaal H= (Hq,Hy)
com no naximo q \ertices tal que todoartice em R= G — H & adjacente a todoértice em H
e a nenhumértice em H. Sejam H,...,H! os nbdulos maximais fortes dejH¢ HZ, ... H2
os nodulos maximais fortes de;HDadosy (R) el (R):

(a) Sel(R) > max<j<ml (H?), en&ol (G) =T(R) + S!_; I (HY);
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(b) Ser(R) < maxy<i<ml (H?), F(G) =T (H2Kr g))-

Demonstra@o: (a) Uma ordem que comeca pég, 911,...,9'1 dada como entrada para o al-
goritmo guloso produz uma coloragdo gulosaGeom pelo meno$ (R) + z!zlr(Hil) co-
res, uma vez qu&[H; UV (R)] € a juncao deR,Hll,...,Hll. Entdo, temos que provar que
M(G) <T(R)+53!_;(H!). Suponha por absurdo que existe uma coloragao gulde& com
mais quel (R) 4+ S!_; [ (H1) cores e sej@max a maior cor em enc. Considere os seguintes

casos.

1. Existe um vértice € R colorido comcmax:

Sejac’ = ¢(G[H1UV(R)]). Todas as cores emdevem aparecer egi, uma vez que,
por ser colorido contnay € adjacente a vértices coloridos com todas as coreeatéey
decmax €, além disso, um vértice eRitem vizinhos somente e@[H; UV (R)]. Logo,

¢ tem mais dd (R) + z!zlr(Hil) cores. Note qu€ ndo & uma coloragao gulosa para
G[H1UV (R)], porque uma coloragao gulosa p&gd, UV (R)] tem no maximd (R) +
y1_, T (H1) cores, dado qu&[H; UV (R)] € a jungao d&R Hi,... HL. Portanto, existe
um vérticeu € G[H; UV (R)] com a corcy que nao tem vizinho colorido comx em
G[H1UV (R)], para alguney < c,. Tal vértice deve esta ehiy, pois todos os vizinhos dos
vertices enR estao enG[H; UV (R)]. Entao,u € H! tem um vizinhow € H? com a cor
cw = Ck. Note que existem todas as arestas etfre sz. Algum vérticeze G[H,UV (R)]
também recebe a cay. E facil ver quez ¢ R, caso contrarial teria um vizinho em
G[H1UV(R)] com a corck, uma vez que todo vértice de & adjacente a todo vértice
de Hi. Pelo Lemd%l2, existem todas as arestas possiveis ensrenddulos deH;.
Dessa formaz ¢ H, paras # i, porque também nesse casga teria um vizinho em
G[H1 UV (R)] colorido comey. Portantoz € H! e, consequentementeé adjacente &,
uma vez que existem todas as arestas possiveistéhte] f Mas ambos sao coloridos
com a corc, e essa coloragcado nao seria propria.

2. Existe um veértice € H, colorido comcmax:

Seja um vertice € HZ, para algunse {1,...,m}, ec = c¢(GV(H2)UN(H2)]). Todas as
cores ent devem aparecer e, dado ques tem que ser adjacente a vértices coloridos
com todas as cores diferentes @iy € um vértice em-|§ tem vizinhos somente em
G[V(H2) UN(H2)]. Entdo,c’ tem mais dd (R) + !_, ' (H!) cores. Note qué (R) >
max <i<m[ (H?) implica emr" (R) > I (HE). Portantol” (HE) + Yicnmz) M(HY) <T(R)+
y1_,T(HY). Entdoc ndo & uma coloracdo gulosa p&&/(H2) UN(HZ)], pois uma
coloragao gulosa pa@V (HF) UN(H$)] tem no maximd™ (Hg) + ¥icnuz I (H), uma



39

vez queG[V (H2) UN(H2)] & ajungao deéd2, Hi, Vi € N(H2). Assim, existe um vértice
u e GV(H2) UN(H2)] colorido com a cocy que n&o tem vizinho colorido comy em
G|V (H2) UN(H2)], para alguncy < c,. Tal vértice deve pertencerky, pois todos os
vizinhos dos veértices del, estao emG[V (H2) UN(H2)]. Entao,u € Hl, ondeH! €
N(H2), tem um vizinhow € R colorido comc, = ¢x. Observe que algum veértieec
(V(H2) UN(H2)) também é colorido cory. E facil ver quez ¢ H2. Caso contrarioy

ja teria um vizinho enG[V (H2) UN(H2)] coloridoc, uma vez que todo vértice d¢? &
adjacente a todo veértice d(H2). Pela mesma razaag¢ H?, paraj #i e j € N(H2).
Portantoz € H, mas existem todas as arestas possiveis eiteeR, 0 que faz com que
w e z sejam vizinhos. Porém ambuse z sao coloridos congy, e essa coloragao seria

impropria.
3. Existe um vértice € Hy colorido comcmax:

Para receber uma cor maior qU¢R) + S!_;(H1), v deve ter pelo menoE(R) +
y1_, T (HY) vizinhos com cores diferentes. Da sua vizinhangaRemtem no maximo

[ (R) vizinhos com cores diferentes, iorl5.1. Da vizinhancaeteH!, parai € {1,...,1},
vtem no mélximozgz1 M (HY) — 1 (sua propria cor), também dark.1. Logo, uma nova cor
cn deve aparecer em um vértieec H?, ondeV(HjZ) € N(v). Uma vez que os vértices
emR nao possuem nenhum vizinho éty, ¢, deve ser maior que todas as corefaew
deve ser vizinho de vértices coloridos com todas as cor&s dledas essas cores devem
aparecer enil?, pois 0s vizinhos dev fora deHj2 sao vertices délq, todos vizinhos de
todos os vertices dR e, portanto, com as cores diferentes das dos vértices &abe-
mos que enH? aparecem no maximb(H?) cores, entaev tem no maximd (H?) — 1
vizinhos que recebem cores diferentesf&fm Mas sabemos qU’e(HjZ) < T(R) implica

em F(sz) — 1< ' (R). Entao, todas as cores Bendo podem aparecer na vizinhanga de

w, e tal vértice nao pode receber uma cor nova.

(b) Uma vez qué (R) < maxi<j<mI (H?), em umal (G)-coloragéo gulosa dé, por[51,
existemp < g cores enR. Nao sabemos o valor exato gemas sabemos quevai dex(R) a
(R). Por[E.B, podemos substitipor uma grafo completo com vertices e podemos obter
todas as ordens possiveis dos vértice&dgue sadq+ p)! no total. Entdo, podemos calcular
todas as coloracdes gulosas@em Z;(:FB(R) (p+09)! passos, ondg é fixo. O
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5.2 Colorago Gulosa de Arestas

Como mencionado anteriormente, a coloracao de grafbs loorresponde ao problema
de coloragcao de arestas para grafos em geral. A colorgg®sa de grafos linha, resultado
da aplicacao do Algoritmo guloso de colora¢do 3 a tatsg, também possui uma definicao
equivalente em coloracao arestas, dada a seguir.

Seja um grafd@s = (V,E) e uma orden® = ey, ..., e, sobrek, o algoritmo de coloragao gu-
losa de arestas atribueao menor inteiro positivo que ainda nao foi atribuido a nenh aresta
adjacente a no conjunto{ey,...,g_1}. Uma coloracao obtida pela execucdo do algoritmo
guloso de arestas em um grafo & chamada de coloraca@gld@sestas.

Lembramos que umigcoloracao de arestas de um gr&dambém pode ser vista como
uma particaa? = (M1,My,..., M) do conjunto de arestas do grafo énemparelhamentos
disjuntos onde cad®l; contém as arestas coloridas com a icquara toda € {1,...,k}. A
coloracao gulosa de arestas possui a seguinte propeedad

Propriedade 5.1 Vi < j, toda aresta e em e adjacente a uma aresta em.M

Observe que, se a Propriedddd 5.1 nao fosse satisfeitgoiitimo guloso de arestas nao
atribuiria uma cor maior quiea aresta. Reciprocamente, uma coloracao de arestas que satisfaz
€ uma coloracao gulosa de arestas relativa a qualgiemacao de arestas em que as arestas
deM; precedem as délj, Vi < j.

O maior numero de cores obtidas pela aplicacao do aigoule coloracao gulosa de arestas
em um grafoG € o indice de Grundy e & denotado p&(G). Note quel’'(G) =T (L(G)). Por
definicao,A(G) < x/(G) < T''(G). Alem disso, como uma aresta € adjacente a no maximo
2A(G) — 2 outras arestad\(— 1 em cada extremidade), a colora¢ao gulosa das ares@sske
no maximo A(G) — 1. Dessa forma)(G) < T'(G) < 2A(G) — 1.

Estrelas sao exemplos de grafos em que o indice de Grunglyaéao grau maximo.
Também existem grafos em que o limite superior 4&¢@ — 1 para o indice de Grundy &
alcancado, como as arvores que chamamos aqui de bin@magsestas. A definicao de tais
arvores se assemelha a definicao das arvores binomgisvore binomial em arestasgBde
ordemk, & definida como segue:
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P, sek=0
BS Ps, sek=1
obtida a partir da inclusao uma arestacidente as raizes dBy_; eBg ,
| e comamesma raiz & ,, sek>1
Bo

B, B, B; B,
(&
(& e e (&

Figura 5.4:Arvores binomiais em arestas.

Considere uma arvore binomial em ared§e uma orden® sobre as arestas dB tal
que os primeiros elementos da ordem s@o as arestas iresdentfolhag f1,..., fx} de B,
depois, nesta orderfi, estao as arestas incidentes as folhaBde {fy,..., fx}, e assim su-
cessivamente. Veja que ao aplicarmos o algoritmo gulosorestas usando essa ordémno
algoritmo utilizara 2A(Bg) — 1 cores, park € {0,2,4,...}.

Nao foram encontrados resultados na literatura sobreagdo gulosa de arestas. Os resul-
tados que seguem foram obtidos durante um estagio de ah@stwaNRIA/Sophia Antipolis,
sob a orientagao de Frédéric Havet. O estagio foi zadb gracas a uma parceria do grupo
ParGO com a equipe Mascotte. Nessa ocasiao, estudamopkermade de encontrar o indice
de Grundy de um grafo, mostrado que & NP-dificil. Alensdjsestudamos o problema para a
classe dos caterpillars.

5.2.1 coNP-completude de Colora@o Gulosa de Arestas

Nesta secao, provamos que & NP-dificil encontrar @wénde Grundy de um grafo. Para
isso, mostramos que o problema CGMA, definido a seguir, @Ra@ompleto.

Coloragao Gulosa Minima de Arestas (MCGA)
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Instancia: Um grafds.
Perguntal”’(G) = A(G)?

No6s fazemos uma reducao para o problema de coloracaoedtas em um grafo ctbico
(ICGC), provado ser NP-completo em[29].

indice Cromatico de Grafos Cubicos (ICGC)
Instancia: Um grafo clbicG.
Pergunta: O indice cromatico de um grafo cul®&é igual a 3?

NOs estendemos esse resultado para um problema maiske@A].

f-Coloracao Gulosa de Arestas (FCGA)
Instancia: Um grafcs.
Perguntal”’(G) < f(A(G))?

Observe que sé & a identidade f(k) = k, para todok), entaof-Coloragado Gulosa de
Arestas é Coloracao Gulosa Minima de Arestas. Nosnaosis que para qualquer funcédal
quek < f(k) < 2k— 2, o problemaf -Coloracao Gulosa de Arestas & co-NP-Completo.

Nos mostramos primeiramente a co-NP-completude de Midinloracao Gulosa de Ares-
tas.

SejaH um grafo clbico comm vérticesws, ..., w,. SejaG o grafo definido poW (G) =
V(H)U{us,...,un}u{v,a,b,c} eE(G) =E(H)U{uw|1 <i <n}u{vu|l<i<n}u{av,bv,cv}.
O grafoG & mostrado na figura Figueb.5.

Figura 5.5: Grafds obtido de um grafo cubicHhl.

Em G, d(v) = n+ 3, enquanto o grau de todos os outros vértices &€ no maxinizedsa
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forma,A(G) =d(v) = n+3, umavez que > 4 porH ser cubico. Além do mais, toda aresta de
G é adjacente a no maxinmet+ 3 arestas, entdd (G) < n+4 = A(G) + 1. Portanto, o indice de
Grundy deG & A(G) ouA(G) 4 1. No Teorem&5]3, mostramos a redugao do probiextiae
Cromatico de Grafos Cubicos para Minima Coloracam&aide Arestas.

Teorema 5.3 [A4] x'(H) = 3 se e somente $&(G) = A(G) + 1.

Demonstra@o: (=) Suponha que existe uma 3-colora¢ao de arestiedH. Vamos estender
c para uma coloracao gulosa de aresta&sd®m A(G) + 1 = n+4 cores. Faga(av) =1,
c(bv) = 2,c(cv) =3 e, paratodo X i <n, c(uwi) =4 ec(u;v) =i+ 4. Note que todo vértice
w; € incidente a uma arestadecom cada umadas cores 1, 2 e 3, uma vequuébicoE facil
ver que essa é una+ 4)-coloragao gulosa de arestas@epoisc cumpre a Propriedadle’®.1.

(<) Suponha que existe unia+ 4)-coloracao gulosa de arestas @e Alguma aresta re-
cebe a co(n+4). Tal aresta tem que ser adjacente a pelo mere8 arestas e, portanto, tem
que ser uma das arestag, digamosvu,. Comovu, € adjacente a exatamente- 3 arestas

e a coloracéo é gulosa, todas as arestas adjaceutgsiavem receber cores diferentes entre
1,...,n+3.

Vamos provar por indugao em<l j < n que a arest@; adjacente au, colorida com
n+5— j & algumavy;, onde o resultado ja vale paja= 1. Suponhg > 2. A aresteaej deve
ter grau pelo menos+5— j uma vez que & adjacenteva, e uma aresta com cada uma das
cores em{1,...,n+4— j}, pela Propriedade3.1. Entapdeve ser incidente g dado que as
arestasi,w, sao adjacentes a somente quatro arestas. Mais &indeye ter grau pelo menos
n+ 3 uma vez que é adjacentg a 1 arestag para 1< | < j, por hipbtese de inducao, e uma
aresta de cada uma das cores{dm..,n+4— j}. Portantogj & uma dasy.

Podemos supor, sem perda de generalidadecque) = 4+ i, para todo I<i < n. As
arestawu sao adjacentes a arestas coloridas cgfn3dle 4. As que tem a cor 4 devem sgw;,
dado que as arestas, bv e cvsao adjacentes a no maximo duas arestas coloridas comalgu
das cores erjl1,2,3}. Logo,c(uw;) = 4, para todo K i <n, eav, by, cvsao coloridas com
{1,2,3}.

Agora toda arestajw; & adjacente a trés arestas, uma de cada corle3}. Uma vez
quec(vy) > 5, essas trés arestas devem ser as trés arestas incaengsH. Portanto todas
as arestas dd recebem uma das cores dh 2 e 3}, e a restricao deaH & uma 3-coloracao
de arestas. O
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Corolario 5.1 O problema da Colora&o Gulosa Mnima de Arestaé co-NP-completo.

Demonstra@o: O problema da Coloragao Gulosa Minima de Arestas érokange coN P, pois
uma coloracao gulosa de arestas de um ggadom pelo menoA(G) + 1 cores & um certificado
quel’’(G) > A(G). O resultado & complementado pela reducao do Tedreina 5.3 O

Observag@o 5.1 O grafo G temindice cronético A(G). Note que as arestas incidentes a v
podem ser coloridas coth...,A(G), e essa colorago pode ser estendida aplicando-se o al-
goritmo guloscas demais arestas. Como todas elas sdjacentes a no &imo seis outras
arestas, tefio no néximo cor7. ComoA(G) > 7, obtemos um&(G)-coloraggo de arestas.
Dessa forma, a red@p acima mostra qué co-NP-completo decidir 9€(G) = x'(G).

Agora mostraremos a co-NP-completude do problén@oloracao Gulosa de Arestas, ge-
neralizando os resultados apresentamos acima para o ke Coloracao Gulosa Minima
de Arestas.

SejaH uma grafo cubico com vérticesws, ..., w, e sejaG um grafo como o definido na
prova do TeoremRH.3. Sefa= f(n+3) — (n+3). Entdo 0< p<n+1. Para I<i < p,
definimosT; como a arvore com conjunto de vertices, bi,ci,ti} U{ai j,0ij,C j,s j,tij| 1<
j <n—1} e conjunto de arestdst;, bitj, cit; } UU?;%{ai7jti7j,bi7jti7j,Ci7jtij,ti7j37j,37jti}. Seja
G’ o grafo obtido pela unido disjunta e T, adicionada das arestagj para todo < i < p.
O grafoG’ € mostrado na figura Figueb.6.

Figura 5.6: GrafdG' obtido de um grafo clbichl.

Observe qué\(G') = n+ 3 e os vértices com gran+ 3 saov,ty, ..., tp € uy quandop =
n+1. Além do mais, toda aresta & adjacente a no maxim@ + p arestas, e dessa forma
"(G) <n+3+p+1=f(A(G))+ 1. No Teorem&®hl4, apresentamos a reducao do problema
indice Cromatico de Grafos Clbicos pdr&oloracio Gulosa de Arestas.
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Teorema 5.4 [44] x'(H) = 3 se e somente $&(G') = f(A(G)) + 1.

Demonstrag@o: (=) Suponha que existe um 3-coloracao de arestiesH. Vamos estender
para uma coloragao gulosa de aresta8'dmm f (A(G')) +1 = n+ p+4 cores. Primeiramente,
estendemos em uma(n+ 4)-colora¢ao gulosa d& como fizemos na prova do Teorefal 5.3.
Em particular, temos(u,w,) =4 ec(upv) =n+4. Paratodo Ki < petodo 1< j<n-1,
fagcac(tiaj) = 1, c(tibj) = 2, c(tici) =3, c(tj jai j) = 1,c(ti jbi j) = 2,c(ti jcij) = 3,c(ti js,j) =4,
c(s.jti) = j +4 e finalmente(tju,) = n+4+i. E facil verificar quec cumpre a Propriedade®.1,
e portanto &€ umén+ p+4)-coloragao gulosa de arestas@e

(<) Suponha qué&’ admite uma(n+ p + 4)-coloragdo coloracao gulosa de arestaara

todo 1< i < p, deve existir pelo menos uma aregt@om a com+4+i. Essas arestas devem
ser adjacentes a pelo menos 3+ arestas, pela Propriedddel5.1. Entao mdieve esta em

F = {vun} U{unti|1 <i < p}. A arestae, & adjacente a uma arestacolorida comn+4. Essa
aresta €& adjacente a pelo memes4 arestas, uma de cada cor ¢f...,n+ 3} eep. Entao

ey também deve esta em. Pela cardinalidade de, todas as arestas todas as arestas desse
conjunto sao coloridas com cores diferentes efitre 4,...,n+ p+4}.

Desde queu, tem uma das core+4,...,n+ p+4} e tem arestas vizinhas com as cores
{1,...,n+3} emG, podemos aplicar o mesmo argumento utilizado na prova dieirebs.B e
chegar a conclusao de que a restricac dél & uma 3-coloracao de arestas. t

Corolario 5.2 O problema f-Colorago Gulosa de Arestas co-NP-completo.

Demonstra@o: O problemaf-Coloracao Gulosa de Arestas € clarament&&y{ois uma
coloracao gulosa de arestas de um gfafmm pelo meno$(A(G)) + 1 cores & um certificado
quel’(G) > f(A(G)). O resultado & complementado pela reducao do Tedretiha 5.4 [

5.2.2 indice de Grundy dos Caterpillars

Nesta secao, mostramos um algoritmo polinomial pardweso problema da Coloracao
gulosa de arestas para os caterpillars. Esses grafos g@evsdies tais que se todas as folhas
e arestas incidentes as mesmas forem removidas, o queoegtafo € um caminho induzido,
chamado caminho principal.

Nos proximos resultados, demonstramos algumas propiésdta coloracao gulosa de ares-
tas dos caterpillars. N6s mostramos quel'se um caterpillar][’/(T) < A(T)+ 1, e entdo o
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indice de Grundy d& éA(T) ouA(T) +1. Em seguida, damos um algoritmo polinomial para
computad™(T).

Lema 5.4 Seja T um caterpillar e v umévtice no seu caminho principal. Em toda colozac
gulosa de arestas de T, as cotks..,d(v) — 2 aparecem nas arestas incidentes a v.

Demonstrag@o: Sejac uma coloragao gulosa de arestasIdeSuponha por absurdo que uma
das coresr € {1,...,d(v) — 2} nao é atribuida a nenhuma aresta incidente@omo todas as
arestas incidentes\gpossuem cores diferentes, pelo menos pelo menos trésrmarees que
d(v) — 2 aparecem em trés arestas incidentesldma dessas cores, digan@sdeve aparecer
em uma aresta incidente a uma folha. Masé adjacente somente as arestas incidentes a
Entao, para algumx < d(v) — 2, enao é adjacente@. Comoa < d(v) —2 < 3, a coloracao
de arestas nao € gulosa. O

Lema 5.5 Seja c uma colorép gulosa de arestas de um caterpillar T e v wgrtice no cami-
nho principal de T. Se duas arestasee incidentes em v recebem cores maiores g € 1,
enfio g e & sdo duas arestas do caminho principal e as arestas que tem egtremidades v
e uma folha &o coloridasl, ...,d(v) — 2.

Demonstra@o: Suponha por absurdo que uma dessas duas arestas, diga@ascidente a
uma folha. Entae; é adjacente d(v) — 1 outras arestas, e uma delas,foi colorida com uma
cor maior qued(v) — 1. Portantce; é adjacente a no maxind{v) — 2 arestas cujas cores sao
menores ou igual d(v) — 1. Entao, existe uma car em{1,...,d(v) — 1} tal que nenhuma
aresta adjacentea@ possui a cor. Isso contradiz o fato de ser gulosa. Entae; e e, sao
arestas do caminho principal.

Agora, pelo Lem&%]4, devem existir arestas incidentecam cada uma das cores em
{1,...,d(v) — 2}. Dessa forma, ad(v) — 2 arestas diferentes @g e e,, que sao as arestas que
conectanv as folhas, possuem as cofds. .., d(v) — 2}. O

Teorema 5.5 Se Té um caterpillar, erfio ' (T) < A(T) + 1.

Demonstra@o: SejaT um caterpillar eA(T) = A. Suponha por contradicdo que existe uma
coloracao gulosa de arestade T comA+ 2 cores. Sej& uma aresta dé que recebeu a cor
A+ 2 emc. Tal aresta deve ser adjacente a pelo ménp4 arestas, uma de cada uma das cores
1,...,A+1. Logo, a aresta esta no caminho principal. De acordo com o Léma 5.5, asaarest
e1 e e adjacentes acom as cored e A+ 1 estao no caminho principal. Alem disso, todas as
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arestas adjacentesaexcetoe; e eo, possuem uma das cores ¢f...,A—2}. Entaoe nao é

adjacente a nenhuma aresta com a/cerl, uma contradigao. O
Na Figurd 57 podemos ver um exemplo em §U& ) = A(T) + 1, para um caterpillaF.
1
2
v /J\
Figura 5.7: Caterpillal comA(T) =5el’(

O TeoremdB]5 implica que o indice de Grundy de um cater@lla(T) ou A(T) + 1.
Dessa forma, determinar o indice de Grundy de um catargilleguivalente ao problema da
Coloracao Gulosa Minima de Arestas. Com os proximagltados, mostramos que podemos
calcularl”’(T) em tempo linear.

Vejamos primeiramente algumas definicdes. Jejan caterpillar com caminho principal
P=(v1,Vo,...,Vn). A primeira arestadeP év,v,. Para qualquer aresta= v;vj, 1 € P, se remo-
vermose deT, teremos dois caterpillai e T;", o primeiro contend®; e o segundo contendo
Vi11. Por conveniéncia, dizemos que o caminho principdld& P; = (vi,Vi_1,...,V1) € 0 ca-
minho principal del;" € P = (Vit1,Vi12,...,Vn). Portanto a primeira aresta @ig € (vi,Vi_1)

e a primeira aresta d&" & (Vi.1,Vi12)-

Lema 5.6 Seja T um caterpillar de grau &aximoA com caminho principal P= (vq,...,Vn)
Entol’(T) = A+ 1 se e somente se existe uma arestabgP) \ {viv2,vn_1Vn} tal que

(i) uma extremidade de e tem grAye

(i) um dos caterpillars T e T;" tem uma colorago gulosa de arestas tal que a primeira
aresta do seu caminho principélcolorida comA e o outro tem uma color@p gulosa
de arestas tal que a primeira aresta do seu caminho prindigal a corA — 1.

Demonstra@o: (=) Suponha qué& tem uma(A+ 1)-coloracao gulosa de arestas. Sejana
aresta com a cak+ 1. A arestae € adjacente a uma aregtacom a CoiA e a outrae, com a cor
A—1. Pelo Lem&bl%, e e e estao no caminho principales incidente a um vértice de grau
A, provando (i). Note que nao pode sev;V» OU V1V, Uma vez que essas duas arestas sao
adjacentes a uma Unica aresta no caminho principal. Alésoda coloracao gulosa de arestas
induzida enil,” e ;" claramente satisfaz (ii).
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(<) Suponha que existe uma aresE(P) \ {v1v2, vh_1Vn} satisfazendo (i) e (ii). Sejam
@~ e @' as coloragdes gulosas de aresta3des T;", repectivamente, como em (ii). Sejea
coloracao gulosa de arestasTelefinida porg(e) = A+ 1, ¢(f) = ¢~ (f), para todof € Ty
e o(f) = @' (f), para todof € T;". Vamos mostrar que & uma coloragéo gulosa de arestas.
Claramente, dado qug e ¢ sao gulosas, € suficiente provar que adjacente a arestas de
cada uma das coresem {1,...,A}. Uma vez quep™ e ¢~ satisfazem (ii),e & adjacente a
arestas coloridas come A — 1. Por (i),e & incidente a um vérticede grauA. Esse vértice &
incidente ae e a uma aresté no caminho principal. A aresthé a primeira aresta dg, onde
T; = To" ouT; = Ty . Em uma coloragéo gulosa de arestade aresta tem cor maior que
A— 2, entdo ad) — 2 arestas incidentesvaque nao sae@ nem f sao coloridas com todas as
cores entre 1..,A— 2. Portantce & adjacente a arestas com todas as coreflem.,A}. [

Lema 5.7 Seja T um caterpillar com caminho principal P tal que a primeirestag e=uv. T
tem uma colora&o gulosa de arestas em que e recebe a cor k se e somente sesiseguliates

afirmages vale:

(i) d(u) > koudv) > k;

(i) d(u)=k—1e T;" admite uma colora&o gulosa de arestas tal que a primeira aresta de
P possui a cor k- 1.

Demonstra@o: (=) Sejae = uv comu o primeiro vértice dé. Suponha qud tem uma
coloracao gulosa de arestas tal queecebe a cok e e nao € incidente a vértices de grau
k. Entdo as arestas incidentes @evem ter as cores 1.,d(u) — 1. Pela Propriedade’®.1,
e deve ser adjacente a arestas com todas as coreskl- 1. A aresta colorida cork — 1

sO pode ser a primeira aresta |g¢, e as arestas incidentesy& a folhas recebem as cores
1,...d(v) — 2. Entdo a aresta incidenteeae colorida comk — 2 deve ser incidente &, e
portantod(u) —1 > k—2, isto é,d(u) > k— 1.

(<) Suponha agora que (i) vale. Sejaim vértice em{u,v} com grau pelo menok.
Podemos colorir todas as arestas incidentesam 1...,d(v) tal quee & colorida conk e
entao estendemos essa coloracao de arestas de fornsa gal@ obter a coloracao gulosa de
arestas desejada de

Finalmente suponha que (ii) vale. Sgaima coloragdo gulosa de arestaslgetal que
a primeira aresta de; possui cokk — 1. Podemos estender essa coloracao atribuirige e
1,...,k—2 ask— 2 arestas que tem como extremidadesuma folhaE facil verificar gque essa
€ uma coloracao gulosa de arestag de O
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O Teoremd 515 e o Lenia®.6 implicam que o Algoritoho 4 retormadice de Grundy de
T utilizando a Sub-rotina primeiraArestaP,k), que retorna 'sim’ se um caterpilldr com
caminho principalP admite uma coloragao gulosa de arestas tal que a primestaadeP
recebe a cok.

Algoritmo 4: indiceGrundy(T)

Entrada: CaterpillarT.
Sdda: I'(T).

1 SejaP = (vy,Vo,...,Vn) 0 caminho principal d&. Computed(v;) para todo < v, e
computed = A(T).

2 parai=2,...,n—2faca

3 | e =ViVi;

4 sed(vi) =Aoud(vi;1) = Aentao

5 seprimeiraAresta(I", P, A)=TRUE e primeiraAresta(T, P,, A— 1)=TRUE
entao

6 | retorneA+1;

7 seprimeiraAresta(", Ps, A— 1)=TRUE e primeiraAresta(T, P;, A)=TRUE
entao

8 | retorneA+1;

9 Retornej,;

A sub-rotina primeiraAresta pode ser obtida pelo Algorifne acordo com o Lenfa.7.

Algoritmo 5: primeiraArestar,P,k)

Entrada: CaterpillarT com caminho principaP e um inteirok.
Sada: TRUEse existe umé-colorag ao gulosa de arestasdeoma primeira aresta de
P colourida com a cok, e FALSE, caso contrario.

Sejau o primeiro vértice dé> e v 0 segundo veértice. (Entaos € a primeira aresta.)
sed(u) > k oudv) > kentao
3 | retorneTRUE

N

4 sed(u) > k—1entdo
5 t retorne primeiraAresta(—u, P—u, k—1);
6 retorneFALSE
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6 Concludes

Os problemas de coloracao de vértices e de arestas, gestemm em determinar 0 menor
namero de cores necessarias para colorir os vérticestaarde um grafo, respectivamente, de
forma que vértices adjacentes e arestas adjacentesctieapente, possuem cores distintas,
sao problemas computacionalmente dificeis e sao obdetoesquisa recorrente em teoria do
grafos em virtude dos inUmeros problemas praticos quenstelelam.

No presente trabalho, estudamos o pior desempenho do#ralg®gulosos de coloracao
de vértices e de arestas e provamos dois resultados deeodgule. Provamos que o numero
de Grundy de um grafoqg,q— 4) pode ser determinado em tempo polinomial. Essa classe
contém estritamente a classe dos cografos e gRafesparsos, para 0s quais 0 mesmo resultado
havia sido estabelecido. Esse resultado generaliza poradgueles resultados. O algoritmo
apresentado usa a decomposicao primeval desses grafesnthando o parametro em tempo

linear.

Uma consequéncia desse resultado & a prova de que o peotiéeooloracao gulosa é FTP
(Fixed Parameter Tractable), isto &, pode ser resolvidteempo f (K) p(n) para um parametro
k, 0 que era desconhecido até o momento. Como vimos antembentodo grafo pertence a
(q,9—4) para alguny, e entdo podemos utilizgrcomo parametro para o algoritmo FTP.

Uma questao interessante a ser investigada é a deteémidaaelacdo dos grafog,q—
4) com os grafo,-carregados estendidos gordos e os grafos livreB;deAs trés classes
possuem intersecao, porém, para as duas primeiragneronlguloso pode ser calculado em
tempo polinomial enquanto para a Gltima & NP-compI&qnossiveI gue essa interse¢ao seja
exatamente os Unicos grafos livresRigoara os quais o problema pode ser resolvido em tempo

polinomial.

No que se refere a coloracao de arestas, provamos quélema de determinar o indice
de Grundy & NP-completo para grafos em geral e polinomral giafos caterpillar, implicando
que o numero de Grundy & polinomial para os grafos linhaetesMais especificamente pro-
vamos que o indice de Grundy dos caterpill&r@ A+ 1, e apresentamos um algoritmo linear
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para determina-lo exatamente. Dado que os caterpilbeaus@res bastante especiais, a proxima
questao a ser investigada & a complexidade do probleragpaires quaisquer.
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