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Resumo

Neste trabalho avaliamos métodos heuristicos e exatos para o Problema de
Particionamento de Conjuntos (PPC). Realizamos testes computacionais com
heuristicas lagrangeanas baseadas em algoritmos gulosos, busca tabu e método de
otimizacao pelo subgradiente. Os resultados obtidos, comparados com os da literatura,
comprovam a eficiéncia de nossas heuristicas na obtencao de limites inferiores e
superiores de boa qualidade, em tempo computacional razoavel, para instancias da
literatura. Utilizamos um esquema de Branch and Bound para tentar resolver
instancias do PPC a otimalidade e para comprovar a qualidade dos resultados

alcancados por nossas heuristicas.

PALAVRAS CHAVE: Particionamento de conjuntos. Busca tabu. Heuristicas

lagrangeanas. Método do subgradiente. Branch and Bound.



Abstract

In this work we evaluate both exact and heuristic methods for the set partitioning
problem (SPP). These heuristics are based on greedy algorithms, tabu search and
subgradient optimization. ~Computational experiments performed on benchmark
instances of the problem indicate that our heuristics are competitive with existing
ones from the literature in obtaining both lower and upper bounds of good quality in
reasonable execution time. We use a Branch and Bound algorithm that allows to prove
optimality of solutions obtained by our heuristics for a large set of benchmark instances
of the SPP. Thus, we show that our heuristics are efficient in obtaining feasible solutions

of good quality for this problem.

KEYWORDS:: Set Partitioning. Tabu Search. Lagrangian Heuristics. Subgradient
method. Branch and Bound.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho apresentamos heuristicas lagrangeanas baseadas em algoritmos
construtivos gulosos, meta-heuristica busca tabu e otimizagao pelo subgradiente para
obtencao de limites inferiores e superiores para o Problema de Particionamento de
Conjuntos (PPC). Um esquema de Branch and Bound é empregado na tentativa de
provar a otimalidade de solugoes encontradas por nossas heuristicas.

O PPC é um problema de otimiza¢ao combinatoria NP-dificil [25] que possui
aplicacbes préticas tais como escalonamento de tripulagdo de linhas aéreas [32],
roteamento de veiculos [24], redistribuigao politica de territorio [43], localizac¢ao de
facilidades [7], investimento de capitais e projeto de circuitos elétricos [43].

As principais motivacoes para a realizacao deste trabalho sao desenvolver métodos
capazes de obter boas solucoes vidveis para o PPC, investigando com maior
profundidade o uso de algoritmos meta-heuristicos associados a algoritmos exatos para
resolver instancias da literatura.

A inovacao deste trabalho estd na forma como as técnicas de resolucao (algoritmos
gulosos, busca tabu e método de otimizagao pelo subgradiente) foram organizadas para,
em conjunto, obter limites inferiores e superiores de boa qualidade para instancias da
literatura. Os resultados obtidos mostram que nossas heuristicas sao competitivas em
relacao as existentes na literatura. Utilizamos um esquema de Branch and Bound para
comprovar a qualidade dos limites obtidos por nossas heuristicas.

Parte dos resultados heuristicos deste trabalho estao publicados em [2], tendo sido

fortalecidos ainda mais com a utilizacao de algoritmos exatos e com a inclusao de



técnicas de pré-processamento para o PPC, constituindo nossa principal contribuicao
para a resolucao desse problema.

O trabalho estd organizado como segue. No proximo capitulo definimos o PPC e
apresentamos sua formulacao classica de programacao inteira. Destacamos uma $Serie
de aplicacoes do PPC, que comprovam a importancia do seu estudo. Em seguida,
fazemos uma revisao bibliografica dos principais trabalhos que abordam o PPC. No
capitulo 3 abordamos as estratégias de resolucao e os algoritmos que utilizamos para o
PPC. No capitulo 4 descrevemos os resultados computacionais obtidos, comparando-os
com resultados existentes na literatura. No capitulo 5 apresentamos uma conclusao e

perspectivas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Conceltos Basicos

Neste capitulo inicialmente definimos o Problema de Particionamento de Conjuntos
(PPC) e apresentamos sua formulagao classica de programagcao inteira. Nas segoes 2.2
e 2.3 abordamos problemas de cobertura relacionados ao PPC. Na secao 2.4 destacamos
as principais aplicacoes do PPC. Na secao 2.5 fazemos uma revisao bibliogréafica dos

principais trabalhos que abordam esse problema.

2.1 Problema de Particionamento de Conjuntos

Seja A = [aijlmxn uma matriz de elementos 0-1, onde M e N representam,
respectivamente, o conjunto de indices das linhas e das colunas de A. Cada elemento
da matriz é igual a um (a;; = 1), se a coluna j cobrir a linha 4, ou é igual a zero
(a;; = 0), caso contrario. A cada coluna j associamos um custo c¢;.

Seja J (i) ={j | a;; =1, j € N'} o conjunto de colunas que cobre a linha i € M e
R(j) ={i | a;j =1, i € M} o conjunto de linhas coberto pela coluna j € N.

Um particionamento é um conjunto de colunas N/ C N, tal que toda linha de M
¢ coberta exatamente por uma das colunas de N”. A solucao do problema consiste em

encontrar um particionamento de colunas de custo minimo. Formalmente, o PPC é



definido pelo seguinte modelo de programagao inteira 0-1 [14]:

n

min Z CiT; (2.1)

z€{0,1}" oy
sujeito a: Zaij:cj =1, i=1,...,m (2.2)
j=1

onde atribuimos o valor z; = 1, se a coluna j € N (com custo ¢;) estiver na solugao

do problema, e x; = 0, caso contrario.

2.2 Problema de Recobrimento de Conjuntos

O Problema de Recobrimento de Conjunto (PRC) é uma relaxacao do PPC. A diferenca
entre eles reside exclusivamente na natureza das restricoes dos problemas. O PRC é

definido pela seguinte formulagao de programacao inteira 0-1 [30]:

z€{0,1}"

min Z CiT; (2.3)
j=1
sujeito a: Zaijxj >1, i1=1,...,m (2.4)

j=1

Garfinkel e Nemhauser [26] abordam um modelo matematico que leva a
transformagao de um PPC em um PRC, enquanto [33] mostram a conversao entre

esses problemas através de métodos algébricos.

2.3 Problema de Packing

O PPC, segundo [30], pode ser considerado um caso particular do Problema de Packing

(PP), cuja fomulagdo matemaética é definida como segue:

n

max Z CiT; (2.5)

ze{0,1}" i
sujeito a: Zaijxj <1, i=1,....,m (2.6)
j=1



O conjunto de restricoes do PP condicionam a cobertura disjunta das linhas da matriz A
por um subconjuntos de suas colunas. O modelo do PP possui grande aplicagao pratica
na solucao do problemas de cortes geométricos, acondicionamento de embalagens e
carregamento de veiculos. Técnicas de conversao de um PPC em um PP podem ser

consultadas em [30].

2.4 Aplicacoes

Muitos problemas de otimizacao combinatoéria podem ser modelados como um PPC, o
que justifica a variedade de areas de aplicacao desse problema, tais como:

e Alocagao de servigos de emergéncia [43].

e Alocagao de tripulagdo em linhas aéreas [32].

e Analise de amostras de sangue [38|

e Balanceamento de capacidade em linhas de produgao [43].
e Caminho em Grafos [30].

e Distribuigao do trafego de comunicagoes em satélites [43].
e Estocagem de itens sujeitos a deterioragao [30]

e Gestao estratégica [26].

e Investimento de capitais [43].

e Localizacio de facilidades [43].

e Logica simbdlica [17].

e Planejamento de cadeia de suprimentos [30].

e Planejamento de tarefas [30].

e Problema de coloragao de grafos [30].

e Problema de corte [30].

e Projeto de circuitos [30].

e Recuperagao de informacgoes em banco de dados [5].

e Roteamento de petroleiros [23].

e Roteamento de veiculos terrestres [13].



Devido a sua importancia e ao seu impacto econdmico, o problema de alocacao
de tripulacao em linhas aéreas é provavelmente a area de aplicacao mais estudada do
PPC [20]. A variedade de aplicagbes do PPC reflete a importancia do estudo desse

problema, bem como a busca por metodologias eficientes para soluciona-lo.

2.5 Revisao Bibliografica

Com relacao ao problema de escalonamento de tripulacao em linhas aéreas, citamos
os seguintes trabalhos. Lavoie, Minoux e Odier [36] apresentam um algoritmo que
aborda a alocacao de tripulacao como um problema de recobrimento de conjuntos
e utiliza geragdo parcial de colunas para soluciona-lo. Desaulniers et al [18] utiliza
um modelo de fluxo de redes com recursos variaveis formulado como um problema
de programacao inteira, nao linear e multi-produto. O autor aplica uma extensao do
principio da decomposicao de Dantzig-Wolfe e reduz o problema para um PPC que
é resolvido pela aplicacao de um esquema de Branch and Bound. Emden—Weinert
e Proksch [19] apresentam uma abordagem para a programacgao de tripulagoes via
recozimento simulado (Simulated Annealing). Os autores abordam como melhorar a
performance dessa heuristica no que diz respeito ao tempo de execucao e a qualidade da
solugao final. Ozdemir e Mohan [39] modelam o problema de alocacao de tripulagdes
como um grafo, no qual os vértices sao os voos e as arestas representam restricoes
de dependéncia entre os voos. Cada caminho no grafo é uma seqiiéncia factivel de
voos que pode ser associada a uma tripulacao. O autor aplica a esse modelo um
algoritmo genético e uma heuristica de busca local. Pimentel [40] propoe uma nova
metodologia para a solucao de problemas de recobrimento de conjuntos de grande
porte, com aplicacao no problema de alocacao de tripulagoes de companhias aéreas. A
autora apresenta uma formulacao que divide a solucao do problema em duas etapas:
geracao de rotas e otimizacao. Na etapa de otimizagao é desenvolvida uma metodologia
para resolver problemas modelados como um problema de recobrimento de conjuntos,
enquanto na etapa de geracao de rotas é utilizado um algoritmo paralelo, baseado
na meta-heuristica GRASP [41|. Beasley e Cao [11] aplicam um algoritmo baseado
em programacao dinamica para o problema de escalonamento de tripulacao em linhas
aéreas.

Como exemplos de estratégias de resolucao do PPC, citamos os seguintes trabalhos.
Balas e Padberg [6] destacam as técnicas de enumeragao implicita e métodos de planos
de corte baseados no simplex para a resolugdo do PPC. Marsten [37] descreve as técnicas
de Branch-and-Bound e de Branch-and-Cut como sendo as ferramentas, baseadas em
programacao linear, mais populares entre pesquisadores para solucionar o PPC. Fleuren

[24] utiliza um esquema de Branch-and-Bound com relaxacao lagrangeana para obter



limites inferiores para o PPC. Fisher e Kedia [23] apresentam um algoritmo que aplica
heuristicas ao problema dual da relaxacao linear para fornecer limites inferiores para
um esquema de Branch-and-Bound. Hoffman e Padberg [32| propoem um algoritmo
exato, baseado em Branch-and-Cut que envolve a relaxacao linear do problema e a
incorporacao de cortes derivados do estudo do politopo do PPC. Atamtiirk et al [4]
apresentam um algoritmo heuristico que incorpora reducao do problema, programacao
linear, planos de corte, procedimento dual lagrangeano e técnicas de perturbagao
dos custos. Chu e Beasley [15] desenvolvem uma heuristica baseada em algoritmos
genéticos. Borndorfer [12] desenvolve um algoritmo baseado em Branch-and-Cut que
utiliza relaxacdo linear. Barahona e Anbil [8] utilizam um algoritmo de volume para
resolver a relaxacao linear do PPC, utilizando uma extensao do algoritmo de otimizacao
pelo subgradiente, para alcancar solucoes primais e duais de boa qualidade. Segundo os
autores, esse procedimento é rapido e simples, requerendo menor esforco computacional
quando associado ao método simplex, e pode ser paralelizado de forma direta. Klabjan
[35] apresenta um algoritmo que computa fun¢ao dual subaditiva (FSO) 6tima para
problemas de programacao inteira. O autor mostra como gerar FSO geradora e como
obter solucao primal 6tima para o PPC, utilizando pré-processamento, desigualdades
de clique, heuristica de expansao baseada em programacao linear, procedimento de
geracao de linhas e um esquema de Branch-and-Cut. Desigualdades vélidas para o
PPC sao encontradas em Balas e Padberg [6] e em Sherali e Lee [43].

No proximo capitulo, abordamos as técnicas de resolucao heuristicas e exatas que

utilizamos para resolver instancias do PPC da literatura.



Capitulo 3
Estratégias de Resolucao

Inicialmente, abordamos técnicas de pré-processamento para o Problema de
Particionamento de Conjuntos (PPC). Na se¢ao 3.2 apresentamos uma heuristica gulosa
construtiva e as estratégias de selecao de colunas que adotamos para a obtencao de
solucgoes viaveis para o problema. Na secao 3.3 apresentamos um esquema de busca tabu
para obtencao de limites superiores. Nas secoes 3.4 e 3.5 abordamos, respectivamente,
um esquema de relaxagao lagrangeana e uma heuristica de otimizacao pelo subgradiente
para obtencao de limites inferiores. Nas secoes 3.6 e 3.7 apresentamos heuristicas
lagrangeanas, que integram as técnicas de resolugao anteriores com o objetivo de
melhorar os limites obtidos para o PPC. Na secao 3.8 descrevemos o algoritmo de
integracao utilizado. Na secao 3.9 abordamos o esquema de Branch and Bound que

adotamos para tentar solucionar o PPC a otimalidade.

3.1 Técnicas de Pré-processamento

Esquemas de pré-processamento sao procedimentos empregados na reformulacao de
modelos de programacao matemaética, que podem reduzir as dimensoes do problema e
o tempo de execucao de algoritmos utilizados na sua resolugao. Sao técnicas baseadas
em implicagoes logicas derivadas de condigoes de viabilidade e otimalidade [4].

Para o PPC, procedimentos de reducao podem ser aplicados para tentar reduzir
as dimensoes do modelo de programacao inteira, de modo que a solucao 6tima da
instancia do problema original seja a mesma da instancia reformulada. Pela aplicacao
dessas técnicas, colunas redundantes do PPC que jamais poderiam fazer parte de
uma solucao viavel sao removidas. Isso pode, inclusive, resultar na eliminacao de
restricoes redundantes que sao automaticamente satisfeitas quando outras o sdo. A
reducao do ntimero de variaveis e de restricoes a serem consideradas faz com que alguns
métodos de resolugao trabalhem melhor [12|. No trabalho de Eso [21] é mostrado que

a ordem em que diferentes procedimentos de reducao sao aplicados nao influencia o



problema resultante, mas afeta o custo computacional envolvido no pré-processamento.
Em Borndorfer [12], h4 uma listagem de métodos de pré-processamento e anéalises
probabilisticas da usabilidade deles. Pesquisas recentes sobre o emprego dessas técnicas
para o PPC podem ser encontradas em Savelsbergh [42] e Klabjan [35].

A seguir apresentamos as técnicas de pré-processamento que utilizamos para o PPC.
3.1.1 Colunas iguais

Se uma coluna j € N puder ser representada por uma combinacao de k outras colunas
de menor custo total, tal que k£ > 0, entao a coluna j pode ser removida do problema.
Considerando S C N\ j como sendo uma colec¢ao de k colunas, essa técnica de redugiao

pode ser formalmente definida como segue, segundo [44]. Sejam j e S tais que

R(j) = | R(h). onde R(hy) N R(ha) =0, ¥ by, hs € S,
hes

Se ¢; > Z ¢, entao a coluna j € N pode ser removida do problema.

hes
Utilizamos esse método de pré-processamento particularmente para k£ = 1, para

eliminarmos toda coluna j de custo ¢; que seja igual a coluna p de custo ¢, tal que
J,p € N e ¢; > ¢,. Nao implementamos esse procedimento para valores de k > 1,
devido ao grande niimero de combinacoes de colunas a serem analisadas, que implicaria
num maior custo computacional.

No exemplo abaixo, mostramos uma instancia do PPC onde as colunas j; e jg sao

iguais. A coluna jg é eliminada, uma vez que cg > c;.

n J2 J3 Ja Js J6

1 1 0 1 0 0 1

Io 0 1 0 1 0 0

i3 1 0 1 1 1 1

i 0 1 0 0 0 0

i5 1 0 0 0 1 1
ci=1 =3 ¢c3=5 c1=2 ¢5=4 =6

3.1.2 Linhas dominantes e linhas iguais

Se existirem no PPC duas linhas (restrigoes) p,q € M, tais que J(p) C J(q), entao

dizemos que a linha ¢ “domina” a linha p. Todas as colunas que cobrem ¢ e nao cobrem



p podem ser eliminadas do problema, bem como a linha p, uma vez que os conjuntos
J(p) e J(q) passam a ser iguais, apos a eliminacao das colunas de J(q) \ J(p) [35].
A seguir mostramos um exemplo da aplicacdo desse procedimento numa instancia
do PPC. Na tabela 3.1, J(i5) € J(i4), entdo podemos eliminar a coluna ji, pois
a atribuicao dela a solucao, x; = 1, violaria a restricao associada a linha 75. Apos a
eliminacao da coluna 71, as linhas 74 e i5 tornam-se iguais e a linha 75 pode ser eliminada.
Na tabela 3.2, resultante apds as eliminagoes na tabela 3.1, J (i2) C J(i3). As colunas
J2 € Js, que cobrem a linha 73 mas nao cobrem a linha iy, podem ser eliminadas, bem

como a linha “dominada” 7o, resultando na instancia presente na tabela 3.3.

Tabela 3.1:
Tabela 3.2:

JioJo Js i Js J — Tabela 3.3:
- 2 J3 J4 Js Js ) ) )
w0 1 1 0 0 1 : J3 Ja Je
) w1l 1 0 0 1 -
w1l 0 0 1 0 1 . 1wl 1 0 1
. 19 0 1 0 1 .
i3]0 1 0 1 1 1 i3] 0 1 1
) 3|1 0 1 1 1 )
w1l 0 1 1 0 0 . |1 1 0
) uwlO0 1 1 0 0
w0 O 1 1 0 0

3.1.3 Clique de linha

O nome desse método de pré-processamento se deve ao fato de que uma instancia do
PPC pode ser representada por um grafo G conexo nao orientado [12|, onde os vértices
sao as colunas 7 € N. HA uma aresta interligando um par de vértices de G quando
eles cobrem pelo menos uma linha em comum. Portanto, cada restricao do PPC é uma
clique em G e somente um vértice de cada clique pode estar presente numa solucao
viavel do problema.

Este procedimento de redugao é definido como segue, conforme [35]. Se existir no
PPC uma linha ¢ e uma coluna j, tais que j ¢ J(i) e R(j) N R(k) # (), para todo
k € J(i), entdo podemos eliminar a coluna j.

A instancia do PPC a seguir ilustra a aplicacao desse procedimento para eliminagao

de colunas. Na tabela 3.4, com relacdo a linha 4y, temos o conjunto J(iy) =

{j1,J2, J6, 77} € seu complemento J(i1) = {Jjs,js,J5}- A coluna j5 € J(iy) cobre
pelo menos uma linha em comum com todas as colunas que cobrem a linha ;.
Conseqiientemente, a coluna j; pode ser eliminada do problema, uma vez que a
atribuicao dela a uma solucao do PPC, x5 = 1, violaria a restricao associada a linha 7.
A tabela 3.5 mostra a instancia ap6s a eliminacao da coluna j;. O mesmo procedimento
é aplicado a todas as linhas da instancia a procura de colunas para eliminacao que

satisfacam as condi¢oes mencionadas.
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Tabela 3.4: Tabela 3.5:

Ji o J2 Js Ja Js Je Jr Ji o J2 Js Ja Je Jr
w1 1 0 0 0 1 1 nw!|1 1 0 0 1 1
w0 0 1 1 0 0 5| 0 1 1 1 0
3|1 0 1 0 1 0 1 i3] 1 0 1 0 0 1
w0 1 0 1 1 1 1 w0 1 0 1 1 1

A seguir apresentamos um algoritmo guloso e as estratégias de selecao de colunas
adotadas para a obtencao de solucoes vidveis, que posteriormente sao utilizadas num

procedimento de busca tabu para encontrar limites superiores para instancias do PPC.

3.2 Heuristica Gulosa Construtiva

Utilizamos uma heuristica gulosa construtiva que utiliza critérios de selegao de colunas
para obtencao de solucoes primais vidveis para o PPC. Tais critérios provém de
heuristicas desenvolvidas por [5,16,45| para o problema de recobrimento de conjuntos.

A heuristica gulosa funciona como segue. Inicialmente, nenhuma variavel é
representada no vetor solugio, z; = 0, 7 € N. Ordenamos as variaveis de acordo
com o critério selecionado, dentre os apresentados em 3.2.1, 3.2.2 e 3.2.3. A cada
iteragdo, selecionamos uma variavel r para compor uma solucdo viavel (z, = 1).
Como conseqiiéncia, toda coluna k& € J(i)\r tal que a linha ¢ € R(r) é eliminada
do problema. Esse procedimento termina quando uma solugao viavel é encontrada ou
quando verificamos que o critério de selecao de colunas adotado nao obtém sucesso na
determinacao de uma solucao viavel. Cada um dos critérios de selecao de colunas é
avaliado separadamente pela heuristica e a solucao vidavel do PPC com menor custo é
utilizada, caso seja encontrada.

A seguir descrevemos os critérios de selecao de colunas implementados na heuristica

construtiva gulosa para o PPC.
3.2.1 Critério de selecao de Chvatal

O critério de sele¢ao de colunas de [16] consiste na escolha de uma coluna j € N do
PPC por iteracao, para compor uma solucao viavel, de acordo com a razao entre o
custo da coluna j, ¢;, e a cardinalidade do conjunto R(j). As colunas que apresentam
menor razao e nao violam as restricoes do problema tém preferéncia na selecao para

compor uma solugao viavel para o PPC.
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3.2.2 Critérios de selecao de Balas e Ho

Os critérios de selegao de [5] consistem na utiliza¢ao das seguintes fungdes de avaliagao

de colunas:

e ¢;: ordenagio das colunas j € N do problema pelo custo crescente, dando

preferéncia as colunas de menor custo para compor o vetor solucao.

C.
o ﬁ: ordenacao das colunas j € N do problema pela razao entre o custo da
092\ K

coluna j e o logaritmo do niimero de linhas cobertas na base 2.

C,
e — 7 _: ordenacdo das colunas j € N do problema pela razio entre o custo
kj loga(k;)
da coluna j e o niimero de linha cobertas, multiplicado pelo logaritmo na base 2

deste valor.

C,
e — 7 ordenacdo das colunas j € N do problema pela razdo entre o custo
kj in(k;)

da coluna j e o nimero de linhas cobertas, multiplicado pelo logaritmo natural

deste valor.

Nas formulas acima, ¢; é o custo da coluna j e k; é a cardinalidade do conjunto R(j).
3.2.3 Critérios de selegcao de Vasko e Wilson

Além das funcgoes de avaliagao mencionadas, utilizamos também os critérios de selecao
de colunas de [45]:

C .
. k;_]2: ordenacao das colunas j € N do problema pela razao entre o custo da coluna
J

j e o quadrado do niimero de linhas cobertas.

VG

° 12 : ordenacao das colunas j € N do problema pela razao entre a raiz quadrada

j
do custo da coluna j e o quadrado do niimero de linhas cobertas.

e a selecao de colunas de acordo com o indice crescente que as identifica.
A solugao encontrada pela heuristica gulosa mencionada é parametro de entrada
para a meta-heuristica busca tabu, apresentada a seguir, que tem como objetivo obter

limites superiores para o PPC.

3.3 Busca Tabu

A meta-heuristica busca tabu (BT) ou tabu search foi proposta, independentemente,
por [28] e por [31] e constitui um procedimento iterativo para resolver problemas de
otimizagao combinatoria. A BT possui mecanismos para escapar de 6timos locais, no

intuito de tentar encontrar a solugao 6tima global.
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De acordo com [29]|, a BT parte de uma solucao viavel inicial so € S, onde S
constitui o conjunto de solugoes vidveis do problema analisado. Em problemas de
minimizacao como o PPC, a BT, a cada iteracao, explora um subconjunto V da
vizinhanga V(s) da solucdo corrente s, em busca de um 6timo local através da sele¢ao
da solucao vizinha s’ € ¥V de menor valor, mesmo que o valor de s’ seja maior que o
de s. A transicao entre as solugoes s — s', que ocorre a cada iteragao, constitui o
que denominamos de movimento. Uma funcao de avaliacao f é utilizada para avaliar
a qualidade da solucao corrente s. A melhor solu¢ao gerada até a iteracao corrente, s*,
¢ sempre armazenada.

Para prevenir possiveis retornos a solugées previamente geradas (ciclagem), a BT
utiliza uma memoria de curto prazo ou lista tabu, que identifica os movimentos mais
recentemente realizados e os impede de serem executados por um determinado ntimero
|T| de iteragoes.

Movimentos presentes na lista tabu podem ser realizados, caso a nova solucao s’ €
V(s) satisfaca o critério de aspira¢ao, que permite a realizagdo de um movimento tabu
se ele levar a uma solucao cujo valor seja menor do que o da melhor solucao encontrada
até entao, s*.

A lista tabu constitui uma memoria de curto prazo que possibilita uma diversificagao
na busca por novas solucoes, & medida que direciona essa busca para novas areas do
espaco de solucao, permitindo a fuga de 6timos locais. Memorias de médio e longo
prazo também sao utilizadas para armazenar solugoes completas e informacoes de
suas vizinhancas. O uso desses mecanismos de memoria possibilita estratégias de
aprendizado, que podem ser utilizadas para a realizacao de buscas mais minuciosas
sobre uma regiao promissora do espago de busca (intensificacio). O armazenamento
dos movimentos e das caracteristicas historicas das solucoes alcancadas leva a uma
andlise profunda da vizinhanca da solucao corrente e guia a busca para regioes
inexploradas do espago de solugoes (diversifica¢ao).

O algoritmo 3.1 mostra o funcionamento da busca tabu que adotamos para o PPC.
Os parametros de entrada sao definidos como segue. f é uma funcao de avaliacao de
solucoes. h é a funcao de aspiracao que avalia se o melhor movimento da iteracao
corrente, [ter, estd na lista tabu e determina a sua realizacao se a nova solugao gerada
tiver custo inferior ao da melhor solu¢ao conhecida. [|V| indica a cardinalidade do
conjunto de solugoes existentes na vizinhanca V(s) da solucdo corrente s a cada iteragao.
BT,,.. indica o nimero maximo de iteracoes sem melhoria no custo da melhor solucao
viavel encontrada, que constitui o critério de parada adotado na nossa busca tabu. A e
¢ sao, respectivamente, a matriz de restri¢coes e o vetor de custos das colunas do PPC.

Ja s constitui uma solucao viavel inicial que obtemos a partir da heuristica construtiva
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gulosa e dos critérios de selecao de colunas abordados na secao 3.2, enquanto p ¢ um
parametro percentual utilizado na analise da vizinhanga da solugdo corrente s (busca

local).

Algoritmo 3.1 Algoritmo Busca Tabu
Entrada: f, h, |V|, |T|, BTz, A = [ijlmxn, ¢ € RT, s, p
Saida: Limite superior s
L s* s /* solugao inicial */
Iter « 0; /* iteracao corrente */
MelhorlIter < 0,
T « 0; /* lista tabu */
enquanto Condicao de parada nao é satisfeita fazer
Iter « Iter +1;
Realizar busca local para obter o melhor movimento s’ da vizinhanca da solugao
corrente, V(s), tal que s’ nao seja tabu (' ¢ T) ou f(s') < h(f(s));
8 Atualizar a lista tabu;

9: s« s /* realiza movimento */
10:  se f(s) < f(s*) entao

11: §* «— s;

12: MelhorlIter < Iter;

13: fim se

14:  Atualizar a funcao de aspiracao h;
15: fim enquanto

16: s «— s™;

17: Retorne s;

A BT, a cada iteracao, seleciona o melhor movimento s — s’, que nao seja tabu
ou que satisfaca o critério de aspiracao. Na atualizacao da lista tabu, os movimentos
mais recentes sao armazenados e impedidos de serem realizados durante |7’ iteragoes,
exceto se o critério de aspiracao for satisfeito, e depois sao retirados da lista tabu.

A melhor solucao s’ escolhida é aquela com melhor avaliacdo na vizinhanca da
solucao corrente s, com relacao ao valor da funcao objetivo, a lista tabu e ao critério
de aspirac¢ao. Realizamos uma busca local na vizinhanca V(s) como segue. A solugio
corrente s é formada por um subconjunto de colunas de A que constitui uma solucgao
viavel para o PPC. Seja C(|s],2) o total de combinagoes de pares de colunas de s
dois a dois. Seja 5 = N\s. Selecionamos aleatoriamente p% dos pares de colunas
da solucao corrente s que sao utilizados na busca por trocas entre colunas de s e de
5, onde p é um parametro de entrada. Uma coluna de s pode ser trocada por duas
de 5 ou duas colunas de s podem ser trocadas por uma ou duas colunas de s, desde
que as colunas envolvidas nas possiveis trocas cubram o mesmo conjunto de linhas.
Apobs a coleta de todos os movimentos possiveis, a BT seleciona aquele que apresenta

maior descréscimo no custo da solucao corrente ou menor acréscimo, caso nao haja
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trocas que proporcionem redugao no custo da solucao corrente s. Dessa forma, os
movimentos promovem uma transicao entre solugoes viaveis do PPC a cada iteracao
da BT, em busca de um 6timo global.

A melhor solucao obtida pela BT constitui um limite superior para o custo da
solucao 6tima do PPC e é utilizado como parametro de entrada para a heuristica de
otimizacao pelo subgradiente e para as heuristicas lagrangeanas definidas nas proximas

secoes.

3.4 Relaxacgao Lagrangeana

Uma alternativa a utilizacao da Relaxacao de Programacao Linear para o PPC é a
Relaxacao Lagrangeana (RL) que consiste na dualizagdo das restri¢oes de igualdade
do modelo de programacao inteira, incorporando-as a funcao objetivo através de
multiplicadores de Lagrange. A solucao 6tima do problema de programacao inteira
resultante (problema lagrangeano) fornece um limite inferior do valor da solugao 6tima
do PPC. Com base no limite inferior encontrado e num limite superior conhecido para
o custo da solugao do problema podemos avaliar quao préximo da solucao 6tima esta
uma solugao viavel disponivel. De acordo com [27], experiéncias praticas tém indicado
que a RL fornece muito bons limites inferiores com custo computacional razoavel para
problemas de otimizacao combinatoria.

Considere a formulagio de programagao inteira descrita em (2.1)—(2.2). Associando
ao conjunto de restrigdes (2.2) multiplicadores de Lagrange A € R™ e, em seguida,
incorporando esse conjunto de restri¢oes a func¢ao objetivo (2.1), obtemos a formulagao

do problema relaxado:

L(A) = min Cixi + N1 — A5 3.1
DI SEURD 92 (55 o0t o

que é equivalente a
L(\) = i - Aiaii | x; by 3.2
R AP CE YA TS 32)

O problema dual lagrangeano, cuja solucao 6tima fornece o valor dos multiplicadores

de lagrange que levam ao limite inferior maximo para o PPC, é dado por:

L(\) = i ! Nie— A 3.3
max L,(A) = max [xe%l,?}n {cz+(N)'(e—Az)} ] (3.3)
onde e € 1" e ¢ € R’} é o vetor cuja componente c; € o custo da coluna j.

O custo reduzido de uma coluna 57 do PPC é definido como:
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Cj:cj—Z)\iaij, jzl,...,n (34)
1=1

A solucio z € {0,1}" do problema lagrangeano, dado A € R™, para j = 1,...,n, é
dada por:

1, seC; <0

0, caso contrario;

e o valor correspondente da solu¢ao do problema lagrangeano (limite inferior para o
PPC) ¢ dado por:

Zip =Y CiTj+ Y A (3.6)
j=1 i=1

A seguir apresentamos o método de otimizacao pelo subgradiente, aplicado para

encontrar valores numéricos para os multiplicadores de Lagrange para o PPC.

3.5 Heuristica de Otimizacao pelo Subgradiente

Inicialmente definimos subgradiente para o conjunto de restricoes do PPC. Em seguida

abordamos o mecanismo de funcionamento iterativo da otimizagao pelo subgradiente.
3.5.1 Subgradiente
Por defini¢ao, um vetor ¢ = (g1, 9s,...,9m)" ¢ subgradiente de L em A se, para todo
A € R™, temos que L(A) < L(A) + (A — A\t g [22].

O conjunto de subgradientes de L em A\ é um conjunto convexo denotado por VL(\)
e chamado de subdiferencial de L em \. Em decorréncia disso, se os vetores g' e g2 sao

dois subgradientes em ), entdo qualquer combinacgio convexa deles, § g* + (1 — ) ¢,

para 6 € [0, 1], também é um subgradiente.

Proposicao 1 Para N € R™, sejam S o conjunto de solugoes do PPC e
H\) ={t e S|L(\) =Xe+ (! =X A)z}. Para todo & € H(N), (e — Azx) € VL()).
Logo (e — Az) € um subgradiente de L(\) [22].

Demonstracao:

L(A) = min {Xe+ (! = MA)z} < Me+ (! = NMA)z, Ve {01}
Para um dado X € R", e em particular para & € H()), temos que:

LN < XNe+ (¢t =X A) 2. Por definicio de H(X), L(\) = Me + (¢t — \LA) 2.
Segue por subtracao que
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LO)—L\) < W =A)e— (N =M Az < (N =) (e—A2) < (X =At)g, VAeR™
Logo g = (e — AzZ) constitui um subgradiente de L(X). Portanto g € VL(A).

[ |
Logo, o subgradiente para cada restri¢cao relaxada do PPC é dado por
j=1

3.5.2 Otimizacao pelo subgradiente

A otimizacao pelo subgradiente é um processo iterativo que consiste na determinacao
de uma seqiiéncia de multiplicadores de Lagrange, que se espera convergir para um
vetor 6timo A* € R™, solugdo do problema dual lagrangeano (3.3). A heuristica de
otimizacao pelo subgradiente para o PPC é definida como segue, segundo [10].
Partimos de um conjunto de multiplicadores \° € R™, tal que \° = 0. A cada

iteragao t > 0 atualizamos os multiplicadores de Lagrange de acordo com a expressao:
ML=\ -1t gt i=1,..,m (3.8)

onde ¢!, a i-ésima componente do subgradiente g na iteracio t, é dada por:
n
j=1

sendo T a solucao do problema lagrangeano 3.1 e 3.2. tp', o tamanho do passo na

iteracao t, é dado por:

Zyp — 7t

tpt = | L5 _ZLE (3.10)
> (g
=1

onde 0 < m < 2. Zyp é o melhor limite superior para o problema, obtido pela busca
tabu, e Z% 5 & o valor da solugao do problema lagrangeano na iteragao t.

Apo6s um nimero maximo de iteragoes sem acréscimo no valor do melhor limite
inferior conhecido, o parametro 7 é reduzido pela metade. Os critérios de parada sao
Zyp — Zt 5 < 1oum < 0,005.

A seguir apresentamos as heuristicas lagrangeanas.
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3.6 Heuristica Lagrangeana Pura

A heuristica lagrangeana pura (HLP) consiste em associar as colunas do PPC o
custo reduzido obtido nas itera¢oes da otimizacao pelo subgradiente [3]. Aplicamos
a heuristica gulosa construtiva e a busca tabu as instancias do PPC com os custos
modificados, para tentar encontrar solugoes viaveis de melhor qualidade. Quando
a HLP obtém um limite superior inferior ao melhor limite superior corrente, Zypg é
atualizado. A HLP é executada nas iteracoes da otimizacao pelo subgradiente em que
o valor da solucao do problema lagrangeano é maior do que o melhor limite inferior

corrente.

3.7 Heuristica Lagrangeana de Custo Complementar

A diferenca entre a HLP e a heuristica lagrangeana de custo complementar (HLCC) é
que aquela utiliza como custo da coluna j o valor C; (custo reduzido), enquanto esta
utiliza o valor ¢;(1 — z;), para j = 1,2,...,n, onde ¢; é o custo original da coluna j
e ; é o valor da componente j na solugao do problema lagrangeano [3]. Da mesma
forma que na HLP, a heuristica gulosa e a busca tabu sao aplicadas as instancias
do PPC com os custos das colunas modificados. O objetivo é utilizar informacoes
da estrutura da solucao do problema lagrangeano, para tentar encontrar bons limites
inferiores e superiores para as instancias do PPC. A HLCC é executada nas iteragoes
da otimizacao pelo subgradiente em que o valor da solucao do problema lagrangeano é
maior do que o melhor limite inferior corrente.

A seguir apresentamos algoritmos que combinam as técnicas discutidas nas sec¢oes

anteriores para compor as heuristicas lagrangeanas para o PPC.

3.8 Algoritmo de Integragao

As técnicas de reducao e os métodos heuristicos de construcao de solugoes viaveis para
o PPC sao aplicados conforme o algoritmo 3.2.

Inicialmente as técnicas de pré-processamento sao aplicadas para reduzir as
dimensoes do PPC. Em seguida, aplicamos os métodos heuristicos de construcao
de solugoes viaveis. Avaliamos cada um dos critérios gulosos de selecao de colunas,
descritos em 3.2.1, 3.2.2 e 3.2.3, em procedimentos distintos e utilizamos a solucao
de menor custo obtida, Xj,;.w, como parametro de entrada para a busca tabu, que
procura obter uma nova solucao viavel com menor custo. O custo da melhor solucao
viavel obtida constitui o limite superior Zyg que é retornado pelo algoritmo 3.2.

A otimizacao pelo subgradiente, associada as heuristicas lagrangeanas, é descrita

pelo algoritmo 3.3. Zup e Zip constituem os melhores limites superior e inferior
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Algoritmo 3.2 Técnicas de reducao e construcao de solucao viavel para o PPC
Entrada: Matriz A = [a;;]mxn de elementos 0-1, vetor de custos ¢ € R
Saida: Limite superior Zyp

1. /* Pré-processamento */

2: Aplicacao do procedimento para colunas iguais

3: repetir
4:  Aplicacao dos procedimentos para linhas dominantes e linhas iguais
5. Aplicacao do procedimento para clique de linha
6
7
8

: até nao haver eliminacao de linhas ou colunas

: /* Métodos heuristicos de construgao */

. Executar procedimentos de construcao de solugoes viaveis, a partir dos critérios
gulosos de selecao de colunas. X, constitui a melhor solucao encontrada com
custo cx

9: /* Busca Tabu */
10: Executar a busca tabu que recebe a solucao X;,;.u € retorna o limite superior Zyp

obtidos, respectivamente. t indica a iteracao corrente, cont ¢ um contador para a
quantidade de iteracdes sem melhoria no valor de Z;5. O valor de 7 & reduzido pela
metade, quando cont atinge o valor méximo «, que indica a quantidade limite de
iteracoes sem melhoria no valor do melhor limite inferior corrente. Nas iteracoes da
otimizacao pelo subgradiente em que o valor da solu¢cao do problema lagrangeano é
maior do que Z.p, aplicamos a HLP ou a HLCC, para tentar reduzir o GAP entre
Zug e Zig do PPC.

De acordo com o algoritmo 3.3, na primeira iteragao da otimizacao pelo
subgradiente, atribuimos ao vetor de multiplicadores de Lagrange o valor A = 0.
Inicialmente o parametro de relaxacao 7w assume o valor 2.

Nas iteracoes da otimizacao pelo subgradiente, quando um dos componentes do
vetor de multiplicadores de Lagrange \;, para ¢ = 1,...,m, for nulo e o subgradiente
correspondente for negativo, entao realizamos a projecao do valor do subgradiente
para zero. Segundo [10] essa projecdo é necessaria para que o fator do subgradiente
nao interfira no célculo do tamanho do passo, o que favorece a convergéncia para \*
na otimizacgao pelo subgradiente.

Os critérios de parada adotados foram valor de 7 < 0.005 ou Zyp — Zrp < 1. A

seguir abordamos o esquema de Branch and Bound que adotamos para o PPC.

3.9 Branch and Bound

O Branch and Bound (B&B) realiza um particionamento iterativo do espago de solugoes
S do PPC em subproblemas, tal que S é definido pelo conjunto de restrices Az = 1
e x € {0,1}" da formulagao de programacao inteira do PPC.
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Algoritmo 3.3 Otimizacao pelo subgradiente e heuristicas lagrangeanas

Entrada: Matriz A = [aj],nxn, vetor de custos ¢ € R", limite superior Zy g, a.
Saida: Limite superior Z g, limite inferior Z; 5.

Lte0me—2 AN 09 —1,i=1,....m; Zyp «— Zyp;

2: Ct — ¢j, j = 1,....n; Zty — 0; Zyg < 0; tp' ¢ dado pela equacio (3.10);
cont — 0;

3: repetir

4:  Atualizar multiplicadores de Lagrange \/™, i = 1,...,m, por (3.8);

5. Calcular custo reduzido C’;H, j=1,...,n, por (3.4);

6:  Obter solugao Z do problema lagrangeano por (3.5);

7. Calcular subgradiente g:*', i = 1,... m, por (3.9);

8 se g™ <0e ' =0 entdo

9: gt —0;

10: fim se
11:  Calcular custo do problema lagrangeano Zt%' por (3.6);
12: se Z}'y > Z.p entdo

13: Zip «— 20

14: cont « 0;

15: Executar heuristica lagrangeana, que retorna limite superior Zyp;
/* HLP ou HLCC */

16: se Zyp < Zyp entao

17: ZUB — ZyuB;

18: fim se

19: senao

20: cont «— cont + 1;

21: se cont = « entao

22: T—T/2;

23: cont « 0;

24: fim se

25:  fim se

26:  Calcular tamanho do passo tp'™ por (3.10);

27 t—t+4+1;

28: até (Zyp — Zrp < 1 ou m < 0.005)
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Utilizamos a relaxacao linear para encontrar limites inferiores nos nés da arvore de
B&B, sendo Sp = {zr € R" | Az =1, 0 < 2 < 1} o conjunto de solucoes do problema
relaxado.

O funcionamento do B&B para um problema de minimizacao é apresentado pelo
algoritmo 3.4, onde L denota a lista de subproblemas (nés) ativos {NO’} e NO" ¢ o
no6 raiz, ou seja, é a relaxacao linear do problema inteiro original. z; denota o limite
inferior correspondente ao valor da relaxacdo linear do subproblema NO’. z,, denota
o valor da melhor solucao inteira viadvel conhecida do problema original. 2z, denota
o valor do melhor limite inferior obtido através da relaxacao linear dos nés gerados
na arvore de B&B. z; denota a solucio da relaxacdo linear de NO'. Inicialmente, 2z,
assume o valor de Z; g, melhor limite superior obtido pela execucao das heuristicas
lagrangeanas.

O algoritmo B&B ¢ tipicamente visto como uma &rvore de busca. A &rvore
é construida iterativamente através da formacao de novos nds por um processo de
ramificagao (branching) de um no k existente, para o qual a solu¢ao 6tima da relaxagao
é fracionaria. Nesse processo dois noés filhos sao formados a partir da selecao de uma
das variaveis x; de valor fracionario (variavel de branching). Os nos filhos sdo criados
a partir da fixacao de z; em 1 e em 0, respectivamente, no intuito de assegurar que
o conjunto de restricoes associado aos nos filhos de k& nao inclua solugoes nas quais a
variavel de branching escolhida assuma o mesmo valor fracionario.

A etapa denominada poda é utilizada como critério para avaliar se um no6 da
arvore nao necessita ser explorado. Classificamos um né como fathoming nas seguintes

situacoes:

e Inviabilidade: quando pelo menos uma das restricoes do modelo de programacao

linear é violada.

e Bound: quando o valor da sua relaxacao linear é maior ou igual ao valor da

melhor solugao inteira viavel conhecida (z,);

e quando o valor da relaxacao linear do n6 é inteiro e esse valor é inferior z,.
Nesse caso, atualizamos z,, para assumir o valor z; e removemos de L todos os

subproblemas j com z; > zy,.

Realizamos a poda dos nos considerados fathoming para tentar obter a solucao 6tima
e provar a otimalidade sem uma busca exaustiva no espaco de solugoes do problema.
O B&B termina quando todos os nos sao fathoming ou quando encontramos um
no6 da arvore cuja solucao é inteira e tem valor (limite inferior) igual ao valor do melhor
limite superior conhecido, z,,. Neste caso, ocorre a prova de que z,, constitui o valor

de uma solucao 6tima do PPC.
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Algoritmo 3.4 Branch-and-Bound

1:

2:
3:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:

22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:

/* Inicializagao */
L — {NO";
zy < 0;
2+ 0;
Zup < ZuB;
opt — 0;
/* Condigoes de parada */
enquanto L # () ou opt = 0 fazer
Selecionar e remover um subproblema NO? de L, tal que i > 0;
Computar a relaxacio linear de NO?, cujo valor é z;;
se z; > z,, entao
Ir para passo 3; /* poda */
fim se
se z; > z;, entao
2l < Zis
fim se
se x; for uma solucao inteira entao
se z; < z,, entao

Zub < %4
Remover de L todos os subproblemas j com z; > z,; /* poda */
fim se
se z,, = 2 entao
opt «— 1;
fim se
senao

/* Particionamento */
Seja {Sij}zzf um particionamento do conjunto de restricoes S do problema
{NO'}. Adicionar os problemas {NOij}zj a L, se forem viaveis, onde {NO%”}
¢ NO' com regido de viabilidade restrita a {S%};
fim se
fim enquanto
se opt = 1 entao
x*, referente & melhor solugao inteira viavel, é solucao 6tima com valor z,;
senao se existir x, referente & melhor solugao inteira viavel entao
a solucao x é retornada com valor z,;
senao
o problema é inviavel;
fim se

22



Selecionamos a varidvel mais fracionaria como critério de selecao de variaveis de
branching. Como critério de selecao de nos adotamos o best bound, que consiste em
escolher, entre todos os nos inexplorados de L, aquele que apresenta menor valor de
limite inferior.

Para implementar a lista de n6s nao explorados L, utilizamos a estrutura de dados
heap na qual os nos ficam dispostos em um vetor e o ndé de menor limite inferior fica
situado na cabeca do heap, tendo maior prioridade na selecao do préximo n6 a ser
analisado pelo B&B.

A seguir abordamos os resultados computacionais obtidos pelas estratégias de

resolugao apresentadas.
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Capitulo 4
Resultados Computacionais

Neste capitulo abordamos os resultados computacionais alcancados pelas estratégias de
resolugao apresentadas no capitulo anterior. Inicialmente, descrevemos as instancias
do PPC que utilizamos neste trabalho e o resultado da aplicacao das técnicas de
pré-processamento sobre elas. Na secao 4.3 apresentamos os resultados da execucao da
rotina CPXmipopt da Cplex Callable Library para resolver instancias do PPC. Na
secao 4.4 descrevemos os resultados da meta-heuristica busca tabu. Na secao 4.5
apresentamos os limites superior e inferior alcancados pelas heuristicas lagrangeanas.
Na secao 4.6 abordamos os resultados alcancados pelo Branch and Bound. Na secao
4.7 comparamos os resultados obtidos pelas heuristicas lagrangeanas com resultados

existentes na literatura.

4.1 Introducao

As técnicas de pré-processamento, as heuristicas construtiva gulosa e lagrangeanas e o
esquema de Branch and Bound apresentados foram implementados com a linguagem
de programacao C+-+ no sistema operacional GNU Linux. Para computar a relaxacao
linear no esquema de Branch and Bound, utilizamos o Cplex [1]. A maquina utilizada
para a realizacao dos testes dos algoritmos possui um processador Pentium IV de 3000
MHz e 512 MB de memoria RAM DDR2.

Os algoritmos implementados foram utilizados para resolver 54 instancias de
Hoffman e Padberg [32]| para o PPC, presentes na OR-Library [9]. O valor da densidade,
relagao entre a quantidade de elementos a;; = 1 e o total de elementos da matriz A,
caracteristica do PPC, varia entre 0,99% e 36,90%, o que mostra o quanto as instancias
do PPC utilizadas sao espacgas.

Em virtude de limitagao de recurso de memoria fisica, nao fomos capazes de resolver
a instancia do PPC denominada us(01, que possui um total de 145 linhas e 1053137

colunas. Por esse motivo, essa instancia nao esta incluida nas tabelas dos resultados
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computacionais alcancados neste trabalho.

Nas tabelas que seguem utilizamos a seguinte legenda:

instancia identificador das instancias de [32]

linhas ntamero de linhas da instancia do PPC anterior a aplicagao do pré-processamento
colunas nimero de colunas da instancia do PPC anterior a aplicagao do pré-processamento
linhas PP ntmero de linhas da instancia do PPC apo6s aplicagao do pré-processamento

colunas PP

ntmero de colunas da instancia do PPC apos aplicacao do pré-processamento

% linha percentual do niimero de linhas eliminadas no pré-processamento
% colunas percentual do niimero de colunas eliminadas no pré-processamento
pClique parametro utilizado na técnica de reducao clique de linhas

custo 6timo

custo da solucao 6tima obtido pelo MIP Cplex

SIG valor da solucao da heuristica gulosa construtiva

% SIG diferenca relativa entre SIG e o custo 6timo

LS BT limite superior obtido pela busca tabu

% LS BT diferenca relativa entre LS tabu e o custo 6timo

iter BT nimero de iteragoes executadas na busca tabu

LS HL limite superior obtido pelas heuristicas lagrangeanas
% 1.S HL diferenca relativa entre LS HL e o custo 6timo

LI HL limite inferior obtido pelas heuristicas lagrangeanas
% LI HL diferenca relativa entre LI HL e o custo 6timo

GAP diferenca relativa entre .S HLL e L.T HL.

nlOS nimero de iteragoes executadas da otimizagao pelo subgradiente

estimativa LS

% estimativa LS

estimativa de limite superior

diferenca relativa entre estimativa LS e o custo 6timo

iter MIP namero de iteragoes do simplex
nNodes niimero de nos usado para resolver o problema inteiro do PPC
nCortes ntamero de cortes de clique adicionados durante a otimizacao pelo Cplex

nDesigualdades

nimero de desigualdades de clique geradas pelo Cplex

LS Inic limite superior inicial para o Branch and Bound

LI Root limite inferior obtido na otimiza¢ao do no raiz do Branch and Bound
sol BB solucao obtida pelo Branch and Bound

gerados nimero de noés gerados durante execucao do Branch and Bound

expl ntmero de nos explorados durante execucao do Branch and Bound
inexpl nimero de nos inexplorados durante execugao do Branch and Bound

t(s)

tempo de execu¢do (CPU) em segundos

4.2 Pré-processamento

As técnicas de pré-processamento foram aplicadas conforme o algoritmo 4.1.
Inicialmente, aplicamos o procedimento de eliminacao de colunas iguais e, em seguida,
de forma iterativa, aplicamos os procedimentos de linhas dominantes, linhas iguais e

clique de linhas, até nao haver mais eliminacoes de linhas e de colunas.

25



Algoritmo 4.1 Pré-processamento para o PPC

Entrada: Matriz A = [a;j]mxn, vetor de custos ¢ € R, pClique

Saida: Matriz A = [a;;]mx, com quantidade menor ou igual de linhas e de colunas
. Aplicar procedimento de colunas iguais

2: repetir

3:  Aplicar procedimento de linhas dominantes e iguais

4:  Aplicar procedimento de clique de linha

5: até nao haver eliminacao de linhas ou colunas

—_

A tabela 4.1 apresenta o nimero de linhas e de colunas da matriz A = [a;;]mxn das
instancias do PPC antes e depois da aplicacao dos métodos de pré-processamento,
bem como a percentagem de eliminacao desses elementos em relacao ao total. O
parametro de entrada pClique é determinado empiricamente para o procedimento
cligue de linha (3.1.3) e indica a quantidade maxima de colunas que devem cobrir
uma linha para que esta seja considerada no processo de busca por colunas que podem
ser eliminadas. De acordo com testes experimentais realizados, a aplicacao das técnicas
de pré-processamento com valor de parametro pClique maior que o informado resulta
na mesma quantidade de linhas e de colunas eliminadas, mas pode exigir maior custo
computacional. O valor de pClique igual a zero indica que o procedimento clique de
linhas nao elimina linhas ou colunas nas instancias consideradas.

Os resultados computacionais apresentados na tabela 4.1 mostram que a aplicagao
dos métodos de pré-processamento na maioria das instancias do PPC analisadas
promovem redugoes significativas no ntimero de variaveis (colunas) e de restrigoes
(linhas) do problema. Em média 5,91% das linhas e 27,35% das colunas sio eliminadas
na aplicacao das técnicas de pré-processamento. Destacamos os resultados obtidos em
us02 onde houve a eliminagao de 55% das linhas e em us04, onde houve reducao de
84,98% das colunas.

Tabela 4.1 — Instancias de Hoffman e Padberg [32]

instancia linhas colunas linhas PP % linhas colunas PP % colunas pClique t(s)
aa0l 823 8904 617 25,03 7544 15,27 308 6,78
aa02 531 5198 362 31,83 3848 25,97 179 1,84
aa03 825 8627 553 32,97 6707 22,26 176 6,76
aa04 426 7195 343 19,48 6123 14,90 144 1,98
aa0b 801 8308 533 33,46 6246 24,82 167 4,44
aal6 646 7292 504 21,98 5902 19,06 199 5,03
k101 55 7479 47 14,54 5915 20,91 1192 1,19
k102 71 36699 69 2,82 16542 54,93 0 0,10
nw01 135 51975 135 0,00 49903 3,99 630 1,37
nw02 145 87879 145 0,00 85256 2,98 993 2,25

Continua na proxima pégina
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Tabela 4.1 — Instancias de Hoffman e Padberg [32]

instancia linhas colunas linhas PP % linhas colunas PP % colunas pClique t(s)

nw03 59 43749 59 0,00 38964 10,94 0 0,10
nw04 36 87482 36 0,00 46190 47,20 0 0,35
nw05 71 288507 71 0,00 202603 29,77 0 2,97
nw06 50 6774 50 0,00 5977 11,76 0 0,08
nw07 36 5172 36 0,00 2064 39,91 0 0,07
nw03 24 434 24 0,00 356 17,97 0 0,00
nw09 40 3103 40 0,00 2305 25,72 0 0,00
nwl0 24 853 24 0,00 659 22,74 0 0,00
nwil 39 8820 39 0,00 6488 26,44 0 0,01
nwi2 27 626 27 0,00 454 27,48 0 0,00
nwl3 51 16043 51 0,00 10905 32,03 0 0,02
nwld 73 123409 73 0,00 95178 22,87 0 0,65
nwl5 31 467 31 0,00 407 12,85 145 0,02
nwl6 139 148633 139 0,00 138951 6,51 0 0,73
nwl7 61 118607 61 0,00 78186 34,08 0 0,49
nwig8 124 10757 124 0,00 8458 21,37 702 3,52
nwl9 40 2879 40 0,00 2145 25,49 0 0,00
nw20 22 685 22 0,00 536 21,75 33 0,00
nw21 25 577 25 0,00 421 27,04 117 0,02
nw22 23 619 23 0,00 521 15,83 47 0,00
nw23 19 711 19 0,00 424 10,36 176 0,02
nw24 19 1366 19 0,00 926 32,21 0 0,00
nw25 20 1217 20 0,00 844 30,65 0 0,00
nw26 23 771 21 8,70 468 39,30 205 0,04
nw27 22 1355 22 0,00 817 39,70 97 0,02
nw28 18 1210 18 0,00 582 51,90 189 0,04
nw29 18 2540 18 0,00 506 19,92 0 0,00
nw30 26 2653 26 0,00 1877 29,25 466 0,10
nw31l 26 2662 26 0,00 1728 35,09 105 0,02
nw32 19 294 19 0,00 252 14,28 0 0,00
nw33 23 3068 23 0,00 2308 24,77 403 0,06
nw34 20 899 20 0,00 718 20,13 166 0,03
nw35 23 1709 23 0,00 1191 30,31 252 0,06
nw36 20 1783 20 0,00 1244 30,23 544 0,12
nw37 19 770 19 0,00 639 17,01 0 0,00
nw38 23 1220 23 0,00 726 40,49 382 0,15
nw39 25 677 25 0,00 565 16,54 88 0,01
nw40 19 404 19 0,00 336 16,83 0 0,00
nwAl 17 197 17 0,00 177 10,15 0 0,00
nw42 23 1079 23 0,00 795 26,32 220 0,05
nw43 18 1072 18 0,00 983 8,30 0 0,00

Continua na proxima pégina
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Tabela 4.1 — Instancias de Hoffman e Padberg [32]

instancia linhas colunas linhas PP % linhas colunas PP % colunas pClique t(s)

us02 100 13635 45 55,00 5766 57,71 1200 3,03
us03 7 85552 50 35,06 20632 75,88 2736 31,41
us04 163 28016 101 38,04 4209 84,98 187 2,35

Em [12] e [35] ha uma listagem de métodos de pré-processamento. Optamos
por utilizar somente os trés procedimentos de reducao apresentados porque eles se
mostraram eficientes quanto a relagdo custo/beneficio, ou seja, foram capazes de
reduzir quantidades significativas de linhas e de colunas do PPC com baixo custo

computacional.

4.3 MIP Cplex

Nesta secao apresentamos os resultados alcangados pela aplicacao do software Ilog Cplex
10.1 [1], para resolver as instancias do PPC. Utilizamos Cplex Callable Library para
obter a soluc¢do das instancias considerando o modelo de programacao inteira (2.1-2.2).

A tabela 4.2 mostra informacoes obtidas durante a execucao da rotina CPXmipopt
pelo Ilog Cplex, para solucionar as instancias originais do PPC, nao pré-processadas.

Todas as solucoes obtidas sao 6timas.

Tabela 4.2 — Resultados da rotina CPXmipopt para instancias do PPC

instancia custo 6timo iter MIP nNodes nCortes nDesigualdades  t(s)
aa0l 56137 14211 128 26 613 37,08
aa02 30494 675 0 0 358 0,29
aa03 49649 1735 0 1 554 2,67
aa04 26374 19561 288 13 343 26,72
aa05 53839 2686 33 17 527 4,75
aa06 27040 1554 2 10 506 5,01
kl01 1086 182 3 10 47 0,89
k102 219 381 19 2 69 4,11
nw01 114852 130 0 0 135 3,04
nw02 105444 157 0 0 145 6,00
nw03 24492 104 0 5 59 10,28
nw04 16862 3270 126 48 36 77,59
nw05 132878 127 0 0 71 15,84
nw06 7810 109 0 3 50 0,68
nw07 5476 22 0 0 36 0,14
nw08 35894 28 0 0 24 0,02
nw09 67760 48 0 0 40 0,08
nw10 68271 27 0 0 24 0,02
Continua na proxima péagina
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Tabela 4.2 — Resultados da rotina CPXmipopt para instancias do PPC

instancia custo 6timo iter MIP nNodes nCortes nDesigualdades t(s)
nwll 116256 66 0 2 39 0,69
nwl2 14118 23 0 0 27 0,02
nwl3 50146 95 0 3 51 1,52
nwl4 61844 156 0 0 73 6,70
nwl5 67743 16 0 0 29 0,02
nwl6 1181590 470 0 0 139 22,36
nwl7 11115 212 2 20 61 71,44
nwl8 340160 396 0 10 122 1,11
nwl9 10898 44 0 0 40 0,10
nw20 16812 42 0 8 22 0,03
nw21 7408 16 0 2 25 0,03
nw22 6984 24 0 2 23 0,03
nw23 12534 39 0 0 18 0,02
nw24 6314 25 0 3 19 0,05
nw25 5960 25 0 2 20 0,04
nw26 6796 27 0 1 21 0,03
nw27 9933 17 0 1 22 0,05
nw28 8298 17 0 2 18 0,04
nw29 4274 80 1 12 18 0,20
nw30 3942 29 0 4 26 0,13
nw31 8038 33 0 4 26 0,10
nw32 14877 20 0 3 15 0,02
nw33 6678 21 0 0 23 0,11
nw34 10488 23 0 1 20 0,06
nw35 7216 19 0 0 23 0,06
nw36 7314 87 2 6 20 0,22
nw37 10068 20 0 1 19 0,03
nw38 5558 42 0 0 21 0,05
nw39 10080 15 0 2 25 0,05
nw40 10809 20 0 0 19 0,02
nw41l 11307 14 0 1 17 0,02
nw42 7656 29 0 1 22 0,04
nw43 8904 29 0 1 17 0,04
us02 5965 95 0 0 45 0,69
us03 5338 81 0 0 50 5,04
us04 17854 192 0 0 98 1,16

Ao analisar os resultados obtidos na tabela 4.2, concluimos que o Cplex foi capaz
de resolver todas as instancias do PPC provenientes da OR-Library com facilidade,
através da adicao de cortes e desigualdades de clique durante a otimizacao. Os

resultados demonstram a eficiéncia do Cplex na resolucao dos problemas, considerando
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a formulacao de programacao inteira do PPC. O valor da solucao 6tima obtida é
utilizado nas tabelas que seguem com os demais resultados computacionais para anélise

da qualidade dos limites inferior e superior alcangados pelas heuristicas.

4.4 Busca Tabu

A busca tabu (BT) tem como ponto de partida a melhor solugiao viavel obtida pela
aplicagao da heurfstica gulosa construtiva e dos critérios de selecao de colunas sobre as
instancias do PPC. Essa meta-heuristica visa melhorar a qualidade das solu¢oes iniciais
obtidas, no intuito de fornecer um limite superior que é utilizado como parametro para
a heuristica de otimizacao pelo subgradiente.

Na etapa da busca local do algoritmo 3.1, selecionamos a melhor solu¢ao s’ com base
na avaliacao da vizinhanga V(s) da solugao corrente s, com relagao ao valor da funcgao
objetivo, a lista tabu e ao critério de aspiracao. Selecionamos aleatoriamente p = 50%
dos C(]s|,2) pares de colunas que sdo utilizados na busca por trocas entre colunas de s
e de 5 = N\s. Apos a coleta de todos os movimentos possiveis, a BT seleciona aquele
que apresenta maior descréscimo no custo da solugao corrente ou menor acréscimo, caso
nao haja trocas que proporcionem reducao no custo da solucao corrente s. Verificamos
entao se o melhor movimento obtido na busca local estd na lista tabu. Caso esteja,
avaliamos se ele satisfaz o critério de aspiracao. Caso satisfaca ele ¢ realizado mesmo
estando na lista tabu. Se o melhor movimento selecionado nao estiver na lista tabu, ele é
realizado e, em seguida, inserido na lista tabu. Dessa forma, os movimentos promovem
uma transi¢ao entre solugoes viaveis para o PPC a cada iteracao da BT.

Atribuimos ao tamanho |T'| da lista tabu o valor 10, determinado empiricamente
ap6s uma série de testes realizados sobre as instancias da literatura. Os movimentos
que estiverem ha |T'| iteragoes na lista sao retirados dela. Para cada instancia da
literatura, realizamos a busca tabu até que a quantidade de BT,,,, = 50 iteracoes sem
melhoria na melhor solucao conhecida s* seja alcancada.

A tabela 4.3 informa os resultados coletados para as 54 instancias da OR-Library
pré-processadas, utilizando o vetor de custos ¢ € RT das colunas da matriz A do
PPC apoés a execucao da heuristica construtiva gulosa e da busca tabu. Na tabela
informamos o valor da solucao 6tima das instancias, obtido pelo CPXmipopt do Cplex,
o valor da solugao inicial obtido a partir dos algoritmos gulosos (SIG) e sua distancia
percentual em relacao ao valor 6timo, o valor do limite superior alcancado pela busca
tabu e sua distancia percentual em relacao a solucao 6tima. O nimero de iteracoes
(iter BT) e tempo de execucao total em segundos (t(s)) da busca tabu também sao

informados.
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Tabela 4.3 — Resultados da busca tabu

instancia custo 6timo SIG % SIG LS BT % LS BT iter BT t(s)
aall 56137 57528 2,48 57528 2,48 50 28,86
aa02 30494 30497 0,01 30497 0,01 50 10,16
aa03 49649 50747 2,21 50702 2,12 90 46,07
aa04 26374 29888 13,20 29634 12,24 98 33,58
aa05 53839 55160 2,45 55160 2,45 50 23,16
aa06 27040 27293 0,94 27293 0,94 50 20,28
k101 1086 1130 4,05 1099 1,20 101 5,69
k102 219 234 6,85 229 4,57 55 16,82
nw03 24492 34917 42,56 27177 10,96 134 69,43
nw04 16862 20698 22,75 17282 2,49 85 46,48
nw05H 132878 176114 32,54 173256 30,39 80 663,96
nw06 7810 13582 73,91 7810 0,00 85 3,31
nw07 5476 31988 484,15 25862 372,28 176 2,83
nw08 35894 46556 29,70 44230 23,22 67 0,13
nw09 67760 83166 22,74 78880 16,41 71 1,61
nwl0 68271 83121 21,75 80319 17,65 106 0,42
nwll 116256 149127 28,27 147261 26,67 61 4,68
nwl2 14118 16684 18,18 14118 0,00 56 0,30
nwl3 50146 55554 10,74 50490 0,69 133 18,85
nwl4 61844 68996 11,56 62518 1,09 66 216,08
nwlb 67743 67800 0,08 67743 0,00 55 0,13
nwl6 1181590 1181590 0,00 1181590 0,00 50 1,30
nwl7 11115 37938 241,32 13326 19,89 115 205,29
nwl8 340160 455826 34,00 452478 33,02 57 18,11
nwl9 10898 18088 65,98 11172 2,61 61 0,55
nw20 16812 18873 12,26 17157 2,05 154 0,29
nw21 7408 9734 31,40 7408 0,00 60 0,30
nw22 6984 7610 8,96 6984 0,00 54 0,20
nw23 12534 15144 20,82 12534 0,00 65 0,15
nw24 6314 6424 1,74 6314 0,00 55 0,22
nw25 5960 9152 53,56 5960 0,00 52 0,08
nw26 6796 8432 24,07 6796 0,00 58 0,56
nw27 9933 15834 59,41 9933 0,00 56 0,30
nw28 8298 8298 0,00 8298 0,00 50 0,25
nw29 4274 4702 10,01 4274 0,00 54 0,40
nw30 3942 7226 83,31 4108 4,21 59 0,51
nw31 8038 9992 24,31 8038 0,00 57 0,32
nw32 14877 15609 4,92 14877 0,00 54 0,25
nw33 6678 9892 48,13 6678 0,00 51 0,26
nw34 10488 13140 25,29 10488 0,00 58 0,40

Continua na proxima pagina
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Tabela 4.3 — Resultados da busca tabu

instancia custo 6timo SIG % SIG LS BT % LS BT iter BT t(s)
nw35H 7216 7896 9,42 7216 0,00 60 0,53
nw37 10068 13503 34,12 10068 0,00 52 0,18
nw38 5558 6598 18,71 5558 0,00 52 0,22
nw39 10080 10758 6,73 10080 0,00 51 0,30
nw40 10809 12372 14,46 10809 0,00 60 0,39
nw41l 11307 12474 10,32 11307 0,00 52 0,17
nw42 7656 10530 37,54 7656 0,00 54 0,34
nw43 8904 12370 38,93 8904 0,00 66 0,16

Os resultados encontrados mostram que a aplicacao da meta-heuristica busca tabu
melhorou o custo da solucao viavel inicial em 42 das 54 instancias. Para as instancias
aall, aa02, aa0b, aa06 a busca tabu nao foi capaz de melhorar o custo da solucao
viavel encontrada pela heuristica construtiva gulosa. No entanto, para as instancias
nwlé e nw28 a heuristica gulosa encontrou uma solucao com custo 6timo e, como
conseqiiéncia, a busca tabu nao foi aplicada sobre elas. Em 46,30% das instancias,
uma solucao 6tima foi alcancada, com custo computacional razoavel. No entanto, para
as instancias nw01, nw02, nw36, us02, us03 e us04 nao obtivemos solugao viavel pela
aplicacao das heuristica gulosa construtiva e, conseqiientemente, a busca tabu nao foi
aplicada a elas. Para essas instancias, estimamos um limite superior, apresentado na
tabela 4.4, que é dado pela soma dos custos das m’ colunas de maior custo, onde
m’ < m é o numero de linhas da instancia do PPC pré-processada. Com isso, todas as
instancias ficam aptas a serem submetidas as heuristicas lagrangeanas, cujos resultados

computacionais sao apresentados a seguir.

Tabela 4.4 — Estimativa de limite superior

instancia custo 6timo estimativa LS % estimativa LS
nw01 114852 1622590 1312,77
nw02 105444 1744940 1554,85
nw36 7314 113474 1451,46
us02 5965 64375 979,21
us03 5338 78433 1369,33
us04 17854 137098 667,88

Em geral o tempo de execucao da heuristica gulosa construtiva e da busca tabu
juntas, para as instancias pré-processadas do PPC, é maior que o tempo de execucao

da rotina CPXmipopt do Cplex.
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4.5 Heuristicas Lagrangeanas

O algoritmo 3.3, apresentado no capitulo anterior, descreve a integracao entre as
heuristicas lagrangeanas e o processo de otimizacao pelo subgradiente. A seguir
especificamos os parametros utilizados, bem como os limites inferior e superior obtidos
para as instancias do PPC.

Atribuimos o valor 100 ao parametro «, para todas as instancias, exceto para nw36
e para us(0/, cujo parametro « recebeu os valores 745 e 500, respectivamente, definidos
ap6s uma série de testes que avaliaram a qualidade do limite inferior obtido. Quando o
ntimero de iteragoes sem melhoria no valor do melhor limite inferior conhecido atinge
o valor «, o valor do parametro 7 é reduzido pela metade.

As tabelas 4.5 e 4.6 informam o valor do custo de uma soluc¢ao 6tima, os valores
dos limites superior e inferior obtidos e 0 GAP relativo entre esses valores, bem como
o nimero de iteragoes executadas pela otimizacao pelo subgradiente e o tempo de
execucao em segundos das heuristicas lagrangeanas pura e de custo complementar,
respectivamente, para as instancias do PPC pré-processadas.

Em virtude da busca tabu ser executada em cada iteracao da otimizacao pelo
subgradiente em que ha uma melhoria no melhor limite inferior corrente, resolvemos
reduzir o parametro p da busca tabu, que indica a percentagem do total de pares de
colunas da solucao corrente analisado para a execucao do procedimento de busca local,
de 50% para 30% com o objetivo de reduzir o tempo de execucgao de cada chamada da

busca tabu.

Tabela 4.5 — Resultados Heuristica Lagrangeana Pura (HLP)

instancia custo 6timo LS HL % LS HL ©LIHL % LIHL nlIOS GAP t(s)
aall 56137 56989 1,52 55504 1,13 6876 2,68 86,28
aal2 30494 30494 0,00 30494 0,00 470 0,00 20,91
aa03 49649 49649 0,00 49615 0,07 6680 0,07 83,53
aa04 26374 28898 9,45 25863 2,04 4939 11,73 61,31
aa0b 53839 53935 0,18 53721 0,22 9439 0,40 232,08
2206 27040 27112 0,27 26974 0,24 3764 0,51 353,07
k101 1086 1086 0,00 1084 0,18 2182 0,18 50,34
k102 219 220 0,46 216 1,37 2409 1,85 57,00
nw01 114852 114852 0,00 114852 0,00 826 0,00 1254,75
nw02 105444 105444 0,00 105444 0,00 46400 0,00 3062,82
nw03 24492 24492 0,00 24447 0,18 1620 0,18 105,33
nw04 16862 16862 0,00 16311 3,27 2335 3,38 385,85
nw05 132878 149136 12,24 132868 0,01 2335 12,24 3561,29
nw06 7810 7810 0,00 7640 2,18 1731 2,23 2,01
nw07 5476 5476 0,00 5476 0,00 1782 0,00 7,97

Continua na proxima péagina
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Tabela 4.5 — Resultados Heuristica Lagrangeana Pura (HLP)

instancia custo 6timo LS HL % LS HL ©LIHL % LIHL nlIOS GAP t(s)
nw08 35894 35894 0,00 35894 0,00 210 0,00 0,59
nw09 67760 67760 0,00 67760 0,00 298 0,00 5,64
nwl0 68271 68271 0,00 68271 0,00 380 0,00 1,37
nwll 116256 116256 0,00 116255 0,00 1485 0,00 33,74
nwi2 14118 14118 0,00 14118 0,00 44 0,00 0,01
nwl3 50146 50146 0,00 50132 0,03 2241 0,03 47,54
nwl4 61844 61844 0,00 61822 0,04 4591 0,04 3028,86
nwi15 67743 67743 0,00 67743 0,00 289 0,00 0,03
nwl6 1181590 1181590 0,00 1181590 0,00 513 0,00 93,41
nwl7 11115 11196 0,73 10873 2,18 2655 2,97 875,38
nwl8 340160 368964 8,47 338621 0,45 2101 8,96 219,35
nwl9 10898 10898 0,00 10898 0,00 74 0,00 0,42
nw20 16812 16812 0,00 16626 1,11 1930 1,12 1,21
nw21 7408 7408 0,00 7380 0,38 1465 0,38 0,15
nw22 6984 6984 0,00 6942 0,60 1152 0,61 0,11
nw23 12534 12534 0,00 12317 1,73 1190 1,76 0,11
nw24 6314 6314 0,00 5842 7,48 1023 8,08 0,16
nw25 5960 5960 0,00 5852 1,82 1020 1,85 0,13
nw26 6796 6796 0,00 6743 0,78 1162 0,79 0,15
nw27 9933 9933 0,00 9878 0,55 1032 0,56 0,14
nw28 8298 8298 0,00 8169 1,55 1059 1,58 0,12
nw29 4274 4274 0,00 4170 2,43 2703 2,49 0,61
nw30 3942 3942 0,00 3727 5,45 2027 10,22 0,86
nw31 8038 8038 0,00 7980 0,72 1488 0,73 0,65
nw32 14877 14877 0,00 14570 2,06 1797 2,11 0,17
nw33 6678 6678 0,00 6484 2,91 1011 2,99 0,32
nw34 10488 10488 0,00 10454 0,32 1073 0,33 0,10
nw35 7216 7216 0,00 7206 0,14 1061 0,14 0,22
nw36 7314 7314 0,00 7260 0,74 27925 0,74 12,86
nw37 10068 10068 0,00 9962 1,05 998 1,06 0,07
nw38 5558 5558 0,00 5552 0,11 1557 0,11 0,22
nw39 10080 10080 0,00 9869 2,09 1202 2,09 0,11
nw40 10809 10809 0,00 10659 1,39 1422 1,39 0,14
nw41l 11307 11307 0,00 10972 2,96 1007 3,05 0,03
nwd2 7656 7656 0,00 7485 2,23 1226 2,28 0,16
nw43 8904 8904 0,00 8897 0,08 1150 0,08 0,13
us02 5965 5965 0,00 5965 0,00 165 0,00 9,26
us03 5338 5338 0,00 5329 0,17 76444 0,17 3995,30
us04 17854 17854 0,00 17732 0,68 46378 0,69 1340,71
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Tabela 4.6 — Resultados Heuristica Lagrangeana de Custo Complementar (HLCC)

instancia custo 6timo LS HL % LS HL ©LIHL % LIHL nlIOS GAP t(s)
aa0l 56137 57528 2,48 55427 1,27 4127 3,79 94,43
aal2 30494 30494 0,00 30494 0,00 447 0,00 20,74
aa03 49649 50702 2,12 49605 0,09 2595 2,21 45,61
aa04 26374 29769 12,75 25856 2,07 2658 15,13 33,32
aa05 53839 53941 0,19 53722 0,22 4854 0,40 140,08
2206 27040 27293 0,94 26974 0,24 3075 1,18 126,74
k101 1086 1086 0,00 1084 0,19 2024 1,18 66,00
K102 219 219 0,00 216 1,37 2356 1,38 64,07
nw01 114852 114852 0,00 114852 0,00 734 0,00 1079,85
nw02 105444 105444 0,00 105444 0,00 46368 0,00 3840,42
nw03 24492 25464 3,97 24446 0,19 1538 4,16 298,31
nw04 16862 16862 0,00 16311 3,27 2562 3,37 457,90
nw05 132878 149132 12,23 132873 0,00 32853 12,23 3711,21
nw06 7810 7810 0,00 7640 2,18 1731 2,22 1,93
nw07 5476 5476 0,00 5476 0,00 1853 0,00 4,26
nw08 35894 35894 0,00 35894 0,00 55 0,00 0,12
nw09 67760 67760 0,00 67760 0,00 263 0,00 5,15
nw10 68271 68271 0,00 68271 0,00 125 0,00 1,63
nwll 116256 116256 0,00 116255 0,00 2031 0,00 34,67
nwi2 14118 14118 0,00 14118 0,00 44 0,00 0,07
nwl3 50146 50322 0,35 50132 0,03 1987 0,37 86,56
nwl4 61844 62514 1,08 61829 0,02 3093 1,10 2737,34
nwlb 67743 67743 0,00 67743 0,00 289 0,00 0,07
nwl6 1181590 1181590 0,00 1181590 0,00 513 0,00 94,83
nwl7 11115 11142 0,24 10871 2,20 3049 2,49 875,17
nwl8 340160 415154 22,05 338564 0,47 19559 22,62 235,95
nwl9 10898 10898 0,00 10898 0,00 51 0,00 1,90
nw20 16812 17157 2,05 16626 1,11 2236 3,19 1,30
nw21 7408 7408 0,00 7380 0,38 1465 0,37 0,20
nw22 6984 6984 0,00 6942 0,60 1152 0,60 0,17
nw23 12534 12534 0,00 12317 1,73 1190 1,16 0,14
nw24 6314 6314 0,00 5842 7,48 1023 8,07 0,20
nw25H 5960 5960 0,00 5852 1,82 1020 1,84 0,15
nw26 6796 6796 0,00 6743 0,78 1143 0,78 0,24
nw27 9933 9933 0,00 9878 0,55 1032 0,565 0,19
nw28 8298 8298 0,00 8169 1,56 1059 1,57 0,18
nw29 4274 4274 0,00 4170 2,43 2703 2,49 0,72
nw30 3942 3942 0,00 3727 5,47 1778 5,76 0,94
nw31 8038 8038 0,00 7980 0,72 1613 0,72 0,94
nw32 14877 14877 0,00 14570 2,07 1890 2,10 0,29

Continua na proxima pagina
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Tabela 4.6 — Resultados Heuristica Lagrangeana de Custo Complementar (HLCC)

instancia custo 6timo LS HL % LS HL ©LIHL % LIHL nlIOS GAP t(s)
nw33 6678 6678 0,00 6484 2,91 1011 2,99 0,37
nw34 10488 10488 0,00 10454 0,32 1073 0,32 0,23
nw35H 7216 7216 0,00 7206 0,14 1061 0,13 0,22
nw36 7314 7314 0,00 7260 0,74 24461 0,74 12,58
nw37 10068 10068 0,00 9962 1,05 998 1,06 0,16
nw38 5558 5558 0,00 5552 0,11 1557 0,10 0,31
nw39 10080 10080 0,00 9869 2,09 1202 2,13 0,14
nw40 10809 10809 0,00 10659 1,39 1574 1,40 0,20
nw41l 11307 11307 0,00 10972 2,96 1007 3,05 0,03
nw42 7656 7656 0,00 7485 2,24 1226 2,28 0,23
nw43 8904 8904 0,00 8897 0,08 1150 0,07 0,16
us02 5965 5965 0,00 5965 0,00 374 0,00 56,14
us03 5338 5338 0,00 5331 0,13 68027 0,13 3671,18
us04 17854 17854 0,00 17732 0,68 45065 0,68 1362,62

Um comparativo entre os resultados alcancados para as 54 instancias da OR-Library
mostra que as heuristicas HLP e HLCC alcancaram o mesmo limite superior em 41
instancias. HLP obteve melhor limite superior nas instancias aa01, aa03, aa04, aa0s,
aa06, nw03, nwl3, nwil4, nwi8 e nw20, enquanto HLCC obteve melhor limite superior
em kl02, nw05 e nw17. Em 46 instancias, HLP atingiu a solucao 6tima, enquanto
HLCC obteve a solucdo 6tima em 42 instancias. Quanto ao limite inferior, em 45
instancias, HLP e HLCC alcancaram o mesmo resultado, sendo que em 13 instancias
foi atingido o custo da solucao 6tima. Para as instancias aa04, nw03, nw17 e nwli8,
HLP obteve melhor limite inferior, enquanto para as instancias aa03, aa05, nw05, nwi/
e us03, HLCC obteve melhor limite inferior. Os resultados mostram que tanto a HLP
quanto a HLCC alcancaram a solucao 6tima com prova de otimalidade em 13 das 54

instancia do PPC. Em média, a HLCC apresentou menor tempo de execucao que a
HLP.

4.6 Branch and Bound

Nesta secao apresentamos os resultados alcangados pelo nosso algoritmo de B&B que
utiliza o software Cplex [1| para resolver a relaxacao linear das instancias do PPC
pré-processadas, através do método dual simplex.

Na tabela 4.7, LS Inic indica o limite superior dado como entrada para o B&B,
que corresponde ao melhor limite superior alcancado pelas heuristicas lagrangeanas. LI
Root indica o valor da solugao da relaxacao linear do no raiz da arvore de B&B. A coluna

sol BB indica que nosso B&B alcancou a solucao 6tima em todas as instancias do PPC
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(GAP = 0), com exce¢ao de aall1, aa04 e nw0j. Nosso B&B nao foi capaz de resolver
essas trés instancias, devido a limitacoes de recursos de memoria no cluster onde o
processo foi executado. A dificuldade apresentada pelo B&B para resolver as instancias
aal1-06 se deve ao nimero relativamente grande de linhas por elas apresentado em
comparagao com as demais instancias.

Na tabela 4.7 também informamos o custo de uma solugao 6tima, o nimero de nos
da arvore de B&B que foram gerados, explorados e podados durante a otimizacao, bem
como o tempo de execucao em segundos. Para as instancias aa02, nw01, nw02, nw05,
nw07, nwl8, nw09, nwll0, ni12, nwl4, nwld, nwl6, nwl9, a resolucao da relaxacao
linear do n6 raiz da arvores de B&B resultou numa solucao inteira com valor igual a
da solucao 6tima. Para as demais instancias, os resultados mostram que o B&B teve
facilidade em resolvé-las, devido ao pequeno niimero de nés que foram gerados até que
uma solucao 6tima fosse encontrada.

Os resultados alcancados pelo B&B provaram a otimalidade do limite superior
obtido pelas heuristicas lagrangeanas para as instancias do PPC em que o limite
superior obtido por elas é igual ao valor da solucao 6tima, o que demonstra a qualidade

dos limites alcancados para a resolucao de instancias da literatura.

Tabela 4.7 — Resultados Branch and Bound

instancia custo 6timo LS Inic LI Root sol BB gerados expl podados t(s)
aa02 30494 30494 30494 30494 0 0 0 0,243
aa03 49649 50702 49616,4 49649 20 10 10 4,596
aa05 53839 53941 53735,9 53839 116 58 58 23,338
aa06 27040 27293 26977,2 27040 96 48 48 24,407
klo1 1086 1086 1084 1086 74 37 22 2,902
k102 219 219 215,25 219 1694 847 285 279,140
nw01 114852 114852 114852 114852 0 0 0 2,181
nw02 105444 105444 105444 105444 0 0 0 3,936
nw03 24492 24492 24492 24492 2 1 2 2,648
nw05 132878 149132 149132 132878 0 0 0 10,273
nw06 7810 7810 7810 7810 6 3 3 0,308
nw07 5476 5476 5476 5476 0 0 0 0,131
nw08 35894 35894 35894 35894 0 0 0 0,025
nw09 67760 67760 67760 67760 0 0 0 0,219
nwl0 68271 68271 68271 68271 0 0 0 0,020
nwll 116256 116256 116256 116256 2 1 2 0,432
nwl2 14118 14118 14118 14118 0 0 0 0,022
nwl3 50146 50146 50146 50146 2 1 0 0,835
nwl4 61844 61844 61844 61844 0 1 0 4,867
nwlh 67743 67743 67743 67743 0 1 0 0,030

Continua na proxima pagina
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Tabela 4.7 — Resultados Branch and Bound

instancia custo 6timo LS Inic LI Root sol BB gerados expl podados t(s)
nwl6 1181590 1181590 1181590 1181590 0 1 0 16,123
nwl7 11115 11142 10875,8 11115 20 10 10 19,638
nwl8 340160 368964 338864 340160 2 1 0 0,904
nwl9 10898 10898 10898 10898 0 1 0 0,159
nw20 16812 16812 16626 16812 4 2 3 0,127
nw21 7408 7408 7380 7408 2 1 0 0,032
nw22 6984 6984 6942 6984 2 1 0 0,064
nw23 12534 12534 12317 12534 16 8 7 0,100
nw24 6314 6314 5843 6314 6 3 3 0,175
nw25 5960 5960 5852 5960 4 2 2 0,122
nw26 6796 6796 6743 6796 4 2 2 0,059
nw27 9933 9933 9877,5 9933 2 1 0 0,087
nw28 8298 8298 8169 8298 4 2 2 0,142
nw29 4274 4274 4185,33 4274 12 6 6 0,240
nw30 3942 3942 3726,8 3942 4 2 0 0,218
nw31 8038 8038 8022 8038 6 3 3 0,299
nw32 14877 14877 14570 14877 8 4 4 0,039
nw33 6678 6678 6484 6678 2 1 0 0,218
nw34 10488 10488 10453,5 10488 2 1 0 0,026
nw35 7216 7216 7206 7216 2 1 0 0,095
nw36 7314 7314 7260 7314 28 14 13 0,387
nw37 10068 10068 9961,5 10068 2 1 0 0,023
nw38 5558 5558 5552 5558 2 1 0 0,102
nw39 10080 10080 9868,5 10080 6 3 3 0,060
nw40 10809 10809 10658,2 10809 4 2 2 0,032
nw41 11307 11307 10972,5 11307 2 1 0 0,030
nw42 7656 7656 7485 7656 6 3 3 0,175
nw43 8904 8904 8897 8904 2 1 0 0,085
us02 5965 5965 5965 5965 0 0 0 0,645
us03 5338 5338 5338 5338 0 0 0 2,192
us04 17854 17854 17731,7 17854 6 3 3 1,502

4.7 Resultados da Literatura

No intuito de avaliar a performance das heuristicas apresentadas, comparamos nossos
resultados com os de algoritmos existentes na literatura que utilizam as instancias de
Hoffman e Padberg [9] para o PPC.

4.7.1 Algoritmo genético

Na tabela 4.8 apresentamos os melhores resultados obtidos pela heuristica baseada

em algoritmos genéticos (AG) desenvolvida por Chu e Beasley [15]. Essa heuristica
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caracteriza-se por apresentar componentes tais como fungoes fitness e unfitness
separadas, esquema de mutacao adaptativa, selecdo de emparelhamento (matching),
funcao de substituicao da populacao por ranking e um operador de melhoramento
heuristico. Trata-se de uma das melhores heuristicas da literatura para o PPC.

Em AG estao os resultados obtidos em uma estagao de trabalho Silicon Graphics
Indico (R4000, 100 MHz). Em % AG mostramos a diferenca relativa entre o limite
superior obtido pelo AG e o custo da solucao 6tima que obtivemos na secao 4.3. Em
t(s) indicamos o tempo médio em segundos que o AG levou para alcangar sua melhor
solucao. O AG nao foi capaz de encontrar solucao viavel para as instancias aa01, aa03,
aalb, e nwol.

Tabela 4.8 — Resultados do AG de Chu e Beasley [15]

instancia custo é6timo AG % AG t(s)
aa02 30494 30500 0,02 1145,4
aa04 26374 28261 7,04 1731,7
2a06 27040 27883 3,12 2114,8
k101 1086 1086 0,00 159,6
k102 219 219 0,00 485,7
nw(02 105444 108816 3,20 15132,0
nw03 24492 24492 0,00 2782,0
nw04 16862 16862 0,00 3458,6
nw05 132878 134170 0,97 24914,5
nw06 7810 7810 0,00 326,4
nw07 5476 5476 0,00 47,6
nw08 35894 35894 0,00 0,7
nw09 67760 67760 0,00 14,2
nwl0 68271 68271 0,00 1,8
nwll 116256 116256 0,00 69,8
nwl2 14118 14118 0,00 3,5
nwl3 50146 50146 0,00 389,4
nwl4 61844 62262 0,68 9782,0
nwlb 67743 67743 0,00 1,4
nwl6 1181590 1181590 0,0 11810,5
nwl7 11115 11115 0,00 5650,7
nwl8 340160 345130 1,46 1540,8
nwl9 10898 10898 0,00 69,7
nw20 16812 16812 0,00 3,2
nw21 7408 7408 0,00 1,1
nw22 6984 6984 0,00 0,5
nw23 12534 12534 0,00 1,5
nw24 6314 6314 0,00 4.9
nw25 5960 5960 0,00 3,6

Continua na proxima pagina
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Tabela 4.8 — Resultados do AG de Chu e Beasley [15]

instancia custo 6timo AG % AG t(s)
nw26 6796 6796 0,00 4,4
nw27 9933 9933 0,00 2,6
nw28 8298 8298 0,00 3.0
nw29 4274 4274 0,00 48,8
nw30 3942 3942 0,00 28,1
nw31 8038 8038 0,00 42,2
nw32 14877 14877 0,00 1,9
nw33 6678 6678 0,00 5,5
nw34 10488 10488 0,00 2,2
nw35 7216 7216 0,00 4,5
nw36 7314 7314 0,00 46,2
nw37 10068 10068 0,00 2,3
nw38 5558 5558 0,00 6,7
nw39 10080 10080 0,00 1,1
nw40 10809 10809 0,00 1,4
nw41l 11307 11307 0,00 0,9
nw42 7656 7656 0,00 16,3
nw43 8904 8904 0,00 6,5
us02 5965 5965 0,00 76,8
us03 5338 5338 0,00 1350,2
us04 17854 17854 0,00 135,1

Nossa HLP alcangou solugao viavel para as instancias aa01 e aa05 com distancia
relativa para a solucao otima de 1,52% e 0,18% respectivamente. Para as instancias
aal3 e nwl1, a HLP alcangou a solucao 6tima, para as quais a prova de otimalidade
é mostrada pelo resultado do nosso B&B. Em 42 instancias do PPC, o melhor limite
superior alcancado pelas heuristicas lagrangeanas e pelo AG foi o mesmo. A HLP
obteve melhor resultado nas instancias aa0l1, aa02, aa03, aa0b, aa06, nwll, nwi?2,
nwlj do que o AG, enquanto a HLCC foi melhor que o AG nas instancias aa01, aa02,
nw01 e nw02. Somente para as instancias aa04, nw05, nwl7 e nwl8 o AG obteve
melhor resultado do que a HLP e a HLCC.

Em geral o tempo de execucao das heuristicas lagrangeanas é inferior ao do AG.
No entanto, deve ser levada em consideracao a diferenca entre as configuracoes das
maquinas utilizadas para a execucao das nossas heuristicas e do AG ao analisar a

performance dos algoritmos em relacao ao tempo de execucao.
4.7.2 Algoritmo func¢ao dual subaditiva

Klabjan [34]| apresenta um algoritmo prético que computa uma fungao dual subaditiva

otima (FSO) para problemas de programagao inteira. Trata-se do primeiro trabalho que
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reporta experimentos computacionais decorrentes da computacao de uma FSO. Em [35]
o autor mostra que o algoritmo pratico é tratavel para obter uma FSO para problemas
de pequeno e médio portes do PPC, utilizando pré-processamento, desigualdades de
clique, heuristica de expansao baseada em programagao linear, procedimento de geragao
de linhas e um esquema de Branch-and-Cut. Em [35] o autor também mostra que com
o uso de funcoes subaditivas apropriadas é possivel realisar andlise de sensibilidade que
fornece melhores resultados do que a analise que utiliza vetores duais de programacao
linear.

A tabela 4.9 de [35] informa os resultados alcancados pelos experimentos
computacionais que foram executados em uma maquina IBM Thinkpad 570 com
processador Pentium IIT de 333 MHz e 196 MB de memoria, para resolver as instancias
do PPC de Hoffman e Padberg [32]. O autor utilizou o Visual Studio C++ versao 6.0

e o software Cplex versao 6.5 para resolver problemas de programacao linear.

Tabela 4.9 — Resultados de Klabjan [35]

Tamanho Pré-processamento Tempo CPLEX
instancia linhas colunas linhas colunas t(s) estagiol estagio2 |E| |N\S]| t(s)
aall 823 8904 605 7531 32 3803 ? ? 95 723
aa03 825 8627 537 6695 30 25 171 142 0 88
aa04 426 7195 342 6123 17 ? ? ? ? 908
aa0b 801 8308 521 6236 21 106 ? ? 1 97
2a06 646 7292 486 5858 23 52 ? ? 5 39
k101 55 7479 47 5915 49 12 336 100 13 14
k102 71 36699 69 16542 8 240 ? ? 60 118
nw03 59 43749 53 38958 6 29 0 19 0 48
nw04 36 87482 35 46189 16 5757 ? ? 998 378
nw06 50 6774 37 5964 45 10 0 58 0 8
nwll 39 8820 28 6436 28 4 0 3 0 6
nwl3 51 16043 48 10900 4 9 0 4 0 18
nwl8 124 10757 81 7861 90 100 0 292 0 13
nw20 22 685 22 536 0 0 0 13 0 0
nw21 25 577 25 421 0 0 0 4 0 0
nw22 23 619 23 521 0 0 0 7 0 0
nw23 19 711 15 416 0 4 0 52 0 2
nw24 19 1366 19 926 2 1 0 52 0 1
nw25 20 1217 20 844 0 0 0 9 0 0
nw26 23 771 21 468 1 0 0 7 0 1
nw27 22 1355 22 817 3 0 0 4 0 0
nw28 18 1210 18 582 3 0 0 10 0 0
nw29 18 2540 18 2034 6 3 19 50 4 1
nw30 26 2653 26 1877 22 1 0 27 0 1
Continua na proxima pégina
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Tabela 4.9 — Resultados de Klabjan [35]

Tamanho Pré-processamento Tempo CPLEX
instancia linhas colunas linhas colunas t(s) estagiol estagio2 |E| |N\S| t(s)
nw31 26 2662 26 1728 14 1 0 13 0 1
nw32 19 294 17 250 0 2 0 28 0 1
nw33 23 3068 23 2308 26 2 5 16 1 1
nw34 20 899 20 718 2 0 0 3 0 1
nw35 23 1709 23 1191 7 0 0 3 0 1
nw36 20 1783 20 1244 15 5 14 67 12 0
nw37 19 770 19 639 0 0 0 3 0 0
nw38 23 1220 20 722 9 0 0 6 0 1
nw39 25 677 25 565 1 0 0 9 0 0
nw40 19 404 19 336 0 0 0 11 0 0
nw4l 17 197 17 177 0 0 0 4 0 0
nw42 23 1079 20 791 4 1 0 30 0 0
nw43 18 1072 17 982 0 0 0 3 0 0
us02 100 13635 44 5197 289 247 0 287 0 17
us04 163 28016 95 4080 53 3 0 25 0 68

Segundo o autor, as instancias do PPC, cuja resolugao da relaxacao linear apresenta
solucao inteira, foram omitidas na tabela 4.9. Devido a limitacao de recursos de
memoria fisica, as instancias nw05, nwi7 e usO! nao foram resolvidas. A instancia
nwl6 foi resolvida na fase de pré-processamento. Na tabela 4.9, mostramos o tamanho
das instancias antes e apo6s a aplicacao do pré-processamento. Em virtude do autor
ter utilizado outros procedimentos de reducao além dos que utilizamos, as quantidade
de linhas e de colunas eliminadas nas instancias do PPC foi igual ou pouco superior a
quantidade que apresentamos na tabela 4.1. Isso mostra o quanto os procedimentos de
reducao que implementamos foram eficientes na eliminacao de linhas e de colunas nas
instancias avaliadas.

O algoritmo apresentado por Klabjan [35] é composto de dois estagios, cujos tempos
de execucao em segundos estao presentes na tabela 4.9. O primeiro estagio é destinado
a encontrar uma FSO e uma solucao primal 6tima, enquanto o segundo estagio recebe
a FSO e computa uma FSO geradora. As colunas |E| e |[N\E| sdo cardinalidades
de conjuntos utilizados para computar a FSO (veja [35] para mais informagoes). O
simbolo “?” indica que os algoritmos nao foram capazes de resolver as instancias do
PPC no tempo limite de duas horas. A iltima coluna da tabela mostra o tempo de
execucao de um Branch and Cut que utiliza Cplex para resolver as instancias do PPC.

Segundo Klabjan, os algoritmos empregados nao foram capazes de finalizar o
estdgio 1 no tempo limite estipulado, para resolver a instancia aa(4, enquanto para

as instancias aa01, aa05, aal06, kl02 e nwlj somente o estagio 1 foi resolvido.
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Comparando os resultados do nosso B&B com o Branch and Cut de Klabjan [35],
temos que nosso B&B foi capaz de encontrar a solucao 6étima para 51 das 54 instancias

do PPC num tempo de execugio competitivo com o apresentado pelo algoritmo de [35].
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Capitulo 5

Consideracoes Finais e Trabalhos

Futuros

Neste trabalho avaliamos heuristicas lagrangeanas baseadas em algoritmos gulosos,
meta-heuristica busca tabu e método de otimizacao pelo subgradiente para resolver
instancias benchmark da literatura do Problema de Particionamento de Conjuntos
(PPC). As heuristicas usam informagoes da solu¢do do problema lagrangeano para
modificar os custos das colunas e encontrar limites superiores e inferiores de boa
qualidade. Empregamos um esquema de resolucao exato do tipo Branch and Bound
(B&B) para comprovar a qualidade dos resultados encontradas por nossas heuristicas.
Utilizamos rotinas de pré-processamento iterativas para reduzir as dimensoes das
instancias do PPC avaliadas, no intuito de melhorar a eficiéncia computacional das
heuristicas empregadas.

Experimentos computacionais indicam que o pré-processamento promove reducao
de 5,91% das linhas e 27,35% das colunas, em média, nas instancias da OR-Library.
Constatamos que a rotina CPXmipopt da Cplex Callable Library resolve todas as
instancias do PPC analisadas com facilidade, através da aplicacao de cortes e de
desigualdades de clique. A aplicagao da Heuristica Lagrangeana Pura (HLP) leva
a obtencao de uma solugao 6tima em 46 das 54 instancias do PPC, ao passo que em 38
das 54 instancias foi alcancado um limite inferior da ordem de 2% do custo da solucao
6tima. Constatamos também que a aplicacao da nossa estratégia de B&B resultou
na obtencao de uma solugao 6tima em 51 das 54 instancias, sendo que em 13 delas a
otimalidade foi alcancada pela resolucao da relaxacao linear do né raiz da arvore de
busca do B&B.

Os resultados obtidos pelas heuristicas lagrangeanas comparados com os da
heuristica baseada em algoritmo genético (AG) de Chul e Beasley [15] mostram que

somente em 4 das 54 instancias do PPC avaliadas o AG obteve melhores resultados e
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que as heuristicas lagrangeanas sao capazes de obter solucao viavel para as instancias
em que o AG nao obteve solucao.

Comparando os resultados das heuristicas lagrangeanas com os do algoritmo que
computam uma funcao subaditiva 6tima para o PPC, constatamos que o esquema de
B&B que implementamos obteve uma solucao 6tima com tempo de execucao inferior ao
do Branch and Cut, presentes em Klabjan [35], para a maioria das instancias avaliadas.
Portanto os resultados obtidos fornecem uma forte evidéncia de que nossas heuristicas
lagrangeanas sao competitivas com as melhores heuristicas existentes na literatura para
o PPC.

Como perspectivas de trabalhos futuros, pretendemos incorporar técnicas de planos
de corte e desenvolver desigualdade validas para o PPC, buscando melhorar os
resultados obtidos pelas nossas heuristicas. Pretendemos também investigar como elas
se comportam ao serem aplicadas na resolucao de instancias mais complexas desse

problema.
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