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Resumo

Nesta Tese, apresentamos a mecanica quantica ndo-aditiva (MQNA), uma teoria desen-
volvida a partir de primeiros principios com o intuito de entender quais s@o os efeitos da métrica
do espaco na teoria quantica. Em espagos nao-euclideanos, uma translagdo de comprimento Ax
ndo leva necessariamente uma particula de uma posicao x para outra x + Ax. O resultado dessa
translacdo depende da métrica. Esse € o ponto de partida para o desenvolvimento da MQNA.
Através de uma redefini¢ao do operador translagc@o, obtivemos novas relagdes de comutagao en-
tre os operadores posicdo e momentum e uma equacao tipo equagao de Schrodinger que descreve
a evolugdo temporal do estado da particula. Mostramos que essa equagdo, juntamente com cer-
tas condi¢Oes de contorno, pode ser vista como um problema de Sturm-Liouville, garantindo
que as energias da particula sdo reais e que os autoestados da hamiltoniana sao ortonormais e
formam uma base no espaco dos estados. Apesar dessas modificagdes, mostramos que contin-
uam validos o determinismo na evolucao temporal, o principio da superposi¢ao e a conservagao
local e global da probabilidade. Em contrapartida, generalizamos o teorema de Ehrenfest,
mostrando que, para os valores médios das grandezas fisicas, a MQNA cai na mecanica classica
em um referencial ndo inercial, e demonstramos a existéncia de uma incerteza minima diferente
de zero no momentum. Além disso, investigamos, tanto classicamente como quanticamente,
os efeitos dindmicos da métrica na evolug¢do temporal de uma particula livre. Para realizar a
simulacdo quantica tivemos que adaptar a técnica split operator para resolver numericamente
a nova equacdo de Schrodinger. Por fim, exploramos a possibilidade de mapearmos diversos
problemas fisicos de naturezas distintas através do surgimento de um potencial efetivo, con-
sequéncia de uma simples mudanca de coordenadas.



Abstract

In this thesis, we study the nonadditive quantum mechanics (NAQM), which is a theory
developed from first principles in order to understand the effects of the space metric in the
quantum theory. In non-Euclidean spaces, the translation of length Ax does not necessarily take
a particle from the position x to x + Ax. The result of this translation depends on the metric.
This is the starting point for the development of the NAQM. Through a redefinition of the
translation operator, we obtain new commutation relations between the position operator and
the momentum operator, and a Schrodinger-like equation which describes the time evolution
of the state of a particle. We show that this equation, with appropriate boundary conditions,
can be seen as a Sturm-Liouville problem, ensuring that the energies of the particle are real
and that the eigenstates of the hamiltonian are orthonormal and form a basis in the space of
the states. In spite of these modifications, we show the determinism in the time evolution, the
superposition principle and the local and global probability conservation remain valid. On the
other hand, we generalize the Ehrenfest theorem, showing that, for the average values of the
physical quantities, the NAQM is identical to the classical mechanics in a non-inertial reference
frame, and we demonstrate the existence of a nonzero minimum uncertainty for the momentum.
Besides, we investigate, classically as well as quantically, the dynamical effects of the metric in
the time evolution of a free particle. In order to perform the quantum simulation, we adapt the
split operator technique to solve numerically the new Schrodinger equation. Lastly, we explore
the possibility of mapping of several physical problems of different nature through the arising
of an effective potential which appears due to a simple change of coordinates.
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1 Introducao

A mecanica quantica € a teoria responsavel por estudar o comportamento da natureza em
uma escala atomica [1, 2, 3]. De fato, os fendmenos que ocorrem em uma escala muito pe-
quena sé podem ser corretamente explicados sob a luz da teoria quantica [4, 5]. Por outro
lado, essa teoria deve corresponder a mecanica cldssica quando os objetos envolvidos se tornam

macroscopicos [6, 7].

Existem pelo menos nove formulacdes da mecanica quantica [8], que sdo incrivelmente
diferentes, tanto do ponto de vista matematico como conceitual, no entanto realizam as mesmas
previsdes em todas as situacdes fisicas. Na versdo de Dirac da mecanica quantica [9], o estado
de uma particula em um instante 7y € descrito matematicamente por um ket |y/(z)), pertencente
ao espaco dos estados &. Além disso, qualquer grandeza fisica é descrita por um operador
que atua em & e que deve ser hermitiano e possuir autovetores que formam uma base para o
espaco dos estados. Os autovalores desse operador sdo os Unicos resultados possiveis ao se
realizar uma medida da grandeza fisica em questao e, logo apds a medida, o estado do sistema
necessariamente € o autovetor associado ao autovalor medido. Por fim, a evolu¢do temporal do

sistema € governada pela equacdo de Schrodinger
L d
i w(O) =HOl) - (1.1)

Com o intuito de estudar fendbmenos mais complexos, como a quebra da invariancia transla-
cional,ou a ndo-homogeneidade do espaco, ou ainda a possivel existéncia de um comprimento
minimo, foram realizadas varias modificagdes na equacdo de Schrodinger. Em 2004, Quesne
e Tkachuk [10] mostraram que existe uma intima conexao entre trés dessas modificagdes da
equacgao de Schrodinger baseadas no uso de massa efetiva dependente da posicao, de relagdes
de comutacdo deformadas e de espacos curvos. Além disso, em 2011, Costa Filho et al [11]
introduziram o conceito de deslocamento espacial nao-aditivo o que implicou na obten¢do de
uma nova e especifica relagcdo de comutagao entre os operadores posi¢do X € momento p, e de

uma Eq. de Schrodinger modificada que pode ser interpretada como sendo a Eq. de Schrédinger
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de uma particula com massa efetiva com uma dependéncia especifica da posicao. No entanto, o
operador py obtido ndo € hermitiano e, consequentemente, 0 Hamiltoniano também ndo. Uma
modificacdo nesse operador momento foi proposta em 2012 [12] a fim de torna-lo hermitiano,
contudo essa alteracdo ndo surge a partir de primeiros principios e trata-se de uma correcao ad-
hoc. Nesse trabalho, apresentaremos a Mecanica Quantica Nao-aditiva (MQNA) que, conforme
veremos, serd o cendrio natural de problemas que envolvem a Eq. de Schrodinger em espagos
curvos, ou com massa efetiva dependente da posi¢do, ou ainda, de problemas com relacdes
de comutagdo deformadas. Todos esses problemas possuem uma origem fisica em comum, a

translac@o espacial ndo-aditiva fruto da quebra de simetria de translaciao do espaco.
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2  Formalismo Unidimensional

Segundo Riemann, a geometria se fundamenta nos dois seguintes fatos [13]:

1. O espago € um continuo tridimensional e, portanto, a multiplicidade formada pelos seus

pontos pode ser descrita, de modo continuo, pelo sistema de valores de trés coordenadas

q1, 42 € 43;

2. O quadrado da distancia ds®> de dois pontos infinitamente préximos P = (q1,¢2,43) e

P' = (q1+dq1,q2+dq2,q3+dq3) é uma forma quadrética das coordenadas relativas dg;

dS2 = Zgijdqidqj y (2-1)
ij

comgij = §ji-

Dessa forma, o espaco é um continuo métrico.

O espaco Euclideano tridimensional € um caso particular do espaco de Riemann, onde
gij = 0ij (2.2)

e o quadrado da distancia ds® entre dois pontos P = (x,y,z) € P' = (x +dx,y +dy,z + dz)
infinitamente préximo é
ds® = dx* +dy* +dz* . (2.3)

Inicialmente, por uma questdo de simplicidade, trataremos apenas da teoria unidimensional.
Assim, postulamos que o espaco das posicoes € o espaco de Riemann unidimensional e que, por-
tanto, pode ser descrito de maneira continua pelo sistema de valores de uma tinica coordenada x.
Além disso, o quadrado da distancia entre dois pontos infinitamente préximos P(x) e P'(x+ dx)
¢ dada por

ds® = g(x)dx* . (2.4)
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Consequentemente, o espago das funcdes de onda serd o espaco de Hilbert com um peso,

ou seja, serd o espaco das funcdes de x definidas em um certo intervalo a < x < b, tal que

/a )P g < o 2.5)

dotado de um produto interno (ou escalar),
b
0ly)= [ 0" Vekdx 2.6

Da definicao acima, seguem as propriedades

(0ly) = (v]¢)” 2.7)
(0| A1y1 +Aayn) = A1(0|y1) + A2(0|y2) (2.8)
(M¢1 + 202 v) = A1 (1]¥) + A5 (d|y) (2.9

De posse de um produto escalar, podemos definir o conceito de norma e de ortogonalidade
de fungdes. Duas fungdes y(x) e @(x) sdo ortogonais se (¢|y) = 0. Por outro lado, a norma

||w(x)|| de uma fun¢do y(x), é definida como

vl = Vivly) (2.10)

que deve ser positiva definida.

Nesse contexto, uma particula bem localizada em torno de um ponto P(x) é descrita pelo

ket |x), autoket do operador posicio X!,

X|x) = x|x) . (2.11)

O conjunto {|x)} é completo. Assim, o operador identidade pode ser escrito como
1= / Ve@dx) (x| . (2.12)

Demonstracao:

Como ¢*(x) = (@ |x) e y(x) = (x|y), segue da Eq. (2.6) que

'Nessa Tese, os operadores serdo sempre representados por letras maitisculas, enquanto que seus autovalores e
demais varidveis por letras mintsculas
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Oly) = [0k (xlw)veldx
(o) = (ol [ b0Vt v

Portanto,

[ 10lVeldr=1 .

[ |
Enquanto que o produto escalar dos autokets do operador posi¢do serd
(xlx) = g(x) V25 (x—x') . (2.13)
Demonstracao:
Utilizando a Eq. (2.12),
000) = (lo)= 1| [ bt o
= [ (VeWwln) (xlg)a
o) = [(Vetwn)owdx .
Assim, relembrando a propriedade da integral da delta de Dirac, onde
b
| 08— )dx = 1)
a
se a < x' < b. Concluimos que
(') = g(x) 7128 (x )
|

Dessa forma, um estado fisico arbitrario pode ser expandido em termos de {|x)},

v) = [ Ve aly) - .14
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A partir de agora, generalizaremos a ideia de R. N. Costa Filho et al. [11], postulando que

o operador translagdo espacial, Ty(dx), atua em estado |x) da seguinte forma
T, (dx)|x) = |x + g(x) " 2dx) . (2.15)

~1/2

Nos resultados que se seguem, todas as vezes que fizermos g(x) = 1+ yx, recuper-

aremos os resultados obtidos por R. N. Costa Filho ez al. [11], ou se considerarmos que g(x) =1,

recairemos na mecanica quantica tradicional.
Das Egs. (2.4) e (2.15) podemos ver que
To(ds)|x) = |x+dx) , (2.16)
0 que mostra que nesse espaco € necessario uma translacdo de comprimento ds para levar um
estado |x) em outro estado |x + dx).

Mostraremos, agora, o carater nao-aditivo de Ty,

To(dx')Ty(dx") # To(dx' +dx") . (2.17)

Demonstracao:
Segue da Eq. (2.15) que

To(dX)Ty(dx")|x) = Ty(dx')|x+g(x)~"2dx")
T, (dX)Ty(dx")|x) = |x+g(x)"2dx" + g(x+g(x)™"2ax") 1 2dxy . (2.18)

Por outro lado,

To(dd +dd")x) = |x+glx)”"/(dx +dx"))
To(dx' +dx")|x) = e+ g(x) 1 2dx" + g(x) "1 2ax’y . (2.19)

Como g(x+ g(x)~/2dx"") ndo é necessariamente igual a g(x), entdo podemos concluir das

Eqgs. (2.18) e (2.19) que Ty €, em geral, ndo-aditivo.
|

Outra propriedade que também segue imediatamente da defini¢do do operador T, Eq.
(2.15), € que
lim Ty(dx) =1 . (2.20)

dx—0
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Além disso, segue das Egs. (2.11) e (2.15)
X, T,] |x) = g(x) ™" 2dx|x + g(x) "1 2dx) | (2.21)

onde os colchetes representam o comutator.

A Eq. (2.21) pode ser aproximada, com um erro de segunda ordem em dx, por

X, T,] |x) ~ g(x) "1 2dx|x) = g(X)"/2dX |x) . (2.22)

Agora, supondo que o momentum generalizado P, € o gerador de translagdo, ou seja, con-

siderando que [5]
iPodX

h Y

obtemos das Eqs. (2.22) e (2.23), a nova relagdo de comutacio entre os operadores posicao e

To(dx) =1 —

(2.23)

momentum
[X,P,] = ing(X)~'/? . (2.24)

Na sequéncia, € possivel obter a expressdo de P, no espago das posicoes

) 1 d
(ulPel y) = —ing(x) ™2 (aly) - (2.25)
Demonstracao:
Segue da Eq. (2.23) que
iP,0s
Ty(3s)ly) = [w) ———Iw) , (2.26)

onde ds = 4/g(x)0x é muito pequeno.

Utilizando as Egs. (2.4) e (2.12), podemos reescrever a Eq. (2.26) na forma

/P, 0
[ a8 1w = 1w) = 52y @27)

onde ds’ = \/g(x')dx’.
Agora, se utilizarmos a propriedade expressa na Eq. (2.16), a Eq. (2.27) torna-se

iP,bs
s+ 80w = vy - S5 )

A / P5
[ sy = satw) = 1wy - “5 2w 2.28)
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Por outro lado, se utilizarmos a seguinte relacao aproximada

0
(W = 8xlw) ~ (¢ y) — 82— (¥|w)

na Eq. (2.28), obteremos

Jasw) (W) -os5 i ) =l - F521) 229

Por fim, se aplicarmos (x| dos dois lados da Eq. (2.29) e utilizarmos as Eqgs. (2.12) e (2.13)

podemos concluir
0 i
/ nY _
/ds (x\x>as(x ) h<x|PgW>
0 i
/ I N — _
/dx O(x x)as<x|llf> h<x|Pg|‘l/>
(x| P,| >——'hi< v)
) and
(x| Pg|y) = —ihg(x) l/za@clw :
[ |

Portanto, segue da Eq. (2.25) que, no espago das posi¢oes, P, = —iiDg, onde

hd
Dy = g(x) 1/25 . (2.30)

O operador momentum P, € Hermitiano no espago de Hilbert com um peso, definido pelas
Egs. (2.5) e (2.6).

Demonstracao:
OIPIW) = (9] [ Veldrk) (xlplw)
= [ Ve (” —* )

lnly) = 5 [aw @ Sw @31

A Eq. (2.31) mostra que P, atua no espaco de Hilbert com um peso da mesma forma que

P= —ih% atua no espacgo de Hilbert.
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Realizando a integrac@o por partes na Eq.(2.31) e supondo que ¢*(x) y(x) assume 0 mesmo

valor nos limites de integragdo (zero, por exemplo, se a integracao for de —oo a +o0), obtemos

GlRdw) = =% [axu() 20"

— / Ve(x)dxy (x)in \/%%W(x)

— [/ VEday* (x) (—ih 1 i¢<x>)]

g(x) dx
(0P ly) = (yl|Pl9)" . (2.32)

No espaco das posigdes, a Equacdo de Schrodinger dependente do tempo € dada por

. d
ih (W (1)) = (x| H y (1)) (2.33)
e considerando que
7
H, = m +V(X,1) , (2.34)
concluimos 5 5
: _ h 2
lhE‘P(X,I) =— <%) D (x,t) +V (x,1)¥(x,1). (2.35)

Supondo que o potencial V seja independente do tempo, V = V(x), podemos buscar por

solugdes da Eq. (2.35) na forma

W(x,1) = y(x)T(1) . (2.36)

Substituindo a Eq. (2.36) na Eq. (2.35),

ih d 1

a7 my(

T(t)dt Dey(x) +V(x) . (2.37)

O lado esquerdo da Eq. (2.37) s6 depende do tempo, enquanto que o lado direito s6 depende
da posi¢do, assim, para que essa equacdo seja verdadeira, é necessario que os dois lados da

mesma sejam constantes, ou seja,

ST =2T(0) = T(t):exp(—%t) (2.38)
© 2
L D) + V0w = ) 239)

2m
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ou ainda,
o1 d 1 d

Ry P MEW) +V (x)y(x)

onde a constante de separacdo E € a energia da particula.

= Ey(x). (2.40)

A esse conjunto de resultados, que tem como caso particular, g(x) = 1, a tradicional mecanica
quantica, damos o nome de mecanica quantica ndo-aditiva (MQNA). No Capitulo 5, estudare-
mos as consequéncias fisicas dessas modificagdes na teoria quantica. Em particular, gener-
alizaremos o Teorema de Ehrenfest, onde serd possivel realizar a conexdo entre a mecanica
quantica ndo-aditiva e a mecanica cldssica. No Capitulo 4, utilizaremos a teoria de Sturm-
Liouville para estudar algumas propriedades da Eq. (2.40) e, no proximo Capitulo, apresentare-

mos o formalismo matematico da MQNA em trés dimensoes.



22

3  Formalismo Tridimensional

Nesse capitulo, apresentaremos o formalismo matematico da MQNA em trés dimensdes'.

Consideraremos que o espaco das posi¢des € o espaco de Riemann tridimensional com a seguinte

métrica diagonal
dS2 =81 (.X',y, Z)dx2 +g22(x7y7 Z)dy2 + 833 (x7y7Z>dZ2 ’ (31)
assim, o elemento de volume dV € dado por

dV =\ /Det(g;;)dxdydz (3.2)

e, consequentemente, o espaco das funcdes de onda serd o espaco de Hilbert com um peso, ou

seja, serd o espago das funcdes de x, y e z definidas em um certo volume V, tal que

//JW@MOF Det(g;j)dxdydz < o , (3.3)

dotado de um produto interno (ou escalar),

@)= [[] 0"y Detlsidxdyaz G4

Consideraremos que uma particula bem localizada em torno de um ponto
F=xf+yp+22 (3.5

€ descrita por um ket
7) = xy.2) (3.6)

autoket simultaneo dos operadores X, Y e Z,
X|x,y,z) = x[x,,2) , (3.7)

Y|x,y,z) = y|x,y,2) (3.8)

Dessa vez, omitiremos algumas demonstragdes por serem andlogas as realizadas no Capitulo 2.
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Z|x,y,z) =z|x,y,2) (3.9)
Das Eqgs. (3.7), (3.8) e (3.9), segue que

X,Y]=[X,Z] = [v,Z] =0 . (3.10)

De maneira andloga ao que foi feito no Capitulo 2, é possivel mostrar que a relacdo de

completeza e o produto escalar dos autokets do operador posicao sdo, respectivamente,

]l:///,/Det(g,-j)dxdydz|x,y,z>(x,y,z| (3.11)

(F|r) = Det(g;)) 28 (F— 1) . (3.12)

Dessa forma, qualquer estado fisico |y) pode ser expandido em termos de {|7) } como segue

v) = [[[ \/Pettsn)dxdsdzixy. e y.qlw) (313

Agora, postularemos que o operador translacdo espacial em trés dimensoes, T (Jr), atua

em um estado |x,y,z) da seguinte forma
Ty(dr)|x,y,2) = [x+ g1 (x,3,2) " 2dx,y+ g (x,y,2) 1 2dy,z + g33(x,y,2) 1 ?dz) | (3.14)

onde
dr =dxf +dyy +dz? . (3.15)

Segue da Eq. (3.14) que
To(ds)|x,y,2) = |x+dx,y+dy,z+dz) | (3.16)

onde
ds = \/g11(x,y,2)dxt + /g2 (x,y,2)dy9 + \/g33 (x,y,2)d 2% . (3.17)

Além disso, € possivel verificar que, no caso mais geral,

[Ty (dxX), Ty (dy9)] #0 (3.18)

[T, (dx), Ty(dz2)] # 0 (3.19)

[Tg(d)’f’)v Tg(dZ2>] #0 . (3.20)
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Isso significa que translagdes sucessivas em dire¢des perpendiculares ndo conduzem a particula

ao mesmo estado se a ordem dessas transla¢des € alterada. No entanto, 0 mesmo nao ocorre no
caso particular em que g11 = g11(x), g220 = g22(¥), € €33 = g33(2).
Por outro lado, como consequéncias da redefinicdo do operador translacdo, Eq. (3.14), e das

Egs. (3.7), (3.8) e (3.9), obtemos as seguintes relagdes de comutagdo com um erro de segunda

ordem em dx, dy e dz, respectivamente,

X, T, = g1 (X,Y,2)""%ax | 3.21)

Y, T = 822(X,Y,Z) "2y (3.22)
c

Z,T,] = g33(X,Y,Z2)"12dZ . (3.23)

Seguindo a mesma linha de raciocinio do Capitulo 2, agora, se considerarmos que o mo-

mentum P, € o gerador de translagdo, ou seja,

=

T,(dr)=1——P,.dr , (3.24)

S|~

onde

P,=Pi+Py+Pz (3.25)

obtemos das Egs. (3.21), (3.22), (3.23) e (3.24) que

(IX,P] —ifg11 (X,Y,Z)"V/2)dX + [X,P,]dY + [X,P]dZ =0 , (3.26)

Y, P]dX + ([Y,P)] — ifigoa(X,Y,Z)~V/2)dY + [V, P)dZ =0 (3.27)
€

[Z,P)dX +[Z,P,)dY + ([Z,P)) — ihg33(X,Y,Z)"*)dz =0 . (3.28)

A solucdo trivial das Egs. (3.26), (3.27) e (3.28) nos fornece as relagdes de comutacio entre

as componentes dos operadores posicdo e momentum

X, P] = ihg1(X,Y,2)7"/% (3.29)
X,P] =0, (3.30)
X,P]=0, (3.31)
[Y,P]=0, (3.32)

V,P)] = ihgn(X,Y,2)""/% (3.33)
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[Y,P]=0, (3.34)
Z,P] =0, (3.35)
[Z,p] =0 (3.36)
e
Z,P) = ihgz3(X,Y,Z)" /2 . (3.37)

Na sequéncia, se trabalharmos com translagdes em cada uma das direcdes x, y e z separada-
mente, é possivel obter das Eqgs. (3.14) e (3.24) as expressdes para cada uma das componentes

de ﬁg no espago das posicoes

_ Jd
(e lPl) = —ingy (63,2 5 (o2l W) (3.38)

o Jd
(.3, 2P W) = —ingyy (x,, )5, e w) (3.39)

© J
<x7y7Z|PZ|II/> - —ihg3_31/2(X,y,Z)a—Z<x,y,z|l[/> . (340)

Desse modo, podemos escrever que
NN Ay ) . 12 ) . 12 )
P,=2% <—1hg” (x,y,z)a) +7y <—lhg22 (x,y,z)&—y) +2Z <—lhg33 (x,y,z)a—Z . (3.41)

Por fim, a equagdo de Schrodinger no espago das posi¢des é dada por

0
lhg<x,y,Z|ll/(t)>=<x,y,Z|Hg|1I/(t)> : (3.42)
onde
P
Hy =254V (x,y,2,1). (3.43)

Assim, obtemos que a equagdo de Schrodinger dependente do tempo para a MQNA em trés

dimensodes sera

g 2 ) 2 o) o ) s
(3.44)

onde ¥ =Y¥(x,y,z,7), g € o determinante da matriz formada pelos coeficientes da métrica (tensor

métrica), g = Det(g;;), e g/ sdo os elementos da inversa do tensor métrica, g/ = (g7 1);;.
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4  Mecanica Quantica Nao-aditiva como
um Problema de Sturm-Liouville

Nesse capitulo, estudaremos as propriedades da Equacao de Schrodinger obtida na MQNA
em uma dimensao dentro do contexto da teoria de Sturm-Liouville. Mostraremos que a equacao
de Schrodinger independente do tempo obtida no Capitulo 2, Eq. (2.39), juntamente com as
condic¢des de contorno apropriadas, pode ser vista como um problema de Sturm-Liouville o que
garante que os autovalores da hamiltoniana sao reais, os autoestados sao ortonormais e formam

uma base no espago dos estados.

Na proxima secdo, anunciaremos quatro teoremas ja estabelecidos para o problema de

Sturm-Liouville que serdo utilizados aqui.

4.1 Teoria de Sturm-Liouville

Consideremos o seguinte conjunto de problemas

d dy

— —| = A =0 4.1

™ [p(X> dx] q(x)y+Aw(x)y =0, 4.1
onde supomos que p, dp/dx, q e w sdo fung¢des continuas no intervalo 0 < x < L e, além disso,
p(x) > 0ew(x) >0 em todos os pontos no intervalo 0 < x < L, com as seguintes condi¢des de

contorno
dy
dx

dy

ary(0) +aza

0)=0 e by(L)+by—=(L)=0 . 4.2)

Esses tipos de problemas sdo conhecidos como problemas de Sturm-Liouville e possuem
algumas propriedades importantes em comum. Apresentaremos essas propriedades nos quatro

teoremas que seguem. As demonstracdes podem ser encontradas na referéncia [18].

Teorema 1: Todos os autovalores A do problema de Sturm-Liouville, Eqs. (4.1) e (4.2),

sao reais.
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Teorema 2: Se @; e ¢, sdo autofuncdes do problema de Sturm-Liouville, Egs. (4.1) e (4.2),

correspondentes aos autovalores A; e Ay, respectivamente, com A; # A;, entao

/0 " ()01 ()2 ()dx = 0 . 43)

Esse teorema expressa a propriedade de ortogonalidade das autofungdes com respeito a

fungdo peso w(x).

Teorema 3: Para cada autovalor existe uma unica autofuncdo linearmente independente,
determinada a menos de uma constante multiplicativa. Além disso, os autovalores formam uma

sequéncia infinita e podem ser ordenados de forma crescente de acordo com a sua magnitude,
M<h<B< <A<, 4.4)

onde A, — oo quando n — oo.

Podemos determinar a constante multiplicativa impondo que, para cada autofuncdo ¢, as-

sociada com o autovalor 4, seja vélida a seguinte condi¢do de normalizagido

/Lw(x)gb,%(x)dx:l , n=1,23,-- (4.5)
0

Autofungdes que satisfazem tal condicdo sdo ditas normalizadas e seu conjunto é dito ortonor-
mal (com respeito a fungéo peso w(x)). As Egs. (4.3) e (4.5) podem ser combinadas numa tinica

equagdo como segue

/O ()b (1) (1)l = Sy (4.6)

Teorema 4: Sejam ¢, ¢, ... , ¢y, ... autofuncdes normalizadas do problema de Sturm-
Liouville, Egs. (4.1) e (4.2). Além disso, sejam f e df/dx fungdes continuas por partes no

intervalo 0 < x < L, entfo a série

pRLOR 4.7)
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onde os coeficientes ¢, sdo dados por

Cm = /()Lw(x)f(x) Om(x)dx (4.8)

converge para [f(x+) + f(x—)] /2 em cada ponto de intervalo 0 < x < L.

Esse teorema mostra que as solugdes do problema de Sturm-Liouville formam uma base no

espaco das fungdes.

Na proxima secdo, mostraremos que a equagdo de Schrodinger independente do tempo
obtida na MQNA, juntamente com condi¢des de contorno apropriadas, pode ser vista como um

problema de Sturm-Liouville.

4.2 Aplicacao na MQNA

Em uma dimensao, obtivemos a seguinte equacdo de Schrodinger independente do tempo

o1 d| 1 d
i T [ T Y| VW) = v, 4.9)
A Eq. (4.9) pode ser reescrita como
d d
& [P 5w — v + i o @10
onde
p(x) = S ; (4.11)
8(x)
2m
q(x) = ?vg(x)V(x) ; (4.12)
w(x) =/g(x) (4.13)
) 2
E
A= % . (4.14)

A Eq. (4.10) juntamente com condi¢des de contorno do tipo

d d
aﬂ,l/(O)—l—agd—I)IC/(O):O e blw(L)erzd—li/(L):O, 4.15)

formam um problema de Sturm-Liouville.
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Esse resultado acarreta algumas consequéncias importantes:

1. Os valores de E, a energia da particula, sdo reais;

2. Para cada valor de energia E,,, existe um tnico autoestado normalizado (com respeito a

fungdo peso w(x) = /g(x)) Wy, ou seja,
L
/ Ve wr(x)dx=1, n=1,2,3,- (4.16)
0

3. O conjunto dos autoestados normalizados y;, € ortonormal (com respeito a fungdo peso

w(x) = /g(x)), )
/0 V &(X) W (X)W (x)dx = Sy 4.17)

4. O conjunto dos autoestados normalizados y; formam uma base no espaco dos estados.

Dessa forma, o estado mais geral de uma particula ¢ (x) pode ser escrito como

¢(x) =Y caWul(x) , (4.18)
n=1

onde

Cm = /OL V &(X) 9 (x) Wi (x)dx . (4.19)

4.2.1 Poco de Potencial Infinito

Para ilustrar tudo isso, vejamos o caso particular do poco de potencial infinito. Nesse caso,

a energia potencial serd
0, se0<x<L,

V(x)= { (4.20)

oo,  caso contrario.

Esse problema ja foi resolvido em [11], onde mostrou-se que as energias do sistema eram

dadas por
W2 m2y?

E,=—_—-1 4.21
2mIn®(1 + yL) *2D

comn=1,2,3,---.

Assim, os niveis de energia da particula sdo quantizados e seus valores claramente reais.
Além disso, para cada valor de energia, dado pela Eq. (4.21), existe um tunico autoestado

normalizado dado por

2 .
(i $i [k? In(1+ YX)] , se0<x<L,

0, caso contrario,

Wu(x) = (4.22)
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onde

. nmwy
k= T (4.23)

As autofuncdes apresentadas na Eq. (4.22) sao ortonormais, respeitam a Eq. (4.17), e qual-
quer fungdo continua por partes f(x) definida em (0,L) pode ser escrita como uma combinagdo

linear delas, ou seja,

£3) = ¥ cysin {%MUHX)} : (4.24)
n=1
onde ) () i
2y fx) . Tk
Cn_ln(l—i—}’L)/o 1+}/xsm{yln<l+yx)} dx . (4.25)

A convergéncia da série definida pela Eq. (4.24), com coeficientes dados pela Eq. (4.25),
¢ garantida pelo Teorema 4 e estd ilustrada nas Fig. 4.1 e 4.2 para o caso particular em que

f(x) = 1. Nesse caso, a Eq. (4.24) torna-se

flx) = lim fiy(x) (4.26)
onde N
4 1 . [@m—1)m
fv(x) = = mg S—sin |- 70 In(1+7yx) (4.27)

€ a soma parcial dos N primeiros termos da série.

- 4 1t —
-~ -~
2 2
< |3
0 L Y% L
X X
1 1
R 2
S
W 1«
0y | L Y% | L
X X

Figura 4.1: Somas parciais da série para f(x) =1 com y= 40.9/L.

AsFig. 4.1 e 4.2 indicam qualitativamente que a soma parcial fx(x) converge para f(x) =1
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- 1 it i
-~ -~
2 2
< | |
0 | L % | L
X X
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/\
=
< |
% | L % | L

X X

Figura 4.2: Somas parciais da série para f(x) =1 com y= —0.9/L.

quando tomamos um nimero N grande de termos. Uma medida quantitativa desse fendmeno
pode ser obtida calculando o chamado erro quadritico médio da aproximacdo [18] , definido

como . J
RON) = [T~ Aol 750

se R(N) tender a zero conforme N tende ao infinito, entdo dizemos que a série para f(x) con-

) (4.28)

verge na média.

A Fig. 4.3 mostra o comportamento de R(N) para y = +0.9/Le y = —0.9/L, onde ob-
servamos que a convergéncia da série obedece uma lei de poténcias com o mesmo coeficiente
o = —1.0 para os dois valores de y. Podemos concluir que, de fato, R(N) tende a zero quando
N cresce indefinidamente. Portanto, esse resultado, obtido calculando a integral na Eq. (4.28)

numericamente, mostra a convergéncia na média das séries.
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0.15 — . ; ! : ! - I -
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Figura 4.3: Erro quadratico médio da aproximagdo f(x) ~ fy(x). As linhas continuas represen-
tam o erro para Y = +0.9/L e as linhas tracejadas para y = —0.9/L. O gréfico auxiliar apresenta
o mesmo resultado numa escala logaritmica.
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5 Consequéncias Fisicas e Aplicacoes

Nesse Capitulo, exploraremos as consequéncias fisicas da MQNA. Em particular mostraremos
que a evolugdo temporal € deterministica, no sentido em que, se conhecermos o estado inicial
|y (tp)) do sistema, podemos prever exatamente o estado final |y/(zs)) para todo valor de ¢;.
Além disso, veremos que essa evolugdo temporal € unitdria, ou seja, conserva a norma. Em
contrapartida, o teorema de Ehrenfest, que na mecanica quantica tradicional mostra que para
os valores médios dos operadores observédveis a mecanica quantica recai na mecanica cléssica,
serd generalizado, onde demostraremos que a MQNA cai na mecanica cldssica em um refer-
encial ndo-inercial para os valores médios das grandezas fisicas. Em seguida, exploraremos a
possibilidade aberta de mapearmos diversos problemas fisicos de natureza distintas através do
surgimento de um potencial efetivo oriundo de uma simples mudancga de coordenadas. Por fim,
mostraremos os efeitos dindmicos do termo linear da expansao em série de Taylor de g(x)_l/ 2

e a existéncia de uma incerteza minima diferente de zero no momentum quando consideramos

o termo quadrético da série.

5.1 Determinismo na Evolucao Temporal

Apesar da mudanga no operador momentum, causada pela regra de translacdo nao-aditiva,

a Equacdo de Schrodinger, Eq. (2.35), continua de primeira ordem em ¢, linear e homogénea.

Isso nos garante o determinismo na evolu¢do dos sistemas fisicos, ou seja, dada uma condi¢ao

inicial |y(zp)) o estado |y(¢)) fica unicamente determinado. De fato, se W¥(x,#) = (x|y(t)) é
dado por

Y(x,t) =U(t,10)¥(x,19) , (5.1

onde U (t,#9) é o operador evolugdo temporal, e se a Hamiltoniana H, nio depender de ¢, entdo

U (t,ty) assume a forma

U(t,ty) = exp {—%Hg(t —to)} . (5.2)
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Demonstracao:

A demonstragdo serd feita em dois passos. Inicialmente, mostraremos que U (,1,) satisfaz
uma equacao tipo equagao de Schrodinger e, em seguida, mostraremos que a Eq. (5.2) é uma
solucdo dessa equagdo de Schrodinger. Desse modo, substituindo a Eq. (5.1) na Eq. (2.35) e,

considerando que V = V (x), obtemos

‘ha Wy _[ Py y
9 00 ¥G0)] = |~ D3V 0| U000 ¥Cr)] 53

Como ¥(x,#p) ndo depende do tempo ¢, a Eq. (5.3) pode ser reescrita como

2
{ih%U{t,to)} W(x,to) = {—;—mDéU(t,to) —I—V(x)U(t,to)} W(x,1) . (5.4)

A Eq. (5.4) é vdlida para toda condi¢@o inicial W¥(x,7y), assim

", h*
ih=—U(t,10) = —%DE,U(Z,ZO)-%V(X)U(I,IO)
ih%U(r,to) = H,U(t,19) , (5.5)

que é a equacdo de Schrédinger para o operador evolucdo temporal.

Agora, basta mostrar que a Eq. (5.2) satisfaz a Eq. (5.5). Com esse intuito, expandindo a

Eq. (5.2) em série de Taylor, obtemos

iHy(t—19) (—i)% [Ho(t—10)]?
=1-——% g .
U(t,to) z + 5 > + (5.6)
Por fim, derivando a Eq. (5.6) com relagdo a t,
d i o (He\?
EU(Z‘,I()) = —£ g"’(—l) <?> (t—t())+
i i
= —=H, 1—£Hg(t—t0)+---
iU(t ) = —EH U (t,to)
ot »00) — 7 g > 10
(5.7

Além disso, continua vélido o principio da superposi¢do. Assim, se |yi(1)) e |ya(t))
forem solugdes da Eq. (2.35), entdo |y(7)) = A1|wi(1)) + A2|ya(r)) também serd solugdo da
Eq. (2.35).
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5.2 Conservacao da Probabilidade

Nessa se¢do mostraremos que, sendo H, hermitiano, a norma de um estado fisico per-
manece constante na evolu¢do temporal e deduziremos uma equagdo da continuidade para a
densidade de probabilidade p(x,1) = W* (x,1)¥(x,1).

Assim, calculemos

d

SO = | 4wl o)+ ol | v 58)

mas da Eq. (2.33), temos que

d 1
w(e) = 2 Ho 1)y () (5.9)
e, Consequentemente,
(1)) =~ (w(0) [ (1) = —— (w(0) | H (1) (5.10)
dt ih 8 ih g\ :

onde o tltimo passo na Eq. (5.10) é vélido desde que o potencial V (x,7) seja real.
Substituindo as Eqgs. (5.9) e (5.10) na Eq. (5.8),
d
S vOlv(@) =0 (5.11)
Dessa forma, se uma estado |y/(fy)) estd normalizado, entdo |y/(r)) também estard, ou seja

(o)) =1 = (v@)ly@)=1. (5.12)

Agora, derivando a densidade de probabilidade em relaciao ao tempo,

N d s
Ep(x,t):‘l’ (x,t)E‘P(x,t)—I—‘P(x,t)E‘P ()C,t) (513)
e utilizando as Egs. (2.33) e (2.34),

D ey =

5Pt = [ (x,1) D3 (x,1) — P (x,1) D3 W (x,1)] (5.14)

Da Eq. (2.30), € facil mostrar que

D [¢(x)w(x)] = ¢ (x)Dg [y (x)] + w(x)Dg [¢(x)] - (5.15)
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Assim, podemos concluir das Egs. (5.14) e (5.15) que

d h . .
Ep(x,t) + %Dg (" (x,1)Dg¥ (x,t) — W (x,1)Dg ¥ (x,1)] =0 . (5.16)

Se definirmos

J(x,1) = Ziml (9" (x,1)DW (x,1) — ¥ (x,1) D" (x,1)] (5.17)

como sendo a corrente de probabilidade, obtemos

d
Ep(x,t)-i—DgJ(x,t):O ) (5.18)

que € a Equacdo da continuidade para a densidade de probabilidade na mecanica quantica ndo-

aditiva e € a expressdao matemadtica da conservacao local da probabilidade.

5.3 Teorema de Ehrenfest Generalizado

Seja A um observavel qualquer. Nessa secdo, pretendemos estudar como o valor médio de

A,
(A1) = (w®)|Aly (1)) (5.19)
varia com o tempo no contexto da mecanica quéntica ndo-aditiva. E importante ressaltar que o

produto escalar na Eq. (5.19) deve ser calculado conforme a defini¢do dada na Eq. (2.6).

Derivando a Eq. (5.19) em relagcdo ao tempo, obtemos

d

SwDAlp(@) = [%W(t)l}fllw(t)wr

WO Do) +

vl [%wf(r»} . (5.20)

Substituindo as Egs. (5.9) e (5.10) na Eq. (5.20),

d 1 JdA

E<A> = —([A,H]) + <E> :

o (5.21)

Agora, aplicaremos a férmula geral acima para os operadores X e P. Dessa forma, como X
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ndo depende explicitamente de ¢,

CX) = S {XH)
= S (X
= (X BIR R,
S = S (s R (522

onde utilizamos a primeira identidade do Apéndice B, Eq. (B.1), e a Eq. (2.24).

~1/2

Supondo que g(x) possua uma série de Taylor, entdo

g) 2 =ap+ Y anx (5.23)
n=1
consequentemente, segue da Eq. (5.22) que
d X a()

X = +—Zan {(X".Fe}) - (5.24)

Por outro lado, para A = P,, a Eq. (5.21) torna-se

%(PQ = %([ngHgD
= L (RVX))
S(p) = DV | (5.25)

onde utilizamos a terceira identidade do Apéndice B, Eq. (B.3).

As Egs. (5.24) e (5.25) generalizam o teorema de Ehrenfest para a mecénica quéntica ndo-

aditiva.

Agora, derivando a Eq. (5.24) em relagdo ao tempo e utilizando a Eq. (5.25), obtemos

ﬂf@p(0 +—Za (X", R). (5.26)
ap dt? " dt &

A Eq. (5.26) relembra a 2%lei de Newton em referenciais nao-inerciais, onde o primeiro
termo do lado direito da Equacdo representa a forca real que atua sobre a particula, enquanto
que segundo termo, do mesmo lado da Equacao, faria o papel da for¢a de inércia, cuja origem
¢ a métrica ndo-euclideana do espaco. Assim, para os valores médios das grandezas fisicas, a

Mecanica Quantica ndo-aditiva cai na Mecanica Cldssica em um Referencial ndo-inercial.
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No caso particular em que ap = 1, a; =y e a,>2 =0, as Eqgs. (5.24) e (5.25) tornam-se,

respectivamente,

d, o _(P) ¥ Y Y

sy ==Ly Loepy o Logxopyy + L oxoxey) (5.27)
) d d d d

P =~ VX)) = v X [VX)]) =y (XP) (5.28)

onde P é o operador momentum no espaco euclideano e, portanto,
P,=g(X)"V2P=(1+yx)P , (5.29)

nesse caso particular.

Dessa forma, fica mais facil ver que quando fazemos ¥y = 0 nas Egs. (5.27) e (5.28) re-
cuperaremos o teorema de Ehrenfest tradicional, cuja forma recorda as equagdes cldssicas de

movimento de Hamilton-Jacobi.

Por fim, derivando a Eq. (5.27) em relagdo ao tempo e utilizando a Eq. (5.28), obtemos

2

2
M%W:—(%[V(X)D—7<X%[V(X)]>+%%<{X,P})+%%({X,XP}) . (5.30)

cuja forma claramente nos lembra a segunda lei de Newton quando y = 0.

Na préxima sub-se¢ao, utilizaremos os formalismos lagrangiano e hamiltoniano para obter

as equagdes cldssicas correspondentes as Eqgs. (5.27), (5.28) e (5.30).

5.3.1 Mecanica Classica em um Espaco Deformado

Nessa sub-se¢do, vamos obter as equagdes de movimento para uma particula cldssica em

um espaco unidimensional deformado com a seguinte métrica

1
2 2
= — . . 1
ds (i +)/x)zdx (5.31)

Nesse caso, a Lagrangiana do sistema serd

1
L=T-V= 5mv2—V(x) , (5.32)
onde a velocidade v € dada por
ds X
=— = . 5.33
Y dt  14+vyx ( )



5.3 Teorema de Ehrenfest Generalizado 39

Substituindo a Eq. (5.33) na Eq. (5.32), obtemos que

mi?

1
2 (1+7x)2

V() (5.34)

Conforme € demonstrado em [14] partindo da segunda lei de Newton, as equagdes de La-
grange mantém sua forma em um espaco deformado, ou seja,

L d (JL
x <$) =0 . (5.35)

Portanto, substituindo a Eq. (5.34) na Eq. (5.35), chegamos a equa¢ao de movimento para

a particula no formalismo lagrangiano

.. %)
mx myx av
— =——. 5.36
Tyl (+pf (30
O momento p da particula € definido como
dL ¢
= (5.37)

pP=E=—=— .
ox  (1+17x)?
Observe que, mesmo quando o potencial V(x) é identicamente nulo, 0 momento p nao se
conserva. Isso ja era esperado, pois o espago ndo possui simetria por translacao em x.

Podemos, ainda, obter a Hamiltoniana do sistema via transformada de Legendre da La-

grangiana, como segue

H=H(x,p) = px—L(x,%) (5.38)
2
PR I BT (5.39)
2m

Diferenciando a Eq. (5.38), obtemos

JdL dL
dH = pdx +xdp — —dx — ——dx , (5.40)
dx dx
que, utilizando as Eqs. (5.35) e (5.37), se reduz a
dH =Xdp — pdx . (5.41)

Por outro lado, temos que

dH = a—de—l— a—Hdp . (5.42)
dx ap
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Assim, comparando as Egs. (5.41) e (5.42), concluimos que

. OH
€
PR (5.44)
dx

que sdo as equagdes candnicas de Hamilton.

Das Eqgs. (5.39), (5.43) e (5.44), obtemos as equagdes de movimento para a particula na

formulacao de Hamilton

2
PO Gl (5.45)
m
© 2
p:_(l'i"}’x)’}’P —iV(x) ) (546)
m dx

As Egs. (5.45) e (5.46), que sdo equivalentes a Eq. (5.36) obtida na formulagdo La-

grangiana, podem ser reescritas, respectivamente, como

2

i=P e Y p b Y ept pr) + L (xxp+xpx) (5.47)
m m 2m 2m
€
d d d
a4 el , 4
=¥ ()~ T V@) V() (5:48)

Agora, podemos ver que as Eqgs. (5.47) e (5.48) sao as equivalentes cldssicas das Egs. (5.27)
e (5.28).

Para finalizar, podemos derivar a Eq. (2.78) em relacdo ao tempo para obter

. .. d yd Y d
=Pty U U . 4
mi p+?'dt(xp)+2dt(xp+pX)+ > dt(xxp+xp)C> (5.49)
Utilizando a Eq. (5.48) a Eq. (5.49) torna-se
. d d yd v d
mi = —de(x) — '}/xde(x) + > dr (xp+ px)+ 5 I (xxp + xpx). (5.50)

A Eq. (5.50) € a equivalente cldssica da Eq. (5.30) e € a expressdo para segunda lei de

Newton nesse espaco deformado.
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5.3.2 Mudancas de Coordenadas

Através de uma simples mudanca de coordenada o problema anterior pode ser incrivelmente
simplificado. Assim, seja'
1
n:;/ln(l-i-'}/x) . (5.51)

Segue das Eqgs. (5.31) e (5.51) que

ds* =dn? . (5.52)

Desse modo, a Lagrangiana apresentada na Eq. (5.34) pode ser reescrita em termos de 1 €

1) como segue

L= %mnh\/(n) . (5.53)

Agora, a equacdo de movimento para a particula serd

JL d [JL
50 i <_(917) =0 (5.54)
} d

O momento p, da particula € definido como

JdL ,
Pg = % =mn . (5.56)

Utilizando as Egs. (5.37) e (5.51), o momento p, pode ser escrito em termos de x € p,

pe={1+m)p . (5.57)

Observe que, agora, quando o potencial V(7)) € identicamente nulo, 0 momento pg, canon-

icamente conjugado a 1, se conserva, diferente do que ocorria com o momento p.

Novamente, através da transformada de Legendre da Lagrangiana podemos obter a Hamil-

toniana do sistema

Pe
H=2Ev(n) . (5.59)

De maneira andloga ao que foi feito anteriormente, podemos obter as equagdes candnicas

LA varidvel i) é o comprimento de arco no espaco deformado com a métrica dada pela Eq.(5.31).
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de Hamilton nas varidveis 1 € p,

= 5.60
n Ire (5.60)
© 0
H
Pe=—gn - (5.61)

E importante ressaltar que nas varidveis 1 € p, as equagoes de Hamilton mantém sua forma

canonica. Isso j4 era esperado, porque a mudanga de coordenadas

= 1LIn(1
{ no= yin(l+m) 562
pg = (I+mp
¢ candnica, pois
d _d Jd d
{n,pg}:an%pg—%napg—l . (5.63)

Das Eqgs. (5.59), (5.60) e (5.61), obtemos as equagdes de movimento para a particula na

formulacdo de Hamilton

fij =28 (5.64)

Pg= —%V(n) : (5.65)

Podemos, ainda, estudar como ficam as Eqs. (5.43) e (5.44), quando realizamos a seguinte

transformacdo de coordenadas

X = Xx
{ (5.66)
pg = (I+y)p .

Essa transformacao de coordenadas, por sua vez, nao € candnica e, portanto, ndo preserva

a forma das Equagdes de Hamilton. De fato,

Jd 0 Jd 4
{x,pg} = axﬁpg—%xapg: I+yx#1 . (5.67)

Nesse caso, a Hamiltoniana, Eq. (5.39), torna-se

2
H=-%t+v 5.68
2m V) ( )
e as Eqgs. de Hamilton serdo dadas por
oH JH
X==—+Y5— (5.69)

Ipe Ipe
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. JoH JoH JoH

Substituindo a Eq. (5.68) na Eq. (5.69), obtemos

Ps _ Ps +l(xpg—i—pgx) : (5.71)

=) =t am

Por outro lado, das Egs. (5.66), (5.68) e (5.70), temos que

d
Pg=—(1+70) V() . (5.72)

Por fim, derivando a Eq. (5.71) em relagdo ao tempo e utilizando a Eq. (5.72), concluimos

d d
it = (14 72) 5V () + 51 (xpg + per) (5.73)

Trabalhando com as equagdes (5.24), (5.25) e (5.26), é também possivel obter as equagdes

quanticas correspondentes as equacoes (5.64), (5.65), (5.71), (5.72) e (5.73).

5.4 Potenciais Efetivos

Anteriormente, vimos que a escolha da métrica
ds® = g(x)dx* (5.74)

nos conduz a seguinte Eq. de Schrodinger
2

. a o Fl 2
lhE‘P(x,t) = —%Dg‘l‘(x,t) +V(x,1)¥(x,1), (5.75)

onde D, = g(x)~'/2d/dx.

Inspirados pela Eq. (5.51), se realizarmos a seguinte mudanca de coordenadas

n(x) E/\/g(x)dx , (5.76)

aEq. (6.75) sereduz a
12 42

., d
ih=-¥(1,1) = " mdn?

o1 ¥(n,1) +Vers(n,0)¥(n,1) (5.77)

que é formalmente idéntica a equacdo de Schrodinger dependente do tempo para o espago

euclideano. Assim, uma particula sujeita a um potencial V (x,7) no espaco rienmaniano com
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métrica dada pela Eq. (5.74) se comporta como uma particula sujeita a um potencial V,s¢(1,1)
no espacgo euclideano. Isso nos permite realizar uma série de mapeamentos entre diversos
problemas fisicos, como foi feito em [15] no caso particular em que g(x)_]/ Z=1l4+yme
V(x)= %ma)zxz, onde foi mostrado a existéncia de uma conexao entre o potencial de Morse[16]

e o potencial harmonico.

Nessa se¢iio, mostraremos qual é o potencial efetivo V,s¢(1) gerado a partir do potencial

2

parabdlico V (x) = x* em espagos com métricas diversas.

1. Se g(x) = a® = constante, entdio segue da Eq. (5.76) que

n(x) =ax :>x:g , (5.78)

assim se V (x) = x, teremos que

Verr(n) = % : (5.79)

ou seja, em 1], o potencial continua parabdlico, mas a concavidade do potencial € reescal-

ada.
2. Se g(x) = 4x?, entdo segue da Eq. (5.76) que
nx)=x*, (5.80)
assim se V (x) = x, teremos que

Verr(m) =1, (5.81)

ou seja, um oscilador em um espago com métrica ds®> = 4x*>dx?> se comporta como uma
particula livre na presenca de um campo elétrico constante em um espagco com métrica

ds> =dn?
3. Se g(x) = 4/x°, entdo segue da Eq. (5.76) que

n@=-= (5.82)

assim se V (x) = x?, teremos que

1
Verr(m) == (5.83)

ou seja, um potencial parabSlico em um espaco com métrica g(x) = 4 /x5 é equivalente a

um potencial Coulombiano em um espago com métrica ds*> = dn?.
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Esses resultados, somado ao resultado ja conhecido do potencial de Morse[15], estdo re-

sumidos na tabela abaixo.

V(x) | Verr(n) g(x)
2 n?/d 2
x° n 4x?
x° —1/n 4 /x5
@M= 07 | L+ )

Tabela 5.1: Potenciais efetivos V,;¢(n) gerado a partir do potencial parabdlico V(x) = x* em

espacos com métricas diversas.

5.5 Dinamica em um Espaco Deformado

Nessa secdo, analisaremos os efeitos dinamicos do termo linear na expansdo em série de

~1/)2

Taylor de g(x) na evolucdo temporal de uma particula de massa m.

Classicamente, resolvemos esse problema encontrando a solucido da Eq. (5.36) que, para
V(x) =0, é dada por

1+ %o Vo ) 1
= —_—t | ——, 5.84
X v exp (1 v ( )

onde xg = x(t =0) e vo = X(t = 0).

Para y muito pequeno, segue da Eq. (5.84) que

2
X~ xg+vot + = WO l2

5.85
214 vxo ( )

ou seja, para pequenos valores de ¥, o movimento da particula é uniformemente acelerado,

assim, nesse caso particular, a particula livre sente uma forca de origem puramente geométrica

dada por
2
= M ) (5.86)
1+ yxo
Observe que para Y =0, a Eq. (5.85) torna-se
xX=xo+vot . (5.87)

Assim, recuperamos o resultado ja esperado no espaco euclideano. A saber, uma particula livre

em um referencial inercial se move em movimento retilineo uniforme.
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Na Figura 5.1, plotamos? a Eq. (5.84) para y=0,9/L, y=0,0/Le y= —0,9/L (curvas

tracejada, continua e pontilhada, respectivamente), onde consideramos L = 100aq, xo = 50aq e

vo = 10ay / T0.
250 - . - I o '
— — v=+0.9/L (Classical) /
—— y=+0.0/L (Classical) /(’)
- v=-0.9/L (Classical) /
O v=+0.9/L (Quantum) /0 ]
O v=+0.0/L (Quantum)  ¢§
A v=-0.9/L (Quantum) /
o
A /
s 150} 8 -
\V4 2]
/
o
At
i __AAAAA AAAAA_
CAA A
{ a
5 , | L | 1 ] 1
5 10 15 20

Figura 5.1: Valor médio de X para a particula livre considerando até o termo linear da expansao
em série de Taylor de g(x)~1/2.

Para realizarmos a mesma andlise do ponto de vista quantico, adaptamos a técnica Split
Operator (os detalhes da técnica encontram-se no apéndice A) para resolver numericamente a

Eq. (2.35), onde consideramos que
g) VP =1+47px . (5.88)

Investigamos a evolucao temporal de um pacote de ondas inicialmente gaussiano dado por

B 2
W(x,0) = Aexp(ikon ) exp [— (" GT’O) ] , (5.89)

onde 1 = %/ln(l +1x), no=n(=0)= )l/ln(l +¥x0), © = 24, ko = m_w

e A é uma
h 1+ yxo Y

constante de normalizacgdo.

Na Figura 5.1, apresentamos o resultado para (X) em fungio do tempo dessa simulagdo para

2Todos os resultados apresentados estdo no sistema atdmico de unidades [17], onde a unidade de comprimento
é o raio de Bohr ag 22 5.29 x 10~ e a unidade de tempo é 7y =2 2.42 x 10~ s,
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y=0,9/L,y=0,0/Ley=—0,9/L (circulos, quadrados e tridngulos, respectivamente), onde,
novamente consideramos L = 100ag, xo = 50ag e vo = 10ap/1p. Dessa figura, podemos ver
que para valores positivos de 7y a particula sofre uma aceleragdo positiva. Por outro lado, para
valores negativos de 7, a particula € desacelerada. Observe que as curvas cldssicas e quanticas
se sobrepde quase perfeitamente. O pequeno desacordo entre as curvas para Yy = —0,9/L ocorre

devido a imposicao de condicdes de contorno finitas na simulacdo quantica.

5.6 Incerteza Minima no Momentum

Na mecanica quantica em um espaco euclideano, o principio da incerteza de Heisenberg
afirma que a incerteza no momentum pode se tornar arbitrariamente pequena, contanto que
a incerteza na posicao tenda a infinito e vice-versa. Nessa se¢do, mostraremos que quando

~1/2

levamos em considera¢do o segundo termo da série de g(x) , Eq. (5.23), obtemos uma

incerteza minima no momentum diferente de zero.

Assim, sejam A e B dois observaveis quaisquer, entdo para qualquer estado |y) é vélida a

seguinte desigualdade [5]

AAAB > %\([A,Bm , (5.90)
onde
M=/ (42) - (a2 (5.91)
é o desvio padrio de A e
) = (WiAly) 5.92)

Por outro lado, conforme mostramos no Capitulo 2, a escolha da métrica

1
(1+yx+pB2x2)?

ds* = dx* (5.93)

onde y> < 4B? para que a métrica seja finita, nos conduz a seguinte redefinicio do operador
translacao
To(dx)|x) =[x+ (1 + yx+ B2x?)dx) . (5.94)

Uma das consequéncias da Eq. (5.88) € a seguinte relagdo de comutagdo entre X e P,

(X, P] = ih(1+yX + B2X?) . (5.95)
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Das Egs. (5.85), (5.86) e (5.90), obtemos
h
AXAP > = [14+7(X) + B*(X)* + B*(AX)’] (5.96)
Considerando a igualdade na Eq. (5.91),
h 202y L, 1B’
APg:§(1+y<X)—|—B (X) )EjtTAX : (5.97)
Derivando a Eq. (5.92) em relagdo a AX,
dAP, BB h oy 1
=———1 X X . 5.98
Impondo que APy 0, obtemos o valor de AX que minimiza AP,
= inimiz
p qu A(AX) , A% qu ,
1
AXo = 2/ 1+ 7(X) + B2(X)? . (5.99)
B
Assim, das Eqgs. (5.92) e (5.94), concluimos que
APy, = AP(AXo) = A \/ 1+ 7(X) + B2(X)? . (5.100)

Como 7 < 42, podemos concluir da Eq. (5.95) que, para B # 0, AP, .. € sempre real

e maior que zero. A Figura 5.5 ilustra isso para o caso particular em que (X) = 0, onde a

regido hachurada representa os estados que seriam permitidos no espaco euclideano, mas que

sdo proibidos no espago riemanniano.
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—— AxXAP=Hh/2

———- AYAP = i (1+B°Ax)/2

Forbidden in a
min curved space

AP
<

Figura 5.2: Incerteza Minima no Momentum quando levamos em consideracdo o segundo termo
da série de g(x)*l/ 2. A regido sombreada representa os estados proibidos para a métrica con-
siderada aqui.
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6 Conclusoes e Perspectivas

Nesse trabalho, apresentamos a mecanica quantica nao-aditiva, uma teoria desenvolvida a
partir de primeiros principios com o objetivo de entender quais sdo os efeitos da métrica do

espaco na teoria quantica.

Nos Capitulos 2 e 3, desenvolvemos detalhadamente o formalismo matemadtico da teoria.
Inicialmente, com o intuito de adaptar a teoria quantica para o espaco de Riemann, tivemos
que redefinir o produto escalar entre fungdes de onda. Desse modo, o espaco das funcdes de
onda passou a ser um espago de Hilbert com um peso. Como consequéncias disso, as relacdes
de completeza e ortonormaliza¢do dos autoestados do operador posi¢ao foram modificadas.
Além disso, redefinimos a atuag¢do do operador translagcdo sobre o estado de uma particula bem
localizada em torno de certa regido do espago. Essa tltima modificagdo tornou os deslocamen-
tos espaciais nao-aditivos e deu origem a uma nova relacdo de comutacdo entre os operadores
posicdo e momentum que, em um caso particular, torna-se a relacdo de comutagdo da teoria
EUP (extended uncertainty principle). Essa € a primeira vez que tal relacdo surge a partir de
primeiros principios. Ademais, uma nova equacao tipo equacdo de Schrodinger foi obtida para

a evoluc¢do temporal do estado da particula.

No Capitulo 4, estudamos as propriedades da equacdo de Schrodinger independente do
tempo obtida na MQNA em uma dimensao dentro do contexto da teoria de Sturm-Liouville,
onde mostramos que os autovalores da hamiltoniana sdo reais, os autoestados sdo ortonormais
e formam uma base no espago dos estados. Como uma aplicagd@o, investigamos a convergéncia
da série de Fourier formada pelos autoestados do poco de potencial infinito, onde observamos

que a série converge na média respeitando uma lei de poténcias com coeficiente o¢ = —1.

No Capitulo 5, exploramos as consequéncias fisicas da MQNA e realizamos algumas aplicacdes
da teoria. Mostramos que, apesar das modificagdes na teoria quantica tradicional, continuam
vélidos o determinismo na evolugdo temporal (obtendo a forma do operador evolucio tempo-
ral), o principio da superposi¢do (consequéncia da linearidade da nova equagao de Schrodinger)

e a conservacgao local e global da probabilidade (calculando uma equagao da continuidade para
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a densidade de probabilidade e demonstrando que a evolugdo temporal € unitéria, respectiva-
mente). Por outro lado, generalizamos o teorema de Ehrenfest, garantindo que a MQNA se
reduz a mecanica cldssica em um referencial ndo-inercial para os valores médios das grandezas
fisicas. Na sequéncia, exploramos a possibilidade de mapearmos diversos problemas fisicos de
naturezas distintas, onde mostramos que potenciais fisicos bem conhecidos como, por exemplo,
o que descreve uma particula em um campo elétrico constante, ou um potencial coulombiano,
podem ser vistos como osciladores harmonicos em espacos com métricas nao-euclideanas.
Além disso, mostramos, tanto classicamente como quanticamente, os efeitos dindmicos do

~1/2 sobre a trajetéria de uma particula

termo linear da expansdo em série de Taylor de g(x)
livre, onde verificamos a existéncia de uma for¢a de origem puramente geométrica agindo so-
bre a particula. Finalmente, demonstramos que quando consideramos o termo quadritico da

~1/2

série de Taylor de g(x) , existe uma incerteza minima diferente de zero no momentum.

Como perspectivas para trabalhos futuros, pretendemos obter a relacdo de comutacdo da
teoria GUP (generalized uncertainty principle) a partir de primeiros principios, desenvolvendo
uma teoria andloga a MQNA no espaco reciproco dos momenta e investigar os efeitos do termo
quadritico da expansio de g(x) ™! /2 na dinamica de uma particula. Além disso, com o intuito de
ter uma nova forma de ver a teoria, tentaremos obter os mesmos resultados da MQNA a partir

de uma abordagem via integrais de caminho.
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APENDICE A - Técnica Split Operator

A técnica split operator é um método numérico de solugdo da equagdo de Schrodinger
e vem sendo utilizada com sucesso em varias areas da fisica. Ela consiste, basicamente, na
implementacao do operador evolucdo temporal utilizando formas aproximadas para a expo-
nencial da soma de operadores que ndo comutam (no caso, o operador energia cinética e o
operador energia potencial). Foi inicialmente idealizada por M. D. Feit, J. A. Fleck e A. Steiger
[19] e aplicada, por exemplo, no estudo dos niveis de energia de moléculas triatdmicas [20] e
no estudo do caos quantico [21]. Na sua forma original, a técnica utilizava transformada de
Fourier para calcular o resultado da aplicagdo do operador exp [%Vz} , fato este que impde
condi¢des de contorno periddicas sobre o sistema. Para evitar isso, M. H. Degani modificou
o método utilizando a férmula aproximada exp [EA} = [ — %} - [1 + %] ao invés da trans-
formada de Fourier, permitindo, assim, a aplicacdo do método a sistemas em que a invariancia
translacional é quebrada [22]. Essa forma da técnica vem sendo utilizada com sucesso no es-
tudo das propriedades de estruturas semicondutoras em diversos trabalhos [22, 23, 24, 25, 26].
Uma adaptacdo da técnica para se estudar problemas descritos em coordenadas esféricas com
simetria axial foi feita por M.R. Hermann e J.A. Fleck [27]. Outra adaptacdo mais recente foi re-
alizada por Andrey Chaves. Ele estendeu a técnica para sistemas que envolvem spin e a aplicou
no estudo de grafenos [28]. Por fim, essa técnica foi ampliada pelo autor desse trabalho para
qualquer sistema de coordenadas [29], permitindo sua aplicacdo em problemas de particulas
confinadas em curvas ou superficies. Nesse apéndice, adaptaremos a técnica split operator para

resolver a equacdo de Schrodinger dependente do tempo obtida no Capitulo 2 dessa Tese, Eq.

(2.35), no caso particular em que g(x) /% =1+ yx.

Conforme demonstramos no Capitulo 5, o operador evolucdo temporal U (¢,1) é dado por

U(t,t) = exp {—%Hg(t —to)} . (A.1)
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Assim, para g(x) '/ = 1 + yx, temos que
W(x,t+Ar) = exp {At (jlhpyz . %V(x))] P(x,1) | (A.2)
onde, no espaco das posicoes,
d
Py = —ih(1+ yx)a . (A.3)
A Eq.(A.2) pode ser reescrita como
W(x,t+At) =exple(A; +A2)]P(x,2) , (A4)
onde € = At, A = ﬁ’hP% eA) = —%V(x), e portanto,
[A1,A2] #0 .

Para resolver a Eq. (A.4) € preciso saber como calcular a exponencial da soma de dois
operadores que ndo comutam. Uma solugdo para esse problema foi dada por Masuo Suzuki
em [30], onde o autor apresenta uma forma aproximada para o cdlculo da exponencial de uma

combinacao linear de operadores. Em particular, € mostrado que
€ € 3
exp[e (A1 +Az)] =exp |:§A2:| exp[eA]exp |:§A2:| +0(€%) (A.5)

onde o erro da ordem de €3 é devido a ndo comutatividade dos operadores Aj e A».

Dessa forma, para At muito pequeno, a Eq. (A.2) torna-se

W(x,t+At) =exp [_ZistV(x)} exp [;;A;Pﬂ exp [_Zi;tV(x)} Y(x,1) . (A.6)

Calcularemos W¥(x,t + At) em trés passos, cada um correspondendo a aplica¢do de um dos

operadores exponenciais na Eq. (A.6):

i) Calcularemos & (x,7 + At), resultado da aplica¢do do primeiro operador exponencial, ou
seja,
—IiAt
2h

E(x,t+At) =exp [ V(x)] Y(x,1) . (A7)

A aplicagdo do operador exponencial acima ndo passa de uma simples multiplicagdo. As-

sim, substituindo a Eq. (A.7) na Eq. (A.6), obtemos

—iAt

2h

W(x, 1+ Ar) = exp [ V(x)} exp {impz} E(x,t +At). (A3)

2mh Y
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ii) Calcularemos, agora, 1 (x,7 + At), resultado da aplicag¢do do segundo operador exponen-
cial, isto é,

—iAt
n(x,r+Ar) =exp [bia—hpi] E(x, 1+ Ar). (A.9)
Para isso, utilizaremos a seguinte férmula aproximada
-1
€A €A

cuja demonstracdo pode ser encontrada em [29].

Assim, utilizando a Eq. (A.10) e supondo que Az € muito pequeno, a Eq. (A.9) torna-se

. -1 .
At 9} IAt o)
t+At)= |14+ —P. 1-———P;| . A1l
nixt+41) { T Y} { dmh 7] @10
Aplicando o operador []l + %Pﬂ pela esquerda dos dois lados da Eq. (A.11), segue que
At 5 At 5
1+ —P. t+At)=|1———-P t+Ar) . A.12

Por outro lado, temos da Eq. (A.3) que no espago das posicoes

02 0
2 32 2
P?= 1 [(l-l—yx) &x2+y(1+yx)ax} : (A.13)

Substituindo a Eq. (A.13) na Eq. (A.12),

0?2 d
— 2— —_— —_— p—
n(x,t +At) — k(1 + yx) axzn(x,tJrAt) K7(1+?’X)axn(x,t+At)
0?2 d
&(x,t+At)+K(1+yx)2ﬁ§(x,t+m)+xy(1+yx)$§(x,t+m) , (A.14)
onde .
_ At . (A.15)
4m

O nosso objetivo, agora, é resolver numericamente a equacdo diferencial (A.14) acima,

lembrando que & (x,z + At), dado pela Eq. (A.7), é conhecido e queremos encontrar 1 (x,z + At).

Para isso, vamos supor que o nosso sistema esteja definido no intervalo 0 < x < L. Dis-
cretizando esse intervalo em N pontos igualmente espacados, teremos que a distancia entre um
ponto e seus vizinhos mais proximos serd Ax = L/N e, naturalmente, uma fungdo f = f(x)
definida em [0,L] também serd discretizada em N pontos f(x;), ou simplesmente f;, onde
j=12,--- N.
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A Fig. A.1 ilustra esse processo de discretizagao do espaco unidimensional e de uma fungao

definida nele.

— 1 1 1 1 1 1 1t
— f(f() coﬁtinué
o - -o f(X) discretizada

f(x)

X

Figura A.1: Discretizac¢do do espaco unidimensional e de uma fun¢do definida nele.

Assim, da teoria das diferengas finitas [31, 32], podemos escrever as derivadas de f; como

%fj = fij“z;xfj‘] +0(AF) (A.16)
) d? Jiv1 =2fi+ fi—1 )
2= e +0 (A7) . (A.17)
Utilizando as Egs. (A.16) e (A.17), a Eq. (A.14) pode ser escrita na sua forma discretizada
como
Anj1+Bmj+Cmjy1 =A% 1 +BE+CEjy (A.18)
onde
Aj= %(1 1) = &(1 +1))”

2K
Bj=1+_5(1 +1)°
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KY
Cj: 2Ax( +7/xj) sz( +7/xj) )

KY

A;':_Aj: 2Ax( +7xj) + sz( +7/xj) )

2K
€

Ky K

C}:—CJ- 2Ax( +¥x;) + Ax2(1+yxj)2

Finalmente, devemos aplicar as condi¢cdes de contorno do problema. Supondo que as

condi¢des de contorno sejam finitas, ¥(x < 0) =0 e W(x > L) = 0, teremos que
Mo="1nvr1=0 e S =E1=0. (A.19)
Assim, para j =1, a Eq. (A.18) torna-se
Bini+Cim2 =B1&1 +C1& (A.20)

e,para j =N,
ANTIN—1+Bnny = AyEn—1 +Byén . (A.21)

As Egs. (A.18), (A.20) e (A.21) podem ser escritas na seguinte forma matricial

B, C; O 0 ™
Ay By (& 0 N2
0 A3 B3y (3 0 :
0 0 0 B
NN-1
0O 0 O ANy By NN
(A.22)
Bll Ci 0 0 0 &
wmao ol e
0 A B,3 Cé 0 :
o o - 0
En—1
O 0 o0 ... A;V B;V En

Portanto, para obtermos 1 (x, ¢ 4 At), devemos resolver o sistema tridiagonal de N equagdes

e N incognitas representado pela Eq. (A.22). Nesse caso, podemos utilizar a subrotina TRIDAG
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do Numerical Recipes [33].

iii) Nesse ultimo passo, finalizamos o célculo de W(x, ¢+ Ar) aplicando a dltima exponencial
iAt

W(x,t+ At) = exp —%V(x) n(x,t+Ar) . (A.23)

Realizando todo esse processo vdrias vezes em um [oop, obtemos a evolu¢do temporal da
funcdo de onda para qualquer intervalo de tempo. Desse modo, conseguimos resumir o prob-
lema de resolver a equagdo de Schrodinger dependente do tempo ao problema de solucionar
sistemas de equacdes lineares tridiagonais, que podem ser rapidamente resolvidos por um com-
putador. Além disso, podemos utilizar essa mesma técnica para calcular os autoestados da
Hamiltoniana, bastando trocar a evolug@o no tempo real pela evolugdo no tempo imagindrio e o

processo de ortonormalizagdo de Gram-Schmidt [29].
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APENDICE B - Demonstracées Matemdticas

Por uma questdo de completeza, nesse Apéndice, apresentamos as demonstracdes de algu-

mas férmulas importantes utilizadas nessa Tese.

i) Queremos demonstrar a seguinte férmula
[A,B") = [A,B|B"+B[A,B"'] | (B.1)

onde A e B sdo operadores e n um ndmero inteiro.

Demonstracao:
[A,B"] = ABB" ! —-BB"'A
= ABB"' —BAB"' +BAB"! —BB""'A
[A,B") = [A,B|B"'+B[A,B"]
[
ii) Queremos demonstrar a seguinte férmula
[P, X"] = —ihg(X) "/ 2nx""" . (B.2)

Demonstracao:

Utilizando as Egs. (B.1) e (2.24) seguidas vezes,
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[P, X"] = [P, X]X" '+ X [P, X"
= —ihg(X)"V2X" T 4 X ([P, X]X" 24 X [P, X" %)
= 2ihg(X) 12X 4 X2 ([P, X] X" 3+ X [P, X"73))
= —3ing(X) 12X 4 X3 ([P, X] X"+ X [P, X"7Y])

[P, X"] = —ning(X)~'/2x"1 .
[ |
iii) Queremos demonstrar a seguinte férmula
[Pe, f(X)] = —ihDg f(X) . (B.3)
Demonstracao:
Supondo que f(z) possua uma série de Taylor, ou seja, se
= Z fnzn s
n=0
entdo a correspondente fun¢io de um operador A, f(A), é definida como[3]
A) =) fA" .
n=0
Desse modo,
[Pg7f(X>] - PgaanXn
[P, f(X Z fu P, X" (B.4)

Por fim, substituindo a Eq. (B.2) na Eq. (B.4),
[Pe. f(X)] = Z fu |~ ing ()~ x|

= —ing(X) Y funxn!
n=0

[Pg7f(X>] = _ihDgf(X>a (B.5)
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onde utilizamos a Eq. (2.26).
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