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Resumo

Um dos desafios da Fisica Tedrica é a tentativa de explorar como seus conceitos e
técnicas podem ser aplicados a Biologia para descrever a dindmica da matéria viva. A
complexidade da estrutura e organizacao dos sistemas bioldgicos conduz a efeitos nao-
lineares onde é possivel a manifestacdo de mecanismos solitonicos. Uma forma atrativa
de se estudar a propagacao de energia vibracional em biopolimeros, tais como proteinas,
¢ baseada em modelos de redes nao-lineares. Na década de 1970, Davidov sugeriu que os
modos de vibragoes intramoleculares de uma proteina estao relacionados as interagoes pre-
sentes nas deformacoes de sua estrutura e propagam ao longo da cadeia polipeptidica com
velocidade constante. Este é um comportamento de ondas solitarias (solugoes de certas
classes de equagoes de onda nao-lineares). Os modelos bésicos utilizados para se estudar
a dindmica nao linear de macromoléculas poliméricas trabalham com redes anarmonicas
unidimensionais. No entanto, tais moléculas sdo tridimensionais e ¢ necessario levar em
conta nao apenas deslocamentos longitudinais mas também deslocamentos transversais a
cadeia. Com base no fato de que, no estado fundamental, uma macromolécula polimérica
assume a forma de uma hélice, estudamos um modelo fisico que descreve a dindmica nao
linear de polimeros, em particular, para uma proteina alfa-hélice, tratando com interacoes
entre monomeros de diferentes ciclos da hélice, responsaveis por estabilizar a geometria
espiral da molécula. As solugoes numéricas das equacoes dindmicas obtidas para esta
cadeia mostram que o modelo suporta solugoes do tipo soliton. Analizamos ainda quais
os valores aceitaveis dos parametros livres para que estas solugoes existam. Mostramos
de que forma os sélitons representam uma tor¢cdo na molécula e como suas dinamicas
descrevem a propagacao desta torcao ao longo da cadeia protéica.



Abstract

One of the challenges of Theoretical Physics is the attempt of exploring how its con-
cepts and techniques can be applied to Biology to describe the dynamics of living matter.
The complexity of the structure and organization of biological systems leads to nonlinear
effects where manifestations of solitonic mechanisms are possible. An attractive way to
study the propagation of vibrational energy in biopolymers such as proteins, is based on
nonlinear lattices models. In the decade 1970, Davidov suggested that intramolecular vi-
brations modes in protein are related with interactions in the deformation of its structure
and propagate along the polypeptide chain with constant velocity. This is a behavior
of solitary waves (solutions of certain classes of non-linear wave equations). The basic
models used to study the nonlinear dynamics of macromolecular polymer works with one-
dimensional anharmonic lattices. However, these molecules are three dimensional and is
necessary to take into account not only longitudinal displacements but also transverse
displacements of the chain. Based on the fact that, on the ground state, a macromolecu-
lar polymer takes a helical shape, we study a physical model that describes the nonlinear
dynamics of polymers, in particular for a alpha-helical protein, treating with interactions
between monomers of different helix, which is responsible for stabilizing the molecule’s
spiral geometry. The numerical solutions of the dynamical equations obtained for this
chain show that the model supports soliton solutions. We yet analyze the acceptable
values of the free parameters for these solutions to exist. We show how the solutions
represent a twist in the molecule and how their dynamics describes the propagation of
twist along the protein chain.
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1 Introducao

A dindmica nao-linear trata sistemas que mudam com o tempo, regidos por
equagoes diferenciais envolvendo altas ordens de poténcia e/ou formas funcionais com-
plexas. Surge da necessidade de se descrever um determinado problema de forma mais
realista. Uma caracteristica fundamental da dindmica nao-linear é de que o principio
de superposicao nao é mais satisfeito e as variaveis nao podem ser escritas como combi-
nacoes lineares de componentes independentes. Geralmente, suas equagoes sao dificeis de
se resolver e, frequentemente, necessitam de métodos de solu¢des numéricas. Ao contrario
disso temos a dinamica linear, em que as taxas de variagdes das incognitas sao propor-
cionais as mesmas, resultando em comportamentos exponenciais ou senoidais e admitindo

superposicao.

Equacgoes nao-lineares podem ter como solucoes ondas solitarias. Tais ondas caracteri-
zam-se por serem localizadas e se propagarem com velocidade constante, sem dissipagao de
energia e sem alteracao na sua forma. Ha casos bem particular em que apds emergirem de
uma colisao, os pacotes de onda mantém suas formas originais assintoticamente no tempo,
a nao ser por uma mudanca de fase. Ondas Solitarias com essa caracteristica adicional

sao chamadas de Sdlitons.

O desenvolvimento da Fisica nao-linear tem conduzido a descoberta de mecanismos
solitonicos, capazes de determinar, a nivel molecular eventos elementares para muitos pro-
cessos fisicos em sistemas moleculares ordenados, tais como os cristais [1]. Estes estudos
foram iniciados em modelos bésicos de cadeias anarmonicass unimensionais [2]. Com isso,
tornou-se possivel observar que em sistemas com essas caracteristicas as ondas solitarias

representam um campo de deformagao local que se propaga pela molécula.

Na década de 1970, Davydov e co-autores demonstraram que os sistemas de equagoes
dindmicas de um estado de excitacao intramolecular em uma cadeia molecular unidimen-
sional admite, na aproximacao continua, solugoes solitonicas que descrevem uma quasi-

particula aprisionada (uma porgao de energia vibracional do amido-1) que se propaga com



velocidade constante acompanhada por uma deformacao local da cadeia [3]. Pouco depois
Davidov prop0s um mecanismo nao-linear para o armazenamento e a transferéncia de en-
ergia vibracional (vibrag¢oes intrapeptidicas dos amidos-1) em proteinas alfa-hélices [4].
Um estudo numérico mais completo do problema foi feito por Scott [5], onde a formagao
de um séliton em uma cadeia linear de comprimento finito foi investigada usando a exci-
tacao inicial como uma determinada deformacao nos grupos peptidicos nos extremos da
cadeia. Mostrou-se que, sob certas condi¢oes, um soliton pode ser formado e se propagar

ao longo da proteina com uma velocidade constante.

Em uma outra frente, foi proposto por Yomosa, em meados de 1985, uma teoria
de redes nao-lineares que modelava proteinas contidas nos misculos a fim de estudar
mecanismos moleculares de contragdo muscular [6]. A partir dai foi possivel observar que
as fibras musculares possuem superestruturas de moléculas de miosina que contém duas
alfa-hélices polipeptidicas. Além disso,viu-se que as equagodes dinamicas obtidas sao do

tipo KdV! cujas solucoes sao ondas solitdrias da forma secante hiperbdlica.

Outra contribuicdo de Yomosa foi o pioneirismo em estudar moléculas de DNA no
contexto dos sélitons [7]. A partir de suas observagoes, foi possivel um tratamento com-
pletamente analitico, com solugoes do tipo kink (fungoes da forma tangente hiperbélica).
Com o objetivo de se ter uma descri¢ao mais realista foram feitas extensoes desse modelo,
inclusive considerando solugdes numéricas mais precisas [8]. Esses trabalhos foram fun-
damentais para se compreender o processo de transcricao da molécula de DNA, em que

uma fita de RNA-mensageiro é produzida.

Contudo, nenhum dos modelos citados incluem a helicidade das macromoléculas em
questao. Encontramos na literatura que Davidov considera a proteina alfa-hélice como
trés cadeias lineares arranjadas de tal forma a imitarem a hélice. J4 Yomosa e Yakushevich
trabalham com uma aproximagcao linear da molécula de DNA. Assim, prosseguiremos com
os estudos feitos na monografia [9] estudando sélitons em uma proteina alfa-hélice trabal-
hando diretamente com sua helicidade. Investigamos suas propriedades, estabilidades e

valores aceitaveis dos parametros livres.

No capitulo 2, discutiremos um pouco a respeito de polimeros, mas apenas o necessario
para a compreensao do trabalho. Falaremos de suas estruturas e dos tipos de interacoes
existentes em um sistema de polimeros. Encerraremos o capitulo apresentando as prin-
cipais caracteristicas e propriedades de uma proteina alfa-hélice de modo a termos todos

os valores dos pardmetros necessarios para modelarmos a molécula por sistema fisico.

! Discutiremos a respeito desta equacdo mais adiante, na secdo 3.1
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Ja no capitulo 3, abordaremos a teoria dos sélitons apresentando as principais equacoes

e solugoes, bem como suas aplicacoes em algumas areas da Fisica.

Logo em seguida, no capitulo 4, estudaremos os métodos numéricos necessarios para se
resolver as equagoes que regem os movimentos internos da macromolécula. Basicamente,
nos depraremos com dois tipos de problemas. O primeiro é um sistema de equagoes
algébricas nao-linear que sera resolvido por métodos de minimizacao funcional. Este
sistema surgird ao procurarmos o perfil da onda solitaria. O segundo é um problema de

valor inicial resolvido pelos métodos de Runge-Kutta.

Em seguida, no capitulo 5, apresentaremos um modelo de cadeia anarmoénica tridi-
mensional de uma proteina alfa-hélice. Deduziremos as equagbdes gerais de movimento
e calcularemoss as relagoes de dispersao de modo a obtermos a velocidade do som na

macromolécula.

No capitulo 6, buscaremos numericamente por solugoes solitons deste modelo mostrando
que elas representam uma leve tor¢ao na hélice. Atravéz do procedimento numérico para
a obtencdo dessas solugoes encontraremos a faixa de valores possiveis da velocidade dos
solitons e do parametro de anarmonicidade do potencial de Morse utilizado para modelar

as interagoes de hidrogénio da molécula.

Finalmente, encerraremos o trabalho apresentando as conclusoes e as perspectivas.
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2 Polimeros

Neste capitulo apresentaremos os principais conceitos acerca dos polimeros, dis-
cutindo suas caracteristicas e propriedades. Trataremos também a respeito da estrutura

das proteinas, em particular uma proteina alfa-hélice.

2.1 Estrutura de cadeias poliméricas

O termo polimero, do grego poly (muitos) e meros (partes) designa uma grande
molécula composta de repetigbes de unidades mais simples chamadas monomeros, do
grego mono (um), conectadas por ligagdes covalentes, formando uma estrutura de cadeia
ou rede. Tais moléculas resultam de um processo da quimica de polimeros conhecido
como polimeralizagao [10]. Devido a riqueza de informacoes que podem ser retiradas
dessas estruturas elas constituiram uma nova area de estudo, a ciéncia de polimeros.
Uma caracteristica que os diferenciam bem sdo seus elevados pesos moleculares. Se tal
macromolécula for formada por apenas uma espécie de mondmero, chamamos esse pro-
duto de homopolimero. Por outro lado, quando é composta por mais de uma espécie de

mondmero fica denominado como copolimero. copolimero aleatorio.

A estrutura fisica de um polimero é um fator importante que determina suas pro-
priedades macroscopicas. A coluna vertebral é formada por carbonos com ligagbes co-
valentes que podem se duplas ou simples. Se duplas, existem dois tipos diferentes de
estrutura: a cis e a trans. O primeiro termo ¢ utilizado quando grupos constituintes
iguais estao do mesmo lado da ligagao dupla carbono-carbono, enquanto que o segundo
aplica-se quando os mesmos constituintes estdo posicionados de forma oposta (Fig. 1).
Estas estruturas nao podem ser alteradas por acoes fisicas, como rotagoes por exemplo,
sem que haja uma quebra da ligacao dupla. Quando as ligagoes forem simples, rotagoes
dos monomeros sao permitidas e para esses deslocamentos age um potencial de rotagao

interna (Fig. 2).

Polimeros podem ser classificados com base em suas formas estruturais macroscopicas
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Cis Trans

Figura 1: Estrutura cis e trans de um mondémero.

Figura 2: Tlustracdo da possibilidade de rotagdo dos monémeros (representados por es-
feras) em torno das ligacoes simples de carbono (representados pelas hastes).

como lineares, com ramos ou rede (Fig. 3). Os lineares possuem as unidades ligadas
em um comprimento continuo com cada monémero possuido apenas duas ligacoes (Fig.
3a). Quando ramos sobressaem da cadeia principal em intervalos irregulares tem-se um
polimero com ramos (Fig. 3b). Sao polimeros onde as unidades nao sao ligadas de forma
linear. Duas cadeias paralelas ligadas por pequenos ramos transversalmente formam o
que chamamos de polimeros em escada (Fig. 3c). Interconexoes de polimeros com ramos,

podem resultar em uma estrutura de rede (Fig. 3d) capaz de formar um cristal (Fig. 4).
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Figura 3: Representacao esquemadtica de alguns tipos de cadeias poliméricas. (a) cadeia
linear, (b) cadeia com longos ramos, (c) estrutura em escada, (d) estrutura em rede
tridimensional.

2554

494 A

7.41A

Figura 4: Modelo do arranjo de cadeias poliméricas em uma estrutura cristalina. Os
dados mostrados pertencem ao polietileno.
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2.2 Proteinas Alfa-Hélices

Proteinas sao longas cadeias poliméricas sem ramos formadas a partir do processo
de polimeraliza¢ao de aminoacidos (Fig. 5). Quando dois aminoécidos estao préximos, o
atomo de hidrogénio ligado ao nitrogénio une-se aos atomos de hidrogénio e oxigénio do
outro aminoacido formando uma molécula de agua que se dispersa na solugao. Os dtomos

de nitrogénio e carbono juntam-se formando uma ligagcdo peptidica (Fig. 6).

Figura 5: Estrutura quimica de um aminoacido. R, chamado de radical, ¢ um grupo de
atomos que distingue um aminodacido do outro.

H
= |
C HWR2 N
. \\\c/ ~H

N !
II S
Seov

0] ligacao peptidica

Figura 6: Um dimero (dois monémeros) formados a partir de dois aminoécidos.

O mondmero planar HNCO, é chamado de grupo peptidico. Este processo pode se
repetir formando uma longa cadeia peptidica. Como estes grupos sao ligados aos grupos
metilenos (—C'H R—) por ligagoes covalentes simples, rotacoes livres dos planos peptidicos
em torno destas ligagoes sao permitidas. Devido a essas rotagoes, e ao conjunto de inter-
acoes intermoleculares com o meio, a cadeia pode possuir diversas configuragdes espaciais
diferentes, correspondendo ao que se conhece por estrutura secunddria de proteinas. Em

particular, esta pode assumir a forma de uma hélice estabilizada por ligagoes de hidrogénio
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entre um atomo de H de um grupo peptidico e um atomo de O de outro grupo peptidico

da cadeia.

Dentre as estruturas secundarias de proteinas, as mais importantes sao a alfa-hélice
e a folha-beta, previstas pelo quimico Linus Pauling no inicio da década de 1950. A
primeira (Fig. 7 ) possui uma estrutura espiral dextrégira! estabilizada por ligacdes de
hidrogénio entre aminoédcidos nao consecultivos. Ja a segunda (Fig. 8) envolve ligagdes
de hidrogénio entre colunas vertebrais de cadeias adjacentes. Nosso interesse reside nas

alfa-hélices e direcionaremos nosso estudo a proteinas nesta estrutura.

Figura 7: Tlustragao da estrutura de uma proteina alfa-hélice. As linhas pontilhadas repre-
sentam as ligages de hidrogénio. Fonte: http : //www.mun.ca/biology/scarr /MG A2,3—
18b.html.

Figura 8: Tlustracao da estrutura folha-beta. Novamente, as linhas pontilhadas represen-
tam as ligagoes de hidrogénio. Fonte: http : //www.mun.ca/biology/scarr/MGA2¢3 —
18b.html.

Em uma alfa-hélice, cada aminoécido (posicionado onde chamamos de residuo) cor-
responde a uma volta de 100° ao longo da hélice e uma translacdo de 1,5A ao longo de
seu eixo. O nimero de residuos por volta de uma alfa-hélice é de 3,6. Ou seja, temos 36
residuos num intervalo de dez voltas. Portanto, seu passo (distdncia vertical entre dois
ciclos consecultivos) é de 5, 4A, que corresponde ao produto entre 1,5 e 3,6. A carac-

teristica mais proeminente de uma alfa-hélice é a repeticao da ligacao formada entre o

thelicidade positiva, respeita & “regra da mao direita
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grupo N — H de um aminoéacido e o grupo C' — O do aminodacido a quatro residuos atras.
Estes dados sao conhecidos na literatura e sao obtidos tanto experimentalmente quanto

teoricamente [11, 12].

Deformacoes axiais resultam em trés comportamentos distintos. Fase I: corresponde
a pequenas deformagoes que nao compromentem a estrutura da proteina. Fase II: ciclos
da hélice sao desfeitos devido a quebra das ligagoes de hidrogénio. Fase III: tipicamente
associada a grandes deformacoes. E no regime da Fase I que nosso trabalho esta voltado,
enquanto que estudos de solitons na molécula de DNA encontram-se no regime da Fase
IL.

2.3 Polimeros como uma cadeia aleatoria

A Fisica de polimeros é uma area bastante vasta e duas das aproximacoes mais

estudadas sdo as cadeias aleatorias e as cadeias anarmonicas.

Um polimero é uma longa cadeia com muitas moléculas idénticas conectadas por
articulagbes que permitem rotacoes espaciais. Uma grande classe de polimeros possui
comportamento proximo ao de cadeias aleatérias ideais, cadeias com N elos de compri-

mentos fixos cujos angulos de rotagoes sao todos equiprovaveis, como mostra a figura

(9):
T fy
ot \
<75

-

R

Figura 9: Cadeia aleatéria consistindo de NV elos.

N

A variavel ]%, chamada de vetor distancia ponta-a-ponta, é de fundamental importan-
cia nesta descri¢ao pois muitos calculos de probabilidades e momentos sao efetuados com
respeito a esta variavel. Polimeros reais encontrados na natureza, geralmente nao se com-
portam como cadeias aleatoérias ideais. Normalmente os elos nao permitem equiprobabili-

dade para todos os dngulos esféricos. Desse modo, angulos para frente sao frequentemente
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preferenciados e o polimero é rigido a pequenas distdncias. Porém, se feita uma média

sobre muitos elos, a rigidez se torna cada vez menor [13].

A Fisica de polimeros é um 6tima ferramenta para o estudo de flutuacgoes estatisticas
de objetos do tipo linha, com o auxilio das integrais de caminho de Feynman. Em [13]
¢ abordado o estudo de integrais de caminho em polimeros. Este assunto é bastante
complicado, uma vez que transita por regras de quantizacao e calculos de ‘loops’ da Teoria
Quantica de Campos. Com tais ferramentas é possivel estudar efeitos de volume excluido,
que trata com interagoes entre elementos de cadeias (quando dois ou mais elementos se
aproximam uns do outros, as for¢as moleculares previnem que eles ocupem o mesmo lugar)

e de emaranhamento.

2.4 Interacoes

Quando se tem interesse em estudar dinamica e propriedades de relaxacao de
polimeros, os potenciais devem respeitar a geometria da molécula, as interacoes entre
atomos ligados e nao-ligados e as energias de interagoes intermoleculares. As forcas sao
obtidas a partir da energia potencial total de um conjunto de dtomos V() com posigoes
dadas pelo vetor 7 e a distribuicao de energia devido a todas as ligacoes, dngulos de

valéncia 6 e torgoes diédricas . As varias interagoes estao ilustradas na figura (10).

torgao dicdrica

<

ch510|1am|1to do \

A Interagdo intermolecular
angulo de valencia ¢
L
¢

r ©

Interagdo intramolecular

& entre nao-ligados
¢ < ¢
tensionamento da ligagao
de valéncia

Figura 10: Interacoes em um sistema de polimeros.
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Normalmente, as interacoes entre nao-ligados, Vi, consistem de repulsao entre dois
corpos. Sao incluidas entre todos os atomos de diferentes moléculas e entre atomos da
mesma molécula separados por mais de duas ligacoes. Os parametros de repulsao sao de

curto alcance.

De maneira geral, a energia potencial total de um sistema polimérico deve ser escrita

como a soma de todas as interagoes citadas:

V() =V + >, Vilry) + > Vr(0j1) + > Ve (Yim),  (2.1)

ligagbes angulos de valéncia angulos diédricos

onde V7, Vi e Vi sao os potenciais devido a dtomos ligados e tensionamentos dos angulos

de valéncia e diédricos, respectivamente.

Como se pode notar, a energia total de um sistema polimérico consiste de muitos
termos. As contribui¢oes primarias vém das energias das ligagdes covalentes entre atomos
mais proximos (primeiros vizinhos) que formam a coluna vertebral da cadeia. O proéx-
imo termo provém da energia de interacao de ligagoes vizinhas que formam o angulo de
valéncia (segundos vizinhos). Esta intera¢do ¢ uma ordem de magnitute menor do que
a energia das ligacoes covalentes. As interacoes restantes sdo de terceiros vizinhos ou de
ordens mais altas e em geral sdo duas ou mais ordens de grandezas mais fracas do que
as ligacoes covalentes. Em geral, tém-se basicamente, duas escalas de energia: uma para
ligacoes covalentes (interagoes fortes entre primeiros vizinhos) e outra para todas as out-
ras possiveis ligacoes restantes (interagoes fracas, normalmente ligagoes de hidrogénio).
Estas interagoes fracas sao responsaveis pela estabilidade de estruturas tridimensionais e

pela nao-linearidade da dinamica da molécula.
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3 Ondas Solitarias e Soélitons

Neste capitulo discutiremos a respeito de Sélitons e Ondas Solitarias, mostrando
onde se manifestam mais fortemente e citando suas algumas de suas diversas aplicagoes.
Para nao sermos prolixos, atentaremos apenas em apresentar suas equagoes e solugoes.
Para sistemas com invariancia relativistica, uma vez que se conhece uma solucao estatica,
como as que serao apresentadas nas segoes seguintes, solugoes dinamicas sao obtidas

fezendo-se uma transformacao de Lorentz.

3.1 A equacado de Korteweg-de Vries (KdV)

Ondas Solitarias, definidas na introducgao, foram observadas pela primeira vez em
1834 pelo engenheiro naval escocés John Scott Russel ao acompanhar o movimento das
aguas de um canal profundo, no entanto sé ganhou significancia como estado estavel de
sistemas nao-lineares na metade da década de 1960. Russel tentou reproduzir suas obser-
vagoes no labaratorio em menor escala com um tanque profundo com o intuito de estudar
o fendmeno mais cuidadosamente. Seus resultados (um de seus diagramas originais) sao

mostrados na figura (11)

Todos os estudos de Russel foram empiricos e qualitativos. Houve um espago de mais
de sessenta anos entre suas observagoes e tratamentos tedricos do fendmeno. Em 1895,
dois cientistas holandeses, Korteweg e de Vries derivaram uma equagao para a propagagao
de ondas em uma dimensao na superficie de um canal profundo de profundidade [. Seja
[ +n (n pequeno) a elevagao da superficie acima do topo. A equagao diferencial parcial

que governa este movimento ¢ [15]:

on 3 [qg0 [2 1, 1 0%
o2 L St 4 Soat 1
ot 2\/;&5 l30”7+2" T 3702 (3.1)

onde



20

WAVES _tirdar] The (ract Wave of Fansiation Arspnch _ffiwrattns o

L
o

3
| i

x i : :

Figura 11: Diagramas originais do trabalho “Report On Waves'de John Scott Russell [14]
mostrando como as ondas solitarias se formam e se propagam.

com T e p sendo, respectivamente, a tensao superficial e a densidade do fluido.

A demonstracao desta equacao apartir de primeiros principios nao é simples mas pode

ser conferida em qualquer livro de teoria dos sélitons. Veja por exemplo, o capitulo 5 de
[15].

Atravéz das seguintes transformacoes de escala:

200\ /2 2035
n = 8aw, fz(—a> x, TZ(a )t,

o ol

a equagao (3.1) assume a forma mais manipulavel:

ou  Ou ou  Pu
— 4+ — 4+ 12u— + — = 0. 2
8T+8§+ u8§+8§3 0 (3.2)

A solugao desta equagao é [15]:
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w(, ) = icﬂ sech? g(aé —(a—a* )T+, (3.3)

onde ¢ é uma fase e a e b sao constantes arbitrarias.

Esta é uma onda suave com forma de sino (Fig. 12), exatamente como observada por
Scott Russell, que se move com velocidade 1+ a? constante e sem mudanca de forma. Esta
velocidade depende da amplitude, mostrando que ondas altas e agudas movem-se mais
rapidamente do que ondas menores e largas. Esta é uma caracteristica crucial, forcando

atencao redobrada nas velocidades dos sélitons quando aplicados a uma determinada

situacao.

1t 1 _
©
S

0.5 i

2
AW ’
0 1 1 . 1 T |
0 1000 2000 3000 4000

§

Figura 12: Trés solugoes diferentes (3.3) para (1) a = 2,28 e b = 0,01; (2) a = 0,89 e
b=0,01; (3)a=0,4eb=0,18.

3.2 A equacao de sine-Gordon

Um dos primeiros modelos em Teoria de Campos é a equacao de Klein-Gordon

para um campo escalar ¢(z,t) [16]:

P¢  0%¢
o o =0 34

que provém diretamente da densidade Lagrangeana
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ao\> [0\ 1
L=—=| == ]| +=m?" 3.5
(6:6) ot 2 ¢ (3:5)
Suas solugoes sdo ondas planas e, quando quantizada, esta teoria da origem a par-
ticulas escalares. Uma primeira extensao nao-linear a se pensar é fazer diretamente a
substituicao
1

1
émZng — §m2(1 — Cos ).

Note que o primeiro membro ¢ exatamente o primeiro termo da expansao em série do

segundo membro. Com isto, (3.5) passa a ser:

L= (%) — <%> + %mQ(l — cos ) (3.6)

e a equagao de campo resultante é:

P¢  0%¢ )
@ — ﬁ = m2 S1n ¢, (37)
conhecida como equacao de sine-Gordon.

A partir da condicao de contorno
»—0 (mod 27),

duas integragoes levam a solugao [17]:

r — vt
1 —?

¢(z,t) = 4 arctan exp [m + 5] : (3.8)

A solugao com sinal positivo é conhecida como kink (Fig. 13), enquanto que a com
sinal negativo antikink (Fig. 14). Representam uma “tor¢do” na varidvel de campo ¢!,
que leva o sistema de um minimo (chamado de vdcuo em Teoria Quantica de Campos)

para outro minimo adjacente, no caso de 0 a 2.

3.3 O modelo \¢*

Outro modelo bastante estudado em Teoria de Campos é o chamado modelo A¢?

(leia-se lambda phi quatro), regido pela seguinte densidade lagrangeana [16]:

IKink significa torcio em inglés
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Figura 13: Solucao do tipo Kink.
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onde

como pode ser conferido na figura (15).
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(3.9)

(3.10)

Para se encontrar uma solucao estatica devemos resolver a seguinte equacao nao-linear:
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—m/V 0 m/vVA

Figura 15: Grafico do potencial (3.10) para A =4 x 107* e m = 0, 134.

82gz5_dV_ 3 9
S =G = o, (3.11)

Atravéz dos métodos apresentados em [17] chega-se a

é(z) = + <%> tanh [%(x - xo)] , (3.12)

que, semelhante ao modelo de sine-Gordon, é uma solugao do tipo kink (para o sinal

positivo) e antikink (para o sinal negativo) ligando os minimos m/\ e —m/A\.

3.4 Equacao de Schroedinger nao-linear
A equacao

0¢  0%¢ s
i T g2 TH0lI"=0 (3.13)

para uma funcao complexa escalar ¢ é chamada de equagdo de Schroedinger ndao-linear de-
vido a semelhanca de sua estrutura com a equacao de Schroedinger da mecanica quantica

com um potencial 2. A solucdo para a condicdao de contorno
p ¢ao p
¢» — 0 quando || =0

é [15]:
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o(z,t) = a\/%exp {z %bx - (ilf - a2)

onde a e b sdo constantes arbitrarias.

} sechla(x — bt)], (3.14)

A secante hiperbdlica atua como um envelope
da parte oscilatoria (linha tracejada). A equacdo (3.13) possui um papel extremamente

importante em teorias de evolugoes de trens de onda que variam lentamente em sistemas

nao-lineares fracamente estaveis e ocorrem em varias situacoes fisicas, como em Fisica do
Plasma e Otica nao-linear [18, 19].

Esta solugao possui as mesmas propriedades das equacoes KAV e sine-Gordon. Estes
envelopes de onda viajantes comportam-se como solitons.

0.5

Al
-0.5 J

-20

-10

0

XL

10

20

Figura 16: Solugao da equagao de Schroedinger nao-linear (3.14) para a = 1, § =1 e

b = 10. Quanto maior o valor de b mais a solu¢ao oscila dentro do envelope.
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3.5 Carga Topolodgica

A quantidade

Q = lim ¢(x) — lim ¢(x) (3.15)
é chamada de carga topolégica. Quando @ # 0, diz-se que o séliton (ou onda solitaria) é

topoldgico, enquanto que, quando ) = 0 o mesmo ¢ dito ndo topoldgico.

Suponha que

ot =a o i (2) =

Isto define o que se conhece por setor topologico, uma classe de fungoes em que uma
fungao pode ser deformada continuamente (atravéz de variagoes de pardmetros, por ex-
emplo) em outra. Isto garante a estabilidade das solugoes, pois uma solugao nao pode
passar de um setor topolégico para outro sem que viole a finitude da energia. Ou seja,
para um sistema que possui varios minimos ¢;,7 = 1,2, 3...., uma solug¢ao que interpola
os minimos ¢; e ¢ s6 podera ser deformada em outra que liga ¢3 e ¢4 se possuir energia

infinita.

Suponha, agora que

lim ¢(z) =0 e lim ¢(z) =0,

T—00 T——00

como no caso da solugdo KdV. Esta solucao pode ser continuamente deformada na solugao
trivial. Neste caso temos um defeito topologicamente trivial e nao podemos garantir a
establidade da solucao por argumentos topologicos, pois a solucao pode-se, sem problemas,

reduzir a solucao trivial

3.6 Aplicacoes

Sélitons possuem intimeras aplicagoes nas mais diversas areas, como matéria con-
densada, Otica nao-linear, fisica de particulas elemetares e dindmica do DNA. Nesta se¢ao

apresentaremos algumas destas aplicagoes.
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3.6.1 Juncoées Josephson

Quanta de fluxo magnético, chamados flurons, em muitos casos se comportam
como soOlitons. Esta entidade é gerada por uma supercorrente circulante, chamado de
vortice de Josephson, localizadas entre dois filmes supercondutores separados por uma
camada isolante de alguns poucos nanémetros. Matematicamente, o fluxon corresponde a
um 27-kink da diferenga de fase quantica entre dois eletrodos supercondutores da jungao.
Para uma juncao Josephson quasi-unidimensional ideal, os fluxons sao bem descritos por

um modelo de sine-Gordon perturbado [20].

3.6.2 DNA

Basicamente, uma molécula de DNA consiste de duas longas cadeias poliméricas
cujos monomeros sao bases nitrogenadas restritas a serem de quatro tipos diferentes:
adenina (A), timina (7°), citosina (C) e guanina (G). As duas cadeias unem-se assumindo
uma estrutura de dupla-hélice estabilizada por ligagoes de hidrogénio entre os pares de
bases A — T e C' — G. Um dos processos mais importantes da molécula de DNA é a
transcri¢ao, onde é produzida uma fita de RNA-mensageiro para a sintese de proteinas.
Tal processo consiste na quebra das ligagoes de hidrogénio entre os pares de bases em
uma regiao localizada na molécula formando o que se conhece por estado aberto. Dai
entao, a enzima RNA-polimerase entra nesta regiao de modo a fazer a “leitura” das bases
nitrogenadas de uma das cadeias. A principal contribuicao para a formacao do estado

aberto sao as rotagoes das bases nitrogenadas em torno da cadeia a que pertencem.

Estudos sobre a dindmica interna da molécula de DNA [7, 8] mostram a existéncia de
solugoes solitonicas que representam a formacao do estado aberto. A nao-linearidade das
fungoes potenciais utilizadas para se modelar as interagoes de hidrogénio resultam em um
sistema dindmico do tipo duplo sine-Gordon e suas solugoes sao sélitons topolégicos do

tipo kink.

3.6.3 Grafeno

Com a intencao de se compreender propriedades térmicas ndo muito comuns do
grafeno, pesquisadores procuraram verificar a existéncia de sélitons em folhas de grafeno
com duas quiralidades diferentes motivados pelo fato de tal molécula possuir dtomos de
hidrogénio em suas terminagoes, que correspondem aos grupos C'H [21]. Apds algumas

aproximacoes chega-se a uma equacao cubica de Shroedinger ndo-linear e, atravéz de
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simulagoes de dindmica molecular, obtém-se solugoes de ondas solitarias subsonicas longi-
tudinais e transversais. Além disso, mostra-se por simulacoes das colisoes dessas solugoes

que as ondas solitarias sao sélitons.

Os chamados fonons de borda podem ser localizados transversalmente ao comprimento
de uma fita de grafeno e se propagam ao longo das bordas. No entanto, ao se levar em conta
anarmonicidade, comportamentos nao-lineares da energia vibracional permitem que estas
vibragoes percorram a segunda dimensao criando solitons coplanares e nao-coplanares

22].

3.6.4 Nanotubos de Carbono

Nanotubos de carbono sao objetos bastante intrigantes tanto do ponto de vista
experimental quanto tedrico por possuirem muitas propriedades incomuns. Sua potencial
aplicabilidade reside na area da nanotecnologia. Basicamente, um nanotubo de carbono
é uma fita de grafite (ou grafeno) com as bordas laterais unidas formando um “canudo”.
As interagoes carbono-carbono sdao fortemente anarmonicas mas podem ser aproximadas
por potenciais de muitos corpos que contenham termos exponenciais ou poténcias. O
trabalho [23] utiliza um potencial de Brenner, bem conhecido na literatura para modelar

ligagoes quimicas em moléculas como grafites e diamantes [24],
Eij = ay exp[—=bi(ri; — 10)] + a2 Bij exp[—ba(ri; — 10)],

onde B;; representa um acoplamento entre o i-ésimo e o j-ésimo atomo dependente do
meio contendo informagoes geométricas associadas as sistema. As equagdes newtonianas
de movimento correspondentes resultam em uma equagao KdV que descreve excitagoes

longitudinais nao-lineares (sélitons) ao longo do nanotubo de carbono.

3.6.5 Plasma

Um plasma é, basicamente, um estado de matéria semelhante a um gas em que
certas porgoes de particulas sdo ionizadas. Se for introduzido particulas de poeira (direta-
mente ou quimicamente com uso de gases reativos) em um plasma, os elétrons interagirao
e carregarao essas particulas inseridas. Com isso, a poeira levitard sobre um eletrodo de
confinamento devido a um balango entre forgas elétricas e gravitacionais. Estas particulas
podem ser visualizadas individualmente atravéz de espalhamento de luz por um feixe de

laser. Isto constitui um plasma complexo, um excelente sistema experimental para estru-
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turas nao-lineares do tipo ondas solitarias. A propagacao das ondas solitarias observadas
em nuvens de plasma complexo [25] sdo predominantemente relacionada & uma rarefagao

e sao chamadas de dark solitons, com importantes aplicagoes em fibras dticas.

Normalmente, ondas sonoras de rarefagao sdo instaveis. Todavia, existéncia estavel e
propagacao de pulsos compactos de rarefagdo sao possiveis em plasmas multicomponentes
e nao-isotermais. Tem-se mostrado que soélitons longitudinais de rarefacao em plasmas
complexos podem ser descritos por uma equagao extendida de KAV [26]. Solitons dissi-
pativos existindo em sistemas abertos sao considerados como uma extensao natural do

conceito de solitons em sistemas conservativos.
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4 Meétodos Numéricos

Quando um problema nao pode ser resolvido analiticamente, seja por questoes
de complexidade ou nao-linearidade, deve-se procurar solugoes aproximadas atravéz de
métodos numéricos. A necessidade de se utilizar este caminho esta cada vez mais comum
em numerosas areas. O uso de simulacoes numéricas para solucionar problemas nao-
lineares tem sido indiscutivelmente uma ferramente essencial para o estudo de problemas
sem solucao analitica. Apesar de seu sucesso, estas simulacoes tém de ser usadas com
bastante cautela, pois sao eficientes para determinados tipos de problemas e, por vezes,

completamente instaveis para outros.

A andlise numérica é uma area extremamente vasta, mas seremos aqui diretos e prag-
maticos, discutindo apenas sobre os métodos necessarios ao presente trabalho. Para se
resolver as equacgoes de movimento do modelo apresentado no capitulo 5 deve-se utilizar
um método de solugdo de problemas de valores iniciais. Ao procurarmos por solugoes
solitonicas no capitulo 6 nos depararemos com um sistema de equacdes nao-lineares que
serd resolvido utilizando um método de minimizacao. O livro [27] apresenta varios méto-

dos para diversos tipos diferentes de problemas.

4.1 Diferencas Finitas

Diferencas finitas é o conceito mais basico da Analise Numérica, utilizado para

aproximar derivadas. A derivada de uma funcdo f num ponto z é definida como

o) — i 1) = F@)

h—0 h

)

0 que nos permite aproximar f’(zg) simplesmente computando

f(xo +h) = f(xo)
h
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para pequenos valores de h. Para aproximarmos a derivada de f utlizamos uma expansao

em série de Taylor. Considere as expansoes a seguir:

Flrh) = F(@) 4 hf'() + 02" @) + () + (4.1)
Flo =)= f(2) = hf(2) + 52" () = Sh () 4o (4.2

Subtraindo (4.2) de (4.1), desprezando termos de ordem superior a dois e resolvendo

para f'(x) obtemos:

Agora, somando (4.1) e (4.2), desprezando termos de ordem superior a dois e resol-

vendo para f”(z) temos:

fle+h) —2f(x) + f(x = h)
h? '

f'(x) = (4.4)

As equacgoes (4.3) e (4.4), chamadas de diferengas finitas centradas, sdo vastamente

utilizadas para aproximar as derivadas primeira e segunda, respectivamente.

4.2 Métodos de Runge-Kutta

A familia de métodos de Runge-Kutta é um dos mais populares conjuntos de
métodos para se resolver problemas de valor inicial, ou seja, equacoes diferenciais da

forma

YV ) (4.5)

no intervalo (a <t <b), sujeito a condicao
y(a) = a.

Estes métodos podem ser extendidos para um sistema de equagoes diferenciais de



primeira ordem da forma

dy:

E :f1<y17y27"'
dys

dt —f2<y17y27
dyn

dt _fn<y17y27

com as condigOes iniciais

yi(a) =1, y2(a) = ¢, -+

4.2.1 O Método de Euler
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+Yn, 1)
1) (4.6)
s Yn, t)
s yn(a) = ¢n (47)

O método de Euler tem por objetivo a obtencdao de uma aproximagdao de um

problema de valor inicial bem enunciado calculando a solu¢ao em diversos pontos de rede,

ou pontos de malha (mesh points), no intervalo [a,b]. De posse da aproximag¢ao em um

ponto, podemos obter, por interpolagao, a solu¢ao aproximada em pontos seguintes.

Dividimos o intervalo [a, b] uniformemente em N partes

t; = a+jh, j=01,2,--- N

onde
h

_b—a

N

é o tamanho de passo. Estes sao os pontos de rede.

Suponha que a solugao y(t) de (4.5) é tnica e que tenha duas derivadas continuas em

[a, b], de modo que, para j =0,1,2,---, N — 1, a partir da série de Taylor, temos:

y(tjn) = y(t;) + (L — )y’ (t;) +

=y(t;) +hf(y(t;),t;) +

2

2

(tj+1 - tj>2 "

)

)+

Ou seja, o método de Euler utiliza uma simples aproximacao de diferengas finitas.

E pouco utilizado pelo fato de possuir erro muito grande, porém a simplicidade de sua
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derivagao serve para exemplificar as técnicas envolvidas na construcao de métodos mais
avancados. Além disso, esta técnica pode ser melhorada considerando expansoes em série

de Taylor para ordens maiores.

4.2.2 Métodos de Taylor de Ordem Superior

A expansao de ordem n em Taylor de f é:

2 hn . hn+1 .
y(tian) = ylty) + hy'(8) + " (1) +- -+ Ey( (t;) + et 1)!y( (t;)
Mas, de (4.5),
yk(t]) = fk_l(y(tj)a ti),
entao:

i) = )+ BE). 1) + o P, 1) -t
" ) W e )
+ () ) + T 1)!f (y(t5), ;).

Com isso, o método de Taylor de ordem n segue o seguinte aprocesso de iteracao

(y; = y(t)))

Yo =
Yj+1 = Yj + hT(n) (yj7 tj)) (49)
onde
(n) h ., Wy
T (yj,t5) = flys,t5) + 5/ (yj,t5) +- -+ -/ (Y, t5)- (4.10)

Observe que o método de Euler é o método de Taylor de ordem um. O método de
Taylor possui um erro de alta ordem, mas requer o célculo e a avaliagao das derivadas de
f. Este é um procedimento lento e, por vezes, complicado na maior parte dos problemas.

Os métodos de Runge-Kutta possuem erro local de truncamento de alta ordem, como os
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métodos de Taylor, mas nao necessitam do calculo e da avaliacdo das derivadas de f.
Para apresentar as idéias por tras de sua derivacao precisamos do Teorema de Taylor

para duas varidveis, cuja demonstragdo pode ser verificada em [28].

A expansao em Taylor de uma fungao f(y,t) em torno de (yo,to), supondo que ela e

todas as suas n + 1 derivadas sejam continuas é:

fly,t) = Pu(y,t) + Ru(y, 1), (4.11)

onde

af of
Pu(y,t) = f(yo, +[t—t— + (= y) 5~ ]
(Y, 8) = fyo,to) + | (t — o), i) ( O)ay -
t—to)? 0° 0 — yo)? 0
2 ot (yo,to) dyot (yo,to) 2 dy (yo,to)
o — t—t0)" 7 (y — yo)) ——— ]
i ( J ) (=) 0 Ot 0y | (yo o)
(4.12)
é chamado enésimo polinomio de Taylor em duas varidveis e
1 n+1 n +j ) ) 8n+1f
R,(y,t) = — t—to)" T (y — yo) ——— 4.13
(y ) (7’L+ 1)' jz%( j ( 0) (y yO) atn-i—l—jayj (wouto) ( )

é o termo residual associado a P, (y,t).

4.2.3 Métodos de Runge-Kutta de Ordem Dois e Quatro

O primeiro passo na derivacao do método de Runge-Kutta é determinar os valores

de aq, a1 e 1, com a propriedade de que

ar f(t +ay,y + 5) (4.14)

aproxima

TO(y,1) = F, 1)+ 2/ (0.1) (1.15)

com erro nao maior do que O(h?). Note que, de acordo com a equacio (4.10), temos
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TO(y,t) = f(y, 1) + 5 (g + 9 )
= f.)+ 210D g P00 p(y.0). (4.16)

Expandindo (4.14) em seu polinémio de Taylor de grau um na vizinhanga de (y,t)

obtemos:

) 0
arf(t+a,y+51) =af(y,t) +aa; a{ alﬁlg_f( )+a1R1(y+51,t+a1), (4.17)
y,t
onde
a2 an f 62 82f
Ry +But+an) = T N
Bt ) = 5 g T g0t T 2 94l

Igualando os coeficientes de f e suas derivadas nas equagoes (4.16) e (4.17) determi-

namos unicamente os parametros ai, a; e i:

alzl,

>

a1ty = 57

aip = gf(?/at)-

Portanto,

h h h h
Ty, 1) = f(t+ 5.0+ 50w0) = Ri(t+ 5.0+ 5/w.0),

2

com

ho ok R2O2f R 2f R 82 f
) R S (Q1F. PR SILNY) o S (R

Rt +

Se todas as derivadas parciais de segunda ordem de f estdo limitadas, entao (4.18)
possui erro local de truncamento do método de Tayor de ordem dois, O(h?), consequente-

mente, ao se utilizar este novo método poderemos agregar agum erro, mas isso ndo au-
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menara a ordem do mesmo.

O método das equacdes de diferencas, que resulta da substituicio de T3 (¢,%) por
ft+h/2,y+ (h/2)f(t,y)) no método de Taylor de ordem dois é um método especifico

de Runge-Kutta, conhecido como método do Ponto Médio:

Yo =
h h
Yjr1 =y; +hf(t;+ 5 ¥t §f(tj, Y;)); (4.19)

j=0,1,2--,N—1.

Para satisfazer as condi¢oes requeridas por qualquer dos métodos de Taylor de ordem
superior necessitamos de uma forma mais complexa e a mais apropriada para a aproxi-

macao

TOW.1) = F(.0) + 2 £ 0.0+ f(0.0)

& [27]

alf(yv t) + an(t +ag,y+ 52f(y7 t))

O fato de termos agora quatro parametros da flexibilidade a escolhas, assim varios
métodos O(h?) podem ser desenvolvidos. Um dos mais importantes é o método Modi-

ficado de FEuler, que corresponde a selecionar

1
ay = a9 = 7 € 042—(52:}7/
2
Yo = &
h
Yirr = Y; + 5 | (g, y5) + e,y + RS (,95)) |5 (4.20)

2
j=0,1,2,--,N—1.

Outro método importante é o método de Heun, que corresponde a

1
ay = —, A =

4

3 2
1 ° oz2:52:§h:
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Yo = &

h 2 2
Y1 = Yit Tt y;) +3f(t; + gha yj + ghf(tj, Yi))l; (4.21)

j=0,1,2,--,N—1.

Estes foram alguns dos métodos de Runge-Kutta de ordem dois, que é a ordem de seu
erro local de truncamento. Apesar de podermos aproximar 7 com erro O(h?®) mediante

uma expressao da forma

fit+a,y+of(t+azy+df(ty)),

que contém quatro parametros, a algebra usada para determina-los é bastante complicada
e métodos de ordem trés geralmente nao sdao utilizados. O método de Runge-Kutta de
maior utilizacdo é o de ordem quatro, que na forma de equagoes de diferencas é dado a

seguir:

Yo = &
kl = h’f<t]7y])7
h k1
ko = hf(t; + 5 ¥t 5);
h k
By = hf(t + 5,05+ 5);

ky = hf(tjs1,y; + ks);
1
za+1::yj+—6(k14—2k2+—2k34—k4%

j=0,1,2--- ,N—1.

Este método possui erro local de truncamento O(h*), sempre que a solucao y(y)
possuir cinco derivadas continuas. O maior esfor¢co de cédlculo é a avalicao de f. Nos
métodos de ordem dois o erro é O(h?) e o custo é de duas avaliagdes por passo. J& o de
ordem quatro requer quatro avaliagoes por passo e seu erro é O(h?), portanto ele deverd
gerar respostas mais precisas que as do método de Euler com um quarto do tamanho do

passo.

Os métodos de Runge-Kutta sao desenvolvidos para solucionar equagoes diferenciais
de primeira ordem, porém muitos dos problemas em Fisica sao descritos por equagoes de

segunda ordem. Felizmente uma equagao diferencial de segunda ordem pode ser reduzida a
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duas equagoes diferencias de primeira ordem mediante apenas a uma mudanca de variavel.
A partir dai, podemos resolver tal problema numericamente aplicando métodos de Runge-

Kutta duas vezes.ara ordem n

4.3 Meétodos de Solucao de Sistemas Nao-Lineares

Resolver um sistema de equagoes nao-lineares ¢ um problema que é evitado quando
possivel, normalmente por meio de uma aproximacgao por um sistema de equacoes lineares.
Quando esta solucdo é insatisfatéria, o problema deve ser atacado diretamente. Existem
numerosos métodos iterativos, cada um com suas vantagens e desvantagens. Nesta secao

mostraremos apenas alguns métodos necessarios para para o presente trabalho.

4.3.1 Anadlise de Convergéncia para Técnicas lterativas

Definicao: Considere que a sequéncia {p,}>°, converge para p com p,, # p para todo

n. Se existem as constante positivas A e pu com

i |Pn+1 — D o
m ———F =

entao {p,}>°, converge para p com ordem p e com erro assintético constante A.

A, (4.22)

Com isso, uma técnica iterativa da forma p,, = g(p,—1) referente a sequéncia {p, }>°,

converge para a solu¢do p = g(p) com ordem .

Em geral, uma sequéncia com uma ordem de convergéncia maior converge mais ra-
pidamente e a constante assintotica também afeta a velocidade de convergéncia, porém
de modo menos significativo. As ordens mais comuns sao p = 1 (linearmente conver-
gente) e = 2 (quadraticamente convergente). E sempre recomendével que se procure

por métodos com ordem de convergéncia mais elevados.

Daremos a seguir um exemplo simples que compara as ordens de convergéncia linear

e quadratica. Suponha que {p,}>2, seja linearmente convergente para zero com

lim P21l g 5 (4.23)

n=co  |pp|

e que {g,}°°, seja quadraticamente convergente para zero com o mesmo erro assintotico
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constante:

lim 21l g 5 (4.24)

n—o0 |qn|2

Para um método que possua convergéncia linear temos:

DPn n
"p*‘l'sw o pal & 0,51pna] & (0,5)2[pns] = - - - = (0,5)"|pol,

enquanto que para um método quadraticamente convergente vale:

‘QnJr;‘ ~ 0’ 5 = |qn| ~ 075|Qn—1|2 ~ (0’ 5)3|qn_2|4 ~ e (0’5)2n_1|q0|2n'
10|

Veja na tabela a seguir a velocidade relativa de convergéncia para as duas sequéncias,

quando [po| = [qo| = 1.

{pn3° (0,5)" | {gn}> (0,5)"""
5,0000 x 10~' | 5,0000 x 10!
2,5000 x 10! | 1,2500 x 10~
1,2500 x 1071 | 17,8125 x 10~2
6,2500 x 1072 | 3,0518 x 1075
3,1250 x 1072 | 4,6566 x 1010
1,5625 x 1072 | 1,0842 x 10719
7,8125 x 1073 | 5,8775 x 10~%

N || U s W N =3

Tabela 1: Comparativo da convergéncia entre as sequéncias linear e quadratica.

A sequéncia que possui convergéncia quadratica se aproxima de zero com precisao de
1073 no sétimo termo. Para assegurar essa precisio na sequéncia com convergéncia linear
seriam necessarios pelo menos 126 termos! As sequéncias quadraticamente convergentes
em geral convergem muito mais rapidamente que aquelas que o fazem apenas linearmente.

Entretanto, muitas técnicas geram sequéncias apenas linearmente convergentes.

A seguir enunciaremos alguns teoremas importantes para o entendimento dos métodos

que descreveremos mais a frente. As provas encontram-se em [27].
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Teorema 1': Seja g € Cla,b], tal que g(z) € [a,b] para todo z € [a,b]. Suponha
adicionalmente que ¢’ seja continua em (a,b) e que exista uma constante positiva k < 1

tal que

lg'(x)| < K para todo z € (a,b).

Se ¢'(p) # 0, entdo para qualquer nimero py em [a, b], a sequéncia

Pn = g(pn71> n>1

converge apenas linearmente para o tnico ponto fixo p em [a, b].

Teorema 2?: Seja p uma solugio da equagio x = g(x). Suponha que ¢'(p) =0 e g”
seja continua e rigorosamente delimitada por M em um intervalo aberto I. Entao existe

um ¢ > 0, tal que, para py € [p — d,p + 4], a sequéncia definida por

Pn = g(pn71> n>1

converge no minimo de forma quadréatica para p. Mais ainda: para valores de n suficien-

temente grandes,

M 2
@ml—M<*§@n—M-

Estes teoremas dizem que nossa busca por métodos de ponto fixo quadraticamente
convergentes deve apontar na dire¢ao de fungoes cujas derivadas sao iguais a zero no ponto

fixo.

O caminho mais facil para tragar um problema de ponto fixo associado a um problema
de se encontrar as raizes para a fungdo f(z) = 0 é subtrair um multiplo de f(z) de z.

Assim sendo, vamos considerar

Pn = g(pn—l) n > 17

com ¢ na forma

9(x) =z — ¢(2) f(x), (4.25)

!Teorema 2.7 de [27]
2Teorema 2.8 de [27]
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onde ¢ é uma funcao diferenciavel a se escolher. Para que o procedimento iterativo
derivado de g seja quadraticamente convergente, devemos ter ¢'(p) = 0 quando f(p) = 0.
De (4.25):

e ¢'(p) = 0 se, e somente se,

¢(p) = : (4.26)

Se fizermos

poderemos assegurar que (4.26) é satisfeita, o que produz o procedimento de convergéncia

quadratico

_ _,_ fay)
Pn = g(Pn-1) = pn o) (4.27)

Isto, na realidade, é o método de Newton (ou Newton-Raphson).

4.3.2 0O Método de Newton

O método de Newton desenvolve-se pela escolha de ¢(x) = 1/f'(z), assumindo

que f'(x) # 0. Para um caso n-dimensional temos a matriz
an(f) ... aln(f)

an1(T) o pn(D)

onde a entrada a;;(Z) é uma funcao R” — R. Isso requer que fl(:?) seja encontrada, para

G() =& — A(@) " EF(Z)
dar convergéncia quadrdtica para a solucio de F () = 0, assumindo que A(Z) é nao
singular no ponto fixo p’ de G.

Basicamente o método de Newton requer que 3

3detalhes do porqué desta escolha podem ser encontrados no capitulo 10 de [27]
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Ap) = J(P),

onde

0f1(F) ofh@) .. Of(F)

o1 Oxa Oxn
0fe(Z) 0fe(T) . Of2(E)

J@=| oo o
Ofn(®) Ofn(@ . Ofn(@)

ox1 ox2 Oxp

é a matriz Jacobiana.

Com isso define-se a funcao G(Z) por

A

G@) =7 — J(@) F (@)

e o método de iteracio funcional desenvolve-se selecionando #° e gerando, para k > 1,

= Q@Y — J@H TR, (4.28)

Este métodos é chamado de Método de Newton para Sistemas Nao Lineares e, geral-
mente, ¢ esperado que gere a convergéncia quadratica, contanto que um valor inicial

suficientemente correto é conhecido e que J(p)~! existe.

4.3.3 O Método de Broyden

Uma fraqueza significativa do método de Newton na resolugdo de sistemas nao
lineares de equagoes é que, para cada iteragao, uma matriz jacobiana deve ser calculada e
um sistema linear n x n que envolve essa matriz deve ser resolvido. Isto envolve um custo
computacional elevado, por exemplo, para apenas uma iteracao do método de Newton sao
efetuados, pelo menos, n? +n cdlculos de funcoes escalares (n? para os calculos da matriz
jacobiana e m para o calculo de F ) juntamente com O(n?®) operagoes aritméticas para
resolver o sistema linear. Essa quantidade de esfor¢co computacional é extensa, exceto
para valores relativamente pequenos de n e fungoes escalares faceis de serem calculadas.
Quando o célculo exato nao é pratico, pode-se utilizar aproximacoes de diferencas finitas

para as derivadas parciais.

Uma técnica conhecida como Método de Broyden [29], que é uma generalizagao do

método da secante para sistemas de equacoes nao lineares requer apenas o calculo de
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n fungoes escalares por iteracdo e também reduz o nimero de calculos aritméticos para
O(n?). Este método pertence a classe dos chamados Métodos quasi-Newton, que sub-
stituem a matriz jacobiana no método de Newton por uma matriz de aproximacao que é
atualizada a cada iteracdo. A desvantagem é que a convergéncia quadratica do método
de Newton é perdida, sendo subtituida, em geral, por uma convergéncia chamada super-

linear, que implica que:

onde p indica a solugdo de F(Z) e 2 e 2/ sdo aproximacoes consecultivas de p.

Na maioria das aplicagoes, a troca da reducao a convergéncia superlinear pelo de-
créscimo na quantidade de célculos é mais aceitavel. Uma desvantagem adicional dos
métodos quasi-Newton é que, diferentemente do método de Newton, geralmente eles nao
se autocorrigem. O método de Newton geralmente se corrigira em relagao aos erros de
arredondamento com sucessivas iteragoes, mas a menos que precaucoes especiais sejam

incorporadas, isso nao ocorrera com o método de Broyden.

4.3.4 O Método do Gradiente Conjugado

O gradiente conjugado ¢ um método numérico utilizado para solucionar grandes

sistemas de equacoes lineares. E 1til para sistemas da forma

A =10 (4.29)

onde 7 é um vetor desconhecido, b é um vetor conhecido e A é uma matriz quadrada
simétrica. Tais sistemas surgem em numerosas areas que utilizam métodos de diferencas

finitas e elementos finitos para solucao de equagoes diferencias.

Partimos da func¢ao escalar de um vetor da forma
Loras 7o
f(z) = 3 AZ -0 7+ c, (4.30)

onde ¢ é uma constante escalar. f(x) nada mais é do que uma forma quadratica e seu
grafico é um paraboldide. As figuras (17) e (18) mostram seu grafico e suas linhas de

contorno, respectivamente, para
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; 2], b:[ 2 ] e c=0. (4.31)

Figura 17: Grafico da forma quadratica f(z) para os coeficientes (4.31). O ponto de
minimo desta superficie é a solucao de AZ = b. Fonte: [30].

O gradiente de f(z) é definido como:

Vi)=| % . (4.32)

A funcao f(x) pode ser extremizada fazendo V f(x) = 0. Aplicando (4.32) em (4.30)

obtemos

Vf(x)==ATZ+ A7 —b.

N —
N =

Se A for simétrica, esta equacgao se reduz a
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Figura 18: Linhas de contorno da mesma forma quadratica. Cada curva elipsoidal possui
f(z) constante. Fonte: [30].

Vi(x) = Az —b. (4.33)

Fazendo o gradiente igual a zero obtemos diretamente (4.29), o sistema linear que se
quer resolver. A solugao de (4.29) é um ponto critico de f(x). Se A for positivamente
definida e simétrica entdo a solu¢do é um minimo de f(x); se A for negativamente definida
e simétrica entdao a solu¢do é um méaximo de f(z), ja se A for uma matriz indefinida, a

solugao sera um ponto de sela e os métodos que serdao descritos neste capitulo falharao.

Resumindo, a equagao (4.29) pode ser resolvida encontrando-se um valor de Z que
extremiza f(z). O método do Gradiente Conjugado pode ser utilizado ndo apenas para
se encontrar pontos de miminos de uma forma quadratica, mas também para minimizar
qualquer fungdo continua f(z) nao-linear cujo gradiente pode ser computado. Serdo
necessarias poucas mudangas no algoritmo linear. A seguir descreveremos um método

numérico de minimizagao da forma quadrética f(x).
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4.3.5 Meétodo das Estimativas Descendentes

Como visto nas se¢des anteriores, os métodos de Newton e quasi-Newton possuem
a vantagem de serem rapidamente convergentes, porém a necessidade de uma aproximacao
inicial suficientemente precisa para assegurar esta convergéncia leva a tona um ponto fraco

destes métodos.

O método das estimativas descendentes (do inglés steepest descent), pertencente a
classe dos métodos do gradiente conjugado, converge apenas linearmente para a solucao,
mas ele, em geral, terd essa convergéncia mesmo quando as aproximacoes iniciais nao
forem boas. Este método determina um minimo local para uma funcado multivariavel da
forma g : R® — R. A conexao entre a minimizacdo de uma fungdo de R™ para R e a

solugao de um sistema de equagdes nao-linear deve-se ao fato de que o sistema da forma

fl(x17x27”'7xn): O
T1,To, ,Tp) = 0
Fao, o ) (4.34)
fn(x17x27”' 7xn): 0
apresenta solucdo em ¥ = (21,9, -+ ,2,)’ precisamente quando g, definido por
n 2
glar s, an) = 3| filar s, s (4.35)

i=1

tem valor minimo 0. O método pode ser intuitivamente descrito como se segue:

Calcular g com uma aproximacao inicial 7° = (1, o, -+, Tp,);

Determinar uma direcao de #° que resulte em um decréscimo no valor de g;

e Mover um valor apropriado nessa direcao e chamar o novo valor de 7;

Repetir os passos anteriores iterativamente (substituindo #° por 7).

Como a dire¢ao de decréscimo maximo ¢ a diregdo paralela ao negativo do gradiente

de g, escolhemos
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=10 - an(a;O) a>0. (4.36)

O problema agora se reduz a escolher um valor de «, tal que g(7") seja significativa-
mente menor que g(7°). Para um problema do tipo (4.34), o gradiente da fungao g dada

por (4.35) fornece

Vo) = (26(0%2+ 2p@PD ot 2,022,
ofr(Z 82;:: O fn(Z
A L

2f1(Z )8f1(:v)+ 2fy (f)afz(:v)+ S an(f)afn()>’

ou seja,

Vg(Z) = 2J(2)TF (), (4.38)
onde J é a matriz Jacobiana.

Ha muitas variagoes de métodos do Gradiente Conjugado, algumas das quais envol-
vendo técnicas mais intrincadas para determinar o valor de . As notas [30], encontradas
no website ’http: //www.cs.cmu.edu/ quake-papers/painless-conjugate-gradient.pdf’ tratam
detalhadamente de varios métodos. Ainda que hajam vantagens em alguns desses méto-
dos, todos sdo, em geral, linearmente convergentes e convergem independentemente da

aproximacao inicial.

E importante ressaltar que os métodos do gradiente conjugado convergem para o
minimo mais proximo do ponto de partida, logo muitas vezes um minimo local sera al-
cancado. Portanto, durante uma andlise numérica de um dado problema, é recomendado

que o algoritmo seja executado para varios pontos iniciais diferentes.

4.4 Programas e Sub-rotinas

A implementagao dos algoritmos apresentados neste capitulo nao é simples e exige
um certa experiéncia computacional. Felizmente, existem subrotinas em varias linguagens
de programacao, o que facilita consideravelmente o trabalho. Mesmo assim, ainda requer

um entendimento de sua construcao e um dominio da linguagem em que esta escrito.

Para resolver o problema de minimizacao que encontraremos no capitulo 5, utilizamos
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duas subrotinas diferentes: a HYBRD, contida no pacote de dominio ptiblico MINPACK*

e o minimize-constrained do sagemath®, também de dominio ptiblico.

HYBDR é uma modificacdo do método hibrido de Powell (A Hybrid Method for
Nonlinear Equations, M. J. D. Powell de [31]). Utiliza uma média ponderada do método
de Newton e do método das Estimativas Descendentes. O peso ¢é inclinado em direcao
ao método das Estimativas Descendentes até que a convergéncia seja detectada, quando
entao o peso ¢ alterado para o método de Newton, que é mais rapidamente convergente.
Além disso, utiliza uma aproximacao de diferencas finitas para a matriz Jacobiana. Outra

principal caracteristica é a atualizacao da matriz jacobiana pelo método de Broyden.

O tempo gasto pelos programas para resolver um dado problema de minimizacao
depende do niimeros de equacgoes, N, o comportamento das fungoes, da precisao requerida

e do ponto inicial.

4encontrado em http://devernay.free.fr /hacks/cminpack /index.html
Sencontrado em http://www.sagemath.org/
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5 Modelo Helicoidal de
Macromoléeculas Poliméricas

Nosso interesse esta na busca por solugoes solitonicas em macromoléculas poliméri-
cas com geometria em espiral, mais especificamente, em uma proteina alfa-hélice. Neste
capitulo apresentaremos um modelo de cadeia anarmodnica capaz de suportar tais solugoes.
Antes disso, na primeira secao, discutiremos um pouco a formagao de uma estrutura he-

licoidal em polimeros [32].

5.1 Auto-organizacao e formacao de estruturas helicoidais
em polimeros

Um dos problemas fundamentais da natureza é a auto-organizagdo, um fenémeno
que ocorre em contextos fisicos, quimicos, biolégicos e até sociais. Em todos os casos,
uma estrutura surge a partir de um grande nimero de elementos de maneira e forma
determinada por suas interagoes mutuas. Na ciéncia de polimeros, propriedades mecanicas
e fungoes biologicas dependem fortemente da estrutura da molécula. O problema de auto-
organizacao é bastante dificil, ndo apenas para proteinas ou DNA reais, cujas construgoes
extremamente complicadas conduzem a muitas ligagdbes quimicas e interacoes fisicas, mas
também para homopolimeros simples, uma vez que para uma descricdo mais realista das
interacoes fisicas basicas, necessita-se de pontenciais cujas formas funcionais carregam

nao-linearidades.

Do ponto de vista topolégico, nao ha diferenca fundamental entre linhas retas e hélices,
isto é, ambas as familias sdo espagos topologicamente homeomérficos [33]. No mesmo
contexto, a forma zig-zag é uma hélice degenerada com passo angular constante igual a
. Além disso, qualquer hélice discreta que possua periodicidade translacional pode ser

representada como uma superposicao de varios zig-zags sobre planos diferentes.

Estudos sobre auto-organizacao de cadeias anarmoénicas bidimensionais de atomos
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foram feitos em [32]. Mostra-se que cadeias inicialmente retilineas convertem-se primeiro
em uma estrutura zig-zag e depois em um glébulo planar. Este fenomeno ocorre devido
a formagdo de modos simétricos e anti-simétricos de instabilidade sob a acao de forgas

atrativas interatomicas entre segundos vizinhos.

Para se estudar a auto-organizacao e a formacao de estruturas helicoidais de polimeros,
o trabalho [32] utiliza métodos de dindmica molecular em cadeias anarmonicas tridimen-
sionais de atomos com interacoes fortes entre vizinhos mais proximos e interagoes fracas

entre vizinhos nao-préximos. Descreveremos a seguir tal modelo.

5.1.1 Modelo discreto para a formacao de estruturas helicoidais de
polimeros

Considera-se uma cadeia linear reta e assume-se que todos os a&tomos nas posicoes
de indices impares estao fixos, enquanto que os das posi¢oes de indices pares podem
transladar (Fig. 19). De acordo com a Ref. [34], o minimo de energia pode ser obtido
deslocando os atomos modveis vizinhos em direcoes opostas resultando em uma cadeia
zig-zag. Em seguida permite-se aos atomos nas posicoes de indices pares os mesmo movi-
mento, porém nao coplanar. Com isso, o vetor deslocamento ao longo da nova estrutura
rotacionara ao longo do eixo em que a cadeia retilinea repousava formando uma hélice.
E obvio que uma hélice regular se formard somente quando todos os movimentos forem

correlacionados. Essa correlacao é causada pela ligagoes de hidrogénio.

2z
e—-0——0®——-0—-@——-0——-0

o——c;——-o-—-/fo--o«-g/---o

Figura 19: Modelo discreto da formacao de uma hélice em uma cadeia linear.

Para as interacoes entre vizinhos mais préoximos, usa-se uma combinacao entre um
potencial de Morse e uma funcao Gaussiana, enquanto que as interacoes fracas entre

terceiros vizinhos sao modeladas por potenciais de Morse apenas. Esta funcao Gaussiana
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contribui de forma que o poco do potencial de Morse fique mais acentuado. E importante
ressaltarmos que a forma analitica béasica do potencial de interacdo, ndo é um assunto
critico, uma vez que o empacotamento de moléculas e as configuragoes moleculares nao
dependem da forma exata do potencial de interacao. Em simulagoes computacionais,
pode-se utilizar qualquer potencial da forma “hardcore” (Mie, Morse, Lennard-Jones,
Buckingham, etc.) para se modelar as interagoes citadas. Os tnicos fatores que possuem
contribuicao global sao os espagamentos interatomicos de equilibrio e a profundidade do
pogo de potencial. Se estes pardmetros coincidirem para dois potenciais diferentes os
resultados de simulagoes computacionais serdao iguais. Na figura 20, temos o grafico de

um potencial de Morse, cuja forma funcional é:

U(z) = D(1 — e~alz=20)2, (5.1)
2 T T T T T T T
1.5 F .
ORI |
>
0.5
O 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4

Figura 20: Grafico de um potencial do tipo Morse para D = 0.5, a =5 e xg = 0.5.

A figura (21) mostra a evolugdo de uma cadeia inicialmente reta contendo doze dtomos.
De inicio, surgem vibragoes irregulares dos atomos e entao uma onda regular se forma
espontaneamente. Gradualmente, surge um ciclo de uma hélice no meio da cadeia. Na
figura (22), o nimero de dtomos foi aumentado para quarenta e tais ciclos sao formados ao
longo de toda a cadeia que é convertida em uma hélice. Ja a figura (23) mostra uma cadeia
contendo cem atomos. Como um todo, a estrutura consiste de um conjunto desordenado
de ciclos dextrogiros e levogiros. Esta estrutura é instavel e logo se colapsa em um glébulo

tridimensional que lembra a estrutura quartenaria de proteinas.
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Figura 21: Formacao de um simples "loop"em uma cadeia com doze dtomos.

Figura 22: Formagao de uma estrutura helicoidal ordenada em uma cadeia com quarenta
atomos.

5.2 0O Modelo de Cadeia Anarmonica

A partir desta se¢ao apresentaremos o modelo estudado nesta dissertacao. Tratare-
mos a molécula como uma cadeia semelhante ao modelo de Ising [35] e representaremos
os monomeros por unidades rigidas de massa m. Por simplicidade, consideraremos todas

essas unidades como sendo idénticas, o que equivale a se estudar um homopolimero.
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Figura 23: Formagao de segmentos helicoidais em uma cadeia com cem atomos (estrutura
desordenada).

O n-ésimo mondmero serd localizado ao longo de uma hélice (Fig.24) pelo vetor posigao

—

R, = (Rycosng, Rysenng, nh), (5.2)

onde Ry ¢ o raio da hélice, ¢ é o angulo constante de rotacao em torno do eixo da mesma
(este dngulo é a projecao do angulo de valéncia entre as ligagdes de valéncia mais préximas

no plano XY') e h é o passo longitudinal.

O vetor que conecta o n-ésimo ao (n + j)-ésimo sitio da cadeia é escrito como

—

an :<Rn+j - én)
=(Rgcos(n+ j)¢ — Rycosnd, Rosen(n+ j)¢ — Rysenng, jh)

(5.3)

e seu modulo

7| = \/QR%(l +cosjo) + j2h? = a; (5.4)

independe do sitio n.
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Figura 24: Ilustragdo do arranjo dos monomeros em uma estrutura de hélice para 11
monomeros, Ry = 1 e ¢ = 100°. As molas representam as interacoes e suas distencoes e
espessuras enfatizam a intensidade dessas interagoes. Fonte: [36].

5.2.1 As equacoes de movimento

O Hamiltoniano total para uma molécula com N sitios é escrito como

H= z::l Em(:&i + 92 4 22) + zp: Uj(rjn)], (5.5)

j=1
onde m é a massa de um monomero, x,,, ¥, € 2, sao os deslocamentos da enésima molécula
da sua posicao de equilibrio (5.2) no sistema cartesiano e os pontos denotam derivadas
com respeito ao tempo. U; sao os potenciais de interacao entre primeiros vizinhos (j = 1),

segundos vizinhos (j = 2) até p-ésimos vizinhos (j = p). Estes potenciais obedecem:
Uj(aj) =0,
U,j(aj ) =0,

e possuem a forma padrao do tipo hardcore.

Consideraremos interacoes de primeiros e segundos vizinhos ao longo da hélice e adi-
cionalmente entre vizinhos mais proximos na direcao longitudinal. Particularmente, para
uma alfa-hélice esta tltima é de terceiros vizinhos ao longo da hélice. Como bem se sabe,

0 n-ésimo e o (n+ 1)-enésimo mondmeros sao ligados covalentemente e ligagoes covalentes
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sao fortes, sendo bem aceitavel de serem modeladas por fungoes harmomicas.

Devido a helicidade da molécula, devemos considerar mais interagoes, que sao as
responsaveis por manterem a molécula estavel em uma estrutura de hélice tridimensional.
Primeiramente, assumiremos que hé p mondémeros por ciclo da hélice. Em um cristal de
polimeros helicoidais, esse nimero é um parametro muito importante para as interacoes
intermoleculares que estao fortemente conectados aos movimentos da hélice. Assumiremos
que esse numero seja constante, ou seja, os movimentos longitudinais e de tor¢ao da
molécula sdo suficientemente pequenos de modo que o nimero de mondémeros por ciclo da
hélice nao se altere. Este parametro p pode ser ajustado para uma molécula especifica com
base em observagoes experimentais, como por exemplo, o politetrafluoretileno (PTFE) no
estado fundamental tem a forma de uma espiral tridimensional 13/6, indicando que hé

treze unidades monoméricas a cada seis ciclos [37].

Todas as interacgoes serao assumidas como func¢oes de ponto provenientes de forcas
centrais esfericamente simétricas. Trabalharemos com uma molécula isolada, ou seja, nao
ha nenhum potencial de interacao externo proveniente de uma estrutura cristalina ou de

uma solucao em que o polimero poderia estar imerso.

Para um passo longitudinal suficientemente pequeno, a proximidade entre os ciclos
da hélice (mais especificamente, entre o n-ésimo e o (n + p)-ésimo monémeros) gera uma
interacao. Como esta interacao deve ser de curto alcance e fraca, se comparada a ligagoes
covalentes e i0nicas, por se tratarem de ligagoes de hidrogénio, utilizamos um potencial

do tipo Morse na distancia relativa:

1k,

Ui(ri,) = =——2[1 — ¢ (in=45) 2 5.6
[(0) = 5311 = ) (5.6
onde k; = U} (a;) é a constante eldstica que conecta a n-ésima e a (n + j)-ésima molécula,

enquanto que ; ¢ o pardmetro de anarmonicidade desta ligacao.

No limite em que ; —0 este potencial se reduz ao caso harmonico. Com o desejo
de lidarmos tanto com aproximagoes harmonicas quanto com potenciais mais realistas e
para termos um controle sobre o parametro de nao-linearidade, expandimos (5.6) para

pequenos valores de ;:

1 1 7 1
Uj(rjn) = 5’%‘(aj—’f’jn)2+§kj(aj—'f’jn)g’yfrﬂkj(aj—rjn)4’7g2‘+§kj(aj—rjn)57?+' . (5.7)
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Uma descrigao alternativa do modelo poderia ser feita utilizando, em vez destes acopla-
mentos, uma forca de trés corpos que fixa o angulo de valéncia, porém, para este caso,
o Hamiltoniano se torna muito mais complicado. O trabalho [38] utiliza esta abordagem

para estudar sélitons no politetrafluoretileno (PTFE).

Para um caso geral tridimensional, precisamos de pelo menos trés interagoes para
que a molécula se mantenha estabilizada em uma estrutura de hélice, enquanto que para
um caso bidimensional duas interagdes sao suficientes para manter uma estrutura zig-zag

estavel, como pode ser conferido em [39].

Nossa descrigao serd em termos do vetor ¢, = (¢in, @2n, g3, ) definido como

onde ¥, = (Zy, Yn, 2n). Com isso, o Hamiltoniano (5.5) fica:

-3 [ + Xt )] 59

Das equagoes de Hamilton [40], temos que as equacdes de movimento sdo da forma

dQJn u oU; A
My = > —2q,. (5.10)

Note que devido a soma em n, a variavel ¢, esta presente no seguintes dois termos:

Ui(|Gnsj — @nl) = Uj(1n)

Ui(1gn — @u—j1) = Uj(rjn—j)-

Entao, de (5.10), temos:

L 1oU;(rn) . OU;(Tjn—j) .
& [OU(r4n) Orjn o OU(T04) O .
T Z |: aTjn aqn T]n + 8rj7n_j 8qn T],n]:| .

(5.11)
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Utilizando algumas manipulagoes, a (5.11) se reduz a

m 9 :_Z[_ < (Qn+j_Qn)+M(qn_qn—j)}
dt j=1 jn Tjn—j
p (5.12)
=3 W) @ty = ) = Wirsn-3) (@ = des)|
j=1
onde introduzimos a abreviacao
Ul(rn
Wij(rin) = ige) (5.13)
Tjn

Devido a geometria do sistema, é mais conveniente trabalharmos em coordenadas

cilindricas. Com isso, as componetes do vetor ¢, passam a ser escritas como:

G1n =(Ro + pn) cos(0, + no);
Gon =(Ro + pn) sen(6,, + no); (5.14)
Q30 =2n + nh.

Para o n-ésimo mondmero, p,, representa o seu deslocamento radial a superficie do cilindro

de raio Ry que gera a hélice quando no equilibrio, #,, descreve o desvio azimultal de sua

posicao de equilibrio e z, é sua coordenada longitudinal.

Como a descrigdo de um sistema é simples em termos das coordenadas generalizadas
[40] deduziremos as equagoes de movimento nas coordenadas cilindricas através do for-

malismo lagrangeano. Portanto, a densidade Lagrangeana

L :L{qnlaqnl; Qn27Qn2; qn?nqn?)}

=3 {om| i+ i+ i) - X Ui},
n=1 j=1
quando escritas em termos das coordenadas (5.14), assume a forma:
Opn a0, 0z,
£ =£{pu 05 B 55 2, o | .
N1 Opn\2 00,\? 0zn )\ 2 '
X ign(a) + mornr () + (5) | -0}
;{Qm[( at) TRt Fr) ]z::l 3(Tin)

Nas novas coordenadas (5.14), r;, é dado por
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Tin :|C.7n+j - C.Tn|2

=(Ro + pns)* + (Ro + pn)* = 2(Ro + pu)(Ro + pys) c08(Ontj — On + j6) + (2015 — 20 + jh)*.
(5.17)

Agora devemos trabalhar as equagoes de Euller-Lagrange [40]:

9L\ _ oL,
Opn ) Opn’
0L 0L
oz _ ot
0%,) 0z,

Dessa forma, ficamos com equagoes para as variaveis radial, angular e axial. A equagao

Sl S =

para deslocamentos radiais é:

d?p, ao,\?2 & .
M = (Bo + pn) (E) - {Wj (rjn) [Ro + pn = (Ro + pnsj) €08(Onrj — O + J¢)} +
j=1

+ Wj(rj,nfj> |:R0 + Pn — (RO + pnfj) COS<9n - enfj + ]¢):| }
(5.19)

Ja os deslocamentos angulares sao regidos pela equacao:

0, 1 { dpn dbn |
)

A T (Ro+p) L 20 dt +]Zl [Wj(rjn)(Ro + Pnsj) sen(Onsj — On + jo)—

= Wi(rjn—)(Ro + pn—j) sen(bn — b + jcb)} }
(5.20)

Finalmente, para a coordenada z,, as derivadas do lagrangeano dao a seguinte equagao
para deslocamentos longitudinais na molécula:
2 p
d*z,

m—g = {M/J’(Tjn)(znﬂ — 2+ jh) = Wj(rjn—j)(2n — 2n—; +jh)}- (5.21)

=1
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Tais equacoes sao bastante complicadas de se resolver analiticamente, sendo necessario
utilizar um tratamento numérico. Antes de resolvé-las, vamos estudar as relacoes de
dispersao do modelo a fim de analizarmos os modos de vibragoes assintéticos. Isto nos
darad a dispersao dos fénons na macromolécula, o que nos permitird estimar a velocidade

dos solitons.

5.3 Aproximacao de baixas amplitudes. Relacdes de Dis-
persao

Vamos analisar o presente modelo no regime de baixas amplitudes através de
uma aproximacao harmonica, fazendo v; — 0, para todo j, com o objetivo de obtermos
as leis de dispersao, que relacionam o vetor de onda e a frequéncia angular dos modos
de vibragoes do sistema em estudo. Como resultado tem-se fonons, excitagdes coletivas
com um comportamento de uma quasi-particula. A importancia desta analise vem da
possibilidade de se determinar a velocidade do som na macromolécula. A partir disso,

podemos expressar as velocidades dos sélitons em termos dessas velocidades.

O estudo das relagoes de dispersao se torna bem mais facil se trabalharmos com um
sistema de coordenadas local. Cada monoémero tera seu movimento descrito pelo seguinte

vetor:

'l_[n = (ulna Uon,, u?m)a (522)

onde uy,, us, € us, sao, respectivamente, as projecoes normal, tangencial e binormal ao

circulo no plano XY, como ilustrado na Figura (25).

~
S

Figura 25: Sistema de coordenadas locais.

Note que us, coincide com a coordenada longitudinal. Com isso, ambos os sistemas
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de coordenadas sao relacionados por uma transformacao de rotacao 7,, definida por:

com
cos(ng)  sen(ng) 0
T,=] — sen(ng) cos(ng) 0 |. (5.24)
0 0 1

Portanto, o vetor posigao (5.8) passa a ser escrito como:

Substituindo esta relacao nas equagoes de movimento (5.12) e lembrando da seguinte

propriedade das matrizes de rotagao:

TnTm = An—l—ma
obtemos:
dQUn p A = N1 - A = _
m a2 = Z [Wj(rjn) (Tan+j + ,I‘] Un4j — Tan — n> —

o (5.26)
_ Wj('f’j,nfj) (Tnén + ﬁn — Tnénfj — erﬁnfj

>
N———
—

Esta equacao ainda pode ser escrita como
d2,l,_[:n p e 1 A A — =g A
m dt? = Z |:W]<T_]n>7—j] <erTn (RnJrj - Rn) + Up—j — jun>_
j=1 (5.27)

Mas
Rycos(n+j)¢ Rpsen(n+j)¢ 0 Ry cos(n + j)¢ — Ry cos(ng)
A]Tn (énﬂ — én) = | —Rpsen(n+j)¢p Rocos(n+j)¢ 0 Rysen(n + j)¢ — Rgsen(no)
0 0 1 7h
= (Ro — Rocos(j¢), Rosen(jo),jh)

Cj.

(5.28)
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Analogamente,
T, (ﬁn — R,_ j) (Ro — Rocos(j¢), Rosen(jo),jh)
(5.29)
= Cj.
Finalmente,
d*i, L P ~ .
m dt? = Zl [T] Fj(um u?H—j) - F’j(un—jaun) 5 (530)
J:
onde
Fj(ﬁmﬁn-i-j) = VV](T]n)(E} + ﬁn—f—j - Tjﬁn) (5-31)
sdo forcas intermoleculares.
Nesta nova descricao, a distancia |r},| passa a ser expressa como
Pl = @+ Tty — T M), (5.32)

onde
C_I:J‘n - (én+j - én) .

Como pode ser visto pelas equagoes (5.30) e (5.32), as for¢as ndo sdo expressas em
termos das diferencas dos vetores , e 1,; devido a presenga dos operadores T] nessas

expressoes.

Na aproximacao harmonica, fazemos para todas as forcas intermoleculares v; — 0,

j=1,2,--- p. Com isso obtemos a expansao linear:
Fj(ﬁnv ﬁn—i—j) = O‘j<ﬁn+j - Tjﬂ)na 5j>5j +o (5-33)

onde «o; = k;/ a? e ( ) simboliza produto interno. Consequentemente, as equagoes de

movimento linearizadas tomam a forma

ZO‘J Uy — Ty, 617718 — (@ — Ty, )E]. (5.34)

dt2

Utilizando as formas explicitas (5.24) e (5.29), lembrando também que u,, = (ul, u?,u3)

e desprezando termos de ordens superiores a 2 temos o seguinte sistema de equacoes:

= > j[R5(1 = cos j6)*(Xpsj + Xn) + R5(1 — cos jo) sen(j) (Yo, + Ya)+
=1 (5.35)

+ jhRo(1 — cos jo)(Znij + Z;)],
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miiy, = — i a;[R3(1 — cos j¢) sen(jo)(Xnsj — Xn) + Rgsen® (@) (Vogy — Yo )+
= (5.36)

+ jhRysen(jo)(Znt; — Zn)),

p
miis = = a;[jhRo(1 — cos j¢)(Xnsj — Xn) + jhRosen(jo) (Yoi; — Yy)+
= (5.37)
+j2h2<Zn+j - Zn)]a

onde introduzimos as abreviagoes:

X, =ul — u,l%j cos jo — uifj sen jo;
Y, =u +ul_.senjo—u_cosjo;
’ ’ (5.38)
T = u — ui_j.
Agora supomos uma solu¢ao do tipo onda plana:
i, = Aellhn=et) (5.39)

onde A = (A, A%, A%) ¢ a amplitude, k é o nmimero de onda e w é a frequéncia angular.
Substituiremos (5.39) nas equagoes de movimento linearizadas (5.35), (5.36) e (5.37) a fim
de obtermos uma relagdo entre k e w, que é conhecido como relagio de dispersao. Com

esta substituicao, (5.38) fornece:

X, = i) (1 _ 7k co5 jp) AL — ek sen(jng)Az],

Y, = e'lkn—wt) | o=k sen(j<b)A1 +(1-— e~k cosjqb)AQ},

L (5.40)
Zn — ei(knfwt) 1 — efijk 1437
o que também nos fornece as expressoes
Koy = 070 (6 — cos j§) AT — sen(jo) 4%
Vi = €07 [ sen(jo) AT 4 (7 — cos jo) 4°),
- (5.41)
Zn+j — ei(knfwt) eijk -1 AB,




para as coordenadas dos j-ésimos vizinhos do n-ésimo sitio.
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Substituindo estas relagoes nas equagoes de movimento (5.35) (5.36) e (5.37) e con-

tinuando a desprezar termos de ordens superiores a dois, obtemos o seguinte sistema de

equacgoes algébricas:

mw?Al = ¢ A + ¢, A% + 3 A3,
—mw?A? = ¢, A + 5 A% + g A,
—mw?A3 = c; A + cg A% + g A,

onde

p
a1 =2R§D " aj(1 —cosj¢)*(1 + cos jk),
=1

p
Cy = cy = 2iR2 Zaj(l — cos jo) sen(jo)sen(jk),

=1
p
cs = ¢7 = 2ihRy Y _ joy;(1 — cos j¢) sen(jk),
=1
p
cs = —2R3 Y ajsen®(jp)(1 — cos jk),
=1
p
co = cs = —2hRy Y _ joysen(jo)(1 — cos jk),
j=1
p
cg = —2h*Y " j%a;(1 — cos jk).

j=1

Este sistema admite solugao tnica se

2

C1 — mw Co C3
4 cs + mw? e =0,
cr cs cy + mw?

cuja forma explicita é uma equacao de sexta ordem em w:

m3wb — am?w* — bmw? — ¢ = 0,

onde

a4 =C3 — C5 — Co,

2 2, 2
b=cics + cicyg — c5c9 — 5 — 3 + g,

C = C1C5C9 + 2020306 — Cng — C5C§ — 0903.

(5.42)

(5.43)

(5.44)
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Para encontrarmos numericamente as raizes da equagao cibica (5.44) com respeito
a varidvel w? utilizamos o seguinte conjunto de pardmetros que correspondem & uma

proteina alfa-hélice (segao 2.1):

¢ = 100°, h = 1,54, p=3 (5.45)

a1 =3,829A,  ay=5,433A, a3 =5,053A (5.46)
ki = 10kJ/mol, ko =5kJ/mol, ks = 1kJ/mol (5.47)
Ry = 2.3A m = 45Da (5.48)

As distancias de equilibrio aq, as e ag, foram determinadas a partir da equagao (5.4)
e as constantes eldsticas concordam com [36] e estdo relacionadas, aproximadamente, a
ligacao de valéncia, ao dngulo de valéncia e a ligacao de hidrogénio, respectivamente. As
massas dos aminoédcidos variam de 57,0519Da' (para a Glicina) a 186,2132Da (para o

Triptofano).

Na figura (26) temos a solu¢ao numérica de 0 a 7. Como se pode ver, hé trés raizes
nao negativas e nao degeneradas para todo 0 < k < m. De maneira geral, a maioria
dos sistemas apresentam dois ramos separados, onde os fonons se manifestam. Os que
cruzam a origem sao conhecidos como fonons acusticos e os demais como fonons oticos
[41]. Portanto, duas das raizes obtidas sdo ramos acusticos, que correspondem a oscilagoes
longitudinais (curva 2) e de tor¢ao (curva 3) na molécula. A outra raiz é um ramo 6tico

(curva 3), correspondendo & oscilagoes transversais da molécula na diregao radial da hélice.

No limite para grandes comprimentos de onda, quando & — 0, o termo livre e o
coeficiente de w? na equacio de dispersao (5.44) tendem & zero. Explicitamente em k = 0

temos (2 = w?):
3
Q=4> a;[(1 —cosjg)?.
j=1
Este é um ramo o6tico.
A velocidade de propagacao de um fénon acustico, que é também a velocidade do som

na rede [41] é dada pela inclina¢do da curva acistica:

. d9(k)

dk

'Dalton: unidade de massa atomica, equivalente a 1,660538921(73) x 10727,
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Figura 26: Relacoes de Dispersao para a proteina alfa-hélice, como solugao numérica da
equagao (5.44) para o conjunto de pardmetros (5.46)-(5.48). As curvas que passam pela
origem quando k = 0 (curvas 1 e 2) sao conhecidos como ramos acustiscos e permitem
calcular a velocidade de grupo (velocidade do som) na molécula. A curva 3, que nao passa
pela origem, é um ramo 6tico e corresponde a vibragoes transversais a cadeia molecular.

A presenca de dois ramos actsticos resultam na existéncia de duas velocidades do

som: uma longitudinal, v;, e outra de torc¢ao, v;, definidas como

s = o h lim u(k)
Vg k=0 k
e
5= = pim 2B)

onde vy = \/%RO é a velocidade caracteristica de ondas de baixas amplitudes na hélice.

Em k£ = 0 as frequéncias sao

O =0,=0, Q,=4,49.

A velocidade longitudinal é s; = 2.97, enquanto que a velocidade de tor¢ao é s; = 0, 65.
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6 Solucoes Solitonicas em Proteinas
Alfa-Heélice

Neste capitulo mostraremos que as solugoes do modelo de cadeia anarmonica
do capitulo anterior suportam solugoes solitonicas que representam uma leve tor¢ao na

macromolécula.

6.1 Obtencao dos perfis das solucoes

Uma das condicoes necesséarias para se ter sélitons em um determinado sistema é
a sua nao-linearidade. O modelo aqui estudado suporta solugoes solitonicas ja em sua es-
séncia, apenas devido a sua estrutura em hélice. Para demonstrar como a nao-linearidade
emerge facilmente apenas pela mudanca de geometria do problema, consideremos uma
cadeia linear onde as particulas interagem apenas com seus primeiros vizinhos atravéz
de potenciais harmonicos com constante elastica k. Basicamente um modelo de cristal,

muito estudado em Fisica do Estado Sélido [41]:
L= -2
V:Z§k|rn+1 — % (6.1)

onde 7, é a posicao da n-ésima particula.

Suponha que agora esta mesma cadeia encontra-se sobre uma hélice de raio a e passo

longitudinal 27b, ou seja, a cadeia estara sobre a curva
7= (acos ¢,asen ¢, bo), (6.2)

onde ¢ é o angulo de rotacao em torno do eixo da hélice.

Com base nisto, a n-ésima particula serd localizada pelo vetor posicao

Ty = (@ cos ¢, asen ¢y, bo,). (6.3)
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Com isso, o potencial devera ser reescito como

V= zn: %k {2&2[1 —c08(Pni1 — On)] + 0*(Pry1 — ¢n)2} . (6.4)

E notdvel a ndo-linearidade de (6.4). O primeiro termo dentro do somatério é um

potencial do tipo sine-Gordon (secao 3.2), enquanto que o segundo permanece harménico.

A complexidade das equagoes de movimento (5.19), (5.20) e (5.21) ndo permite um
estudo analitico, no entanto, para analise das solucoes sélitons, utilizaremos os métodos

numéricos estudados no capitulo 4.

Com o interesse em obter solugdes soliténicas, supomos que as solugoes de (5.19),
(5.20) e (5.21) possuem um perfil de onda progressiva suave e que se propagam com perfil

constante. Para este propdsito tomamos a aproximacgao

pn@) — p<£n)7
On(t) = 6(&n), (6.5)
zn(t) = 2(8n),

~

onde &, = nh — st, com s = v/vy sendo vy a velocidade caracteristica do som definida
na se¢ao 5.3. Assumimos que os campos escalares reais classicos p,, 6, e z, dependem

suavemente de &, e possuem zeros assintéticos nas extremidades da cadeia.

Para um tratamento numérico vamos aproximar as derivadas temporais por diferencas
finitas. Como se pode ver da figura 26 temos um modo 6tico, correspondendo a vibragoes
transversais a cadeia, que associamos aos deslocamentos radiais p,, e dois modos actsticos
dos quais estdo associados aos deslocamento de tor¢ao ¢, e longitudinal z,. Nao ha
necessidade de se levar em conta a dispersdo do modo 6tico. Logo, podemos utilizar a

aproximacao em diferencas finitas mais simples para p,:

d
o _ —sp'(nh — st) ~

Pn+1 — Pn—-1
dt §

= (6.6)

d*p,,
Chn s2p"(nh — st) ~

—82 Prn+1 — 2pn + pn—1
dt?

h? ’

(6.7)

No entanto, devemos considerar a disper¢ao dos modos acusticos. Para isto con-
sideramos termos de mais alta ordem para aproximar as duas primeiras derivadas dos

deslocamentos de 6,, e z,:
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den o / 9n+1 - enfl 9n+2 - 39n+1 + 3911 - 2‘9n71
o = —s0 (nh—st)_—s< o7 - o
~ 2 (9n+2 — 60,41 + 30, + 2«9n1) (6.8)
6h
S
= 6_h <90n+1 - 5§0n - an—l)a
d*0,,

01 — 20, + 6, Onso — 40,1 + 60, —460, 1 +0,,_
21 _ ~ 2 n+1 n n 1_ n—+2 n+1 n n—1 n—2
7 = s5°0"(nh — st) ~ s ( 2 o7 )

2
S
~ — 5 (Pnr1 — 150 + 1501 — Pn-),

(6.9)
Az sz'(nh — st) > (2 6241 + 32 + 22p-1)
—, = - = ——F(Znt2 — n+1 n n—1
dt 65h (6.10)
= —6—h(5n+1 — 58, — 2Bn-1),
d*z, 5 s
= s°2'(nh — st) ~ (Bng1 — 158, + 156,-1 + Bn—2), (6.11)

dt? 122
onde ¢, = 6,11 — 0, € B, = 2,41 — 2, sao deslocamentos relativos angular e longitudinal,

respectivamente.

Substituindo estas relagoes nas equagoes de movimento (5.19), (5.20) e (5.21) obtemos:

1
m(pn—i—l - Qpn + pn—l) + _(RO + pn)(¢n+1 - 59071 - 2§0n—1)2 =

_|_

-T2 Z {Wj<rjn) [RO + pn — (Ro + pnyj) cos(jo + z]: Oni-1)

j=1 i=1

J
+ Wj(Tjn) [R() + pn — (RO + pnfj) COS(j(b + Z (p”jJril)}’

i=1

(6.12)
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m(Ro + pn)(Pn+1 — 15s0n+1590n—1 — n—2) + 2(pnt1 — pn-1)(Pn+1 — 5% — 2pn1) =

- 82 Z{ r]n R0+pn+j)sen ¢+Z§0n+z 1

= =1

J
= W) (R ) sen(io+ 3 i)

i=1

(6.13)

12h2

m(Bpi1 — 158, + 156,—1 + Br_2)

Z{ Tjn ]h+26n+z 1

=1

] (6.14)
Wil )G+ Y fnovict) |

Perceba que passamos de um sistema de equacoes diferenciais nao-lineares para um

sistema de equagdes algébricas nao-lineares da forma

fln(pna Pns ﬁn)
on(pna Pns ﬁn)
f3n<pn7 Pn, Bn)

0;
0; (6.15)
0;

com fin, fon € f3, dados por

[N}

S

fln :ﬁ |:m<pn+1 - 2pn + pn71> 3

6<R0 + pn)(SOnJrl — 5¢n — 20— 1) ]"—

+ Z { (Tjn [Ro + pn = (Ro + pusj) cos(jo + i %Hl)] T (6.16)

i=1

J
+ Wi(rjn—j) {Ro + pn — (Ro + pn—j) cos(jo + > @n—j-ﬁ-i—l)} },
-1
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82
f2n h2 |: (RO + pn)(ﬁpnﬂ 15g0n + 1590n71 — (pn72)+

+ 2<pn+1 - pn71><90n+1 - 590n - 2()0111)] +

(6.17)
_'_Z{ Tn R0+pn+]>sen j¢+z¢n+z 1

=1

— Wi(rjn—3)(Ro + pa—j) sen(jo + ) <Pn—j+i—1)},

i=1

82 p
f3n = mﬁ(ﬁn—f—l - 15671 + 15671—1 + Bn 2 Z { Tjn jh + Zﬂn-l-z 1
o = (6.18)

— Wj(rn—;)(Jh + i 5n—j+z‘—1)}-

Como vimos na sec¢ao 4.3, o sistema de equagdes nao lineares (6.16), (6.17) e (6.18) é

idéntico a um problema de minimizacao do funcional

I e e e

2 n=4

que pode ser resolvido atravéz do método do gradiente conjugado.

Voltando para o caso particular de uma proteina alfa-hélice finita, consideramos que

o primeiro e o ultimo ciclo da hélice estao fixos:

Pn=¢n=Pr=0 n=123N-—1N—1N. (6.20)

Esta condicao também tem efeito nas equacoes discretas evitando o aparecimento
de indices negativos explicando também o porqué dos indices no somatério de (6.19).
Utilizamos duas subrotinas para resolver este problema: o programa HYBRD do pacote
de subrotinas MINPACK, que utiliza o método do gradiente conjugado e a subrotina
minimize-constrained da bilbioteca scipy que utiliza o algoritmo de Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno. Devido a superfice F' ser bastante complicada, a busca por solugao
soliténicas como um minimo do funcional (6.19) conduziu & um procedimento numérico
vagarosamente convergente. A condi¢ao necessaria para utilizarmos tal método na procura

por solugoes solitonicas é a dependéncia suave em n. Nesta classe de solugoes o método
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permite que se encontre seus perfis e a regiao de valores dos parametros onde as solugoes
sOlitons existem. A auséncia de solugoes para um dado conjunto de valores implica na
impossibilidade de haver sélitons. As solucoes angulares mostraram-se extremamente sen-
siveis a variacoes dos parametros. Consideramos anarmonicidade apenas para os terceiros

vizinhos, onde atuam as ligacoes de hidrogénio:

=0, %2=0, >0 (6.21)

Como ponto de partida exigido pelo algoritmo, utilizamos um pulso de onda em forma

de sino, com dependéncia suave com o sitio n localizado no centro da cadeia:

pn =A, sech?[u(n — N/2)],
0,, =Agsech®[u(n — N/2)], (6.22)
B =Agsech?[pu(n — N/2)],

onde p ¢ um parametro ajustavel que determina a largura do pulso e A,, Ay e Ag sdo as

amplitudes correspondentes.

Essencialmente, essas fungdes sdo ondas solitarias do tipo KdV (se¢do 3.1) e nao sao
soOlitons topoldgicos de modo que nao podemos garantir a estabilidade destas solugoes
por argumentos topolégicos. No nosso caso, garantimos a estabilidade das solugoes soli-
tons por argumentos numéricos. Este modelo nao suportaria um kink como solugao, pois

infringiria diretamente as condigdes (6.20).

Este procedimento nos faz encontrar as configuracoes de equilibrio do sistema. Como
vimos na se¢ao 4.3.4, estes métodos conduzem a um minimo local do funcional 6.19, de
modo que a solucao numérica obtida nos fornece um estado metastével da molécula. De
modo a obter a solugao trivial, que corresponde a todos os monémeros localizados uni-
formemente sobre a hélice (forte candidato & minimo absoluto deste funcional) inserimos

o ponto de partida
pn:(bnzﬁnzoa n:071727“'7N7

porém nao obtivemos solugoes aceitaveis. Normalmente, chutes iniciais iguais a zero nao

sao bons.

Concordando com a Ref. [36], utilizamos seguintes valores para as amplitudes dos
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pulsos:

=01, A, =0,02576, A, =0,02327, Ag = —0,04417. (6.23)

6.2 Parametro de anarmonicidade

O procedimento numérico convergiu bem para valores do parametro de anarmoni-
cidade proximos de 1. Em baixas anarmonicidades, com 3 em torno de 0,1 nao houve
convergéncia, caracterizando auséncia de solugodes sélitons, o que é esperado, pois para
este valor de 3 estamos em um regime harmonico e a cadeia torna-se suficientemente
rigida para nao surportar solucgoes solitonicas. Para grandes anarmonicidades, com 73
proximo de 10 também nao houve convergéncia do algoritmo, que também é esperado,

pois neste limite as ligagoes de hidrogénio sao muito facilmente quebradas.

6.3 Faixa de valores para a velocidade do séliton

A velocidade s do séliton também mostou-se ter valores aceitaveis em uma faixa
bastante restrita. Com base nos resultados obtidos ao calcularmos as relagoes de dispersao
do modelo tomamos velocidades proximas as velocidade do som na molécula. Encontramos

solitons supersonicos, com velocidades variando de v; a 1.05v;.

6.4 Perfil das solucoes

Nas figuras (27), (28) e (29) temos as solugoes (em linha cheia) para as formas
iniciais (6.22), mostradas pelos pontos. O conjunto dessas fungdes representam uma
leve torgao na molécula, que pode ser conferido na figura (30). Neste ponto percebemos
claramente a importancia de se trabalhar com os deslocamento relativos angulares ¢,, e
longitudinais ,. Ao impormos as fungoes secante hiperbodlica ao quadrado nas variaveis

0, e z, nao encontramos deformacao na cadeia.
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Figura 27: Forma inicial (pontos) e solu¢ao numérica aproximada (linha cheia) da varidvel
variavel p, para v3 =1 es = 1.05y;
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Figura 28: Forma inicial (pontos) e solu¢ao numérica aproximada (linha cheia) da variavel
variavel ¢,, para v3 = 1 es = 1.05y;
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Figura 29: Forma inicial (pontos) e solu¢do numérica aproximada (linha cheia) da varidvel
variavel 3, para v3 =1 es = 1.05y;
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Figura 30: Gréfico tridimensional em coordenadas cartesianas do conjunto de solugoes
numéricas obtidas a partir do processo de minimizagao.
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7 Conclusoes e Perspectivas

A aplicacao de teoria de campos em matéria condensada é um tema bastante
rico, principalmente do ponto de vista de formacao, pois abrange por varias areas da
ciéncia. No presente trabalho, passamos por ciéncias de polimeros, métodos numéricos de
problemas nao-lineares, teoria classica de campos e fisica do estado solido. Dissertamos a

respeito de sélitons em sistemas poliméricos, em particular, numa proteina alfa-hélice.

Aproximamos a macromolécula por um modelo de cadeia anarmonica levando em
conta interagoes entre terceiros vizinhos. Utilizamos um potencial do tipo Morse (eq.
5.6) para modelar as interagoes de hidrogénio, que sdo responsaveis por manterem a
macromolécula em uma estrutura de hélice. Mostamos que as equagoes de movimento
obtidas suportam solugdes do tipo soéliton e devido as suas complexidades tivemos de
utilizar alguns métodos computacionais. Encontramos a forma desta onda utilizando
métodos de minimizacdo funcional e vimos que as solugoes sao ondas solitaria do tipo

KdV (eq. 6.22);

Tivemos de tomar um cuidado especial com relacao as escolhas dos parametros do
modelo. Os pardmetros geométricos sao facilmente encontrados na literatura (veja por
exemplo [10]) e discutimos sobre eles na segao 2.2. As constantes eldsticas das interagoes
harménicas que descrevem as ligagoes covalentes foram retiradas de [36]. Ja os pardmetros
livres, como a velocidade do séliton s e a constante de anarmonicidade v do potencial
de Morse foram encontrados durante o processo de minimizacao do funcional (6.19). O
calculo das relagoes de dispersao da macromolécula mostrou que a mesma possui um
modo 6tico, que associamos aos deslocamentos radias p, a hélice e dois modos actusticos,
associados aos deslocamentos longitudinais z, e azimultais 6,, da cadeia. Isto foi de grande
ajuda para estimarmos as velocidades dos solitons (tomadas em tormos da velocidade do
som na cadeia). Houve convergéncia do algoritmo para valores de velocidade entre s; e
1.05s;, onde s; é a velocidade do som na molécula. Este resultado concorda com o obtido

na referéncia [36].
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Mostramos que as ondas solitarias do tipo KdV, representam uma leve torcao na
hélice (Fig. 30). Os sélitons este modelo, nao sao topoldgico de forma que a estabilidade
das solugoes sao garantidas por argumentos numéricos: como o método do gradiente
conjugado conduz & um minimo local do funcional (6.19), estas solugoes representam
um estado metaestavel da cadeia. De acordo com a teoria dos sélitons essas solugoes se
propagam suavemente sem alteracao de suas formas. Com base nos resultados obtidos
para os perfis das solugoes solitonicas na proteina alfa-hélice, espera-se que a dinamica
desses objetos descreva a propagacao propagacao desta tor¢ao ao longo da cadeia protéica.
Para verificar isto, deve-se atacar diretamente as equagoes de movimento (5.19)-(5.21)
utilizando os métodos de Runge-Kutta estudados na segao 4.2. Isto ja se esta sendo feito

por nos.

De posse de todo este estudo, o passo subsequente é estudar a estabilidade destas
solugoes sélitonicas sob oscilagoes térmicas da cadeia. O trabalho [38] de 2000, utiliza
idéias e técnicas semelhantes as apresentadas aqui para o politetrafluoretileno (PTFE).
Posteriormente, em 2001, os mesmos autores incluiram temperatura neste modelo [42].
Os estudos de proteinas alfa-hélices imersas em banho térmico, no escorpo da teoria dos
solitons, encontram-se envolvendo os séliton de Davidov e mostram que tais solugoes nao

sdo adequadas, pois seu tempo de vida a 300K (temperatura relevante para processos

biolégicos) é da ordem de 10725 [43].

A idéia é utilizar os formalismos de [42] no modelo aqui apresentado e comparar com os
trabalhos que envolvem os sélitons de Davidov. Para isto devemos incluir termos de ruido
branco nas equagoes de movimento (5.19)-(5.21) e resolver numericamente um sistema
de equagoes de Langevin. de forma que sera necessario se utilizar métodos numéricos de

solugdes de equagoes diferenciais estocasticas [44]:
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