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Resumo

O objetivo principal dessa dissertacao ¢ pesquisar, através de alguns modelos de
Teoria de Campos, a influéncia de trabalharmos com uma simetria de gauge nao-abeliana
sobre as solucoes das equacgoes de movimento. Faremos isso tomando Teoria de Campos
especificamente em trés dimensoes. Veremos que os sistemas planares nos trarao uma
quantidade de informacoes suficientes para descrever a teoria em questao.

Faremos um estudo sobre defeitos topologicos com enfoque especial para os vortices,
que sao o nosso principal objeto de estudo. Inicialmente faremos uma revisao sobre
simetrias em fisica afim de chegar & simetria nao-abeliana. Apo6s termos descrito sob
um ponto vista particular a teoria de Yang-Mills revisaremos os principais modelos que
exibem solugoes do tipo vortices, como o modelo Maxwell-Higgs abeliano e o modelo
Chern-Simons-Higgs.

Posteriormente faremos a inclusao do momento de dipolo magnético anomalo através
do chamado acoplamento nao-minimo. Estudaremos entao, detalhadamente, como pode-
remos incluir este tipo de acoplamento numa teoria de Yang-Mills. Apresentamos no fim
desta dissertagao como topico novo, a adi¢cao de um background gravitacional a alguns
modelos descritos anteriormente. Faremos isso ainda com o acoplamento nao minimo e

simetria nao-abeliana.
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Abstract

The main purpose of this thesis is to investigate how the non-Abelian gauge symmetry
affects the solutions of the equations of motion in some field theory models. We concern
ourselves specifically with three dimensional field theories. We will note here that planar
systems give us the needed informations about the theories approached here.

Topological defects were studied with special attention to the vortex solutions. We
will do a general survey on physical symmetries, concerning mainly with the non-abelian
symmetry. After describing in a particular view the Yang-Mills theory we will review
mainly the models in which vortex solutions appear. For example the abelian Maxwell-
Higgs model and the Chern-Simons-Higgs model.

The next step is to include the Anomalous Magnetic Dipole Moment(AMDM) with
the so called non-minimal coupling. A deeper study envisaging how to implement the
non-minimal coupling in a Yang-Mills theory is made. New results were found about the
addition of a gravitational background in some of the models cited above. We will also

study non minimal coupling and non-abelian symmetry in this gravitational background.
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Introducao

As duas ultimas décadas constituiram um periodo bastante rico para os fisicos teéricos
principalmente nas areas relacionadas a geometria e aos métodos topologicos. Durante
esse periodo novos campos em matematica foram criados para resolver problemas em
Fisica. Uma nova tendéncia surgiu no final do século XX, a partir do surgimento de
novas teorias em matematica independentemente dos anseios da comunidade de fisi-
cos.Topologia por exemplo, foi particularmente envolvida nesses desenvolvimentos que
levaram ao estudo de novos tipos de teorias, agora conhecidas como teoria de campos
topologica e teoria de cordas topologica.

A motivacao para o estudo dessas teorias nao é somente matematica. Existem razoes
que as tornam interessantes também sob o ponto de vista fisico, principalmente por
que sao mais simples que aquelas descritas para o mundo real. Da mesma forma, elas
constituem um excelente ambiente para testar argumentos nao suportados num ponto de
vista matematico.

Resultados em teoria de campos que usam argumentos baseados em integrais fun-
cionais(origem quéntica), ndo podem ser considerados como argumentos de um ponto
de vista matematico, no entanto, podem ser considerados predicoes matematicas feitas
por fisicos. Uma vez propostas, deve-se entao providenciar provas matematicas rigoro-
sas. De uma forma geral podemos afirmar que os matematicos constroem as regras da
fisica experimental quando fisicos teoricos fazem predigoes que devem ser testadas em

laboratorios.



Atualmente a fisica de particulas estd baseada na teoria quantica de campos e todas
as particulas fundamentais, até entao observadas, sao descritas pelo Modelo Padrao.
Esse modelo unifica os trés tipos de interacao entre as particulas, forca forte, fraca e
eletromagnética. Em teoria de campos a interacao entre essas particulas é descrita através
de particulas mediadoras, os fétons para o eletromagnetismo, os bosons W e Z para a
interacao fraca e os glions para a forte.

Os glions tem carga de cor e surgem de um grupo de gauge nao abeliano, conseqiien-
temente sua dinamica é nao-trivial. A teoria de interacao apure gluon é apresentada na

forma da acao

1 a
S = -3 / d*zF,,, F, (1)
onde Fj, = 0,A] — 0,A5 + g fabCAZAﬁ, os indices gregos representam espaco-tempo

enquanto que os indices latinos derivam do grupo ! em questao.

Em 1954, Yang e Mills fizeram um estudo sobre invariancia isotopica SU(2) do sistema
proton-néutron [4], porém algumas propriedades matematicas permaneciam incertas.

Em teoria de campos, as particulas sao definidas pelos campos que as contém, porém,
em algumas teorias podemos encontrar outros tipos de objetos. Solu¢oes para as equagoes
de movimento estaveis e com energia finita sao chamadas so6litons. Nesta dissertacao
direcionamos nossa atencao a um tipo especial de séliton, os vortices de Nielsen-Olesen.

Vortices sao solugoes topolodgicas que aparecem em sistemas tridimensionais, solugoes
das equagoes de movimento, caracterizados por uma densidade de energia localizada, uma
massa finita e uma carga topologica. E possivel introduzir nestas solucdes uma corrente
conservada com carga nao-nula. Como ja falamos, os vortices sao defeitos topologicos
que surgem quando a simetria da teoria é quebrada espontaneamente.

Abrikosov [14] mostrou a existéncia de solugoes localizadas do tipo vortices, na

! Adotamos neste trabalho o grupo SU(2), invariancia de gauge isotopica



presenca de campo magnético, para a teoria macroscOpica da supercondutividade de
Ginzburg-Landau.

Vérios trabalhos foram feitos com solucoes de vortices em modelos com termos de
Yang-Mills e ou Chern-Simons, no entanto, nenhuma estrutura auto-dual de Bogol-
mol’'nyi, andloga a do modelo de Higgs abeliano, foi encontrada até que se escolheu
um potencial de sexta ordem.

Modelos com a presenca do acoplamento nao minimo ja foram mostrados anteri-
ormente [30]. No trabalho de [31] os modelos de Yang-Mills e Chern-Simons foram
considerados com a presenca do MDMA e um background gravitacional.

Nesta dissertacao apresentamos como contribuic¢ao o estudo do modelo Chern-Simons
nas mesmas condigdes que em [31], agora com simetria nao-abeliana.

No capitulo 1 revisamos os principais aspectos das simetrias em fisica relevantes no
contexto de teorias nao-abelianas. Demonstramos como o fato de trabalharmos com o
grupo SU(2) modificara termos comuns na lagrangeana.

No capitulo 2 estudamos as principais abordagens feitas sobre o estudo dos vortices.
Analisamos também como é feita a inclusao do momento magnético anomalo nessa teoria.

No capitulo 3 iniciamos a descricao dos pontos ainda nao abordados na literatura.
Estudamos como sera feita a inclusao do momento magnético anémalo em teorias nao-
abelianas. Posteriormente descrevemos os modelos Yang-Mills e Chern-Simons separa-
damente com simetria nao-abeliana e acoplamento nao-minimo.

No ultimo capitulo descrevemos o modelo Chern-Simons nao abeliano com a influéncia

do MDMA e agora com a adi¢ao de um background gravitacioanl.



Capitulo 1

Simetrias em Teoria de Campos

Neste capitulo faremos uma revisao dos pontos fundamentais que serviram de base teorica
para o desenvolvimento desta dissertacao. Falaremos entao sobre simetrias em fisica,
sua fundamentacao matemética e no que serviram para o desenvolvimento de teorias
nao-abelianas. Na primeira secao, discutiremos as simetrias abelianas num cenério de
Teoria de Campos. Veremos que elas sao caracteristicas fundamentais, utilizadas para
descrever importantes teorias fisicas. O estudo dessas simetrias é feito observando sob
que transformacoes as agoes sao invariantes. Posteriormente, passaremos a um caso mais
geral que o da simetria de gauge afim de chegar as simetrias nao-abelianas. Entraremos
no estudo das teorias de Yang-Mills, que também estao baseadas numa forma de simetria

mais geral.

1.1 Simetrias abelianas

Nesta secao descreveremos os aspectos da simetria abeliana e mostraremos como sua ex-
tensao local leva ao aparecimento de certas estruturas na Lagrangeana. Isto servird para
o entendimento da posterior generalizacao nao-abeliana e como faremos para construir

uma derivada covariante com acoplamento nao minimo neste cenério.



Inicialmente trabalharemos com a Eletrodinamica Quantica (QED), essa teoria é dada

pela seguinte lagrangeana !

L = 0,00"¢" — m*¢" o,

Esta teoria sera invariante sobre as seguintes transformacgoes

¢ — e

* eia¢*

Se tivermos a < 1,

¢ — ¢ —iag,
0p = —ia.

Pelo teorema de Noether obtemos uma corrente conservada da forma

JH=1(¢" 0" — ¢70"9).

As transformagoes (1.2) podem também ser reescritas da seguinte forma

@] = ¢1cosa + gysinq,

¢y = —@1sina + ¢ cOs Q.

!Sempre que falarmos de lagrangeana estaremos nos referindo a uma densidade lagrangeana

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)



Figura 1-1: rotacao do campo no espaco interno

Agora fica claro de ver que elas representam uma rotagdo do vetor ¢ no plano (1,2)
de um angulo «, como mostrado na figura 1. Rotagoes em duas dimensoes formam o
grupo SO(2). No entanto, estamos interessados nas transformagoes de gauge que geram
o grupo O(2) ~ U(1). Veja bem, cada elemento do grupo O(2) é dado por um angulo
¢ de rotacao no plano. O espacgo desse grupo é formado pelos valores de ¢, ou seja, um
circulo. O grupo U(1) é formado por todos os niimeros da forma e’ = cosa + isina e,
desde que cos® o + sin® a = 1, teremos que seu espaco também sera um circulo.
Voltando ao tema principal de nossa discussao, para tornar essa simetria local teremos

que adicionar a teoria o campo de gauge A, da seguinte forma

L= (0,0 +ieA,0)(0"¢* —icA'$*) — m>¢*¢. (1.6)

A transformacao do campo de gauge é

1
AN — AN + g@ua (17)



A carga e aparece na derivada covariante como uma constante de acoplamento. O campo
¢ acoplard com o campo eletromagnético com intensidade e. A carga aparece tanto
como uma quantidade conservada e também mede a intensidade com que as particulas
interagem com os campos elétricos e magnéticos. Introduziremos agora a energia cinética

para A, assim, construiremos uma lagrangeana mais geral invariante local sobre U(1).

s

Onde o tensor intensidade de campo é

F,, =0,A, — 0,A,. (1.8)

Esse F'* é o tensor campo eletromagnético, onde de seis componentes trés sao do campo
elétrico e as outras trés do campo magnético. Tal tensor surge naturalmente da neces-
sidade de se ter a acao invariante sob transformagoes no espaco interno do campo ¢. O
termo d, — ieA, serd a nossa derivada covariante simbolizado com D,,.

Teremos agora que redefinir a nossa corrente conservada covariante na presenca do

campo eletromagnético, que ficara assim

J" = i(¢" D¢ — ¢D 7). (1.9)

Antes de concluirmos esses desenvolvimentos é interessante levantar a seguinte questao:
se estamos interessados em construir uma lagrangeana consistente com as simetrias, qual
a opgao certa ja que existe uma infinidade de termos respeitando essa simetria? Entao,
por que nao existem muitas possibilidades? Afinal temos muitos termos com dimensao de
massa arbitraria e que respeitam as simetrias. A resposta esta no fato de que estes termos
nos fornecem lagrangeanas nao-renormalizaveis, isto por que operadores com dimensao
maior que quatro geram constantes de acoplamento com dimensao de massa negativa.
Finalmente, se desejamos renormalizabilidade, entao devemos descartar os operadores

de dimensoes maiores. Sendo assim, a lagrangeana mais geral renormalizavel, invariante



sobre as transformacoes (1.2) e sobre paridade fica.

L =D, D"p — m>¢*¢ — %lF’“’FW (1.10)

1.2 Teoria de Yang-Mills

Em 1954, Yang e Mills publicaram [4] sobre invariancia isotopica SU(2) do sistema
proton-néutron. A idéia nao foi reconhecida inteiramente, ja que tinha algumas proprie-
dades nao satisfeitas e suas fundagoes matemaéticas permaneciam incertas. Nos anos 60,
estes problemas foram resolvidos quando a teoria de campos quantizada foi desenvolvida,
hoje a teoria de Yang-Mills é uma das principais vertentes da fisica teorica.

A necessidade de se construir uma base matemética para esta teoria levou o Clay
Mathematics institute a criar o prémio para o problema do milénio.

Nos anos 50, quando as teorias de Yang-Mills nasceram, a eletrodinamica quantica
abordava o eletromagnetismo por meio de uma simetria de gauge local, porém, utilizando
um grupo abeliano. Soube-se também que havia uma simetria global nao-abeliana cha-
mada simetria de isospin. Essa simetria atuava em protons por meio de um dueto, e em
pions, através de um tripleto. Foi sugerido entao que uma versao local da simetria de
isospin poderia gerar uma teoria de campos para a forga forte, com pions sendo campos
de gauge. O problema de tudo isso é que os pions sao particulas massivas, enquanto que
os campos de gauge nao possuiam massa.

Protons, néutrons e pions nao sao particulas fundamentais, porém, sao compostos de
quarks, os quais possuem uma teoria de Yang-Mills quantica para forca forte envolvendo
campos de quarks e particulas de gauge chamadas gliions. Sabe-se agora que, se quisermos
obter quebra de simetria de gauge nao-abeliana, podemos introduzir um campo de uma
particula chamada boson de Higgs. Estamos falando de parte do modelo desenvolvido

por Weinberg e Salan, uma teoria de Yang-Mills para forga eletrofraca, integrante do



Modelo Padrao, e que permite a inclusao de particulas de gauge massivas ou nao.

Confinamento é um grande problema no Modelo Padrao de fisica de particulas. Isso
devido ao fato de que os quarks e outras particulas com cor nunca foram observadas
em isolamento. Os quarks somente foram observados em estados ligados neutros. Te-
orias de Yang-Mills descrevem interacoes fortes e possuem uma liberdade assintética.
Podemos dizer, grosseiramente, que seu comportamento quantico em distancias curtas é
similar ao comportamento classico, porém a teoria classica nao ¢ um bom guia para o
comportamento quantico em distancias longas.

No final dos anos 60 e inicio dos 70, uma série de experimentos trouxeram novas
vertentes a essas teorias. Descobriu-se através de experimentos de colisao que os protons
possuem sub-estruturas. A partir dai foi possivel provar que os campos de Yang-Mills
possuem liberdade assintotica. Isto significa que o comportamento para altas energias
dos campos de Yang-Mills incluem particulas com propriedades observadas experimen-
talmente, porém seu comportamento para baixas energias pode ser totalmente diferente.

A liberdade assintética, junto com outras descobertas experimentais e teoricas feitas
entre 1960 e 1970, tornaram possivel descrever a forca nuclear por uma teoria nao-abeliana
de calibre com G = SU(3). Pode-se afirmar que essa teoria é perturbativa apenas para
altas energias, porém, para se entender o confinamento dos quarks é necessario se conhecer
o regime nao-perturbativo.

Em baixas energias, onde no6s vivemos, nao existem quarks livres, ja que a interagao
entre eles é forte para baixos regimes energéticos. Somente para altas energias o acopla-
mento entre eles torna-se fraco e os métodos perturbativos sao aplicaveis. Resumindo,
podemos afirmar que a interacao é forte para pequenas escalas, e fraca para grandes. Se,
por exemplo, tentassemos afastar dois quarks, terfamos que exercer uma forca cada vez
maior na medida que os afastassemos.

De fato, alguns problemas ainda existiam visto que o comportamento quantico nao

10



pode ser facilmente deduzido a partir da acao classica. Como exemplo de problemas
relacionados a este fato, temos o "mass gap"e o confinamento. A estrutura de quarks das
particulas foi observada em experimentos de colisao mas, quarks livres nunca foram de-
tectados. Em baixas energias, eles aparecem juntos, compondo particulas como prétons,
néutrons e pions num processo chamado confinamento. E possivel observar este compor-
tamento em simulacoes da teoria quantica de gauge para forca forte, no entanto, nao foi
possivel provar matematicamente que o confinamento é uma conseqiiéncia da teoria. O
mesmo podemos afirmar do "mass gap", particulas tem massa nao nula, isto é observado
em simulacoes, porém nao existe um meio de derivar o mass gap matematicamente da
teoria original|2].

As simetrias da teoria de Yang-Mills podem ser estendidas para incluir uma simetria
global entre os campos bosonicos e fermionicos, é a chamada supersimetria. Ainda nao
existem evidéncias fisicas para essa supersimetria. Acredita-se que a teoria quantica de
Yang-Mills em fisica de particulas representa um limite para uma teoria de cordas.

Em teoria de campos, as particulas sao definidas pelos campos que as representam,
porém, em algumas teorias podemos encontrar outros tipos de objetos. Solugoes para as
equacoes de movimento estaveis e com energia finita sao chamadas s6litons. Dois tipos
de solugoes solitonicas sao particularmente importantes para entender confinamento, os

monopolos magnéticos e os vortices de Nielsen-Olesen.

1.3 Simetrias nao-abelianas

Faremos agora a generalizacao da secao de simetrias 1.1 passando a uma simetria maior
do que O(2) ou U(1). O passo seguinte e logico a ser dado é passar a simetria SU(2),
que foi considerada no trabalho original de Yang e Mills no contexto de simetrias de
isospin de prétons e néutrons. Este tipo de simetria é chamada simetria nao-abeliana. O

problema apresentado aqui é um caso particular da teoria, ou seja, os desenvolvimentos

11



feitos aqui sao especificos ao tema fundamental da dissertacao.

E importante notar também que faremos algumas consideracoes para tornar mais
simples a resolucao dos nossos problemas. Faremos isso seguindo os passos de autores
que ja trabalharam com questoes semelhantes e adaptando aos nossos anseios.

Na se¢ao anterior, consideramos o campo escalar com duas componentes, as quais
eram relacionadas por rotacoes no plano. Trataremos agora o caso em que ¢ possui trés
componentes, ¢ = (¢1, o, ¢3), num "espago interno"sabendo que as transformacoes de
gauge serao implementadas nesse plano.

Rotagoes no espaco de um angulo a3, como mostra a figura 2, podem ser escritas

como em 1.5

¢} = cos azgy + sin azgs,

¢y = —sin azpy + cos azPa,

95 = ¢s. (1.11)

Se tivermos um « infinitesimal podemos escrever essa rotacao como

¢’1 = ¢1 + a3¢27
Py = —azd1 + ¢o,
¢y = 3. (1.12)

Que se observarmos bem, sao as trés componentes da equacao

p—oP=¢dp—axd (1.13)

12



Figura 1-2: Rotacao do campo no espaco interno

onde |a| é o angulo de rotacdo, enquanto que a/|al é o eixo da rotagao. O que faremos é
tentar encontrar uma analogia como feito para o caso do eletromagnetismo. Isto serd um
pouco mais complicado, ja que as rotagoes formam um grupo O(3), o qual é nao abeliano.
Teremos que trabalhar com a nao-comutatividade e observar suas conseqiiéncias fisicas.

Devemos encontrar uma nova derivada covariante?, assim como em (1.6), de modo

que a agao nao-abeliana permaneca invariante. Faremos isso introduzindo um andlogo a

A

m

D, = 0up + gW, x &, (1.14)

sendo W, o potencial de gauge analogo a A, que também representa um vetor num
espaco interno. Analogamente a carga elétrica e, teremos a constante de acoplamento g.
A derivada covariante devera transformar-se de maneira aniloga & mostrada em (1.3),

ou seja

2Ainda com acoplamento minimo
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0(Dug) = —a x (D). (1.15)
Devemos atentar agora para dois pontos com relagao a variagao de W,

1. Como ele é um vetor no espaco interno, entao devemos adicionar um termo do tipo

ax W,

2. Da mesma forma que em (1.7), devemos ter um termo como (1/e)d, .

Entao escreveremos essa variagao como
1
W, = —a x W, + -0,a. (1.16)
g
Sendo assim, quando fizermos a variacao da derivada covariante, teremos

0(Dup) = (9up) + g(OWy) X ¢ + gW,, x (00)

=—ax0,p—gllaxW,) x¢d+W,x(axd),. (1.17)
Usando a identidade vetorial
(AxB)XxC+Bx(AxC)=Ax(BxC), (1.18)
e reordenando os termos entre colchetes, teremos
5(Du) = —a x (3,6 + gW,u x §) = —a x Db (1.19)

O que esta de acordo com (1.15)
Se W, é o andlogo de A,, qual serd entao o analogo para o tensor intensidade de

campo F,, = 0,A, — 0,A, 7 O chamaremos de W, e ele serd, diferentemente de F,

na iz
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um vetor sob O(3). Da mesma forma que ¢, ele devera transformar-se como

§(Wi) = —00 x W, (1.20)

E isto s6 serd possivel se o escrevermos como

W, = 0,W, — W, + gW,, x W, (1.21)

E interessante lembrarmos agora que, o que estamos fazendo, é o desenvolvimento da
teoria nao abeliana para um caso especial de simetria, SU(2). Existem algumas peculi-
aridades neste caso. Podemos reescrever os termos com operacoes vetoriais da seguinte

forma

Wi, = 0.We — O,W! + gf " WiWy,
D¢ = 0,0" + gf "W ¢",

a aobc c 1 a
W = —f*Wha + P (1.22)

No caso em que estamos tratando podemos considerar o tensor f*¢ como sendo o tensor

de Levi-Civita ¢,
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Capitulo 2

Vortices em sistemas planares

Um ponto importantissimo para o desenvolvimento dessa dissertacao ¢ o estudo dos
defeitos topologicos. Faremos aqui uma breve explanagao dessa teoria, dando prioridade
a descricao dos vortices, que sao o nosso tema principal. A partir do problema bésico,
mostraremos as principais abordagens sobre o tema feitas até agora.

Na secao seguinte, falaremos da teoria de Chern-Simons, dando um breve historico
sobre suas origens matematicas e, posteriormente, analisando suas caracteristicas num
espaco tridimensional. Fizemos isso em virtude de sua grande aplicabilidade no estudo
dos vortices.

Seguiremos com a descri¢ao dos modelos Maxwell-Higgs e Chern-Simons-Higgs, ainda
trabalhando com simetria de gauge abeliana.

No final do capitulo, discorremos sobre o momento de dipolo magnético andémalo e

sobre sua influéncia nas solucoes de vortices.
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2.1 Introducao

Em sistemas bi e tridimensionais, obtemos solugoes topologicas do tipo kinks e vortices
respectivamente, e que sao solugoes para as equacoes de movimento. Podemos também
introduzir uma corrente conservada com carga diferente de zero.

Vortices sao solugoes topologicas que aparecem em sistemas tridimensionais, como sao
solucoes das equacoes de movimento. Sao caracterizados também por uma densidade de
energia localizada e uma massa finita. E possivel introduzir nestas solucoes uma corrente
conservada com carga nao nula. Como ji falamos, os vortices sao defeitos topologicos
que surgem quando a simetria da teoria é quebrada espontaneamente.

O interesse no estudo dos vortices em matéria condensada e fisica de particulas sur-
giu quando Abrikosov|[14] mostrou a existéncia de solugoes localizadas do tipo vortices,
na presenca de campo magnético, para a teoria macroscopica da supercondutividade
de Ginzburg-Landau. Tais vortices consistem de filamentos que penetram o fluido su-
percondutor no qual o fluxo magnético esta concentrado. Posteriormente, verificou-se
experimentalmente a sua existéncia.

Faremos aqui uma breve revisao de dois modelos usados no estudo dos vortices que
servirao de base para maiores aprofundamentos e generalizacoes que faremos mais tarde.
Os modelos Higgs-abeliano e de Chern-Simons sao os mais simples entre aqueles que

possuem solucoes de vortices.

2.2 Linhas de vortices

Consideremos um campo escalar com duas dimensoes de espaco e contorno no espaco,

um circulo no infinito. Nesse contorno diremos que o campo sera

¢ =ae™ (r — o). (2.1)
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Usamos aqui coordenadas polares no plano com n inteiro. Consideremos uma solucao

estatica como

V(¢) = [a* — ¢o"]".

(2.2)

Dessa forma, temos V' = 0 no contorno. Quando r — oo, a hamiltoniana do sistema sera

na?

2r2

_1 2_

Se tentarmos obter a energia dessa configuracao estatica teremos

E:/ Hrd@zﬂn2a2/ 1dr.
T

O que é logaritmamente divergente.

Adicionamos entao um campo de gauge através do acoplamento minimo

Do = 9,9 + ieA 0.

Se escolhermos A, da forma

A= éV(nG) (r — 00)

A, — 0, Ag—>—E (r — 00),
er

encontraremos que em 7 = OO, vale:

ng) = %(%) + i€A9¢ = O, DTQZ5 =0.

(2.3)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Encontramos entao que, no contorno, temos Dy¢ — 0. Com a lagrangeana da forma
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L= —(Fot | Do P =V () 2.9

e considerando a hipotese de um puro gauge,
A, — Oux (r — 00), (2.9)

entao F,,, — 0. Como para uma configuracao estatica H = —L, resultard que H — 0
quando r — oo, tornando possivel uma configuracao de energia finita. A conseqiiéncia de
adicionarmos um campo de gauge é que daremos ao soliton fluxo magnético. Observamos
isso fazendo uma integral em torno do circulo no infinito que contorna o espago. Pelo

teorema de Stoke, [ B e ds = ¢, o fluxo serd

¢ = 7{A odl = ngrde - (2.10)

(&

O que fizemos entao foi construir uma configuracao de campos bidimensional, composta
pelos campos escalar e eletromagnético. Encontramos fluxo magnético e, desde que
D,p — 0 e F,, — 0 no infinito, temos uma configuracao finita de energia. Se adici-
onarmos entao uma dimensao extra, da qual os campos nao dependam, essa configuracao

serd semelhante & linha de um vortice.

2.3 Teoria de Chern-Simons

Teoria quantica de campos topoléogica correlaciona fungoes conhecidas como invariantes
topologicos e pode se construida de dois modos, levando a duas novas teorias: Schwarz
e Witten. No primeiro caso, a agao ¢ manifestamente independente da métrica usada e
serd o objeto de nosso trabalho na forma da teoria de Chern-Simons.

O primeiro sinal de aplicacao do termo Chern-Simons em fisica apareceu por volta
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de 1978 quando a supergravidade com D = 11 foi construida. Havia a necessidade de se
introduzir um termo que desse consisténcia a teoria, porém, deveria preservar a simetria
local. A teoria necessitava de um potencial 3-forma A, o que foi feito adicionando um
termo 111.5[A] = k;fA ANFANF F = dA ao usual termo cinético F? na acdo. De um
ponto de vista fisico, este termo gera uma auto-interagao cibica essencial na construcao
dessa supersimetria. Essa apari¢ao inicial do termo CS passou um pouco despercebida.
Posteriormente, alguns autores |7, 3| sugeriram a introdugao de um 1-forma CS num
espaco tridimensional. Sobretudo, o interesse era devido ao fato que o CS aparece na
forma quadratica, 3Ics[A] = u [ A A F, dessa maneira pode afetar o eletromagnetismo
de campo livre (Maxwell), conduzindo a uma escala finita e mantendo a teoria invariante
de gauge. Estas consideragoes geraram uma enorme contribuicao a literatura em teoria
de campos topologica.

O nome "Chern-Simons"veio dos nomes dos cientistas de S. S. Chern e J. Simons que
estudavam a densidade de Pontryagin e*"?? F},, I, em quatro dimensoes. Eles notaram

que esta densidade poderia ser escrita como

0,7 A F . (2.11)

Para sistemas planares, o termo de Chern-Simons em (2 + 1)D ficara
e A, F,, (2.12)

Com este termo, podemos construir uma teoria de gauge alternativa a teoria de Maxwell e
que obedece aos critérios usuais de uma teoria de gauge, ou seja, é invariante de Lorentz,

invariante de gauge e local. Para isso, escreveremos a lagrangeana

K

Los = 5 A A, — A" (2.13)
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Esta lagrangeana parece nao ser invariante de gauge como tinhamos dito, porém, se

fizermos sua variacao encontraremos

SLes = g 0y (AP0, A,) . (2.14)

Este termo sera descartado, ja que é uma derivada total e a agao sera invariante de gauge.

Um ponto interessante desta teoria ¢ o fato de ela ser de primeira ordem no espago de
derivadas. Isto faz com que a estrutura canonica da teoria seja diferente da de Maxwell. A
lagrangeana de Chern-Simons é especifica para (24 1)D. Atualmente é possivel escrever
esta lagrangeana para outras dimensoes impares, porém somente para (2 + 1)D ela é
quadratica.

Se adicionarmos o termo de Chern-Simons a lagrangeana de Maxwell

1
L= = FuF" + 5 AR, (2.15)
encontraremos a seguinte equacao de movimento
D F" + K e"*FF,5 = 0. (2.16)
Como sabemos, a acao é invariante de gauge sobre a transformacao
1
AN — AH — EauOé. (217)
A equagao (2.16) pode ser escrita como
(O+ p? ) Ez =0. (2.18)

Temos uma equacao na forma Klein-Gordon que claramente nos mostra campos massivos.

A presenca na agao de termos massivos invariantes de gauge é uma caracteristica especial
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para 2 + 1 dimensoes, em todas as outras temos que recorrer ao mecanismo de Higgs.

2.4 Vortices no modelo Higgs abeliano

O estudo de vortices em sistemas planares tem importancia tanto no cenario de cordas
cOsmicas quanto em matéria condensada. Nielsen e Olesen foram os pioneiros nesta area,
quando mostraram a existéncia de solugoes classicas do tipo vortices no modelo Higgs
abeliano. Este modelo é uma extensao relativistica da teoria de Ginzburg-Landau da
supercondutividade.

Considere a lagrangeana do modelo de Higgs abeliano
1 v 2 A 2 2\ 2

que descreve um campo escalar carregado interagindo com um campo de gauge U(1), e
exibe solugoes de vortices com fluxo magnético, porém sem carga. A derivada covariante
éD,p = 0,0+ieA,¢, e o potencial quadratico tem quebra espontanea de simetria padrao

como na figura.
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Figura 2-1: Potencial auto-dual quadratico 2 (|¢|> — v?)* para o modelo de Higgs Abeli-
ano. Variedade de vicuo |¢| = v

Estamos interessados agora em encontrar a energia do sistema, que serd dada por

E = /Tgod’U, (220)

onde Tyg é o tensor energia-momento dado por

oL
_ _ g
T =255 = 9L (2.21)
O funcional de energia para o caso estatico sera
2 |1 52 2 A 2 2)2
Ean = [ &z S8+ |Dg| +7 (J¢l> —v*)7] . (2.22)

Tomaremos as mesmas precaucoes de quando estudamos as linhas de vortices, ou seja,
~ . . . — .
para configuragoes de energia finita devemos considerar ¢( =) tendendo a uma variedade

de vacuo no infinito. Tais solucoes sao classificadas pelo seu winding number N de
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vorticidade que representa o nimero de vezes que a fase de ¢ gira num circulo no infinito.

¢(f)‘|g|:oo = UeiNe. (2.23)

Temos também que |D@| — 0 quando || — .

O que pretendemos agora é encontrar configuracoes para minimos de energia, faremos
isso escrevendo o funcional de energia da forma descrita por Bogolmol'nyi[15]. Este
método consiste em escrever a energia de configuracoes de campos estaticos de forma
minima.

A partir do sistema

L= 20,00° —V(9) (2.24)

Podemos escrever a energia para configuracao estatica da forma

o /_ o B (%)2 + V(¢)] dz. (2.25)

[e.9]

Bogomol'nyi |15] escreveu a energia (2.25) na forma

o dz

E_/joo[(%i@)?;x/ﬁd—g}dx. (2.26)

Como o primeiro termo desta integral nao pode ser negativo, entao pode ser negativo,

entao a energia minima sera dada por

Ep = ¢/+OO [\/ﬁd—e] dr, (2.27)

o dx

com a condicao

% +V2V = 0. (2.28)

Note que a equagao (2.28) é de primeira ordem e as suas solugoes sao solugoes da seguinte
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equacoe de movimento
%o oV

5 = g (2.29)

O método de Bogomol’'nyi, além de possibilitar a obtengao da equacgoes diferenciais de
primeira ordem, permite escrever a energia associada a configuracao estatica de forma

fechada e minima. Usaremos também a seguinte identidade

|DG[* = |(Dy £ iD5)¢|* F eB|o|* £ ¢98,.J;. (2.30)

O funcional de energia (2.22) ficara entao

ewn= [ d%‘E(B Fellof? = v*))? +|(Dy +iDa)ol* +

A
1

( —%)(|¢|2—v2)2:}:ev2B . (2.31)

Pelo que observamos no ponto A = 2¢2, a energia ¢ limitada inferiormente por um multiplo

do fluxo magnético

Ep = /erB d*x = v*|®|. (2.32)

Este limite sera saturado por campos satisfazendo as equagoes auto-duais de Bogolmol'nyi

Dip = 0
B = =e(|¢]* —v?). (2.33)

E interessante notar que, se considerarmos a componente temporal das equacoes de

movimento para o campo A, (no caso estatico), obteremos a lei de Gauss
V2 Ay = 2€2|$*| Ag (2.34)
Ap(r) o< e*" (2.35)
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que tem como solucao assintotica

Ay = 0. (2.36)

A nossa carga sera entao

Q= /JOde = 0. (2.37)

2.5  Vortices no modelo Chern-Simons

Como uma generalizacao do modelo de Higgs abeliano, consideraremos agora o efeito de
se usar o termo de Chern-Simons na lagrangeana, ao invés do termo de Maxwell. Este
modelo adquire dinamica através do acoplamento com outros campos. Existem solucoes
do tipo vortices para esta teoria, semelhantes em alguns aspectos aos originais advindos
da teoria de Ginzburg-Landau.

Véarios trabalhos foram feitos com solugoes de vortices em modelos com termos de
Maxwell e ou Chern-Simons, no entanto, nenhuma estrutura auto-dual de Bogolmol'nyi
anédloga a do modelo de Higgs abeliano foi encontrada até que se escolheu um potencial

de sexta ordem. Consideraremos entao a seguinte lagrangeana
Los = 57 A,0,4,+ Dol = V(6)). (2.38)
Procedendo como anteriormente, encontraremos o funcional de energia dado por
o= [ da [|Doof? + |Dof? + Vi(joD]. (239)
As equacOes de movimento para o campo A, serao
k

56“”17” = —J" (2.40)
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Se considerarmos apenas a componente temporal, teremos a lei de Gauss

B=—J (2.41)

K

e a carga elétrica do vortice sera entao
Q= /d2xJ0 = /ﬁ/deB = rd. (2.42)

Dai tiramos uma importante conclusao a respeito dos vortices para este modelo; eles
possuem fluxo magnético e sao eletricamente carregados.
Para chegar as equagoes auto-duais de Bogomol'nyi, usaremos a identidade (2.30) e

a lei de Gauss na forma (2.41). Entdo o funcional de energia sera escrito como

s = [ a|IDao £ 210 — o + D20 + V(o) -

10l 7 5 0?B|. (2.43)
Tivemos que escolher o potencial auto-dual da forma abaixo como ilustrado na figura 4.
Lo ooy
V(I8 = o (l6l? — 7). (241
A energia serad limitada inferiormente por
Ecs > v*| D (2.45)

Encontraremos as equagoes auto-duais, que combinadas a lei de gauss (2.41), resultaram

cm
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Figura 2-2: Potencial auto-dual % |#|?(|¢|*—v?)? . Note a existéncia de duas configuragoes
de vacuo: ¢ =0e |¢| = v.

2
B = £ 0P - ) (2.46)

2.6 Vortices e o momento de dipolo magnético ano-
malo

Quando estudamos a equagao de Dirac em Mecéanica Quantica Relativistica|9], o operador

de momento magnético tem a seguinte forma
w = hwS, (2.47)

sendo que u;, € o magneton de Bohr, S o operador de momento angular de spin e h é cha-
mado razao giromagnética, normalmente tido como h = 2. Como visto na literatura[10],

temos uma correcao para este valor

h—h+l, (2.48)
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1

T37» € que introduzird um

Conhecemos a como a constante de estrutura fina, valendo
momento magnético adicional, conhecido como momento magnético andémalo.
Introduziremos a contribuicao do momento magnético anémalo na Lagrangeana de

Dirac|11], que ficara da seguinte forma
(9, + ieA,)o" — %Fwa“al’]qﬁ — ima, (2.49)

onde o* sao as matrizes de Dirac, e g ¢ a constante de acoplamento nao-minimo.
Em (2 + 1)D[12|, a interacio do MMA apresenta as seguintes caracteristicas com
relacao as matrizes de Dirac

olo” = g —ic" Aoy, (2.50)

Se substituirmos em (2.49), teremos

1
(0, +iA, + zzggWFM)aw = imap, (2.51)

[

e

Dy
sendo D, agora a nossa nova derivada covariante. O resultado é que o termo cinético

1 -
§DM¢D“¢ trard um termo do tipo
eglg?|e" A F A, (2.52)

Logo, se ¢ adquire um valor esperado nao-nulo, geramos o termo de Chern-Simons. O
resultado de uma teoria nao-minima tem alguns aspectos interessantes; com relacao a
constante de acoplamento ¢, ela é chamada "momento magnético critico", e assume
valores especiais [5, 6]. Particularmente, esta teoria nos fornece uma agao renormalizavel
a um loop|8].

A influéncia do acoplamento nao-minimo sobre as solu¢oes minimas de energia apa-
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receré através do termo |D,¢|?. Este termo, com adi¢do do termo de Pauli, aparecerd da

seguinte forma no tensor energia-momento:

(vm + i%ewﬁw%) (Vygb + z%eW(,F%) . (2.53)

Teremos entao termos da forma

i%engo‘ﬁav,@ , sendo que

V, = 0, + ieA". (2.54)

Estes sao termos topologicos; dessa forma, quando escrevermos a energia do sistema, eles

nao contribuirao. O termo que contribuird para o tensor momento energia seré

%|¢|25M05F%WGFW (2.55)
Se usarmos a identidade
1
Fr = ngﬂFaﬁ, (2.56)

0 termo extra que aparecera no tensor momento-energia sera

a‘c 92 2 o
Taw =25 — = gk = —|¢|*(2F,F, — gu FFy) (2.57)
m 4
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Capitulo 3

Voértices nao-abelianos com

acoplamento nao-minimo

Neste capitulo, iniciaremos a apresentacao de topicos ainda nao existentes na literatura.
Na secao seguinte, detalhamos como se darid o acoplamento nao-minimo na a¢ao nao-
abeliana. O principal ponto desse estudo foi montar uma nova derivada covariante com
termo de Pauli e invariante de gauge. No fim da secao, verificamos que influéncia tera o
MDMA no funcional de energia.

Na pentltima secao, usaremos o modelo de Higgs, agora nao-abeliano e com MDMA,
encontraremos suas equacoes de movimento, o seu funcional de energia e, a partir dai,
teremos as equacoes autoduais.Procedemos de forma equivalente na ultima secdo com o
modelo Chern-Simons nao-abeliano e com MDMA.

Modelos com a presenca do acoplamento nao minimo j& foram mostrados anterior-
mente [30]. Faremos uma descri¢ao diferenciada, analisando separadamente a inclusio
dos termos de Maxwell ou Chern-Simons. Isto servird de base para a inclusao do back-
ground gravitacional, que faremos no proximo capitulo. Iniciaremos este capitulo com
uma descricao de como o termo de Chern-Simons aparecera na lagrangeana, agora nao-

abeliana. Este termo sera escrito agora obedecendo as regras de comutacao do grupo de
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simetria.

Como procuramos solugoes do tipo vortices, temos que encontrar o funcional de ener-
gia do sistema, e escrevé-lo na forma de Bogomol'nyi. Faremos isso escolhendo potenciais
topologicos ou nao, apropriados para cada situagao, e nao utilizaremos ansatz para as

solucoes.

3.1 O Termo de Chern-Simons Nao-Abeliano

Podemos escrever facilmente, numa teoria de Yang-Mills, um termo cinético invariante

dado por

s = / AT (B ). (3.1)

Se quisermos, podemos escolher outro termo invariante de Lorentz e de gauge em quatro
dimensoes

I =Tre"" F,, F,y (3.2)
Utilizando as propriedades do traco, podemos escrever este termo como
I = 4?7 Tr([0, Ay + 1A, AV][0,As +1A,AL)),

= T, A0, A + 2iA,A,0,A,),

N
= 40,e"*7 Tr[ A, A, + EZA(,A”A,,]. (3.3)

A partir dai, visualizamos o nosso novo termo de Chern-Simons, que em (24 1)D

claramente fica

2
LCS = €“V>\TT[F’“,A)\ - gA,uAuAA]‘ (34)

O campo de gauge A, assume valores em uma representagao da Algebra de Lie G =

SU(N).
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Para uma teoria abeliana, os campos A, comutam e o termo trilinear em (3.4) desa-
parece devido a antissimetria de e**. No caso ndo-abeliano, teremos A, = ALT® onde
T® sao os geradores de G [onde a = 1, . . . dim G|, satisfazendo as rela¢oes de comutagao
[T, Tt = fabere,

[T T° = ifebeTe, (3.5)

Como estamos trabalhando com o grupo SU(2), podemos escrever o termo de Chern-

Simons na forma vetorial

1
‘CCS = guy/\[Fuy Ay — gAM . (Al, X A)\)] (36)

3.2 MDMA em teorias com simetria nao abeliana

Até agora, observamos que, para montar Lagrangeanas em modelos com simetria nao-
abeliana, temos que fazer modificagoes em seus termos obedecendo as novas regras impos-
tas pela simetria do grupo. Como neste trabalho desejamos trabalhar com acoplamento
nao minimo, devemos entao procurar a nova forma da derivada covariante com acopla-
mento nao minimo e simetria nao abeliana.

Antes de tudo é interessante atentar ao seguinte fato; qual serd o significado do MMA
em uma teoria com simetria nao abeliana? Como foi mostrado na literatura [13], "em
(24 1)D, uma particula sem grau de liberdade para spin pode carregar propriedades de
momento magnético. Isso mostra que para um valor particular do momento magnético,
a eletrodinamica de um sistema com N cargas pontuais reduz-se exatamente a uma agao
a distancia topologicamente invariante sobre a linha de mundo de uma particula ". Uma
caracteristica especial do espago com (2+1) dimensoes é que a constante de acoplamento
do tipo Pauli pode ser incorporada a derivada covariante inclusive para particulas de spin

nulo [23, 13, 6]. Entdo, no caso abeliano, é possivel fazer o acoplamento com o campo
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escalar através da adi¢ao de um termo magnético anéomalo.
O que faremos entao é seguir os mesmos passos de quando falamos do campo de

Yang-Mills. Vimos que a derivada covariante ficou como
D, =0, +IW, x . (3.7)

A duvida é como ficard o termo extra para o momento andémalo

!
Zs’“’"FM. (3.8)

Obedecendo as novas regras de comutacgao do grupo de simetria, escreveremos este termo

CcOomo

l
stwyA X (3.9)

Seguindo as mesmas precaucoes, adicionaremos o momento magnético anoémalo a esta

derivada, que assumiré a seguinte forma:
l
Vu(b = 8“¢ + €AI_L X (}’) + Z—léfu,j)\WV)‘ X Qb, (310)

onde, por conveniéncia, chamamos W, de A,, e [ ¢ o momento magnético anomalo.
Através de calculo vetorial simples, podemos demonstrar que esta nova derivada torna
a acao invariante de gauge. Para isso, desejamos mostrar que §(V,¢) = —a x (V,¢), 0

que encontramos facilmente

I(V,¢) =—ax (0,0+eA, X D)

—ie,m[(—a X W) x ¢+ (—a x @) x W] (3.11)

Usaremos novamente a identidade vetorial (1.18) no termo entre colchetes. Sendo assim,
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a variacao da nossa derivada serd

§(Vud) = —aux (0udp+eA,x b+ %MW” X ¢)

= —ax(V,9)

(3.12)

Como desejavamos, a derivada convariante nao-abeliana, com acoplamento nao-minimo,

deixa a agao invariante de gauge.

3.3 A influéncia do MDMA no tensor momento-energia.

Da mesma forma que o termo de acoplamento nao-minimo modificou a configuragao de

energia do sistema, sua versao nao-abeliana também contribuird para o aparecimento

de um termo extra. Analogamente ao que foi descrito na segao 2.5, este termo extra

aparecerd do produto %Ducﬁ « D*@, que fica da seguinte forma

1 [
5(3#(]5 + €A“ X d) + ZguV)\FVA X ¢)

l
.(a“qb + eA* X d) + Zgul/)\FyA X ¢)

Dispensando os termos topologicos, teremos

2

%[vu¢.v#¢+ ZZ(F” X @) (Fux @),

onde

V,=(0,+eA,x)

Usaremos no segundo termo do colchete, a seguinte identidade vetorial

(Ax B).(C x D)= (A.C)(B.D)— (A.D)(B.C)
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Este termo ficaré
l2

L((Fe L FI0f — (F* . §)(F- 6) (317)

Quando substituirmos no funcional de energia, teremos

T = L (Fy e FOf — (Fus 8)(F - )

g S IF# EIOP — (F* . 8) (- ) (3.18)

Note que teremos dois termos a mais no funcional de energia.

3.4 Voértices no Modelo Higgs Nao-Abeliano com MDMA

Faremos agora a versao nao-abeliana para um modelo com a presenca de um termo ané-
logo ao de Maxwell, dando cinética ao campo de gauge A,,. Procuramos entao encontrar
solucoes de energia finita, com a agao influenciada pelo momento magnético andémalo. Es-
tas solugoes minimizam a energia do sistema quando saturamos o limite de Bogolmol'nyi,
sao as famosas equacoes autoduais de primeira ordem.

Este modelo foi estudado anteriormente, porém, sem a adi¢gao do momento magnético
andmalo. Nossa descricao deste modelo serd um tépico novo na literatura.

Consideramos entao uma teoria de gauge SU(2) com a presenca de dois campos de
Higgs ¢ e v |19, 18, 17| afim de termos uma completa quebra de simetria.

Escrevemos nossa lagrangeana como
L= %D,@ . Dhe + %Dm . DHap — EFW CFR Y (6,), (3.19)
onde usamos a métrica g,, = diag(l,—1,—-1), p = (0,1,2) com
F,, =0,F,—0,F,+¢F, x F,. (3.20)
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Os campos ¢, ¥ e A, sdo todos vetores no espago interno; ¢ = (¢!, ¢% ¢*) , A, =
(A}, A%, A%). A influéncia do momento magnético anomalo aparece via derivada covari-

ante, que é escrita como
[
Dyp=0,p+eA,xd+ Z—lem,AW’”‘ X ¢ (3.21)

g ¢ o momento magnético andémalo como descrevemos na segao 3.2.

Encontramos as seguintes equacoes de movimento para os campos

)%

H = ——
DuD'$ =~
)%

H = ——
DuD' = =5

l
V,.F.,+ Ze““v,,Jﬁ =eJ®
l
eMAVHFX + —JN = J¥;
2e
Ju=e(Dup x ¢+ Dyap x 1)

Onde usamos as seguintes identidades

1
B = Se"E

FV)\ = E#V)\FV (322)

No limite de Bogolmol'nyi, todas as equagoes de movimento sao equacoes diferenciais
de primeira ordem [15], as quais podem ser escritas como equagdes auto-duais. Teremos
que escolher uma forma especifica do potencial do potencial a fim de que esse limite
exista, sendo assim, encontraremos o funcional de energia e, posteriomente, as equagoes

de Bogolmol'nyi.
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O tensor momento-energia sera

Tosg = —FO%P . Freg,+ D¢ . D" ¢ + D . D

1 1 1
—0aB| — ZF’W Y §Du¢ D'+ §Dﬂ¢ «Dtp — V() (3.23)

Como estamos procurando solucoes de vortices, que correspondem a configuracoes mini-
mas de energia, é comum como, em |20, 21, 18|, assumir que qualquer configuragdo com
1 variavel tenha uma energia tao grande quanto se fosse constante. Impomos entao as

seguintes condicoes para ¢ em todo o espaco.

Dyp =0
P? = v’
P.p=0
Y| Ay (3.24)

Outra consideracao importante a ser feita, é o fato de estarmos trabalhando num
espaco nao comutativo, o que nao mudarda a caracteristica do vortice de ser neutro.

Como feito em [22|, consideramos entao
Assim, para configuracoes estaticas o nosso funcional de energia ficara
2

2
B [ [% ViR + (B 8~ V() (3.26)

Para obtermos solucoes com energia finita, os campos de gauge e de Higgs devem ter o
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seguinte comportamento

(@) im V,¢ = hm Vﬂw—O

p—00

(b) lim V,F, =

p—00

(c) lim V(¢,¢) =0 (3.27)

p—00

Da equacao (3.27b), temos que A, é de puro gauge no infinito.

Se usarmos a identidade

Vigl> = |(Vi£ V29| +e[B,¢l¢p+ DT,
= |(V1£Vy)¢ £eB¢’ f*",

= (V1 £ Vo) £eB|of, (3.28)

juntamente com a equacao (3.16), o funcional de energia ficara

1 2 1
E = /d2 {;:;B2 (Z — Z¢2) — 5|v + ¢|? — ngbQ + V(qb)]. (3.29)

Escrevendo a energia do sistema na forma de Bogolmol'nyi teremos

el (o) [ e
——I(Vlivz)qu? G—Gé_; >)+V(¢>)]. (3.30)

Teremos que escolher um potencial da forma

(3.31)
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Teremos as equacoes autoduais

~ e (¢p? —v?) ~
B, = ﬁ%%
(Z T )
Vip = FVao (3.32)
O bound de energia sera
B 2
By = / &2z 2” (3.33)

3.5 Modelo Chern-Simons Nao-Abeliano com MDMA

Em (2+41) dimensoes, a energia cinética para o campo de gauge pode vir tanto do termo
de Maxwell, como do de Chern-Simons [24, 25]. O modelo de Chern-Simons permite a
existéncia de vortices com fluxo magnético assim como carga elétrica. Como foi mostrado
em |26, 27|, quando retiramos o termo de Maxwell da lagrangeana, o termo de Chern-
Simons domina totalmente a dindmica do campo de gauge, assim, com a escolha de um
potencial de Higgs especifico, o modelo permite uma reducao do tipo Bogolmol'nyi.

Viérios sistemas auto-duais foram encontrados e estudados para o presente modelo
com simetria de gauge abeliana ou nao-abeliana [16]. Existem equagoes de primeira
ordem de Bogolmol'nyi para configuragoes saturando um limite no funcional de energia.

Faremos agora a generaliza¢gao do modelo Chern-Simons para um modelo com acopla-
mento nao minimo e simetria nao abeliana. Como ja foi mostrado[16] existem solugoes
classicas com energia finita para o modelo nao abeliano. O que faremos agora é introduzir
a influéncia do momento magnético anomalo na teoria.

Teremos entao uma teoria com campos de gauge A, acoplados nao minimamente a

dois campos escalares ¢ e . A lagrangeana para nosso modelo seré
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1 1 k
L= 5Dy D'+ 5Dyt . D' + et (FW Ay,

—%AM (A, % Aa)) ~ V(g ) (3.34)

onde usaremos a métrica g,,—diag(+1,-1,-1); p = (0,1,2),com o tensor intensidade de
campo dado por

F,, = 0,F,—0,F,+cF,xF,. (3.35)

Este tensor nao representa mais o campo eletromagnético, ja que foi redefinido para a
simetria SU(2).

Os campos de Yang-Mills ¢, 1 e A, sao triplétos e representam vetores no espaco
interno: ¢ = (¢1, g2, ¢3), A, = (AL,AZ,A?L).

A nossa derivada covariante com acoplamento nao minimo, como discutido na se¢ao

(3.2), assume a forma
l
Dyt = 0 + A x §+ 72 W™ x ¢ (3.36)

O termo extra do acoplamento nao minimo é invariante de gauge e de Lorentz. As

equagoes de movimento para os campos ¢, 1 e A, sao

oV

H = ——
D,D"¢ s
ov

H = ——
D, D" 9

l k
éewﬁvaﬂ — 555“”1«”“,, = —eJP.

Usaremos as mesmas condi¢oes (3.24) para o campo 1. Podemos fazer com que as
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equagoes de movimento para o campo de gauge transformem-se de segunda para primeira
ordem, observando uma relacao entre a massa de Chern-Simons e o momento magnético

anomalo. Procedendo assim como [30, 23|, usaremos a seguinte relagao

2
k= —76, (3.37)

teremos entao que, qualquer solucao para as equagoes do campo de gauge, podem ser

escritas como
1

F“:k‘

Ju+ G, (3.38)

onde A é uma constante arbitraria e J, é solucao da equagao

e VA = —kG,,. (3.39)

Como foi considerado em [30], qualquer solugao da equacao (3.39) nos dara uma contri-
buicao infinita para a energia do sistema. Como estamos procurando soluc¢oes de energia
finita consideramos que a constante A assume valor nulo. Sendo assim, quando a relacao

(3.37) é satisfeita, teremos a seguinte equa¢ao de movimento para o campo de gauge

F,=-J,. (3.40)

onde

J,=eD,p*x P+ D, x )

Como sabemos, a corrente J difere da forma original 30|, j4 que temos a contribui¢ao

do momento magnético anéomalo e estamos trabalhando com uma teoria nao-abeliana.
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O funcional de energia sera

1 2
Too = §[|Vo¢|2 + %6(50#:/17’””/ X @) (20asF" x ¢)]

1 g v o
~[GUVigl* + 5w F"™ X @) (cigaF ™ x )] +V(9) (3.41)
Usando a equacao (3.40) juntamente com (3.24) teremos que

Jull F
J, 1o,

Fr.op=0 (3.42)
Substituindo no funcional de energia teremos

1 1 2 2
Too = §’V0¢\2 + §Wz¢|2 + %BQ¢2 + %E2¢2 +V(9) (3.43)

O proximo passo para encontrar as equagoes auto-duais é escrever a energia do sistema
na forma de Bogomol'nyi [15].

Usaremos a seguinte caracteristica do campo de gauge

o=

juntamente com a componente temporal da corrente J,, poderemos entao escrever

B?*5?
Vool* = PR (3.45)
onde
kQ_ 2 42
- (5577) (3.46)

43



Usaremos agora as seguintes identidades analisadas no apéndice
Vipl” = |8:ig]* +2eAi(p X Bicp) + €*[(Ai X ¢)’]

242 —b o~ o~
F, = — b2l A (s — 0°0°)

Substituindo essas identidades no funcional de energia e agrupando os termos, teremos

B2 A2¢2

‘ - 0,)?
Tmzigpﬁ+@m%wffﬁww—wgwff%ﬁ£l+vw> (3.47)
onde
k 2 2 2 44
- (2 ezljo;qg ’ ) 4
[§]
o— %g (3.49)

Com a escolha de um potencial do tipo ¢?, apdés uma integracao por partes, escreveremos
a energia do sistema como
1 8 A CE |
Too == [ & B, — A} ab — ¢"
o=y [ o] | + [ - Aneisa-59)
1 Aa Ba ﬁ —a
+/d2x [V(qs) - 5&] :F/dza:(b {T\/_ — ei;(0:0°) A} + |ai¢12} (3.50)

Encontramos entao as seguintes equacoes autoduais

D¢ = A2|B*B(das — 0°¢") (3.51)
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Capitulo 4

Vortices Gravitacionals

Neste capitulo, adicionaremos a influéncia do background gravitacional num modelo com
a presenca de MDMA e simetria de gauge nao-abeliana. Como feito anteriormente,
procuramos solugoes do tipo vortices. Inicialmente, desenvolveremos a teoria necessaria
para que possamos trabalhar com ac¢oes na presenca de gravitacao. Falaremos entao do
campo gravitacional através de uma breve explanacao sobre gravidade geral. De posse
desses conhecimentos, poderemos entao construir nossa agao gravitacional nao-abeliana.
Inicialmente, consideramos o caso com a presenca do termo de Chern-Simons dando

dindmica aos campos.

4.1 Introducao

Todas as particulas sofrem, de maneira equivalente, a acao do campo gravitacional, no
entanto, particulas de massas diferentes experimentam diferentes forcas gravitacionais e
adquirem a mesma aceleracao. Se tivermos as mesmas condicoes iniciais, essas particulas
seguirao o mesmo caminho. Tais caracteristicas sao especificas da interacao gravitacional
nao sao observadas em outros tipos de interagao na natureza.

A interagao gravitacional pode ser descrita sem o uso do conceito de forca, ao invés
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disso, podemos representar a presenca do campo gravitacional através de uma defor-
magcao no espago-tempo. Uma particula livre dentro desse espaco curvo seguird, em
seu movimento, uma geodésica, ou seja, uma curva mantendo a direcao constante. De
acordo com a Teoria Geral da Relatividade, essa deformacao preserva a caracteristica
pseudo-reimanniana do espaco plano minkowskiano. A geometrizacao do espaco-tempo
¢ a ferramenta utilizada para estudar a interagao gravitacional, e isto s6 é possivel em
virtude de sua caracteristica universal.

Como ja haviamos dito, num campo gravitacional todas particulas seguem uma
mesma trajetoria. Essa afirmacao nos leva a uma equagao de movimento na qual ne-
nhuma caracteristica especial da particula aparecerd. Podemos escrever a Segunda Lei

de Newton para uma particula como

F = m;.a, (41)

e pela Lei da Gravitacdo, uma particula sob a acdo de uma aceleracio ¢ produzida por

um campo gravitacional, sofrera a acao da forca peso

F =my,.g. (4.2)
A aceleracao em um dado ponto seréa
a= %g. (4.3)
my;

Muitos experimentos foram feitos para testar a diferenca entre essas duas massas, e todos
levaram a resultados negativos.
De maneira equivalente, todas as leis da fisica podem ser reduzidas localmente, as da

Relatividade Especial, para uma apropriada escolha de referencial. As propriedades de
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um referencial inercial na presenca de um campo gravitacional, sao as mesmas para um
sistema de referéncia nao-inercial, ou seja, um sistema de referéncia nao-inercial equivale
a um certo campo gravitacional. Isto é conhecido como principio da equivaléncia. No
entanto, os campos que tem por equivalentes sistemas de referéncia nao-inerciais nao
sao idénticos aos campos gravitacionais reais, ja que no infinito os campos gravitacionais
reais tendem a zero. Os campos, cujos sistemas nao-inerciais sao equivalentes, anulam-se
quando passamos a um referencial inercial, do contréario, os campos gravitacionais reais’
nao podem ser eliminados por meio da escolha de um sistema de referéncia. O que
pode ser feito é escolher um sistema de referéncia de modo que o campo gravitacional
desapareca numa regiao do espaco suficientemente pequena, assim o campo pode ser
considerado uniforme. Através da escolha de um determinado referencial, é possivel fazer
a gravitacao desaparecer localmente. Para isso, necessitamos que, para cada particula

em um ponto g, exista um referencial tal que

A forma mais simples de mudar o espaco-tempo é modificando sua métrica, que por
sua vez sofre variagao quando observada de um referencial nao-inercial. Se a gravitacao
¢é representada por um campo, este deve ser universal e influenciar igualmente todas as
particulas. Se o campo gravitacional é representado pela métrica do espaco-tempo, na

auséncia de gravitacao a métrica sera a de Minkowski.

4.2 Meétrica Pseudo-Riemanniana

Para cada espaco-tempo quadridimensional, temos uma métrica pseudo-reimanniana. Na

relatividade especial, temos o espaco plano de Minkowski e sua métrica ¢ chamada de

lexistem também num sistema de referéncia inercial
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métrica de Lorentz, descrita por

n(r) = nedz®dz’. (4.4)

O espaco de Minkowski é um espaco pseudo-Euclidiano e é representado pelo sistema de

coordenadas cartesianas. Nesse sistema 7 assume a seguinte forma

. O elemento de linha de Minkowski é escrito na forma

ds® = nabd:p“dxb
= daldz® — dx'dz! — datdx? — dxdda?

= Adt? — da® — dy* — d2°. (4.5)

A métrica do espago pseudo-reimanniano sera descrita por

9(2) g datdz”, (4.6)

onde usamos os indices p, v, A para o espaco pseudo-reimanniano, e a, b, c para o espago

de Minkowski.

+[goo| O 0 0
0 _|911| 0 0
Guv =
0 0 —|g22| 0
0 0 0 —|gssl
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4.3 Conexao

Num espaco pseudo-reimanniano geral, a derivada ordinaria de um tensor nao é covariante
sob uma transformagao geral de coordenas x* — z*. Em coordenadas curvilineas, as
diferenciais dA, de um vetor nao formam mais um vetor assim como suas derivadas
parciais 0,4, nao formam um tensor. Isto é devido ao fato de que dA, é a diferenca de
vetores que se encontram em pontos infinitamente vizinhos do espaco; conseqiientemente,
em diferentes pontos do espaco, os vetores se transformam diferentemente.

Para definir uma nova derivada covariante é necessario introduzir uma conexao sim-
bolizada por T'.

A derivada covariante de uma funcao escalar ¢ é a derivada usual, ou seja:

Du¢ - 6M¢’ (47)

que é automaticamente covariante. Tomaremos agora o tensor contravariante A", sua

derivada covariante sera

D, A* = §,A" + T, AN (4.8)

A derivada covariante do mesmo tensor (agora covariante) sera
DA, = 0,A, — T, Ay (4.9)
Para a derivada covariante do tensor métrica teremos
Dygpe = 0ugpe — F,))\yg/\a - Fgugpk‘ (4.10)

A derivada covariante de um tensor de ordem 3 seré

DN¢ZU = H¢Zo‘ + FKV 20' - P;\#QSKU - F()\T,ugbg')\’ (411)
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E interessante definirmos a seguintes convencoes

A?l — alAz _'_ FZlAk7

Aig = OA —ThA,
b= O, —TRA, + T AY,
ki = OAu — T Ak — T Aim, (4.12)

que serao usadas mais tarde. Para que sua derivada covariante tenha significado, a

conexao [' deverd ter transformacoes gerais de coordenadas da seguinte forma

e _ dxt @ax’ﬂr,a Oat Pua'®
9z 9zv 9> P Oxre Qxv o

(4.13)

A natureza nao-covariante da conexao I" faz da derivada covariante um objeto covariante.
Quando a derivada covariante de um tensor é zero em um dominio, este tensor é dito
"auto-paralelo".

Se a métrica é auto-paralela, teremos que
D,g,e =0 (4.14)
e a equagao acima nos leva a condicao de metricidade
OuYpo = F;\ugko + Fgugpk = Lopu + LTpou = 20 (oo (4.15)
onde usamos

A
Fpau = gp)\Fp:u

Phr = 5o+ Do) (4.16)
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A derivada covariante da conexao I" nos d& o tensor curvatura de Riemann, definido como
I;po = apl—”;o - aUF);p + Flfjp Kp - lejo Kp' (417)
A partir da contracao deste tensor, obtemos o tensor de Ricci

Ry, = Ripo, =9,I'f — &,Fﬁp + I, — 7,5, (4.18)

Podemos definir também o tensor torcao da conexao dado por

A A A A
T;UfV - FVP« - Fl“’ - 2F[V/—L} (419)

4.4 Equacoes de Campo de Einstein

O tensor de Einstein possui a derivada covariante nula e é um tensor de segunda ordem
puramente geométrico. De acordo com Einstein, algumas caracteristicas fisicas das fontes
de campo gravitacional levam a deformacdes no espacgo-tempo, isto é, em sua geometria.
Sabemos que o espaco ¢ descrito por uma meétrica e que sua modificacao leva a variagoes
na forma do espaco-tempo. Conseqiientemente, a partir de uma modificacdo na métrica,

podemos fazer surgir uma forga real. Isto é descrito pela seguinte equacao
174 1 1% 4
R — 59“ R = —-8nGT". (4.20)

Esta é a equacao de Einstein, que n6s da a dinamica de um campo gravitacional. O
termo 7}, é conhecido como tensor energia-momento de um campo de matéria, o qual é

a fonte do campo gravitacional.
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Contraindo (4.20) com ¢g"” encontramos
R = —8nGT, (4.21)

onde usamos

T = g"T,,. (4.22)

As equacgoes de Einstein podem entao ser escritas da forma

1
R, = 8rG[T,, — §gw,T]. (4.23)

Se considerarmos o caso sem fontes, no qual 7, = 0, teremos que R,, = 0 e conseqiien-
temente £ = 0. Isto nao implica que R, = 0, ou seja, o tensor de Riemann pode ser

nao-nulo na auséncia de fontes.

A acdo para um campo eletromagnético é escrita da seguinte forma

/ G/ =gd9) (4.24)

Consideremos entao que assim como para as equacgoes de campos eletromagnéticos as
equacoes para o campo gravitacional nao contenham derivadas dos potenciais do campo
de ordem superior a dois.

Para variar a acdo ¢ preciso que G s6 contenha o tensor g, e as quantidades I'),.
Encontraremos entao que

G =g" (T T — Tii) (4.25)
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4.5 A Acao Gravitacional

Adicionaremos, a acao total do sistema, outra acao puramente gravitacional, que chama-

mos de Sg

S = Sy + Se, (4.26)

onde

Sg = —ﬁ / Vg(z)R(x)d . (4.27)

Se fizermos variar essa, agao podemos chegar as equagoes de Einstein.
Como ja sabemos, o escalar de curvatura R é definido como g R,,. Fazendo entao

variar o termo integrado, teremos

5(\/GR) = /GRw3g™ + R6\/G+ /39" O R, (4.28)

Temos que a variagao do tensor de Ricci é dada por

6R,, = (5F3A)W — (5wa)%. (4.29)

O ultimo termo de §(,/gR) é

V99" 0 Ry = /gl(g" 0T ) — (97013, )] (4.30)

que também podemos escrever como

17 a 17 6 17
V39" SRy = 5 (VTG OTR) = 5 (/30 OT,) (4.31)

O termo acima é nulo quando integramos em todo espago. Temos também que
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1
5\/5 = 5\/§g“yaguu

(Sg/“/ — _gﬂpgl/aégpa (432)
Logo a variacao da agao gravitacional sera

1 1
v 7y 4
0Sq = e / \/E[R — —29 R]égw,d T (4.33)

4.6 Gravidade em 3 dimensoes

Atualmente, muito se fala de gravidade para altas dimensoes, acredita-se ser essa a chave
necessaria para construir uma teoria de unificacao que descreva todos os processos natu-
rais. Por outro lado, em (241)D os tensores de curvatura e de Einstein sdo dinamicamente
triviais e o espaco é plano fora das fontes.

Como foi descrito em [28], para (2 + 1)D, podemos escrever o tensor de curvatura
R0 em funcao do tensor de Ricci Ry, De acordo com Weinberg [29], podemos escrever

0 tensor curvatura como
Ruver = GuaRor = gurRva = GuaRyux + guaRya — %(gng — 909va)9”7 9" Ry, (4.34)
Se usarmos as equacoes de Einstein e o fato de que no vacuo T = 0, obtemos que
R* = 0. (4.35)
E se substituirmos em (4.34), obteremos
Rypax = 0. (4.36)
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Sendo assim o espaco é chato. Isso s6 é verificado para trés dimensoes, como discutimos
anteriormente, para (34+1)D, se tivermos R*” = 0, ndo necessariamente teremos R, o\ =
0.

Outro ponto interessante a ser considerado é quando levamos esta teoria ao limite
newtoniano. Faremos isso encontrando as equagoes de movimento da particula. A partir

da conservagao do tensor energia-momento, temos que
Ty = T"Tg, + T%Tg, = T™TH, = 0 (4.37)

sendo assim, a particula terd aceleracao nula ja que para corpos inicialmente estaticos

teremos

§ =-T)=0 (4.38)

4.7 Modelo Chern-Simons Nao-Abeliano com MDMA

com Background Gravitacional

Nesta secao, faremos a inclusao do background gravitacional a lagrangeana do modelo
Chern-Simons com acoplamento nao minimo. Veremos que serd necesséria a introducao
de um ansatz para se obter uma analise da influéncia do momento magnético anémalo
nas equacoes de movimento. Este modelo ja foi estudado anteriormente, porém, sem a
adicao do acoplamento nao-minimo.

Apresentaremos a seguir uma descricao deste modelo, inédito na literatura. Consi-
deramos um espago tridimensional com as coordenadas z* = (p,t,0). Descrevemos o

espaco cilindrico e estacionario através de um elemento de linha

%)



ds® = —dp* + gi;(p)da'dx? | p >0,

0<0< 2, i,j=(t0). (4.39)

No nosso sistema de coordenadas, teremos 2! = ¢, 2% = 0. Nossa métrica sera dada por

—qg 0 0
, 1
9" :g 0  gee —grw
0 —9w 9u

Para obtermos uma quebra de simetria méaxima, consideramos uma teoria com a presenca
de dois multiplétos de Higgs ¢ e 1, com valores esperados no vacuo 7 e &, respectivamente.

Para obtermos solugoes de energia finita, os campos de Higgs devem ter as seguintes
caracteristicas assintOticas:

lim D,¢ = hm D,/l,[; =0,

p—0o0

1
lim A, = Zg—laug. (4.40)

p—00

A agao que descrevera esse modelo sera

1 1
/ d*z\/—g (mR +5Dud - Dupg™ + S Dytp - Dupg™
26

sﬂ”a [Fu .« Ao 2 —A,. (AL X A)] = V(g,)). (4.41)

k
4\/
A derivada covariante, com acoplamento nao-minimo, é escrita como

l
D,p=0,0+eA,x ¢+ ZgWF” X ¢ (4.42)
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O tensor intensidade de campo nao-abeliano é
F, =0F,-0,F,+gF, XF,. (4.43)
As equagoes de Einstein para o nosso modelo sao
G = 87T}, (4.44)
Impondo as mesmas condigoes que em (3.24), teremos o tensor energia-momento da forma
T = Dy~ Do~ S0 Dah Dy + .V (6) (1.45)

Encontramos as seguintes equacoes de movimento

oV
D, (v=39" Dut) = /=35, (4.46)
k VA v [ af
55“ F,, = —e/—gg"'[J, — 58“ Vaodyl, (4.47)
onde definimos
Vo =0,0+IW, x . (4.48)

Usaremos aqui a mesma condigao que em (3.40) e (3.37), logo teremos a seguinte equacao

de movimento, ao invés de (4.47),

k

§5HVAF,U,V - _e\/__ggV5(D5¢ X d)) + guuv(¢) (449)

Procuramos por solugoes de vortices com simetria cilindrica da forma

A,=0
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W
A=W
e
1
0
P -n
a,- F0) 0
e
1
cost
¢=R(p)| send
0
0
Pv=§| 0
1

Devemos ter as seguintes condicoes de contorno para os campos na origem
PO)=n ,R(0)=0 (4.50)

de modo que os campos tenham valores singulares.

Para termos solucoes de energia finita impomos as seguintes condic¢oes
P(oo) =0,R(c0) =n,W(c0) =0. (4.51)

Assumimos também que g;; = 1. Substituindo o nosso ansatz no tensor intensidade de
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campo teremos

U
Fow=| -5 0 0
—% 0 0

0

Fu=Fu.| 0

1

Substituindo o ansatz na equacao de movimento (4.49) obteremos

cosf

LedW? dw
senf E P2gpp + EW? + e R—i—lE—PR

g 22 dp e dp

0
2

Gto e 1 dW ldpl le ,dWdP
— = |WRPe+W—=—-R+—-—-RP+ R(=-)"——
g{ «r e 2 dp +2dpe * <26> dp dp

2dpe 2dpe

2
1 ldP6W+ldP€WR+ [dP1 R :8V(<I>)
2dpe

g 2dpe BL3

e da equagao (4.46) obteremos

0
ke dW  e*R? ldP1 l edW
o pP— _ 7z ZZTY =
0 L/g dp g ( Wro 2dp et * 2e dp )} 0
1
0
kE dP e*R? ledW [dP1
b — Poyy — — 4 2~ -
0 { (Wegee g0 = 5 i +3 0 6999)} 0

V9 dp

1

Observamos que, se a constante de acoplamento nao-minimo, assumir valor nulo,

voltaremos as mesmas equagoes consideradas em [19].
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Conclusoes e Perspectivas

Podemos citar como ponto central desta dissertacao o estudo dos vortices em teorias
de Yang-Mills. Nosso principal objetivo, como o proprio tema ja ilustra, foi procurar
solucoes para as equacoes de campo que satisfazem determinados padroes. Estas solugoes
chamadas do tipo vortices, foram encontradas através de técnicas usadas anteriormente
na literatura, essencialmente o formalismo de Bogomol'nyi.

No capitulo 3 iniciamos a analise de topicos novos na literatura. Fizemos o estudo
detalhado de como é feita a inclusao do MDMA em teorias nao-Abelianas. Encontramos
as equacoes auto-duais para o modelo de Yang-Mills com MDMA nao-abeliano, utilizando
um potencial topologico. Procedemos de forma semelhante para o modelo Chern-Simons
considerando um potencial do tipo ¢?. Para tornar nosso problema solucionavel tivemos
que fazer certas restricoes sem limitar a abrangéncia de nossos resultados.

No ultimo capitulo fizemos a inclusao do acoplamento nao-minimo no modelo Chern-
Simons nao-Abeliano em um background gravitacional. Este tema abre um caminho novo
na literatura tratando modelos de gauge nao-Abelianos com acoplamento nao-minimo
envolvendo gravitagao. Observamos que é possivel encontrar equagoes de movimento
consistentes mesmo apos a inclusao do MDMA.

Como perspectivas de expansao dos conhecimentos e dos resultados desta dissertacao,
inclusive com vistas a um projeto de tese de doutorado, podemos citar:

1- Generalizagao para o caso do grupo nao-abeliano SU(3), o que pode levar a apli-

cagoes na QCD.
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2-0 estudo da influéncia do MDMA no modelo sigma nao-linear com espaco alvo do
tipo O(3), com e sem gravidade.

3-Supersimetrizacao N=1 - D=3 dos modelos construidos.

4- O estudo numérico das solu¢oes dos modelos construidos.

5-A busca pelas equacoes de primeira ordem para os campos de Einstein.
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Apéndice A

Apéndice

Sempre que precisamos escrever a energia do sistema na forma de Bogomol’nyi [15] temos
que analisar alguns termos do funcional de energia. Sendo assim, como estamos traba-
lhando com uma teoria nao-abeliana torna-se necessario fazer um estudo de algumas
identidades agora num cenéario ndo comutativo (ndo abeliano).

Quando trabalhamos com acoplamento nao-minimo a derivada covariante fica escrita

da seguinte forma

I
D¢ =0,0+cA, X d+ Z—lewAW”A X ¢ (A1)

O termo cinético do campo ¢ tera agora a influéncia do MDMA. No funcional de energia
apos dispensarmos os termos topoldgicos teremos os objetos provenientes do MDMA da

seguinte forma

2
LIVodl + 5 Vidl + T[(B x 9) + (B x ¢)? (A2)

onde definimos
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2 3 :
O termo |V;¢|” podera ser escrito como

IVig|* = 80| +2eA;(¢ X 8;0) + *[(A; X ¢)7]

= 8;0)* + 2¢A;(p X D;0) + 2 [A2P*(Jup — $°0°)] (A.4)

Usaremos a seguinte propriedade do campo de gauge

A7 = A2 4246 X 8;6 + (& X 0ig)?
= A2 4 24, 2XB8 4 (§ X 8;0)

AP = €2 A2¢* (80p — G°F°) + 2eAip X Bip + (P X 8;P)? (A.6)
Substituindo A.6 em A.4 teremos entao

Vipl? = 189" + A7 — @500 (A7)

Outra identidade bastante importante é obtida a partir da corrente, que é definida em

teorias nao-abelianas como

Ju=e(Dug X ) (A.8)
Apos usarmos a equacao
F, =" (A.9)

63



veremos que é possivel escrever o campo F'* em termos de campo de gauge A,,. Inicia-

remos escrevendo a corrente da seguinte forma

Ju = €(8,0" X ¢°) + (A, X %) X ¢° + F(FH X ¢*) X ¢°
= e(0.0° X @) — ez[Au(¢a . ¢b) — ¢°(P*. A,)]

+S[FH(p . ¢°) — @° (¢ . F*)

——

0

T = e(3ud” X ¢) — €2[A, (%60 — 6°¢°P%) + SF*(?)
onde usamos

Fr.¢p=0

substituindo (A.10) em (A.9) teremos

EF* = e8,¢% X ¢* — [e2A,,0?](dap — $a$b) - %ZF“Cbz
Fuk — S Fu¢? = —e?¢* A, (8 — ¢70") + €8,6* X ¢°

62 2 —b o~
Fu= — 2L AL (b — $°3")
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