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Contendo Muitos Elétrons
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Ao CNPq e à FUNCAP, pelo apoio financeiro.



Resumo

Este trabalho dedica-se ao estudo das propriedades eletrônicas de pontos quânticos
semicondutores contendo muitos elétrons confinados. Em particular, serão investigados
pontos quânticos de Si e Ge imersos em matrizes dielétricas (SiO2 e HfO2). O método
teórico utilizado para calcular a energia total de um sistema de N elétrons confinados
baseia-se numa versão simplificada do método de Hartree-Fock. Neste modelo a energia
total é calculada a partir das funções de onda e estados de energia de uma única part́ıcula.
Os resultados obtidos mostram que a energia total em pontos quânticos de Ge são em
geral maiores que em pontos quânticos de Si, independentemente do número de elétrons
confinados. Isto acontece devido a massa efetiva menor dos elétrons no Ge que aumentam
as energia de confinamento. Em relação ao papel das barreiras dielétricas, a energia total
é sempre maior nos casos em que o ponto quântico está envolvido por SiO2. Fisicamente,
isto se deve ao fato de que a barreira de confinamento do SiO2 (3.2 eV) é maior que a
do HfO2 (1.5 eV). Barreiras mais baixas favorecem o aumento da extensão espacial das
funções de onda, reduzindo a repulsão coulombiana dos elétrons confinados. Calculou-
se também o potencial qúımico dos pontos quânticos em função do número de elétrons
confinados, e a energia adicional necessária para aprisionar mais um elétron nos pontos
quânticos. Verificou-se que o potencial qúımico dos pontos quânticos de Ge são sempre
maiores que nos de Si, porém o potencial qúımico para pontos quânticos envoltos em HfO2

são sempre maiores que no caso do SiO2. Em relação a energia adicional, observa-se que
esta quantidade apresenta fortes oscilações e que varia entre 0 e 0.4 eV para todos os casos
estudados. Se levarmos em conta que o fenômeno conhecido como bloqueio de Coulomb
acontece quando a energia adicional é muito maior que a energia térmica (da ordem de
3/2kBT ), este fenômeno só será observado quando houver poucos elétrons confinados nos
pontos quânticos.



Abstract

This work investigates the eletronic properties of semiconductor quantum dots in
which there are many electrons confined. In particular, we study Si and Ge quantum dots
embedded in dielectric matrices (SiO2 e HfO2). The theoretical methos used to calculate
the total energy of N electrons confined in quantum dots is based on a simplified version of
the Hartree-Fock method. In this model, the total energy is obtained from single-particle
wavefunctions and eigen-energies. The obtained results show that the total energy in
Ge quantum dots are always larger than in Si ones. The reason is the smaller electron
effective mass in Ge, which raises the energies of the confined states. As for the role of the
dielectric matrix, the total energy is always larger for SiO2 than for HfO2. Physically, this
effect is caused by the fact that SiO2 has larger confinement barriers (3.2 eV) than HfO2

(1.5 eV). Smaller barriers favor larger spatial extent of the wavefunctions, decreasing the
repulsion energy of the confined electrons. The chemical potential and additional energy
was also calculated as function of the number of confined electrons. It was observed that
the chemical potential of Ge quantum dots are always larger than Si ones, but the role of
the dielectric matrix is inverted. The chemical potential for HfO2 is larger than for SiO2.
With respect to the additional energy, we observed that this quantity strongly oscillates
within the range 0 to 0.4 eV for cases. If one takes into account that the Coulomb blockade
phenomena is only observed for additional energies much larger the thermal enegy (of the
order of 3/2kBT ), this phenomena can only be observed for the case where there are only
a few electrons confined in the quantum dots.
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em PQs de Si e Ge com diâmetro de 6 nm. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 67
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1 Introdução

O estudo sobre materiais semicondutores começou em 1874, quando Braun descobriu

o efeito semicondutor em alguns sulfetos metálicos (PbS e FeS) [1]. Alguns anos depois,

David Hughes iniciou pesquisas sobre o efeito semicondutor. Em 1947, o primeiro tran-

sistor foi fabricado nos Laboratórios Bell. Seus inventores Shockley, Brattain e Bardeen

foram laureados com o Nobel de F́ısica [2]. Outros tipos de transistor foram desenvolvidos

em seguida com o objetivo de superar algumas limitações que o transistor original possuia.

Pouco depois, foi desenvolvido um tipo de transistor que passou a ser o componente básico

para a construção de computadores, devido a vantagens como: baixo consumo de energia,

maior velocidade e mı́nimo aquecimento. Os materiais mais usados para a fabricação dos

transistores são Siĺıcio (Si), Germânio (Ge) e o Gálio (Ga).

Figura 1: Primeiro transistor construido por Shockley, Brattain e Bardeen em 1947 [3].

O transistor revolucionou a indústria eletrônica na década de 1960. Desde então,

a pesquisa em semicondutores aumentou consideravelmente. Atualmente, o transistor é

reconhecido como uma das maiores invenções do século passado, por ter possibilitado a
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revolução dos computadores e equipamentos eletrônicos.

Na década de 60, Gordon Moore [4], um dos fundadores da Intel, percebeu que o

número de componentes eletrônicos nos chips dobrava aproximadamente a cada 18 meses.

No entanto, o volume f́ısico dos chips permanecia constante. Isto implica que a dimensão

dos componentes reduziu-se à metade no mesmo intervalo de tempo. Essa lei ficou con-

hecida como ”lei de Moore”. A evolução do número de transistor desde a década de 60

é mostrada na Figura 2. Atualmente é praticamente imposśıvel encontrar circuitos inte-

grados que não possuam internamente milhares ou mesmo milhões de transistores. Por

exemplo, um computador Pentium 4 possui cerca de 55 milhões de transistores, enquanto

o console Playstation 3 possui aproximadamente 234 milhões de transistores [5].

Figura 2: Lei de Moore: o número de componentes eletrônicos nos chips a cada 18 meses
[6].

1.1 Materiais semicondutores

Uma semicondutor é um sólido cristalino que apresenta condutividade elétrica inter-

mediária entre isolantes e condutores. Os principais materiais semicondutores utilizados

na eletrônica são o Germânio (Ge) e o Siĺıcio (Si), sendo este último o mais utilizado. No

Si e Ge, a camada de valência possui 4 elétrons. Como esses átomos tendem a possuir 8

elétrons na camada de valência, eles se ligam a outros 4 átomos através de ligações cova-

lentes, formando uma estrutura cristalina. Pode-se controlar as propriedades eletrônicas

dos materiais semicondutores através do processo de dopagem, onde são adicionados certas

impurezas em quantidades controladas aos semicondutores. Estas impurezas são elemen-

tos cujos átomos possuem 3 ou 5 elétrons na camada de valência.

Os semicondutores se classificam como intŕınsecos, quando não há impurezas, e semi-
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condutores extŕınsecos, quando há adição de impurezas. Nos semicondutores extŕınsecos

a dopagem possui dois tipos: (i) adição de átomo pentavalentes, no qual o semicondutor

resultante é chamado do tipo n, (ii) adição de átomos trivalentes, neste caso o semicon-

dutores resultante é do tipo p.

Nos semicondutores intŕınsecos em temperaturas proximas de T = 0 K, a banda de

valência esta cheia e a banda de condução está vazia. Deste modo eles são considerados

isolantes, pois não conduzem eletricidade. Mas na medida em que sua temperatura au-

menta, os elétrons absorvem energia térmica passando para a banda de condução. Existe

uma banda proibida, ou melhor, um intervalo de energia entre as bandas de valência e

condução, da ordem 2 eV que é chamado de gap de energia. Onde há estados de energia

permitidos.

E
n
e
rg

ia

Momento

Gap

Banda de Condução

Banda de Valência

Figura 3: Representação esquemática da relação de dispersão nos semicondutores.

1.2 Semicondutores nanoestruturados

A f́ısica dos semicondutores tem se concentrado na investigação de sistemas de di-

mensões reduzidas que, futuramente, poderão substituir o transistor em circuitos inte-

grados. Estas estruturas são conhecidos como poços, fios e pontos quânticos. Em poços

quânticos, o confinamento se dá em apenas uma dimensão. No fio quântico o confina-

mento se dá em duas dimensões. Os pontos quânticos confinam cargas em três dimensões.

A Tabela 1 mostra o grau de liberdade Df e o número de direções de confinamento Dc,

os quais obedecem a seguinte relação:

Df +Dc = 3 (1.1)
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Tabela 1: O número de grau de liberdade Df e de confinamento Dc para sistemas semi-
condutores de diferentes dimensionalidades.

Sistema Dc Df

Bulk 0 3

Poço quântico 1 2

Fio quântico 2 1

Ponto quântico 3 0

A densidade de estados eletrônicos muda consideravelmente dependendo do grau de

confinamento no sistema. A densidade de estados ρ(E) representa o números de estados

com energia entre E e E + dE de tal forma que:

ρ(E) =
dN

dE
(1.2)

A Tabela 2 e a Figura 3 mostram a densidade de estados para diferentes tipos de semi-

condutores de acordo com o grau de confinamento.

Tabela 2: Densidade de estados de alguns sistemas de dimensões reduzidas

Dimensionalidade ρ(E)

Bulk 3D 1
2π2

(
2m∗

h̄2

)3/2
E1/2

Poço quântico 2D 1
2π

(
2m∗

h̄2

)1
E0

Fio quântico 1D 1
π

(
2m∗

h̄2

)1/2
E−1/2

Ponto quântico 0D Σi2δ(E − Ei)

A demonstração do confinamento quântico eletrônico em sistemas de baixa dime-

nensionalidade foi feita na década de 70 por Esaki e Tsu em poços quânticos AlGaAs

[7], [8]. Desde então sistemas eletrônicos quasi-bidimensionais atráıram muita atenção,

e serviram de ponto de partida para a demonstração do confinamento quântico em fios

e pontos quânticos. Os experimentos em fios quânticos feito por Sasaki levaram a no-

vas investigações sobre interações eletrônicas em sistemas de baixa dimensonalidade [9].

Outro experimento importante foi realizado por Reed [10], que relatou evidências de que

o transporte eletrônico em nanoestruturas ocorre por intermédio de um especto discreto

de estados de energia.
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Figura 4: Diagrama esquemático da densidade de estados em semicondutores (a) bulk
[3D], (b) poços quânticos [2D], (c) fios quânticos [1D] e (d) pontos quânticos [0D].

1.3 Pontos quânticos

Um ponto quântico é basicamente uma pequena ilha composta de um material imerso

em outro meio que pode ser o vácuo ou outro material (Fig. 5), no qual os elétrons ficam

confinados nas três dimensões espaciais, e que possui dimensões da ordem do comprimento

de onda de Broglie dos elétrons, dado por:

λ =
h̄

p
=

h̄√
2m∗E

(1.3)

onde p é momento linear e m∗ é a massa efetiva do elétron no material.

O Conceito dos pontos quântico foi prosposto década de 80 por Arakuma et al. da

Universidade de Tokyo [11]. Nesta mesma época já se observava o efeito laser em dis-

positivos semicondutores, quando foi proposto a utilização dos pontos quânticos em laser

semicondutores devido a sua alta fluorescência. Laser semicondutores baseado em PQs

teriam caracteristicas bem superiores aos do laser convencional pois, em teoria, não de-

pendem da temperatura. Deste modo, seria posśıvel fabricar lasers que consumissem

menos energia, e que pudessem realizar transmissões ópticas de dados através de longas

distâncias. Na prática, o desenvolvimento de lasers baseados em PQs ainda está longe de

tornar realidade.
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Figura 5: Ilustração de um PQ com lados Lx,Ly e Lz.

Desde, a proposta original de Arakuma inúmeras aplicações têm sido propostas para

os PQs no campo da eletrônica. Embora muito promissores, os pontos quânticos tem

uma grande desvantagem por causa do seu alto valor comercial. Atualmente eles são mais

caros que os nanotubos de carbono [12]. Além disso, a reprodutibilidade dos tamanhos é

uma tarefa muito complexa devido ao caráter aleatório da aglomeração atômica. Sabe-se

que pequenas variações de tamanho dos PQs modificam drasticamente suas propriedade

eletrônicas. Dado ao enorme potencial tecnológico, o número de trabalhos cient́ıficos sobre

PQs vem crescendo enormemente. A Figura 6 mostra a evolução do número de artigos

publicados neste tema.

Figura 6: Número de artigos publicados no periodo 1985 a 2002, contendo o termo “ponto
quântico”[13].



18

1.4 Bloqueio de Coulomb
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Figura 7: Diagrama esquemático de um dispositivo que controla a passagem de cargas
através de um único PQ.

Um dispositivo que controla o transporte de cargas através de um único PQ é mostrado

na Fig. 7. O transporte de elétrons através de PQs é estudado, conectando o PQ a

dois reservatórios métalicos EL e ER. Durante o funcionamento, PQ pode conter um

número N arbitrário de elétrons confinados e possuir um potencial eletrostático φ. O

transporte através do PQ é intermediado por um gate no qual aplica-se uma voltagem

VG. O transporte entre os reservatórios e o PQ ocorre através de barreiras túnel, que são

grossas o suficiente para que o transporte seja dominado por ressonâncias com os estados

quantizados no PQ [14]. Os elétrons são transferidos por tunelamento para o PQ, de tal

maneira que o potencial qúımico para adição de mais um elétron seja maior do que o

potencial eletroqúımico do reservatorio. O fato de que a carga é quantizada em termos

da carga elementar e, regula o transporte de eletrons atravé do PQ. A diferença entre os

estados adjacentes de energia podem ser grande, devido a repulsão coulombiana entre os

elétrons. O potencial qúımico associado à adição de um elétrons a um PQ que já contém

N elétrons é:

µN+1 = εN+1 − eϕ = εN+1 +NU − αeVg (1.4)

onde C é a capacitância total do PQ e U é a interação eletrostática entre pares de elétrons

no PQ. O número adimensional α é a taxa no qual a voltagem VG é aplicada ao gate. A

energia de um sistema de N elétrons confinados em um PQ, pode ser estimada como:
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En =
e2

2C
N(N − 1) (1.5)

Assim a adição de um único elétron requer energia EN+1 − EN = Ne2/C. Sendo

discretamente espaçados pela energia e2/C. Quando esse energia excede a energia térmica

kBT , ou seja

kBT ≤
e2

2C
, (1.6)

este regime é chamado de bloqueio de Coulomb, previsto por Kulik e Shekhter [15]. Para

acrescentar um elétron ao PQ é preciso fornecer uma quantidade de energia suficiente

para ocupar o primeiro estado desocupado e vencer a repulsão coulombiana devido aos

outros elétrons confinados. A energia de carregamento depende do tamanho do PQ e do

meio onde o PQ se encontra.

Os PQs são frequentemente chamados de “átomo artificiais”. Essa comparação merece,

destaque pois, elétrons confinados em um PQ têm seus ńıveis de energia quantizados. De-

vido ao prinćıpio de exclusão de Pauli, cada ńıvel pode comportar apenas dois elétron.

Neste caso eles terão necessariamente diferentes projeções de spin ms = ±1/2. Estas

caracteŕısticas são observados em átomos isolados. Quando elétrons são confinados na

escala de alguns nanometros, os elétrons em um semicondutor tem seu movimento quan-

tizado, como em um átomo, onde o potencial nuclear foi substitúıdo pelo potencial de

confimento, sendo preciso uma energia discreta para excitar o sistema. Se pretendemos

remover um elétron do PQ é preciso fornecer um quantidade de energia finita, o que se

assemelha à energia de ionização de um átomo real. Portanto podemos considerar os PQs

como átomos artificiais. Podemos estender esta analógia mais longe, dizendo que dois ou

mais PQs poderiam forma uma “molécula artificial”, uma série de PQs podem formar um

cristal artificial em duas dimensões. Em todas esses exemplos podemos observar a criação

de novos materiais artificialmente usando a engenharia dos PQs.

1.5 Estrutura eletrônica de pontos quânticos

Na prática, podem haver muitos elétrons confinados em nanoestruturas, e PQs con-

stituem um sistema excelente para investigação das propriedades de muitos corpos confi-
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nados. A aproximação mais simples para tais sistemas é baseada na idéia que eles podem

ser descritos por um campo médio, e que essa campo médio possa ser aproximado por

um potencial efetivo onde assumimos que as particulas interagentes movem-se indepen-

dentes umas das outras. Essa é a idéia básica das teorias de Hatree, Hartree-Fock e do

funcional da densidade. Esses três métodos com suas várias extensões fornecem técnicas

sofisticadas para cálculos de estrutura eletrônica. O Hamiltoniano para sistemas contendo

muitas particulas em um PQ é escrita como a soma de uma única part́ıcula (contribuições

de energia cinética e potencial) e interação de pares de part́ıculas confinadas no PQ, de

tal forma que podemos escrever:

H =
N∑
i=1

( −→p 2
i

2m∗
+ V (−→r i)

)
+

N∑
i<j

e2

4πεε0|−→r i −−→r j|
(1.7)

m∗ é a massa efetiva do elétron e ε é constante dielétrica do material em estudo. Con-

sideremos o PQ com geometria esférica. Devido à simetria, o hamiltoniano (1.7) (sem a

interação entre part́ıculas) pode ser separado em duas partes, uma angular a outra radial,

onde os auto-estados e as funções de onda podem ser escritas como:

En,l,m = En,l ; ψ(r, θ, φ) = Yl,m(θ, φ)Rn,l(r) (1.8)

onde Yl,m(θ, φ) são os harmônicos esféricos e Rn,l(r) são as funções radiais. Os ńıveis de

energia e as funções de onda radiais dependem da forma do potencial de confinamento.

O hamitoniano possui somente as contribuições de energia potencial e cinética para cada

part́ıcula, sendo que a energia potencial possui a contribuição do confinamento devido a

um campo externo, e a interação coulombiana entre as part́ıculas. Para uma descrição

exata de um sistema de muitos corpos, tem-se ainda a contibuição energética de troca e

correlação. Porém, a inclusão destas contribuições não é trivial, e a complexidade aumenta

à medida que o número de part́ıculas confinadas aumenta.

Se o número de elétrons confinados no PQ não for muito grande, alguns métodos

padrões pode ser usados. Bryant mostrou a importância da energia de correlação eletrônica

[16]. Para um sistema de dois elétrons em uma caixa retangular longa e estreita, ele es-

tudou a evolução da estrutura de única part́ıcula a um regime no qual as interações

elétron-elétron dominavam. PQs contendo 2 elétrons é o exemplo mais simples no qual,

a equação de Schrodinger pode ser resolvidos analiticamente.
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Um maneira tradicional de calcular a correlação eletrônica para o problema de al-

guns elétrons [16],[17],[18] é aplicar o método interação de configuração (CI), método de

diagonalização exata, frequentemente usado na qúımica quântica. Em alguns casos, no

entanto, temos uma desvantagem, pois o método de diagonalização exata é aplicado para

um pequeno número de elétrons. Se uma combinação linear do determinante de Slater

feita apartir dos estados de uma única part́ıcula é considerada, a solução converge e o

estado fundamental e o primeiro estado excitado são obtidos com uma boa precisão. Isso

é importante pois o espectro de excitação contém informações acerca do estado funda-

mental. O Método CI é bastante útil para a descrição de PQs em um campo magnético,

onde as restrições do espaço de Hilbert permitem-nos obter resultados precisos para cerca

de 10 elétrons confinados [18], [19], [20]. Um método alternativo ao método CI é o método

de Monte Carlo [21].

1.6 Aplicações dos ponto quânticos

O grande potencial tecnológico dos PQs reside principalmente no espectro discreto

de estados eletrônicos, e na sua propriedade de confinar elétrons em um pequeno vol-

ume espacial. A seguir, serão descritas as principais aplicações tecnológicas dos PQs.

Em particular, PQs são apontados como ponto de partida para futuras tecnologias de

armazenamentos de dados, combate ao câncer, fontes de luz e geração de energia elétrica.

1.6.1 Dispositivos de memória

As memórias semicondutoras podem ser de 2 tipos: voláteis e não-voláteis. Memórias

não-voláteis (memórias flash) tornaram-se muito populares em equipamentos portáteis

como telefones celulares, mp3 player, pen drive e câmeras digitais. Dispositivos de

memória flash possuem excelente desempenho como memória, elevada capacidade de

miniaturização, acesso ultra-rapido aos dados, baixo consumo de energia, alta resistência e

longos tempos de armazenamento. Memórias não-voláteis não precisam de voltagens apli-

cadas para manter as informações armazenadas. Já nas memórias voláteis, a informação

tem de ser atualizada a cada dez milésimos de segundos, resultando em alto consumo de

energia. Estas memórias são utilizadas em computadores (DRAM).

As memórias flash tradicionais são baseadas em um dispositivo chamado de MOSFET

de gate flutuante. Contudo este dispositivo apresenta ua vida útil muito curta. Foi então

proposto substituir o gate flutuante por uma camada contendo PQs. Neste dispositivo, os
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dados são armazenados através do confinamento quântico de elétrons dentro dos PQs. O

fenômeno f́ısico responsável pela gravação e deleção dos dados é o tunelamento quântico.

Hanafi et al [22] comparou o tempo de retenção de memórias com nanocristais de Ge

e memórias com porta-flutuante cont́ınua. Observou-se, que o tempo de retenção da

memória com nanocristais é maior que do dispositivo com porta-flutuante convencional 8.

PQs de Si e Ge são atualmente os principais semicondutores para aplicações em memórias

flash baseadas em PQ [23]. A forma e o tamanho do NC podem desempenhar um papel

muito importante na célula de memória e velocidade de operação pode ser melhorada em

várias ordens de magnitude quando truncamentos são produzidos nas nanoestruturas [23].

a) b)

Figura 8: (a) Dispositivo convencional com gate flutuante cont́ınuo; (b) Dispositivo com
gate flutuante discreto [24].
.

1.6.2 Marcação biológica

A fluorescência apresentada por alguns tipos de PQs semicondutores são atualmente

usados na marcação de células e tecidos, tornando os PQs excelentes marcadores biológicos.

Em particular, os PQs usados na marcação biológica são fabricados em solução e recober-

tos com moléculas hidrof́ılicas que falicitam sua diluição em meio aquoso. Esta condição

é necessária para tornar os PQs biocompat́ıveis. É posśıvel ainda recobrir os PQs com

fármacos que possam se ligar à células doentes, como as canceŕıgenas [25] . PQs foram

usados para rastrear tumores em ratos (Figura 9). A cor fluorescência dos PQs pode

ser controlada através do tamanho dos mesmos. PQs absorvem e emitem comprimentos

de onda diretamente proporcionais aos seus tamanhos. Este efeito é uma consequência

direta do confinamento quântico de elétrons e buracos em estados discretos de energia,

e de uma alta eficiência de recombinação radiativa entre os elétrons e os buracos [26].

Os PQs são mais eficientes do que os marcadores convencionais pois seus coeficientes

de extinção são maiores do que da maioria dos marcadores convencionais que perdem o

brilho rapidamente. Enquanto os PQs permitem o rastreamento de processos biológicos
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em células vivas durante dias, possibilitando a aquisição de imagens ńıtidas. Além disso,

é importante mencionar que é necessário apenas um pequeno número de PQs para um

produzir sinais ópticos fortes. Evitando uma posśıvel intoxicação das células sadias pela

alta concentração de PQs. É posśıvel ainda observar como as células canceŕıgenas crescem

e se espalham. Este conhecimento permite aperfeiçoar estratégias de tratamentos mais

eficientes.

Figura 9: Marcação de processos biológicos com PQs permite observar minuto a minuto
as atividades das células cancerosas [27].

1.6.3 Laser de ponto quânticos

A emissão estimulada de radiação (Laser) pode acontecer em materiais semicondutores

de gap direto, isto é, materiais nos quais o mı́nimo da banda de condução e o máximo

da banda de valência estão no mesmo ponto da zona de Brillouin [28]. A concentração

dos portadores de cargas (pares de elétron-buraco) criadas por iluminação são maiores

do que as concentrações de equiĺıbrio. Quase todos os lasers semicondutores utilizam

uma heteroestrutura dupla no quais um poço de potencial devido a diferença de gaps dos

materiais, pode confinar tanto elétrons quanto buracos. A principal vantagem dos lasers

baseados em poços quânticos advém da possibilidade de variar o comprimento de onda do

laser, ajustando a largura do poços. Além disso os lasers de poços quânticos apresentam

vantagens como: são mais eficientes do que os lasers convencionais, e requerem uma

mı́nima corrente limiar para operar [29]. Essas vantagens são devido a densidade estados

(Figura 4). A atividade laser dos poços quânticos ocorre quando elétrons são excitados a
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ńıveis mais elevados de energia e decaem para estado fundamental, emitindo fótons de luz

com comprimento de onda inversamente proporcional a energia de transição (Fig. 10).

A utilização de PQs em vez de poços quânticos, teoricamente permite eliminar prob-

lemas de funcionamento relacionados a temperatura, baixar ainda mais as correntes lim-

inares de funcionamento dos lasers, projetar lasers com intervalos ainda maiores de com-

primentos de onda através do controle do tamanho dos PQs, e produzier feixes com

baix́ıssima dispersão espectral. A primeira demonstração de um ponto quântico com laser

de alta densidade limiar foi relatado por N. Ledentsov [30]. Bimberg [31] alcançou melhor

funcionamento, aumentando a densidade das estruturas emissoras de luz.

Figura 10: Ilustração esquemática do funcionamento do semicondutor laser.

1.6.4 Célula solar

Células solares são dispositivos capazes de transforma a energia solar em energia

elétrica [32]. O material semicondutor mais comum empregado na fabricação de células

solares é o (Si). Células solares convencionais (basicamente constitúıdas por uma junção

pn) possuem eficiência teórica máxima de 31% [33] pois parte da energia abosorvida dos

fótons incidentes é perdida na forma de calor. Vários métodos para ultrapassar o limite

teórico proposto por Shockley foram propostos e estão sob investigação. Uma destas pro-

postas sugere usar PQs semicondutores ao invés de um grande pedaço de semicondutores,

porque estes podem aproveitar a luz de forma mais eficaz. De tal maneira que a eficiência

de conversão pode aumentar por cerca a de 66% através de um mecanismo denominado

efeito Auger reverso [34]. A Fig. 11 mostra diferentes configurações de células solares

baseadas em PQs.
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Figura 11: Diferentes configurações de células solares baseados em PQs. (a) Fotoeletrodos
composto de PQs. (b) Célula solar de TiO2 sensibilizado por corantes. (c) PQs dispersos
em matrizes de poĺımeros semicondutores orgânicos [35].

1.7 Organização deste trabalho

Objetivo principal deste trabalho é calcular as propriedades eletrônicas de PQs com

simetria esférica contendo um número arbitrário de elétrons confinados. Concentrar-se-á

nos semicondutores tradicionais Si e Ge encobertos por dielétricos também comumente

utilizados na indústria de dispositivos semicondutores. Para calcular as propriedades

eletrônicas dos PQs carregados, usaremos a teoria de Hartree-Fock. No caṕıtulo 2, uma

breve revisão do método Hartree-Fock será apreentada. O caṕıtulo 3 dedica-se ao cálculo

dos estados eletrônicos de uma única part́ıcula usando-se métodos anaĺıticos sempre que

posśıvel. O caṕıtulo 4 apresenta os resultados desta dissertação. Finalmente, o caṕıtulo

5 discute as conclusões e perspectivas deste trabalho.
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2 Método de Hartree-Fock

Um sistema de um elétron é o caso mais para o qual a equação de Schrödinger pode

ser resolvida analiticamente, para sistema com mais de um elétron o grau de dificuldade

aumenta sendo que uma solução exata é imposśıvel. Alguns métodos aproximativos foram

desenvolvidos, para solucionar problemas de muitos corpos. As idéias básica dessas aprox-

imações são, encontramos um bom ponto de partida onde assumimos que cada elétron

move-se em um campo central produzido pelos os outros elétrons. Hartree [36] assumiu

que cada elétron se movem em um potecial médio decorrente dos outros elétron. Após

resolver a equação de Schrödinger para um único elétron e assuimindo que a função de

onda é deve ser usadar para encontrar a densidade de carga decorrente do elétron em par-

ticular. pode se construir a densidade total de carga resultante do elétron, e finalmente

encontramos o potencial efetivo devido a essa densidade de carga. O potencial final deve

ser substituido na equação de Schrödinger para encontrar uma nova função de onda, para

calcular uma nova densidade de carga para encontrar um novo potencial efetivo e assim

sucessivamente até minimizar a energia do sistema. Esse é o método de Hartree auto-

consistente [37]. O método de Hartree auto-consistente é basicamente método variacional

iterativo de encontrar uma funçoã de onda aproximado de um sistema de muitos elétrons

O método Hartree-Fock (HF) [38],[39] é um melhoramento do método de Hartree,

HF busca a solução aproximada para estado fundamental de um sistema de elétrons

em átomos, moléculas ou sólidos. Este tornou-se muito popular porque fornece um boa

aproximação, e serve como ponto de partida para outras aproximacões. O método Hartree-

Fock minimiza corretamente energia da função de onda, já o método Hartree não, isso

tornando o HF pode ser mais preciso do que o método Hartree.

Seja um sistema de N elétrons descrito pelo hamiltoniano

Ĥ = −
N∑
i

h̄2

2m∗
∇2
i + V (r) +

N∑
i

N∑
j>i

e2

4πεoεrij
(2.1)
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onde −h̄2/2m∇2
i é o operador energia cinética do i-esimo elétron, m∗ é a massa efetiva,

V (r) é a potência de confinamento, e a carga do elétron, ε é a constante dielétrica do

material semicondutor e finalmente rij é a distância entre pares de elétrons. Quando es-

tamos aplicando HF em sólidos, essenciamente é mesmo problema, exceto que o potencial

nuclear é susbstituindo pelo potencial de confinamento. A função de onda deste sistema

deve ser uma função da posição de todas as part́ıculas ψ(−→r 1, ...,−→r N), e deve obedecer

as propriedades de simetria do tipo de part́ıcula sendo estudado. Se as part́ıculas forem

bosônicas (part́ıculas de spin inteiro), a função de onda total deve ser simétrica. Se as

part́ıculas forem fermiônicas (part́ıculas de spin semi-inteiro), a função de onda total deve

ser anti-simétrica. Além disso, as coordenadas −→r i das part́ıculas devem descrever sua

posição e a cordenada de spin, ou seja, −→r i → (−→r i, s).

Seja o caso de uma função de onda de duas coordenadas ψ(x1, x2). Uma função de

onda é chamada simétrica quando

ψ(x1, x2) = ψ(x2, x1) (2.2)

e anti-simétrica quando obdece à propriedade

ψ(x1, x2) = −ψ(x2, x1). (2.3)

A função abaixo representa uma função simétrica

ψ(x1, x2) =
1√
2

[χ1(x1)χ2(x2) + χ1(x2)χ2(x1)]. (2.4)

Fazendo-se x1 → x2 e x2 → x1, obtém-se que ψ(x1, x2) = ψ(x2, x1). Nesta expressão χi(xi)

é a função de onda de i-ésima part́ıcula, e o fator 1/
√

2 é constante de normalização da

função de onda total. Um exemplo de função de onda anti-simétrica é:

ψ(x1, x2) =
1√
2

[χ1(x1)χ2(x2)− χ1(x2)χ2(x1)] (2.5)

pois fazendo-se x1 → x2 e x2 → x1, obtém-se que ψ(x1, x2) = −ψ(x2, x1).

A forma mais geral de construir uma função de onda de N part́ıculas fermiônicas é dado

por:

Φ = (N !)1/2Â{ψ(1)
1 ψ

(2)
2 ...ψ

(N)
N } (2.6)
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onde N é o número de part́ıculas, ψji indica o orbital atômico da part́ıcula j ocupando o

estado eletrônico i e Â é o operador anti-simetrização

Â =
1

N !

∑
P

λP P̂ . (2.7)

onde P̂ é o operador permutação de N elementos, e a soma realizada sobre todas as N !

permutações posśıveis λP é a paridade da permutação tal que λ2
P = 1. Uma Forma prática

da função (2.6) foi sugerida por Slater [40].

2.1 Determinante de Slater

Nesta seção vamos considerar o caso onde determinante Slater [41] é uma forma aprox-

imada da funções de onda dos elétrons em um átomo ou em um sólido. Nas próximas

seção vamos ver o caso em que onde a funseção de ser escrita como a combinação linear

do determinantes de Slater. O caso mais simples onde podemos usar o determinate de

Slater é quando estamos tratando de sistema de camada fechada. O determinante de

Slater é um ferramenta matemática para descrever as funções de onda anti-simétrica para

um sitema de N elétrons, descrevendo o movimento de cada elétron como o produto de

um orbital espacial pela uma autofunção spinorial, isto é:

χ(a) = φ(1)σ(s1) (2.8)

Na expressão acima φ representa o orbital atômico e σ é a função do spin. cada spin-

orbital é definido como o produto do orbital atômico e da função do spin. Isto é cada spin-

orbital corresponde a um valor definido de ms . Todo os orbitais-espaciais correspondem

a ms = 1/2 seré ortogonal aos outros, semelhante a todos aquele que correspondem

a ms = −1/2 será ortogonal a acada um dos outros. A ssumindo que todos os orbitais

espaciais são nomalizados. Essas h́ıpotese são suficientes para garantir que o determinante

de Slater é normalizado. A função de onda deve obdeçer o prinćıpio de Exclusão de Pauli,

portanto essa função deve ser anti-simétrica, podemos construir essa função anti-simétrica

com o determinante de Slater dado por:
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Ψ(x1, x2, ..., xN) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

χ1(x1) χ2(x1) ... χN(x1)

χ1(x2) χ2(x2) . . . χN(x2)
...

...
. . .

...

χ1(xN) χ2(xN) . . . χN(xN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.9)

Portanto a função de onda para um sistema de N elétrons pode ser constrúıda como o

produto anti-simétrico dos spin orbitais. devemos observar que cada autofunção é descrita

por um único determinante de Slater, o fator 1√
N !

é a constante de normalização, onde N

é o número de elétrons presente no sistema.

Em resumo, no método de Hartree a função de onda do elétron é aproximanda por

um único produto de funções de onda eletrônicas. No método HF a função de onda do

elétron é aproximada por uma soma de produtos de um única função de onda dos elétrons,

resultando em função de onda anti-simétrica.

2.2 Energia total do sistema

No determinate de Slater os orbitais moleculares são linearmentes independentes e o

prinćıpio de exclusão de Pauli é automaticamente sastifeito [42]. Agora iremos mostra

que o operador Â é idempotente, ou seja, Â2 = Â. Esta demonstração é necessária para

obter a forma da energia total dentro do método HF. Sabemos que:

Â =
1

N !

∑
P

λP P̂ (2.10)

Dáı, calcula-se

ÂP̂ =
1

N !

∑
Q

λQQ̂P̂

.

Usando-se o fato que λ2
P = 1 obtemos:

ÂP̂ =
1

N !
λP

∑
Q

λPλQQ̂P̂

Como permutações formam um grupo, pode-se dizer que Q̂P̂ = R̂ assim podemos escrever∑
Q →

∑
R, e facilmente temos:
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ÂP̂ = λP Â

De modo semelhante, obtem-se P̂ Â = λP Â, e chegamos na relação [Â, P̂ ] = 0.

Calculando-se o valor de Â2 obtemos:

Â2 =
1

N !

(∑
P

λP P̂

)
Â.

Usando a expressão P̂ Â = λP Â, obtemos:

Â2 =

(
1

N !

∑
P

λPλP Â

)
,

que finalmente resulta em:

Â2 =
1

N !

∑
P

Â =
N !

N !
Â = Â

Prossigamos agora para a obtenção da energia total no método HF. Pela condição de

normalização da função de onda total de um sistema de N part́ıculas Φ, temos:

∫
Φ∗Φdτ = 1 (2.11)

A intenção é determinar um expressão que permita calcular a energia total do sistema de

particulas conténdo N elétrons, para isso vamos usar a expressão (2.6).

∫
Φ∗Φdτ =

∫
. . .
∫ [

(N !)1/2Â(ψ
(1)
1 ψ

(2)
2 ψ

(3)
3 . . . ψ

(N)
N )

]† [
(N !)1/2Â(ψ

(1)
1 ψ

(2)
2 ψ

(3)
3 . . . ψ

(N)
N )

]
dτ1 . . . dτN

No entanto Â é idempotente e hermitiano, ou seja, Â† = Â, facilmente chegamos em:

∫
Φ∗Φdτ =

∫
ψ

(1)†
1 ψ

(1)
1 dτ1

∫
. . .
∫
ψ

(N)†
N ψ

(N)
N dτN = 1

Finalmente, a energia total do sistema é dado pelo seguinte funcional:

E[Φ] =
∫

Φ∗ĤΦdτ (2.12)
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Neste Expressão Ĥ é o Hamiltoniana do sistema dado pela expressão (2.1). Substituindo-

se Ĥ, obtem-se:

E[Φ] =
∫

Φ∗

− N∑
i

h̄2

2m∗
∇2
i + V (r) +

N∑
i

N∑
j>i

e2

4πεoεrij

Φdτ

Para simplificar a álgebra, vamos re-escrever

ĥ(i) = − h̄2

2m∗
∇2
i + V (r)

de forma que obtemos:

E[Φ] =
∫

Φ∗
[
N∑
i

ĥ(i)

]
Φdτ +

∫
Φ∗

 N∑
i

N∑
j>i

e2

4πεoεrij

Φdτ

.

O primeiro termo desta expressão ser escrito na forma:

∫
Φ∗
[
N∑
i

ĥ(i)

]
Φdτ =

N∑
i

hii

O segundo termo é mais complicada por causa do problema da anti-simetrização da função

de onda,deste modo termos:

N∑
i

N∑
j>i

e2

4πεoεrij

∫ ∫
[χi(x1)χj(x2)− χi(x2)χj(x1)]

1

r12

[χi(x1)χj(x2)− χi(x2)χj(x1)] dx1dx2

Depois de desenvolver esse produtos obtemos os seguintes termos:

∫ ∫
χi(x1)χj(x2)

1

r12

χi(x1)χj(x2)dx1dx2

−
∫ ∫

χi(x1)χj(x2)
1

r12

χi(x2)χj(x1)dx1dx2

−
∫ ∫

χi(x2)χj(x1)
1

r12

χi(x1)χj(x2)dx1dx2
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∫ ∫
χi(x2)χj(x1)

1

r12

χi(x2)χj(x1)dx1dx2

Observa-se que o primeiro e o quarto termo são idêntico, assim como o segundo e o

terceiro. Reescrevendo-os em termos dos orbitais e das coordenadas espaciais um vez

que Ĥ não possui componentes que operem sobre a componente spinorial, obtem-se os

seguintes termos:

Jij =
e2

4πεoε

∫ ∫
Φ2
i r(1)

1

|ri − rj|
Φ2
jr(2)dr1dr2 (2.13)

Kij =
e2

4πεoε

∫ ∫
Φir(1)Φjr(2)

1

|ri − rj|
Φir(2)Φjr(1)dr1dr2 (2.14)

A integral 2.13 é conhecida como integral de Coulomb, que representa a interação elet-

rostática entre um elétron no orbital i e outro elétron no orbital j. Esta integral tem

um análogo clássico e pode ser calculada para duplas de elétrons com qualquer spin. A

integral 2.14 é conhecida como integral de troca, e não possui um análogo Esta integral

só ocorre entre elétrons pares de elétrons com spins idênticos. As integrais de Coulomb

e de troca possuem algumas propriedades importantes: Jij = Jji,Kij = Kji,Jii = Kii e

Jij ≥ Kij ≥ 0.

Finalmente, manipulando-se todos os termos do funcional da energia total, obtemos

a seguinte expressão para a energia total de um sistema quântico contendo N elétrons:

Etotal = 2
∑
i

hii +
∑
i

∑
j>1

(2Jij −Kij).

Nesta equação, o primeiro termo representa o somatório das energias de uma única

part́ıcula sobre todos os orbitais ocupados. O segundo termo é a interação coulombiana

entre todos os pares de elétrons, e o terceiro é a contribuição da energia de troca.

Vale ressaltar algumas caracteŕısticas deste formalismo. A energia total de um sis-

tema de N part́ıculas calculada pela eq. 2.2 é obtida a partir das funções de onda e estados

de energia de uma única part́ıcula. Estas quantidades não refletem o efeito dos outros

elétrons presentes no sistema. Portanto, esta expressão despreza a energia de correlação

eletrônica, e retorna um valor maior que a energia total exata. Uma forma de aliviar este
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problema é usar uma formulação variacional do método HF. Neste formalismo, obtem-se

um conjunto de N equações de Schrodinger, nas quais cada elétron é submetido ao po-

tencial externo, o potencial médio devido aos outros elétrons, e um potencial de troca.

Estas equações devem ser resolvidas de forma auto-consistente, o que torna a tarefa com-

putacionalmente mais complicada quando o número de elétrons aumenta. Por motivos

de simplicidade, a formulação auto-consistente do método HF não será usada nesta dis-

sertação. Contudo, conforme será mostrado no Caṕıtulo 4, a formulação não-interagente

de HF fornece resultados compat́ıveis com teorias mais sofisticadas como a teoria do

funcional da densidade.

2.3 As Equações de Hartree-Fock

Neste seção vamos obter uma espressão de autovalores para os spin orbitais, para

encontramos tal expressão vamos usar o teorema variacional, onde afirma que dada um

função spin orbital Φ que obdecem as condições de normalização vista na seção anterior,

o valor esperado do Hamiltoniado é o limite para a energia de um sistema no estado

fundamental, em outras palavras temos:∫
Φ∗ĤΦdτ ≥ Eexata

apartir de agora vamos usar a notação de dirac [43], pois bem a equação acima escrita na

nova notação torna-se:

〈Φ|Ĥ|Φ〉 ≥ Eexata

supondo que Φexata seja solução da equação de Schrödinger ent
”
o devemos ter:

〈Φexata|Ĥ|Φexata〉 ≥ Eexata

No método de HF a idéia é combianar o pŕıncipio variacional com a suposição que a

função de onda que descrever nosso sistema é um determinate de Slater, e como sabemos

a melhor função de onda é aquela que minimiza a energia total do sistema f́ısico em

estudo, onde a energia total é igual ao valor médio do Hamiltoniano, desta forma devemos

minimizar o funcional dado pela eq. 2.12, sob a restrição que os spin orbitais ainda sejam

ortonormais isto é:

〈ϕi|χj〉 − δij = 0
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vamos usar técnica dos multiplicadores de Lagrange.

L[χ] = E[χ]−
∑
i,j

εji(〈ϕi|χj〉 − δij)

onde εji são os multiplicadores de Lagrange, sabemos que E a energia do sistema deve ser

real, por isso vamos impor a condição que L também deva ser real, uma vez que:

〈χi|χj〉∗ = 〈χj|χi〉

podemos rescrever como:∑
i,j

εji〈χi|χj〉

∗ =
∑
i,j

ε∗ji〈χi|χj〉∗ =
∑
ij

ε∗ji〈χj|χi〉

como i e j são ı́ndice de uma soma podemos troca-los, de tal forma que:

∑
i,j

εji〈χi|χj〉

∗ =
∑
ij

ε∗ij〈χi|χj〉

ou seja,

ε∗ij = εji

A equação acima mostra que os multiplicadores de Lagrange são elementos de uma

matriz hermitiana, pois bem, agora vamos deduzir as equações de Hartree Fock, supon-

hamos que spin orbitais que minimizam o valor de L sofram um variação bem pequena

δχ, então L sofrer uma variação de:

δL =
∑
i

[〈δχi|h|χi〉+ 〈χi|h|δχi〉]−
∑
i,j

εji [〈χi|χj〉+ 〈χi|δχj〉] +
∑
i<j

[〈δχiχj|χiχj〉

+ 〈χiχj|χiχj〉+ 〈χiχj|δχiχj〉+ 〈χiχj|χiδχj〉 − 〈δχiχj|χjχi〉 − 〈χiδχj|χjχi〉

− 〈χiχj|δχjχi〉 − 〈χiχj|χjδχi〉] (2.15)

neste expressão ignoramos os termos de variações quadráticos, com um pouco de álgebra

facilmente encontramos:

δL =
∑
i

[〈δχi|h|χi〉+ 〈χi|h|δχi〉] +
∑
i,j

[〈δχiχj|χiχj〉+ χiχj|δχiχj〉]
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− δχiχj|χjχi〉+ χiχj|δχjχi〉]−
∑
i,j

εji[〈δχi|χj〉+ 〈χi|δχj〉] (2.16)

agora usado a hermicidade do operador ĥ, ε∗ji = εij fica fácil de mostrar que:

〈δχi|h|χi〉∗ = 〈δχi|h|χi〉

〈δχiχj|h|χiχj〉∗ = 〈δχiχj|h|χiχj〉

〈δχiχj|h|χiχj〉∗ = 〈δχiχj|h|χjχi〉

∑
i,j

ε∗ji〈χi|χ∗j =
∑
i,j

ε∗ji〈χi|χj

obtendo

δL =
∑
i

〈δχi|h|χi〉+
∑
i,j

[〈δχiχj|χiχj〉 − 〈δχiχj|χjχi〉]−
∑
i,j

εij〈δχi|χj〉 (2.17)

vamos definir os aperadores de Coulomb, Fj e de troca Kj através das expressões:

Fj(1)χi(1) = 〈χj(2)| 1

r12

|χj(2)〉χi(1) (2.18)

Kj(1)χi(1) = 〈χj(2)| 1

r12

|χi(2)〉χj(1) (2.19)

agora podemos escrever a eq. 2.17 como:

δL =
∑
i

〈δχi(1)|

h(1) +
∑
j

(F(1)−K(1))

 |χi(1)〉 −
∑
j

εji|χj(1)

 (2.20)

a condição para que L seja mı́nimo é δL = 0, obtendo assim:

h(1) +
∑
j

[Fj(1)− kj(1)]

χi(1) =
∑
i

εjiχj(1) (2.21)
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a quantidade entre parêntese é chamado operador de Fock.

F (1) = h(1) +
∑
j

[Fj(1)− kj(1)] (2.22)

em termo deste operador podemos escrever a equação (2.26) como:

F (1)χi(1) =
∑
i

εjiχj(1)

ultilizando conceitos de matriz unitaria equação acima pode ser simplificada e escrita na

forma:

F (1)χi(1) = εiχj(1) (2.23)

Essa é a equação canônica de Hartree-Fock. Os spin orbitais obtidos como solusão

dessa equação são chamados de spin orbitais canônicos. Agora vamos encontrar um

expressão para a energias orbitais, para isso vamos substituir operador de Fock na equação

acima e multiplicado o lado esquerdo por χ∗i (1) de depois integrando, obtemos:

εi = 〈χi(1)|h+
∑
j

[Fj(1)−Kj(1)]|χi(1)〉 (2.24)

apartir de agora vamos usar uma notação de dirac para as integrais de Coulomb e de

troca, dessa maneira vamos definir a integral de Coulomb como:

Jij = 〈ij|ij〉 (2.25)

de maneira análoga a integral de troca será:

Kij = 〈ij|ji〉 (2.26)

finalmente usados os operadores de Coulomb e de troca temos:

εi = 〈i|h|i〉+
∑
j

[〈ij|ij〉 − 〈ij|ji〉] (2.27)
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e finalmente encontramos:

E =
∑
i

εi −
1

2

∑
i,J

[〈ij|ij〉 − 〈ij|ji〉] (2.28)

Observamos que a energia eletrônica total no é igual soma das energia dos orbitais,

a energia orbitais são auto-valores do operador de Fock que incluir o termo de repulsão

entre elétrons. O importante é sabemos que existe uma equação para cada orbital que

depende dos outros orbitais mediante o operador de Fock, dessa forma as equações devem

ser resolvidas de forma acoplada resultando em uma solução interativa. As equações de

Hartree-Fock devem ser resolvidas numericamente para sistema que não possua muitos

elétrons, pois para sistemas com muitos elétrons esse método não é muito viável.

As equações de Hartree-Fock, tem N soluções representando os N spin-orbitais ocu-

pados. Elas têm um número infinito de outras soluções. Em todas essas soluções, o

somatorio sobre j se estende apenas sobre o N spin-orbitais ocupados. As soluções das

equações de HF são ortogonais entre si, podendo então normalizar os spin-orbitais, for-

mamando um conjunto completo de spin-orbitais ortonormais em termos da qual pode-se

expandir uma função arbitrária de coordenadas e spin.

2.4 Método restrito para camada fechada

Se o número de elétrons com spin up e down são iguais, temos um sistema de camada

fechada. O sistema de camada fechada foi proposto por Delbruck [44] e explicado com

mais detalher por Roothaan [45].

O método onde não há nenhuma restrição feita aos orbitais moleculares, é conhecido

como método de Hartree-Fock não restrito (UHF). Se o sistema f́ısico em estudo for de

sistema de camada fechada, é bem conveniente fazer certas restrições sobre os orbitais

moleculares, ou seja cada orbital deverá está duplamente ocupado com spins de senti-

dos opostos(up e down), esse método é conhecido como método de Hartree-Fock Restrito

(RHF). Porém sistemas de camadas abertas também podem ser descritas por uma função

de onda restrita, mas neste caso as partes espaciais dos spin-orbitais duplamentes ocupa-

dos são forçados a serem o mesma, esse método é conhecido como método de Hartree-Fock

restristo para camada aberta (ROHF).

Um conjunto restrito de spin-orbitais tem a forma:
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χi(x) =


ψj(r)α(ω)

ou

ψj(r)β(ω)

(2.29)

O estado fundamental para um sistema de camada fechada (restrito) é dado por:

|Ψ0〉 = |χ1χ2...χN−1χN〉 (2.30)

Cada orbital molecular é duplamente ocupado. Consideremos a equação de Hartree-Fock

(eq. 2.23).

F (x1)χi(x1) = εiχj(x1) (2.31)

Os spin-orbitais χi(x1 terá funções spin α ou β. Assumindo que o spin é α (o resultado

será idêntico se tivéssemos assumindo que o spin era β). Portanto a eq. 2.31 torna-se:

F (x1)ψj(r1)α(ω1) = εjψj(r1)α(ω1) (2.32)

Onde εj, a energia do orbital espacial ψj é idêntica a energia εi, a energia do spin orbital

χi. Mulplicando ambos os lados da eq. 2.32 por α∗(ω1) e integrando obtemos:

[∫
dω1α

∗(ω1)F (x1)α(ω1)
]
ψj(r1) = εjψj(r1) (2.33)

Para continuamos é necessário desenvolver o lado esquerda da eq. 2.33. Vamos escrever

o operador de Fock como:

F (x1) = h(r1) +
N∑
c

∫
dx2χ

∗
c(x2)r

−1
12 (1− P12)χc(x2) (2.34)

então a eq. 2.33 torna-se:

[∫
dω1α

∗(ω1)F (x1)α(ω1)
]
ψj(r1) =

[∫
dω1α

∗(ω1)h(r1)α(ω1)
]
ψj(r1)
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+

[∑
c

∫
dω1dx2α

∗(ω1)χ
∗
c(x2)r

−1
12 (1− P12)χc(x2)α(ω1)

]
ψj(r1) = εjψj(r1).

Seja F (r1) o operador de Fock para camada fechada.

F (r1) =
∫
dω1α

∗(ω1)F (x1)α(ω1) (2.35)

então:

F (r1)ψj(r1) = h(r1)ψj(r1) +
∑
c

∫
dω1dx2α

∗(ω1)χ
∗
c(x2)r

−1
12 χc(x2)α(ω1)ψj(r1)

−
∑
c

∫
dω1dx2α

∗(ω1)χ
∗
c(x2)r

−1
12 χc(x1)α(ω2)ψj(r2) = εjψj(r1)

Agora temos um sistema de camada fechada, a soma sobre os spin-orbitais ocupados

incluem uma igual soma sobre essas funções spin α e funções spin β, tal forma que:

N∑
c

→
N/2∑
c

+
N/2∑
c

Resultando em:

F (r1)ψj(r1) = h(r1)ψj(r1)

+
N/2∑
c

∫
dω1dω2dr2α

∗(ω1)ψ
∗
c (r2)α

∗(ω2)r
−1
12 ψc(r2)α(ω2)α(ω1)ψj(r1)

+
N/2∑
c

∫
dω1dω2dr2α

∗(ω1)ψ
∗
c (r2)β

∗(ω2)r
−1
12 ψc(r2)β(ω2)α(ω1)ψj(r1)

−
N/2∑
c

∫
dω1dω2dr2α

∗(ω1)ψ
∗
c (r2)α

∗(ω2)r
−1
12 ψc(r1)α(ω1)α(ω2)ψj(r2)

−
N/2∑
c

∫
dω1dω2dr2α

∗(ω1)ψ
∗
c (r2)β

∗(ω2)r
−1
12 ψc(r1)β(ω1)α(ω2)ψj(r2)

= εjψj(r1) (2.36)

Agora podemos realizar a intregral sobre dω1 e dω2. O último termo da eq. 2.36 desapare-
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cer por causa da condição de ortogonalidade do spin. Isso reflete o fato que as interações

de troca só existem entre elétrons de spin paralelos. Os dois termos de Coulomb são iguais

e portanto obtemos:

F (r1)ψj(r1) = h(r1)ψj +

2
N/2∑
c

∫
dr2ψ

∗
c (r2)r

−1
12 ψc(r2)

ψj(r1)

−

2
N/2∑
c

∫
dr2ψ

∗
c (r2)r

−1
12 ψj(r2)

ψc(r1) = εjψj(r1) (2.37)

Portando o operador de Fock para o sistema de camada fechada tem a seguinte forma:

F (r1) = h(r1) +
N/2∑
a

∫
dr2ψ

∗
a(r2)(2− P12)r

−1
12 ψa(r2) (2.38)

ou simplesmente:

F (r1) = h(r1) +
N/2∑
a

2Ja(1)−Ka(1) (2.39)

Onde Ja(1) e Ka são os operadores de Coulomb e de troca respectivamente. Estas equa

ções são muito semelhantes aos spin-orbitais. A energia total para o sistema de camada

fechada é dado por:

εi = hii +
∑
a

N/2∑
b

2Jib −Kib (2.40)

2.5 Método não restrito para camada aberta

Se o número de elétrons com spin up e down são diferentes, temos um sistema de

camada aberta. Brown [46] e Hartree [47] desenvolveram um método que que permite

manipular sistemas de camadas abertas. Em prinćıpio esse método é bastante simples.

Se no sistema não há alguma restrição, então é chamado Método de Hartree Fock não

Restrito (UHF), em geral esse esquema é conveniente para sistema de camadas abertas.

Neste método não existe uma relação entre as parte espaciais dos spin-orbital com a função
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do Spin(Up e Down), neste caso o determinante não será uma autofunção de Ŝ2. Iremos

utilizar a formulação de Pople-Nesbet [48]. As equações de Hartree-Fock, em termo dos

spin-orbitais são:

F (1)χi = εiχi(1) (2.41)

Vamos apresentar um formulário não restrito para os apin-orbitais e obter, da equaão

acima a equaão geral de Hartree-Fock, o procedimento é análogo ao da seção 2.4, semel-

hante a eq. 2.29, um conjunto não restrito de spin-orbitais tem a forma.

χi(x) =


ψαj (r)α(ω)

ou

ψβj (r)β(ω)

(2.42)

Isto é os elétrons de spin α é descrito por um conjunto de orbitais espaciais ψαj e os

elétrons de spin β são descrito por outro conjunto de de orbitais espaciais ψβj . Anteri-

omente no caso restrito ψαj = ψβj = ψj . Os elétrons de com spin α e β são descrito

por diferentes funções espaciais. Para obter as equa ções espaciais definidas por ψαj e ψβj ,

precisamos inserir na os spin-orbitais na equação de Hartree-Fock e depois integral sobre

a variável ω. Substituindo a eq. 2.42 em 2.41 obtemos:

F (1)ψαj (r1)α(ω1) = εiψ
α
j (r1)α(ω1) (2.43)

Agora εi é a energia do spin-orbital χi = ψαj α. Desde que os spin-orbitais tenham difer-

entes partes espaciais, suas energia também serão diferentes, no caso acima εi = ε
α

j .

Haverá é um correspondente de energias εβj para o elétron de spin β. Então:

F (1)ψαj (r1)α(ω1) = εαj ψ
α
j (r1)α(ω1) (2.44)

Multiplicando essa quação por α∗(ω1) e depois integramos sobre ω1, obtemos:

F (1)ψαj = εαj ψ
α
j (1) (2.45)

F (1)ψβj = εβjψ
β
j (1) (2.46)
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Os operadores de Fock são definidos como:

Fα(r1) =
∫
dω1α

∗(ω1)F (r1, ω1)α(ω1) (2.47)

F β(r1) =
∫
dω1β

∗(ω1)F (r1, ω1)β(ω1) (2.48)

As interações de um elétron de spin α inclui as interações coulombiana e de troca com

todos os outros elétron de spin α, mais as interação coulombiana com os elétrons com

spin beta. Então:

Fα(1) = h(1) +
Nα∑
a

[Jαa (1)−Kα
a (1)] +

Nβ∑
a

Jβa (1) (2.49)

Nas duas somas nesta equação , o orbital ψαa é ocupado por elétron de spin α e o

orbital ψβa é ocupado por elétron de spin β. A energia cinética e o potencial de confina-

mento são independentes do spin, então é indêntico ao operador correspondente ao caso

restristo. Os elétrons de spin α ver um potencial coulombiano Jαa e um potencial de troca

−Kalpha
a provenientes de cada Nalpha elétrons com spin α ocupando os orbitais ψαa , mais

um potencial coulombiano Jβa provenientes de cada Nβ elétrons com spin β ocupando os

orbitais ψβa . A soma sobre o Nα na equação eq. 2.49 inclui as interações dos elétron com

spin α com ele mesmo. Contudo, desde que

[Jαa (1)−Kα
a ]ψαa (1) = 0 (2.50)

Essa auto-interação é eliminada. O correspondente operador de Fock para os elétrons

com spin β é:

F (1β) = h(1) +
Nβ∑
a

[
Jβa (1)−Kβ

a (1)
]

+
Nα∑
a

Jαa (1) (2.51)

Os operadores de Coulomb e de troca para o caso não restrito são definidos como:

Jαa =
∫
dr2ψ

α∗

a (2)r−1
12 ψ

α
a (2) (2.52)
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Kα
a ψ

α
i (1) =

[∫
dr2ψ

α∗

a (2)r−1
12 ψ

α
i (2)

]
ψαi (1) (2.53)

Os operadores Jβa e Kβ
a são análogo as equações acima. Agora que já temos as equações

de Hartree-Fock para o caso não restrito, podemos encontrar a energia orbital. Antes de

tudo vamos definir alguns termos. A energia de confinamento será dado por:

hαii = 〈ψαi |h|ψαi 〉

hαii = 〈ψβi |h|ψ
β
i 〉

A interação de um elétron em ψαi com um elétron em ψβj é:

Jαβij = Jβαji = 〈ψαi |J
β
j |ψαi 〉 = 〈ψβj |Jαi |ψ

β
j 〉 = 〈ψαi ψαi |ψ

β
j ψ

β
j 〉 (2.54)

As interações coulombianas entre elétrons com mesmo spin são:

Jααij = 〈ψαi |Jαj |ψαi 〉 = 〈ψαj |Jαi |ψαj 〉 = 〈ψαi ψαi |ψαj ψαj 〉 (2.55)

Jββij = 〈ψβi |J
β
j |ψ

β
i 〉 = 〈ψβj |J

β
i |ψ

β
j 〉 = 〈ψβi ψ

β
i |ψ

β
j ψ

β
j 〉 (2.56)

As interações troca entre elétrons com spin paralelos são:

Kαα
ij = 〈ψαi |Kα

j |ψαi 〉 = 〈ψαj |Kα
i |ψαj 〉 = 〈ψαi ψαj |ψαj ψαi 〉 (2.57)

Kββ
ij = 〈ψβi |K

β
j |ψ

β
i 〉 = 〈ψβj |K

β
i |ψ

β
j 〉 = 〈ψβi ψ

β
j |ψ

β
j ψ

β
i 〉 (2.58)

Não existe interação troca entre elétrons com spin antiparalelos. A energia total de um
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sistema de camada aberto não restrito será dado por:

E0 =
Nα∑
a

hαaa +
Nβ∑
a

hβaa +
1

2

Nα∑
a

Nα∑
a

(Jααab −Kαα
ab ) +

1

2

Nβ∑
a

Nβ∑
a

(Jββab −K
ββ
ab ) +

Nα∑
a

Nβ∑
b

Jαβab (2.59)
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3 Modelo Teórico

O objetivo deste caṕıtulo é calcular os autoestados quânticos de uma única part́ıcula

aprisionada em um ponto quântico esférico, e utilizar estes estados em conjunto com o

método de HF para calcular a energia total ET (N) em função do número máximo de

elétrons confinados.

3.1 Ponto quântico Infinito

Consideremos um PQ de raio a sujeito ao um potencial de confinamento dado por:

V (r) =

 0 se r < a

∞ se r ≥ a
(3.1)

a

V(r)

ra

E
n
e
rg

ia

Distância
Radial

0

a) b)

Figura 12: a) Representação esquemática de um ponto quântico esférico de raio a, b)
Perfil de potencial de confinamento descrito pela equação (3.1).
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A equação de Schrödinger a ser solucionada é:

− h̄2

2m∗
∇2Ψ + V (r)Ψ = EΨ (3.2)

Em coordenadas esféricas, a expressão (3.2) torna-se:

− h̄2

2m∗

[
1

r2

∂

∂r

(
r2∂Ψ

∂r

)
+

1

r2

∂

∂θ

(
sin θ

∂Ψ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Ψ

∂Φ2

]
+ V (r)Ψ = EΨ (3.3)

Devido a simetria radial, podemos usar o método das separações de variavéis, assumindo

uma solução da seguinte forma:

Ψnlm(r, θ, φ) = Rnl(r)Ylm(θ, φ) (3.4)

onde Ylm(θ, φ) são os harmônicos esféricos dados por:

Y m
l (θ, φ) ≡ (−1)m

√√√√(2l + 1)(l −m)!

4π(l +m)!
Pm
l (cos θ)eimφ (3.5)

Separando-se a equação (3.3) nas componentes radial e angular obtemos:

[
1

Rnl

d

dr

(
r2dRnl

dr

)
− 2m∗r2

h̄2 [V (r)− Enl]
]

= l(l + 1) (3.6)

1

Ylm

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Ylm
∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Ylm
∂φ2

]
= −l(l + 1) (3.7)

Usando a separação de variável:Ylm(θ, φ) = Θnl(θ)Φm(φ) na equação (3.7) obtemos:

1

Θ

[
sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)]
+ l(l + 1) sin2 θ = m2 (3.8)
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1

Φ

d2Φ

dφ2
= −m2. (3.9)

A solução da equação que possui dependência em φ é:

Φ(φ) = eimφ (3.10)

A solução da equação que possui dependência em θ é:

Θ(θ) = AlmP
m
l (cos θ) (3.11)

onde Pm
l são conhecidos como as funções associados de Legrendre [49]. Na equação radial,

escolhendo k2
nl = 2m∗Enl/h̄

2, obtemos a solução geral escrita na forma:

Rnl(r) = A′nljl(knlr) +B′nlnl(knlr) (3.12)

onde jl(knlr) e nl(knlr) são as funções esféricas de Bessel do primeiro e do segundo tipo

[49], A solução Rnl(r) tem ser finita quando r → 0. No entanto nl(knlr) diverge na origem.

Por esse motivo devemos fazer B′ = 0 e a função de onde deve ser anular quando r = a.

Portanto a equação (3.12) torna-se:

Rnl(r) = A′nljl(knlr). (3.13)

Onde A′nl pode ser calculada fácilmente pela condição de normalização da função de onda:

A′2nl

∫ ∞
0
|R(r)|2r2dr = 1 (3.14)

Finalmente, os ńıveis de energiaEnl podem ser obtidos sabendo-se queRnl(a) = A′nljl(knla) =

0. Logo, knla = βnl, onde βnl são as raizes de jl. Assim, obtemos:
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Enl =
h̄2

2m∗

(
βnl
a2

)2

(3.15)

A Tabela 3.1 mostra a n-ésima raiz de jl para n = 1, 2, 3 e l=0, 1, 2.

Tabela 3: Ráızes da funções esféricas de Bessel jl(x)

Número de zeros j0(kr) j1(kr) j2(kr)

1 3,14159 4,91318 5,76346

2 6,28319 7,97867 9,09501

3 9,42478 11,0855 12,3229

3.2 Ponto quântico Finito

Consideremos um PQ de raio a sujeito ao um potencial de confinamento dado pela

equação abaixo.

V (r) =

 0 se r < a

V0 se r ≥ a
(3.16)

A equação de Schroedinger, a ser solucionada é:

− h̄2

2m∗
∇2Ψ + V (r)Ψ = EΨ (3.17)

Esta equação pode ser solucionada usando a separação de variáveis da equação (3.4),

resultando em uma equação idêntica a equação (3.7) para θ e φ. Contudo a solução da

equação radial possui regiões bem distintas: (i) r ≤ a e (ii) r > a. Cada região tem uma

equação, cujas soluções são conectadas pelas as condições de contorno da função de onda

e da primeira derivada. A partir da equação (3.6), podemos escrever duas equações uma

para r ≤ a e a outra para r > a. Para r ≤ a, temos:

r2d
2Rin

dr
+ 2r

dRin

dr
+ [k2

nlr
2 − l(l + 1)Rin] = 0 (3.18)
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V(r)

ra

E
n

e
rg

ia

Distância
Radial

0

V0

Figura 13: Perfil de potencial de confinamento de um ponto quântico esférico de raio a
descrito pela equação (3.16).

e para r > a:

r2d
2Rout

dr
+ 2r

dRout

dr
− [κ2

nlr
2 − l(l + 1)Rout] = 0 (3.19)

onde k2
nl = 2m∗Enl/h̄

2 e κ2
nl = 2m∗(V0 − Enl)/h̄2. A equação (3.18) tem como solução:

Rin(r) = Nljl(knlr) +Mlnl(knlr) (3.20)

onde jl e nl são soluções da equação diferencial de Bessel esférica do primeiro tipo [49].

Rin(r) deve ser finita quando r → 0. No entanto, a função esférica de Bessel do segundo

tipo nldiverge na origem. Por esse motivo devemos fazer Mnl = 0,e a equação (3.20)

torna-se:

Rin(r) = Nljl(knlr). (3.21)

A equação (3.19) tem como solução:
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Rout(r) = Blil(κnlr) + Alkl(κnlr), (3.22)

onde ik e kl são as funções esféricas de bessel modificadas do primeiro e segundo tipo,

respectivamente [49]. A função ik(r) diverge quando r → ∞. Assim, temos Bnl = 0, e

solução reduz-se:

Rout(r) = Alkl(κnlr) (3.23)

As condições de contorno são:

Rin(r)|r=a = Rout(r)|r=a (3.24)

− ih̄

m∗in
R′in(r)|r=a = − ih̄

m∗out
R′out(r)|r=a (3.25)

onde m∗int e m∗out são as massas efetiva dos materiais semicondutores dentro e fora do

ponto quântico. As equações acima podem ser escrita na seguinte forma matricial.

 jl(knlr) −kl(κnlr)
1
m∗1
knlj

′
l(knlr) − 1

m∗2
κnlk

′
l(κnlr)


 Nnl

Anl

 =

 0

0

 =⇒ AnlXnl = 0

Essa equação so possui solução não trivial se o det(Anl) = 0, e os estados de energia Enl

são obtidos encontrando-se as ráızes da função f(E) = det(Anl). Para l = 0, 1, 2, isso

equivale a encontrar as ráızes das seguintes equações:

ξ cot(ξ)− m∗in
m∗out

[1− η]− 1 = 0 para l = 0. (3.26)

ξ cot(ξ)− 2 + ξ2

ξ cot(ξ)− 1
ξ − m∗in

m∗out
(η + η2) = 0 para l = 1. (3.27)
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−3/ξ2 + (3/ξ3 − 1/ξ) tan(ξ)

−9ξ + ξ2 + 9 tan(ξ)− 4ξ2 tan(ξ)
− 3/η + 3/η2 + 1/η

9 + 9η + 4η2 + η3

m∗in
m∗out

para l = 2. (3.28)

onde ξ = knla e κnla = η. As funções de onda obtidas para ψnl(n = 1) são:

ψ1s(−→r ) =

 N1
sin(α1)r

r
, se r ≤ a,

A1
exp(−β1)r

r
, se r > a,

(3.29)

ψ1p(−→r ) =

 N2

[
sin(α2r)
(α2r)2

− cos(α2r)
(α2r)

]
, se r ≤ a,

A2

[
1
β2r

+ 1
(β2r)2

]
exp(−β2r), se r > a,

(3.30)

ψ1d(−→r ) =

 N3

[(
3

(α3r2)3
− 1

(α3r)

)
sin(α3r)− 3

(α3r)2
cos(α3r)

]
, se r ≤ a,

A3

[
1
β3r

+ 1
(β3r)2

+ 1
(β3r)3

]
exp(−β3r) = 0, se r > a,

(3.31)

As constantes Ai e Ni; (i = 1, 2, 3) podem ser encontradas resolvendo-se o sistema (3.26)

e usando-se a normalização da função de onda. As soluções (3.26),(3.27) e (3.28) podem

ser obtidas usado-se o método gráfico, conforme mostrado nas Figs. 14-16.

Figura 14: Solução gráfica da equação (3.26) que indica os estados quânticos para l=0
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Figura 15: Solução gráfica da equação (3.27) que indica os estados quânticos para l=1

Figura 16: Solução gráfica da equação (3.28) que indica os estados quânticos para l=2

3.3 Energia total

De posse dos estados de energia de uma única part́ıcula [Enl, ψnl], pode-se calcular a

energia total de um sistema de N elétrons usando-se:

E(N) =
∑
i

(εi + Σpol
i )ni +

∑
i<j

(Jij −Kij)ninj, (3.32)

onde N =
∑
i ni. Nesta expressão εi representa os autoestados de uma única part́ıcula

confinada, onde o ı́ndice i torna-se i→ (n, l), uma vez que (n, l) são os números quânticos

relevantes ao problema com simetria esférica. ni → nnl é a ocupação do estado, Jij →
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Jnl,n′l′ e Kij → Knl,n′l′ . Para calcularmos a energia total de N part́ıculas, é preciso

preencher os estados quânticos do PQ, respeitando o pŕıncipio de exclusão de Pauli. A

figura mostra o esquema de ocupação ate N = 10

N=1 N=2 N=3 N=4 N=5

N=6 N=7 N=8 N=9 N=10

1s

1p

1d

1s

1p

1d

1s

1p

1d

1s

1p

1d

Figura 17: Esquema de ocupação até 10 elétrons.

Sabe-se que Jij e Kij,

Jij =
e2

4πε

∫ ∫
ψ2

1(ri)
1

|−→ri −−→rj |
ψ2

2(rj)d−→ri d−→rj (3.33)

Kij =
e2

4πε

∫ ∫
ψ1(ri)ψ2(rj)

1

|−→ri −−→rj |
ψ1(rj)ψ2(ri)d−→ri d−→rj (3.34)

Usando-se a expansão em coordenadas esféricas de r−1.

1

|ri − rj|
=
∞∑
k=0

q=k∑
q=−k

4π

2k + 1
[Y q
k (θi, φi)]

∗ Y q
k (θj, φj)

rki
rk+1
j

, rj > ri (3.35)

1

|ri − rj|
=
∞∑
k=0

q=k∑
m=−k

4π

2k + 1
[Y q
k (θi, φi)]

∗ Y q
k (θj, φj)

rkj
rk+1
i

, rj < ri (3.36)

A integral de Coulomb torna-se:

Jij =
e2

4πε

∑
k,q

∫
d3ri

∫
rj>ri

d3rj|ψi|2|ψj|2
4π

2k + 1
Yk,q(θi, φi)

∗Yk,q(θj, φj)
rki
rk+1
j
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+
e2

4πε

∑
k,q

∫
d3ri

∫
rj<ri

d3rj|ψi|2|ψj|2
4π

2k + 1
Yk,q(θi, φi)

∗Yk,q(θj, φj)
rkj
rk+1
i

Substitúındo ψi = Rnl(ri)Yl,m e ψj = Rn′l′(rj)Yl′,m′ na expressão acima e com um pouco

de álgebra facilmente podemos escrever a integral coulombiana como:

Jij =
∑
k

ak(lm; l′m′)F k(nl;n′l′) (3.37)

No desenvolvimento desta expressão nos deparamos com a integral do produto de três

hamônicos esféricos.

∫ ∫
Y ∗lmYkqYl′m′dΩ

Essa integral pode ser resolvida usando os coeficientes de Clebsch-Gordan [50].

∫ ∫
Y ∗lmYkqYl′m′dΩ =

√√√√(2k + 1)(2l′ + 1)

4π(2l + 1)
〈kl′; 00|kl′; l0〉〈kl′; qm′|kl′; lm〉

Mesmo assim será bastante trabalhoso resolver a equação (3.36). Torna-se mais conve-

niente usar a notação de Slater para o desenvolvimento das integrais Jnl,n′l′ e Knl,n′,l′ .

Slater mostrou que:

ak(lm; l′m′) =
(2l + 1)(l − |m|)!

(l + |m|)!
(2l′ + 1)(l′ − |m′|)!

(l′ + |m′|)!
(3.38)[∫ π

0

[
P
|m|
l cos θ

]2
P k

0 cos θ
sinθ

2
dθ +

∫ π

0

[
P
|m′|
l′ cos θ′

]2
P k

0 cos θ′
sinθ′

2
dθ′
]

F k(nl;n′l′) =
e2

4πε

∫ ∞
0

∫ ∞
0

Rnl(ri)
2Rn′l′(rj)

2 rki
rk+1
j

r2
i r

2
jdridrj (3.39)

+
e2

4πε

∫ ∞
0

∫ ∞
0

Rnl(ri)
2Rn′l′(rj)

2 rkj
rk+1
i

r2
i r

2
jdridrj (3.40)

Essas integrais devem ser calculadas numericamente, e a única dificuldade que ainda resta

é a soma sobre k na expressão (3.36), Slater mostrou também que existem vários termos

desta soma que são zeros, através da tabela 2 pode-se verificar quais termos são zeros.
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Note que os ak podem ser calculados em termos dos harmônicos esféricos.

De maneira analóga podemos reescrever a integral de troca na notação desenvolvida por

Slater [?] como

Kij =
∑
k

bk(lm; l′m′)Gk(nl;n′l′). (3.41)

onde

bk(lm; l′m′) =
(k − |m−m′|)!
(k + |m−m′|)!

(2l + 1)(l − |m|)!
(l + |m|)!

(2l′ + 1)(l′ − |m′|)!
(l′ + |m′|)!

(3.42)[∫ π

0
P
|m|
l (cos θ)P

|m−m′|
k (cos θ) sin θdθ

]2

Gk(nl;n′l′) =
e2

4πε

∫ ∞
0

∫ ∞
0

Rnl(ri)Rn′l′(rj)Rnl(rj)Rn′l′(ri)
rki
rk+1
j

r2
i r

2
jdridrj (3.43)

+
e2

4πε

∫ ∞
0

∫ ∞
0

Rnl(ri)Rn′l′(rj)Rnl(rj)Rn′l′(ri)
rkj
rk+1
i

r2
i r

2
jdridrj (3.44)

As funções bk são dada pela a tabela 3, semelhante ao que acontece com Jij, a soma em k

na expressão de Kij apresenta vários termos nulos, tornando mais fácil a resolução desta

integral. Geralmente a integral de troca representa 1/3 a 1/4 do valor da integral de

Coulomb.
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Tabela 4: Tabela das quantidades bk(lm; l′m′).

Eletrons l m l
′

m
′

k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4

ss 0 0 0 0 1 0 0 0 0

sp 0 0 1 ± 1 0 1/3 0 0 0
0 0 1 0 0 1/3 0 0 0

pp 1 ± 1 1 ± 1 1 0 1/25 0 0
1 ± 1 1 0 0 0 3/25 0 0
1 ± 1 1 ∓ 1 0 0 6/25 0 0
1 0 1 0 1 0 4/25 0 0

sd 0 0 2 ± 2 0 0 1/5 0 0
0 0 2 ± 1 0 0 1/5 0 0
0 0 2 0 0 0 1/5 0 0

pd 1 ±1 2 ±2 0 2/5 0 2/245 0
1 ±1 2 ±1 0 1/5 0 9/245 0
1 ±1 2 0 0 1/15 0 18/245 0
1 ±1 2 ∓1 0 0 0 30/245 0
1 ±1 2 ∓2 0 0 0 45/245 0
1 0 2 ±2 0 0 0 15/245 0
1 0 2 ± 1 0 1/5 0 24/245 0
1 0 2 ± 0 0 4/15 0 27/245 0

dd 2 ±2 2 ±2 1 0 4/49 0 1/441
2 ±2 2 ±1 0 0 6/49 0 5/441
2 ±2 2 0 0 0 4/49 0 15/441
2 ±2 2 ∓1 0 0 0 0 35/441
2 ±2 2 ∓2 0 0 0 0 70/441
2 ±1 2 ±1 1 0 1/49 0 16/441
2 ±1 2 0 0 0 1/49 0 30/441
2 ±1 2 ±1 0 0 6/49 0 40/441
2 0 2 0 1 0 4/49 0 36/441
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Tabela 5: Tabela das quantidades ak(lm; l′m′).

Eletrons l m l
′

m
′

k = 0 k = 2 k = 4

ss 0 0 0 0 1 0 0

sp 0 0 1 ± 1 1 0 0
0 0 1 0 1 0 0

pp 1 ± 1 1 ± 1 1 1/25 0
1 ± 1 0 ± 1 1 -2/25 0
1 1 1 0 1 4/25 0

sd 0 0 2 ± 2 1 0 0
0 0 2 ± 1 1 0 0
0 0 2 0 1 0 0

pd 1 ±1 2 ± 2 1 2/35 0
1 ±1 2 ± 1 1 -1/35 0
1 ±1 2 0 1 -2/35 0
1 0 2 ± 2 1 -4/35 0
1 0 2 ± 1 1 2/35 0
1 0 2 0 1 4/35 0

dd 2 ±1 2 ± 2 1 4/49 1/441
2 ±1 2 ± 1 1 -2/49 -4/441
2 ±1 2 0 1 -4/49 6/441
2 ±1 2 ± 1 1 1/49 16/441
2 ±1 2 0 1 2/49 -24/441
2 0 2 0 1 4/49 36/441
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4 Resultados

Foi mostrado no caṕıtulo anterior que os auto-estados de energia de PQ esférico com

barreira de confinamento infinita é:

Enl =
h̄2

2m∗

(
βnl
a

)2

(4.1)

Esta equação mostra que a energia dos estados confinados é inversamente proporcional

ao quadrado da do raio do PQ, e inversamente proporcional à massa efetiva do elétron

no material do qual o PQ é feito. Esta equação assume que a massa efetiva é uma

quantidade isotrópica. Porém, semicondutores tradicionais como Si e Ge possuem massa

efetiva anisotrópica, e degenerescência nos vales de energia nas bandas de condução. No

caso do Si, a banda de condução possui 6 mı́nimos de energia equivalentes localizados

nas direções de alta simetria ΓX da primeira zona de Brillouin. O Ge possui 4 mı́nimos

equivalentes de energia localizados exatamente no ponto L da primeira zona de Brillouin.

Comumente, os materials cujos mı́nimos de energia da banda de condução não estão

localizados no centro da zona de Brillouin (ponto Γ) possuem massa efetiva anisotrópica.

A massa efetiva nada mais é que o inverso da parabolocidade da curva de dispersão E×k

no espaço tridimensional da rede rećıproca na proximidade dos pontos de mı́nima energia.

Sendo assim, as massas dos elétrons no Si e Ge podem ser representadas por duas massas

efetivas, uma na direção longitudinal (menor parabolicidade), chamada de ml, e outra na

direção tranversão, chamada de mt. Como tratam-se de massas efetivas direcionais, não

se pode usá-las diretamente para calcular os estados de energia dos PQs. Alguns autores

consideram uma massa efetiva isotrópica a partir de uma media harmônica das massas

efetivas direcionais usando a seguinte expressão [82]:

m∗ = 3
(

1

ml

+
2

mt

)−1
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Os valores das massas efetivas e de outras quantidades importantes dos materiais inves-

tigados nesta dissertação são mostrados na tabela 4:

Tabela 6: Massas efetivas e constante dielétrica dos materiais investigados neste trabalho.
Material ml/m0 ml/m0 m∗ ε/ε0

Si 0.91 0.19 0.27 11.7
Ge 1.64 0.082 0.118 15.8

SiO2 0.5 3.8
HfO2 0.12 25

O objetivo deste caṕıtulo é (i) descrever os resultados obtidos para os estados de

energia de uma única part́ıcula confinada em PQs, (ii) descrever a interação coulombiana

entre pares de elétrons em diferentes orbitais, (iii) a energia de troca dos elétrons e (iv)

como estas contribuições energéticas se combinam para formar a energia total do gás de

elétrons confinados no PQ, e outras quantidades importantes como o potencial qúımico e

a energia adicional necessária para confinar um elétron adicional nos PQs.

4.1 Estados de energia de uma única part́ıcula

A Figura 18 mostra os estados de energia Enl de PQs de Si e Ge com barreiras infinitas

em função do raio do PQ. Nesta figura, estão presentes os estados para os seguintes

números quânticos 1 ≤ n ≤ 3 e l = s, p, d. Como a diferença essencial estre estes dois

casos advém da massa efetiva, os estados de enegia do PQ de Ge são maiores devido a

massa efetiva menor. Devido a grande diferença das massas efetivas, quanto menor o raio

do PQ maiores são as diferenças de energia entre os dois materiais. No caso particular

do estado 1d para um raio a = 3 nm, nota-se que no Si, este estado de energia é de

aproximadamente 0.5 eV, enquanto no Ge ele é de aproximadamente de e 0.75 eV.

Em ponto quânticos com barreiras finitas, outros parâmetros como a altura das bar-

reiras e a massa efetiva dos elétrons nas barreiras definem a extensão de penetração da

função de onda na barreira, e consequentemente o estado de energia dentro do PQ. Os

estados de energia para PQs de Si/SiO2, Si/HfO2, Ge/SiO2 e Ge/HfO2 em função do raio

do PQ são mostrados na Fig. 19. A barreira do SiO2 é de aproximadamente 3.2 eV e

do HfO2 é de 1.5 eV tanto para o Si quanto para o Ge. Observa-se que os estados do

PQ Si/SiO2 são ligeiramente menores que no PQ com barreiras infinitas. Enquanto os

estados de energia do PQ Ge/SiO2 são foremente desviados para baixo. No caso dos PQs

Si/HfO2, observa-se um fato interessante. Para PQ’s pequenos (a ≤ 5 nm), o número

máximo de estados permitidos de energia é 7, o que limita bastante o número de elétrons
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a) b)

Figura 18: Autoestados de energia de PQs de Si (esq.) e Ge (dir.) com barreiras infinita.

confinados dentro dos PQs. Devido a dependência Enl ∝ a−n (n ≤ 2), mais estados de

energia cabem dentro do PQ a medida que o raio aumenta.

Figura 19: Autoestados de energia em PQs de Si (esq.) e Ge (dir.) com barreiras finitas
de confinamento. A linha cont́ınua (tracejada) indica que o meio externo é SiO2 (HfO2).

Uma outra quantidade que possui grande influência na energia total de um sistema

de N elétrons confinados é a extensão espacial das funções de onda. Quanto maior a

extersao espacial das funções de onda, menor a energia de repulsão eletrostática das nuvens

eletrônicas, uma vez que elas tem mais espaço para se acomodar e minimizar a repulsão.

Portanto, além dos ńıveis de energia individuais, as massas efetivas e confinamento das

barreiras são determinantes no cálculo da energia total de elétrons confinados em PQs.

A Fig. 20 compara as funções de onda para os estados n = 1 e l = 0, 1 para PQs de Si,

Si/SiO2 e Si/HfO2. Devido a condição de contorno Ψnl(0) = 0, as funções de onda no PQ

com barreira infinita possuem a menor extensão espacial. Como o HfO2 possui a menor

barreira de confinamento, as funções de onda neste sistema apresentam a maior extensão
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espaical. Consequentemente, espera-se que as energias de repulsão eletrostática no PQ

com barreiras infinitas sejam as maiores, e no sistema com HfO2 sejam as menores.
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Figura 20: Funções de onda para l = 0 (esq.) e l = 1 (dir.) em PQs de Si com barreira
infinita (linha cont́ınua), Si/SiO2 (pontilhada) e Si/HfO2 (tracejada). O número quântico
principal é n = 1.

4.2 Repulsão coulombina e energia de troca

A interação coulombiana entre dois elétrons é mostrada na Fig. 21. Como é de se

esperar, a energia de repulsão diminui com o aumento do tamanho do PQ. Observa-se

também que a repulsão entre estados com diferentes números quânticos possuem prati-

camente a mesma dependência funcional, com excessão de um deslocamento vertical. De

fato, esta figura mostra que a maior energia de repulsão é observada nos PQs com bar-

reiras infinitas, e a menor é observada nos PQs envoltos em HfO2. A energia de repulsão

é ligeiramente menor nos PQs de Ge devido ao fato de que a constante dielétrica deste

material é maior que a do Si. Observa-se também que, quanto mais nodos houverem nas

funções de onda, menor é a energia de repulsão. Baseado nesta observação, espera-se que

a repulsão eletrostática entre elétrons ocupando orbitais d seja ainda menor que a energia

de repulsão entre elétrons ocupando orbitais p.

A energia de troca em função do raio do PQ é mostrada na Fig. 22. A energia de troca

é nula para elétrons ocupando o mesmo orbital, por isso a figura mostra somente a esta

quantidade para elétrons ocupando diferentes orbitais. A energia de troca é muito pequena

mesmo para PQs tão pequenos quanto 4 nm. Portanto, espera-se que sua contribuição na

energia total seja praticamente despreźıvel.
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Figura 21: Energia de repulsão coulombiana entre elétrons em PQs de Si (esq.) e Ge (dir.).
As linhas preta, vermelha e azul indicam a repulsão entre orbitais 1s-1s, 1s-1p e 1p-1p,
respectivamente. A linhas cont́ınua, tracejada e pontilhada indicam PQs recobertos por
SiO2, HfO2 e por barreiras infinitas, respectivamente.

Figura 22: Energia de troca entre elétrons em PQs de Si (esq.) e Ge (dir.). As linhas preta,
vermelha e azul indicam a repulsão entre orbitais 1s-1p, 2s-2p e 1s-1d, respectivamente.
A linhas cont́ınua, tracejada e pontilhada indicam PQs recobertos por SiO2, HfO2 e por
barreiras infinitas, respectivamente.

4.3 Energia total

A dependência da energia total com o número de elétrons confinados em PQs de Si

e Ge com barreiras infinitas, SiO2 e HfO2 é mostrada na Fig. 23. Em todos os casos

foi utilizado um PQ com 6 nm de diâmetro. Observa-se que a energia total é maior

nos PQs feitos de Ge. Com exceção dos PQs envoltos em HfO2, nos quais a diferença

é praticamente imperceptivel. Esta é uma evidência de que os efeitos do confinamento

podem ser mais fortes que o efeito da repulsão coulombiana. Este argumento baseia-se no

fato de que a massa efetiva maior do Ge resulta em estados confinados de maior energia.
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Por outro lado, o Ge possui uma constante dielétrica maior que a do Si, fazendo que a

energia de reulsão coulombiana seja menor devido ao fator ε−1 nas integrais de Coulomb.

Obviamente, este argumento só é válido se as extensão espacial das funcões de onda seja

iguais. Mas este é justamente o caso, uma vez que as barreiras de confinamento são as

mesmas para Si e Ge. No caso dos PQs envoltos em HfO2, as barreiras de confinamento

mais baixas fazem com que a diferença nas energias de confinamento entre PQs de Ge e

Si sejam menores, a ponto de que a energia de repulsão maior nos PQs de Si compensem

essa diferença fazendo com que a diferença entre as energias totais sejam praticamente

despreźıveis.

1s 1p 1d

V =3.2 eV0

V =1.5 eV0

Figura 23: Dependência da energia total com o número de elétrons confinados em PQs de
Si e Ge com diâmetro de 6 nm. Para efeito de comparação, as barreiras de confinamento
do SiO2 (3.2 eV) e HfO2 (1.5 eV) são mostradas como linhas horizontais.

O preenchimento dos estados de energia começa da seguinte forma. Os dois primeiros

elétrons ocupam o estados 1s, os próximos seis elétrons ocupam os estados 1p (px,py,pz),

e os últimos quatro elétrons ocupam o estado 1d que, pode conter até dez elétrons. Neste

cálculo, não foi considerado a existência da degenerescência dos vales de energia na banda

de condução. A Fig. 23 também mostra a altura da barreira de confinamento do PQ para

efeitos comparativos. Em prinćıpio, pode-se pensar que o cruzamento desta linha com o

gráfico da energia total indica o número máximo de elétrons que podem ser confinados

dentros dos PQs. Contudo, um simples argumento mostra que isso não é verdade. A

Fig. 19 mostra que um PQ Si/HfO2 de 6 nm de diâmetro possui 7 estados confinados:

1s(≈ 0.1 eV), 1p (≈ 0.25 eV), 1d (≈ 0.5 eV), 2s (≈ 0.6 eV), 2p (≈ 0.75 eV), 2d (≈ 1.2
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eV) e 3s (≈ 1.5 eV) na ordem de estados de energia. Se levarmos em conta que a energia

total é calculada como sendo a soma das energias individuais de confinamento mais as

contribuições de repulsão coulombiana, e as contribuições de troca, somente as energias

individuais de confinamento dos estados s levaria a uma energia total de aproximadamente

3.3 eV, ou seja, mais que o dobro da energia de confinamento da barreira HfO2.

Os valores de energia total aqui calculados foram comparados com outros resultados

na literatura no qual a energia de um sistema de elétrons confinados em PQs foi calculado

usando-se a Teoria do Funcional da Densidade (DFT) dentro da aproximação da densidade

local (LDA). Os resultados obtidos pelo método de Hartree-Fock nào auto-consistente

reproduzem razoavelmente bem os dados obtidos com o sofisticados método DFT [82].

A diferença de energia é atribúıda a energia de correlação, que está ausente em nosso

modelo.

À medida que os elétrons vão sendo confinados nos PQs o seu potencial qúımico

também sofre modificações. Conceitualmente, o potencial qúımico é definido como a

energia do mais alto estado de energia ocupado por a uma temperatura de 0 K. Pode-se

ainda relacionar o potencial qúımico de um PQ como uma espécie de ńıvel de Fermi local.

Matematicamente, o potencial qúımico é definido como:

µ(N) =
∂E(E)

∂N
' E(N)− E(N − 1) (4.2)

onde E(N) representa a energia total dos estado fundamental dos N elétrons confinados

no PQ. A Fig. 24 mostra os potenciais qúımicos do PQs investigados nessa dissertação.

A Figura mostra que a tendência de crescimento do potencial qúımico com o número de

elétrons confinados é bem mais suave que a tendência de crescimento da energia total.

Por exemplo, enquanto a energia total de um sistema de 12 elétrons confinados em PQs

Ge/SiO2 é da ordem de 18 eV, o potencial qúımico do mesmo sistema é da ordem de

0.6 eV. Esta é exatamente a energia do último estado confinado em T = 0 K. Portanto,

pode-se definir a seguinte condição para o número máximo de elétrons confinados em

um PQ. Se µ(N + 1) − V0 > 0, então o sistema possui N elétrons confinados em T =

0K. Obviamente, para T > 0, existe a uma probabilidade não nula de ocorrer transições

eletrônicas no sistema, e se µ(N) ≤ V0, alguns elétrons podem ser excitados para os

estados de-localizados do cont́ınuo e serem ejetados do PQ. A figura também mostra que

o potencial qúımico dos PQs de Ge são maiores que nos PQ de Si. Com relação ao efeito

do meio externo, o potencial qúımico de PQs envoltos por HfO2 é maior que nos PQs
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envoltos por SiO2.

Figura 24: Dependência do potencial qúımico com o número de elétrons confinados em
PQs de Si e Ge com diâmetro de 6 nm.

Uma quantidade importante para o carregamento de elétrons em pontos quânticos é

a energia adicional. Conceitualmente, a energia adicinal é definida como a quantidade de

energia a ser fornecida ao sistema (através de contatos elétricos externos, por exemplo)

para adicionar mais um elétron ao sistema. Este parâmetro é tão crucial para dispositivos

quânticos como a voltagem limiar é para dispositivos MOS. Mantendo-se todos os outros

parâmetros do sistema inalterados, a energia adicional é dada por:

Ea(N) = µ(N + 1)− µ(N). (4.3)

A Fig. 25 mostra a energia adicional em função do número de elétrons confinados em

PQs de Si e Ge. Esta quantidade oscila fortemente entre o intervalo de 0 e 0.35 eV, mas

apresenta uma tendência de queda a medida que o número de elétrons confinados aumenta.

Interessante notar que para poucos elétrons confinados, a energia adicional é maior em

PQsde Ge, mas quando o número de elétrons confinados aumenta muito a energia adicional

é maior para PQs recobertos de HfO2. É interessante notar também que, se levarmos em

conta que o efeito do bloqueio de Coulomb só aparece quando Ea >> 3/2kBT , em PQs

de 6 nm de diâmetro só será posśıvel observar este efeito quando houver poucos elétrons

confinados.
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Figura 25: Dependência da energia adicional com o número de elétrons confinados em
PQs de Si e Ge com diâmetro de 6 nm.

4.4 Efeito da Degenerência

Nesta seção vamos considerar a degenerência dos vales de energia da banda de condução

do Si e do Ge. O Si apresenta degenerescência sextupla do mı́nimo da banda de condução,

já o Ge presenta degenerescência quartupla do mı́nimo da banda de condução. O esquema

de ocupação dos elétrons é bastante afetado quando se leva em consideração os vales de-

generados. Para o Si pode-se armazenar 12 elétrons para o orbital 1s, 36 elétrons para

o orbital 1p, no caso do Ge pode-se armazenar 8 elétrons para o orbital 1s e 24 elétrons

para o orbital 1p. A Fig. 26 mostra a dependência da energia total com o número de

elétrons confinados em PQs de Si e Ge com barreiras infinitas, SiO2 e HfO2. Em todos

os casos foi utilizado um PQ com 6 nm de diâmetro. De modo semelhante a seção 4.3

pode-se observar que a energia total é maior nos PQs feitos de Ge.

O preenchimento dos estados de energia começa da seguinte forma. Para o Si os dozes

elétrons ocupam o estados 1s, já o Ge os oito primeiros elétrons ocupam o estados 1s e

os próximos quatro elétrons ocupam os estados 1p (px,py,pz). Pode-se observar a energia

total obtida considerando a degenerência dos vales de energia da banda de condução do

Si e do Ge é bem próxima ao resultado da literatura.

A Fig. 27 mostra a relação entre a energia de confinamento Ec e a energia de energia

de repulsão coulombiana Er en função do número de elétrons. Em prinćıpio a energia
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V0=1.5 eV

V0=3.2 eV

Figura 26: Dependência da energia total com o número de elétrons confinados em PQs de
Si e Ge com diâmetro de 6 nm. Para efeito de comparação, as barreiras de confinamento
do SiO2 (3.2 eV) e HfO2 (1.5 eV) são mostradas como linhas horizontais.
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Figura 27: Dependência do potencial qúımico com o número de elétrons confinados em
PQs de Si e Ge com diâmetro de 6 nm.

de confinamento é maior do que a energia de repulsão coulombiana, mas a medida que

o número de elétrons confinamento aumenta a energia de repulsão coulombiana torna-se

maior do que a energia de confinamento. Devemos observar que a relação entre a energia
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de confinamento e a energia de energia de repulsão coulombiana Ec/ER ∝ 1/r. Isso

significa que para muitos elétrons confinados no PQ a energia de repulsão coulombiana

torna-se mais importante do que a energia de confinamento.
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Figura 28: Dependência do potencial qúımico com o número de elétrons confinados em
PQs de Si e Ge com diâmetro de 6 nm.

A Fig. 28 mostra o potencial qúımico com o número de elétrons confinados em PQs de

Si e Ge com diâmetro de 6 nm. Pode-se observar que os potenciais qúımico em prinćıpio

se aproxima de retas. Através do potencial pode-se saber o número máximo de elétrons

armazenar no PQ. Para os PQs envolvidos com SiO2 podemos armazenar mais do que

doze, já para os PQ envoltos com HfO2, para o Si pode-se armazenar cerca de nove

elétrons e para o Ge pode-se armazenar cerca de oito elétrons. Essa resulto era esperado

pois a altura da barreira de SiO2 é maior do que HfO2.

A Fig. 29 mostra a energia adicional em função do número de elétrons confinados

em PQs de Si e Ge. Esta quantidade oscila entre o intervalo de 0.18 e 0.188 eV, mas

apresenta uma tendência constante quando o número de elétrons confinados aumenta. é

interessante notarmos que energia adicional é maior para os PQs envoltos com HfO2.
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Figura 29: Dependência da energia adicional com o número de elétrons confinados em
PQs de Si e Ge com diâmetro de 6 nm.
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5 Conclusões e perspectivas

Neste trabalho, as propriedades eletrônicas de pontos quânticos contendo muitos

elétrons foram investigadas utilizando-se uma versão simplificada do método Hartree-Fock

na qual a energia total é calculada a partir dos estados quânticos de energia de uma única

part́ıcula. Neste modelo, as energias de repulsão são superestimadas devido a fato de que a

correlação eletrônica não é calculada de maneira precisa. Para isso, seria necessário usar o

formalismo de Hartree-Fock autoconsistente, cuja complexidade computacional aumenta

enormemente quando o número de part́ıculas confinadas cresce. Contudo, este modelo

mostrou-se comparável a modelos mais sofisticados baseados na Teoria do Funcional da

Densidade. As principais conclusões acerca deste trabalho são enumeradas a seguir:

• Para os tamanhos de pontos quânticos investigados (6 nm) a energia total nos pontos

quânticos de Ge é maior que nos de Si. Com exceção dos PQs envoltos em HfO2,

nos quais a diferença é praticamente imperceptivel. Esta é uma evidência de que os

efeitos do confinamento podem ser mais fortes que o efeito da repulsão coulombiana.

Este argumento baseia-se no fato de que a massa efetiva maior do Ge resulta em

estados confinados de maior energia. Por outro lado, o Ge possui uma constante

dielétrica maior que a do Si, fazendo que a energia de reulsão coulombiana seja

menor devido ao fator ε−1 nas integrais de Coulomb. Obviamente, este argumento

só é válido se as extensão espacial das funcões de onda seja iguais. No caso dos

PQs envoltos em HfO2, as barreiras de confinamento mais baixas fazem com que a

diferença nas energias de confinamento entre PQs de Ge e Si sejam menores, a ponto

de que a energia de repulsão maior nos PQs de Si compensem essa diferença fazendo

com que a diferença entre as energias totais sejam praticamente despreźıveis.

• O potencial qúımico dos PQs de Ge são maiores que nos PQ de Si. Com relação ao

efeito do meio externo, o potencial qúımico de PQs envoltos por HfO2 é maior que

nos PQs envoltos por SiO2. O potencial qúımico é definido como a energia do mais
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alto estado de energia ocupado por a uma temperatura de 0 K. Portanto, pode-se

definir a seguinte condição para o número máximo de elétrons confinados em um

PQ. Se µ(N +1)−V0 > 0, então o sistema possui N elétrons confinados em T = 0K.

Para T > 0, existe a uma probabilidade não nula de ocorrer transições eletrônicas

no sistema, e se µ(N) ≤ V0, alguns elétrons podem ser excitados para os estados

de-localizados do cont́ınuo e serem ejetados do PQ.

• A energia adicional oscila fortemente entre o intervalo de 0 e 0.35 eV, mas apresenta

uma tendência de queda a medida que o número de elétrons confinados aumenta.

Interessante notar que para poucos elétrons confinados, a energia adicional é maior

em PQs de Ge, mas quando o número de elétrons confinados aumenta muito a en-

ergia adicional é maior para PQs recobertos de HfO2. É interessante notar também

que, se levarmos em conta que o efeito do bloqueio de Coulomb só aparece quando

Ea >> 3/2kBT , em PQs de 6 nm de diâmetro só será posśıvel observar este efeito

quando houver poucos elétrons confinados.

• Os valores de energia total calculados foram comparados com outros resultados na

literatura no qual a energia de um sistema de elétrons confinados em PQs foi calcu-

lado usando-se a Teoria do Funcional da Densidade (DFT) dentro da aproximação da

densidade local (LDA). Os resultados obtidos pelo método de Hartree-Fock nào auto-

consistente reproduzem perfeitamente os dados obtidos com o sofisticados método

DFT [82]. A diferença de energia é atribúıda a energia de correlação, que está

ausente em nosso modelo.

As perspectivas deste trabalho são:

• Calcular o número máximo de elétrons que podem caber em pontos quânticos de

diferentes tamanhos e geometrias.

• Comparar as contribuições das energias de confinamento e de repulsão nos limites

extremos de pontos quânticos grandes e pequenos.

• Levar em conta o efeito da constante dielétrica da barreira.

• Implementar o modelo de Hartree-Fock auto-consistente e fazer uma comparação

sistemática com a energia total obtida via DFT.
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