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Hay golpes en la vida, tan fuertes ... jYo no sé!
Golpes como del odio de Dios; como si ante ellos,
la resaca de todo lo sufrido

se empozara en el alma... Yo no sé!

Son pocos; pero son... Abren zanjas obscuras
en el rostro mds fiero y en el lomo mads fuerte.
Seran talvez los potros de bdrbaros atilas;

o0 los heraldos negros que nos manda la Muerte.

Son las caidas hondas de los Cristos del alma,

de alguna fe adorable que el Destino blasfema.

Esos golpes sangrientos son las crepitaciones

de algun pan que en la puerta del horno se nos quema.

Y el hombre... Pobre... pobre! Vuelve los ojos, como
cuando por sobre el hombro nos llama una palmada;
vuelve los ojos locos, y todo lo vivido

se empoza, como charco de culpa, en la mirada.

Hay golpes en la vida, tan fuertes... Yo no sé!

César Vallejo,
Los Heraldos Negros (1918).



RESUMO

Nesta tese estudamos varios aspectos da geometria de variedades de
Lorentz conformemente estacionarias e, particularmente, de espacos general-
izados de Robertson-Walker, sob a presenca de um campo vetorial conforme
fechado. Inicialmente, nés desenvolvemos um estudo sobre a r-estabilidade e
a r-estabilidade forte de hipersuperficies tipo-espaco fechadas em ambientes
conformemente estaciondrios de curvatura seccional constante; mais precisa-
mente, nés obtemos uma caracterizacao das hipersuperficies r-estaveis pelo
primeiro autovalor de um certo operador eliptico naturalmente associado a
sua r-ésima curvatura, bem como classificamos as hipersuperficies fortemente
r-estaveis por meio de uma condicao adequada sobre o fator conforme do
campo conforme do ambiente. Em seguida, estabelecemos teoremas gerais
tipo-Bernstein para hipersuperficies tipo-espaco em variedades de Lorentz
conformemente estacionarias, um dos quais nao exige que a hipersuperficie
possua curvatura média constante. Finalmente, estendemos para variedades
de Lorentz conformemente estacionarias um resultado de J. Simons sobre a
minimalidade de certos cones em espacos Euclidianos, e aplicamos este re-
sultado para construir subvariedades minimas completas e nao-compactas no
espago de de Sitter e no espago anti-de Sitter.
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ABSTRACT

In this thesis we study several aspects of the geometry of conformally sta-
tionary Lorentz manifolds and, more particularly, of generalized Robertson-
Walker spaces, under the presence of a closed conformal vector field. We
initiate by focusing our study on the r-stability and on the strong r-stability
of closed spacelike hypersurfaces of conformally stationary ambient spaces
of constant sectional curvature; more precisely, we obtain a characterization
of the r-stable ones by means of the first eigenvalue of a suitable elliptic
operator naturally associated to its r-th mean curvature, as well classify the
strongly r-stable ones by means of an appropriate condition on the confor-
mal factor of the conformal vector field on the ambient space. Following,
we establish general Bernstein-type theorems for spacelike hypersurfaces of
conformally stationary Lorentz manifolds, one of which does not require the
hypersurface to be of constant mean curvature. We end by extending, to
conformally stationary Lorentz manifolds, a result of J. Simons on the mi-
nimality of certain cones in Euclidean spaces, and apply this result to build
complete, non-compact minimal submanifolds in the de Sitter space and in
the anti-de Sitter space.
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Capitulo 1

Introducao

Uma classe importante de variedades de Lorentz é aquela formada pelas
chamadas variedades de Lorentz estacionarias. Seguindo o Capitulo 6 de [29],
dizemos que uma variedade de Lorentz é estacionaria se existe um grupo a um
parametro de isometrias cujas érbitas sao curvas tipo-tempo; para espagos-
tempo, este grupo de isometrias expressa a simetria da translacao segundo
o parametro temporal. Do ponto de vista matematico, uma variedade de
Lorentz estaciondaria é simplesmente uma variedade de Lorentz munida de
um campo de Killing tipo-tempo, e uma generalizacao natural desse conceito
é uma variedade de Lorentz conformemente estaciondria, a saber, uma va-
riedade de Lorentz munida de um campo vetorial tipo-tempo conforme (para
mais detalhes deste conceito veja a Segao 2.3).

Nosso interesse em variedades de Lorentz conformemente estacionarias é
devido ao seguinte fato: com uma mudanca conforme adequada da métrica, o
campo vetorial conforme transforma-se num campo de Killing, de modo que
a nova variedade de Lorentz torna-se estaciondria (uma prova deste resultado
pode ser encontrada no Capitulo 1 de [18]).

O objetivo principal deste trabalho é estudar a geometria de subva-
riedades imersas em variedades de Lorentz conformemente estacionarias mu-
nidas de um campo vetorial conforme fechado, e isso é feito com base na
analise de trés diferentes problemas:

e Como obter critérios de r-estabilidade para hipersuperficies fechadas
tipo-espago?

e Como formular resultados gerais tipo-Bernstein?
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o Como construir subvariedades minimas?

A nocao de estabilidade de hipersuperficies de curvatura média constante
em variedades Riemannianas foi apresentada inicialmente por J. L. M. Bar-
bosa e M. do Carmo em [4], e J. L. M. Barbosa, M. do Carmo e J. Eschen-
burg, em [5], onde eles revelaram que as esferas sao os tinicos pontos criticos
estaveis do funcional area para variagoes que preservam o volume.

No contexto Lorentziano, em 1993, J. L. M. Barbosa e V. Oliker, em [7],
obtiveram um resultado semelhante, mostrando que hipersuperficies tipo-
espago com curvatura média constante em variedades de Lorentz sao também
pontos criticos do funcional area de variagoes que mantém o volume cons-
tante. Eles também obtiveram a féormula da segunda variagao e mostraram,
para o espaco de Sitter ST, que as esferas maximizam o funcional drea para
variagoes que preservam o volume. Mais recentemente, L. Ximin e D. Junlei,
em [32], caracterizaram hipersuperficies tipo-espago fechadas estdveis com
curvatura escalar constante no espaco de Sitter.

A generalizacao natural das curvaturas média e escalar para uma hiper-
superficie de dimensdo n é a r-ésima curvatura H,, parar € {1,--- ,n}. Na
verdade, H; ¢ justamente a curvatura média e Hy define uma quantidade
geométrica relacionada com a curvatura escalar (para mais detalhes sobre as
curvaturas de ordem superior veja a Subsecao 2.2.1).

No contexto de r-ésimas curvaturas, J. L. M. Barbosa e A. G. Colares,
em [6], estudaram hipersuperficies compactas sem bordo em formas espaciais
Riemannianas com r-ésima curvatura constante, caracterizando as mesmas
como pontos criticos de um problema variacional. Além disso, eles formula-
ram um conceito apropriado de r-estabilidade e mostraram que uma hiper-
superficie é r-estavel se, e somente se, é uma esfera geodésica, generalizando
assim os resultados correspondentes ao caso de curvatura média constante.

Aqui, motivados por esses artigos, consideramos hipersuperficies tipo-
espaco fechadas com r-ésima curvatura constante em variedades de Lorentz
conformemente estacionarias, a fim de obter uma relagao entre a nocao de
r-estabilidade (veja Definigao 3.7) e o espectro de um certo operador eliptico
naturalmente ligado as r-ésimas curvaturas das hipersuperficies. Nossa abor-
dagem ¢é baseada na utilizacao das transformacoes de Newton P, e de seus
operadores diferenciais de segunda ordem associados L, (para mais detalhes
veja a Subsecao 2.2.2). Mais precisamente, provamos o seguinte resultado.
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. antl .
Teorema 1.1. Seja M,  uma variedade de Lorentz conformemente esta-
ciondria de curvatura seccional constante ¢ e munida de um campo veto-
rial conforme V. Suponha que divy; V' nao € identicamente nulo em M"

e, também, que existe um campo de Killing W definido em M:H. Seja
x: M" — M:H uma hipersuperficie tipo-espaco fechada com (r + 1)-ésima
curvatura constante positiva H,,, tal que

n n n
A=c(n—r) <T)HT —nH, <r N 1)Hr+1 —(r+2) (r N 2)Hr+2

¢ constante. Entao x € r-estdvel se, e somente se, X\ € o primeiro autovalor
de L. em M™.

Como aplicacao desse resultado, obtemos caracterizacoes de hipersuper-
ficies tipo-espago fechadas r-estaveis quando a variedade ambiente é um
espaco de Robertson-Walker generalizado (GRW) ou um espago de Sitter
(veja Corolario 3.15 e Corolario 3.18, respectivamente).

Seguindo ainda com a nogao de estabilidade, em [8], A. Barros, A. Brasil e
A. Caminha estudaram o problema da estabilidade forte (isto é, estabilidade
com respeito a variagoes que nao necessariamente preservam o volume) para
hipersuperficies tipo-espago com curvatura média constante em um espacgo
GRW. Mais recentemente, F. Camargo, A. Caminha, M. da Silva e H. de
Lima, em [13], estenderam tal estudo a hipersuperficies tipo-espago com -
ésima curvatura constante, no mesmo tipo de ambiente, obtendo uma carac-
terizacao de slices tipo-espago r-mdzimos, isto é, com (r+1)-ésima curvatura
nula.

Aqui, obtemos um critério de r-estabilidade forte (veja Definicao 3.9)
para hipersuperficies tipo-espago fechadas com r-ésima curvatura constante
em uma variedade de Lorentz conformentente estaciondria e temporalmente
geodesicamente completa, isto é, em uma variedade de Lorentz conformentente
estacionaria cujas geodésicas tipo-tempo estao definidas para todos os va-
lores do parametro tempo (cf. Defini¢ao 6.3 de [10]). Mais precisamente,
mostramos o seguinte resultado, que estende os resultados obtidos em [8] e
em [13].

. mntl .
Teorema 1.2. Seja M,  uma variedade de Lorentz conformemente esta-
ciondria, temporalmente geodesicamente completa e de curvatura seccional
constante c, dotada de um campo vetorial conforme fechado V' com fator
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conforme . Seja ainda r : M" — MZH uma hipersuperficie tipo-espaco
fechada e fortemente r-estdvel. Suponha que 1 verifica a condi¢ao

H, o

Wa > max{H, 11,0},

ondet € R denota o parametro do fluxo de V' e H; denota a j-ésima curvatura
de M. Se o conjunto onde b = 0 tem interior vazio em M™, entao ou M"™ é
r-mdrima ou M™ ¢é uma folha de V+.

Neste tltimo resultado, V+ denota a distribucao de campos ortogonais
ao campo conforme fechado da variedade ambiente (para mais detalhes sobre
esta distribugao veja a Secao 2.3).

No que se refere a resultados tipo-Bernstein, em [17], A. Caminha, P.
Sousa e F. Camargo obteveram em espacos Euclidianos um teorema tipo-
Bernstein para graficos cuja curvatura média nao muda de sinal, mas pode
ser nao constante. Depois, em [16], A. Caminha estudou a geometria de
campos conformes fechados em ambientes Riemannianos, obtendo, no caso
em que os ambientes Riemannianos tém curvatura de Ricci nao-negativa e
possuem um campo vetorial paralelo e um campo vetorial homotético nao
paralelo (para uma definicdo destes conceitos veja a Segdo 2.3), um con-
junto de condigoes suficientes para que hipersuperficies orientadas comple-
tas e com segunda forma fundamental limitada sejam totalmente geodésicas.
Ainda neste trabalho, o autor estabeleceu, a partir de um conjunto adequado
de hipéteses, a umbilicidade de hipersuperficies orientadas completas de cur-
vatura média constante e segunda forma fundamental limitada em variedades
Riemannianas com curvatura de Ricci nao-negativa que possuem um tnico
campo vetorial homotético.

Neste trabalho, estudamos o problema correspondente quando o ambiente
é Lorentziano. Mais precisamente, consideramos hipersuperficies tipo-espaco
completas imersas numa variedade de Lorentz conformemente estacionaria
com curvatura de Ricci nao-negativa e munida com dois campos de vetores:
um paralelo e outro homotético nao-paralelo. Se, além disto, a segunda forma
fundamental da hipersuperficie for limitada e o campo paralelo satisfizer uma
condicao apropriada, obtemos o seguinte resultado.

. =n+l .
Teorema 1.3. Seja M uma variedade de Lorentz conformemente esta-
ctondria, com curvatura de Ricci nao-negativa e munida com um campo veto-
rial paralelo V' e um campo vetorial homotético e nao-paralelo W. Considere

4
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uma hipersuperficie tipo-espaco completa, conera e orientada x : M" —
M. Se a norma da sequnda forma fundamental de x for limitada, a
norma da projecao ortogonal de V' sobre M™ for integravel e a curvatura

média de M"™ nao mudar de sinal, entao:

(a) M™ € totalmente geodésica e a curvatura de Ricci de M na diregao
do campo normal unitario N de M™ ¢ identicamente nula.

(b) Se M™ for nao-compacta e a curvatura de Ricci de M™ também for
nao-negativa, entao x(M™) estd contida em uma folha de V=*.

E importante frisar que neste tultimo resultado nao exigimos que a hiper-
superficie em questao tenha curvatura média constante.

Além disso, com o auxilio de um refinamento de um resultado de S. T.
Yau, (c.f. [30], onde ele obteve uma versao do Teorema de Stokes para va-
riedades Riemannianas completas e nao-compactas) encontrado na Proposigao
2.1 de [16], obtemos, em variedades de Lorentz conformemente estaciondrias
com curvatura de Ricci nao-negativa e munida de um campo homotético, o
seguinte resultado.

Teorema 1.4. Seja M uma variedade de Lorentz conformemente esta-
ciondria, com curvatura de Ricci nao-negativa e munida de um campo ve-
torial homotético V. Seja x : M™ — M uma hipersuperficie tipo-espaco
orientada, completa e conexa. Se a norma da sequnda forma fundamental de
x for limitada, a norma da projecao ortogonal de V' sobre M for integrdvel e
a curvatura média de x for constante em M"™, entao x € totalmente umbilica
e a curvatura de Ricci de M na dire¢ao de N € identicamente nula.

Como caso particular, damos no Colorario 4.7 uma versao deste tltimo
resultado quando a variedade ambiente é um GRW, obtendo como aplicacao
uma classificagao, em L"™! de gréficos radiais tipo-espago sobre H" (veja
Corolario 4.8). Esta classificacdo estende um resultado de A. Barros e P. A.
Sousa (dado em [9]) sobre gréfios radiais definidos em S™.

Continuando a descri¢ao dos resultados deste trabalho, em [28], J. Simons
mostrou como construir imersoes isométricas com vetor curvatura média pa-
ralelo no espaco Euclidiano R"***! partindo de imersoes minimas ¢ : M™ —
S"+k na esfera.

Neste trabalho, estendemos esse resultado de J. Simons para uma va-
riedade de Lorentz conformemente estaciondria munida de um campo vetorial
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conforme fechado e aplicamos este fato para construir imersoes Lorentzianas
minimas quando o espaco ambiente ou é de curvatura seccional constante ou
tem curvatura de Ricci nula na direcao do campo conforme fechado. Mais
precisamente, mostramos o seguinte resultado.

Teorema 1.5. Seja M wma variedade de Lorentz conformemente esta-
ciondria com campo vetorial conforme fechado V' de fator conforme 1. Seja
YR wuma folha totalmente umbilica da distribuicdo ortogonal V+: e p : M™ —
Y HF wma imersdo isométrica, onde M™ é uma variedade Riemanniana com-

——n+k+1 .
pacta. Suponha que M tem curvatura seccional constante ou a cur-

vatura de Ricci de M satisfaz Ricgp(V) = 0. Se ¢ # 0 em o(M™),
entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) a imersdo o : M™ — ¥k tem vetor curvatura média zero;

(b) se F € o fluzo de V e ® : (—¢,€) x M™ — M ¢ definida por

O(t,q) = F(t,0(q)), entao ® tem vetor curvatura média zero;

(¢) a imersao ® do item (b) tem vetor curvatura média paralelo.

Damos uma versao deste ultimo resultado quando a variedade ambien-
te é um espaco GRW no Corolario 5.3. Além disso, no Corolario 5.4 e
no Corolédrio 5.5 utilizamo-lo para apresentar uma construgao de imersoes
minimas nos espacos de Sitter e anti-de Sitter.

Este trabalho apresenta-se com a seguinte organizacao. No Capitulo 2 es-
tabelecemos as notagoes e fatos preliminares que serao utilizados no decorrer
do texto. Destacamos a Se¢ao 2.3, onde usamos o Lema 2.17 para construir
campos conformes fechados nos espagos de Sitter e anti-de Sitter a partir
de um campo vetorial homotético e um campo vetorial paralelo em espacos
semi-Euclidianos R} de indice p. No Capitulo 3 estudamos e discutimos
os resultados sobre r-estabilidade e r-estabilidade forte de hipersuperficies
tipo-espaco fechadas em variedades de Lorentz conformemente estacionarias.
O Capitulo 4 é dedicado ao estudo de resultados tipo-Bernstein de hiper-
superficies tipo-espaco completas, nao necessariamente de curvatura média
constante, imersas numa variedade de Lorentz conformemente estacionaria
com curvatura de Ricci nao-negativa. Por fim, no Capitulo 5 estendemos o
teorema de J. Simons mencionado anteriormente para variedades de Lorentz
conformemente estacionarias de curvatura seccional constante ou com cur-
vatura de Ricci nula na direcao do campo conforme fechado.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo temos como objetivo estabelecer as notacoes que serao
utilizadas no demais capitulos deste trabalho, bem como os fatos béasicos da
teoria de imersoes isométricas dos quais faremos uso posteriormente. Para
maiores detalhes, indicamos como referéncias [14], [18], [19] e [26].

2.1 Variedades semi-Riemannianas

Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita. Uma forma bilinear
simétricab=(, ): V xV — R é dita

(a) positiva definida, se (v,v) > 0 para todo v € V'\ {0}.
(b) negativa definida, se (v,v) < 0 para todo v € V'\ {0}.
(¢) nao-degenerada, se (v,w) = 0 para todo w € V implica em v = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V', um subespagco W C V é dito
nao-degenerado se by xw : W x W — R for nao-degenerada.

O 7ndice de uma forma bilinear simétrica b sobre V' é a maior dimensao de
um subespaco W C V tal que by xw : W x W — R seja definida negativa.

Dados uma forma bilinear simétrica b sobre V' e um subespago W de V,
definimos o complemento ortogonal W+ de W em V por

W+ ={veV ; (v,w) =0 para todo w € W}.

No seguinte resultado colecionamos alguns fatos relevantes sobre formas
bilineares simétricas (cf. [26], Lema 2.19, Lema 2.22 e Lema 2.23).
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2.1 Variedades semi-Riemannianas

Lema 2.1. Seja b uma forma bilinear simétrica sobre o espaco vetorial de
dimensao finita V, e W um subespaco de V. Entao:

(a) b € ndao-degenerada se e sé se sua matriz com respeito a uma (e entdo
a toda) base de V' for invertivel.

(b) Se W ¢é ndo-degenerado entao  dim(W) + dim(W+) = dim(V) e
WhHt =w.

(¢) W € ndo-degenerado se e s6 se V.=W & WL. Em particular, W é
nao-degenerado se e s6 se W+ for nao-degenerado.

No que segue, supomos que b = (, ) é uma forma bilinear simétrica e
nao-degenerada sobre o espaco vetorial real V. Em relacao a b, dizemos que

veV\{0} &
(1) tipo-tempo, quando (v,v) < 0;
(1) tipo-luz, quando (v,v) = 0;
(7i1) tipo-espago, quando (v, v) > 0.

Analogamente, define-se o que significa para um subespago nao-degene-
rado W de V ser tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espaco. Se v € V '\ {0} néo for
tipo-luz, define-se o sinal €, € {—1,1} de v por

(v, v)
{0, )|

A norma de v € V é Jv| = y/e,(v,v), e v é unitdrio se |v| = 1. Temos
que V admite uma base {e;} ortonormal com respeito a b, isto é, tal que
(€i,e;) = €;0;5, onde ¢; denota o sinal de e; (cf. [26], Lema 2.24). Desse modo,
a expansao ortonormal de v € V' com respeito a {e;} é dada por

n
v = Z (v, e;)e;.
i=1

Seja V' um espacgo vetorial no qual uma forma bilinear simétrica e nao-
degenerada b = (-,-) de indice 1 estd definida, e 7 = {u € V; (u,u) < 0}.
Para cada u € 7, definimos o cone tipo-tempo (ou cone temporal) de V
contendo u por C'(u) = {v € T; (u,v) < 0}.

No seguinte resultado colecionamos alguns fatos sobre cones tipo-tempo
(cf. Lema 1.2.1 de [18], ou ainda Lema 5.26 e Proposic¢ao 5.30 de [26]).

€y =
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2.1 Variedades semi-Riemannianas

Lema 2.2. Nas notacgoes acima, se v,w € T, entao:

(a) O subespago {v}+ € tipo-espago e V = span{v} @ span{v}*. Assim,
T € a unido disjunta de C'(v) e C(—v).

(b) Desigualdade de Cauchy-Schwarz: |(v,w)| > |v||w]|, com igualdade se
e s0 sev e w forem colineares.

(c) Se v e w pertencem ao mesmo cone tipo-tempo de V' entdo existe um
unico numero 0 > 0, chamado angulo hiperbolico entre v e w, tal que

(v,w) = —|v||w| cosh 0.

(d) Se v € C(u) para algum v € T, entao w € C(u) & (v,w) < 0.
Portanto, w € C(v) < v € C(w) & C(v) = C(w).

Voltando nossa atencao a partir de agora a variedades diferencidveis,
temos a seguinte

Definicdo 2.3. Um tensor métrico sobre uma variedade diferencidvel M é
um 2—tensor covariante e simétrico g sobre M, tal que g, € nao-degenerada
para todo p € M. Uma variedade semi-Riemanniana M ¢é um par (M,q),
onde M ¢é uma variedade diferencidvel e G = (-,-) é um tensor métrico de
indice constante sobre M.

Como o indice de § é uma funcdo semi-continua inferiormente de M em
N, temos que ele é constante em toda componente conexa de M. No que
segue, por simplificacio de notacdo, escreveremos M para o par (M,g), (-,-)
para o tensor métrico g de M e v para o seu indice. Quando o indice v de M
é zero, M é simplesmente uma variedade Riemanniana; quando v = 1, M é
denominada uma variedade de Lorentz.

Denotemos, a partir de agora, por X(M) como sendo o conjunto dos
campos de vetores de classe C™ em M e por C*°(M) o anel das funcdes reais
de classe C* definidas em M.

Da mesma forma, assim como ocorre em geometria Riemanniana, o teo-
rema fundamental de Levi-Civita é valido para variedades semi-Riemannianas
(cf. Teorema 3.11 de [26]), garantindo a existéncia, em uma variedade
semi-Riemanniana M, de uma tinica conexao V (a conezdo de Levi-Civita)
simétrica e compativel com o tensor métrico de M. Temos também o seguinte



2.1 Variedades semi-Riemannianas

Lema 2.4 ([26], Lema 3.35). Se M ¢ uma variedade semi-Riemanniana com
conexdo de Levi-Civita V, entdo a aplicacio R : X(M)? — X(M), dada para
XY, Z € X(M) por

R(X,Y)Z = VyVxZ —VxVyZ + v[X,Y]Za
¢ C>(M)-trilinear, sendo denominada o tensor de curvatura de M.
Sempre que p € M [ev,we TpM gerarem um subespaco de dimensao 2
nao-degenerado de T,,M, segue do item (a) do Lema 2.1 que (v,v){w,w) —
(v,w)? # 0. Faz sentido, portanto, a seguinte

Dfﬁnigéo 2.5. Sejam M wma variedade semi-Riemanniana, p € MeoC
T,M um subespaco de dimensao 2 nao-degenerado de T,M. O nimero

(R(v, w)v, w)

(v, v){(w,w) — (v, w)?

K(o) =

independe da base escolhida {v,w} de o, e é denominado curvatura seccional
de M em p, sequndo o.

Uma variedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional constante
em p € M se os niimeros K (o) da defini¢do acima independerem do subes-
paco de dimensao nao-degenerado o de TPM. Se dim(M) > 3 e M tem
curvatura seccional constante, o analogo do teorema de Schur para variedades
semi-Riemannianas (cf. [26], exercicio 21 do Capitulo 3) garante que o valor
de K (o) também independe do ponto p € M escolhido.

Aproximando subespacos de dimensao 2 degenerados o de TpM através de
subespacos nao-degenerados, pode-se mostrar que o fato de M ter curvatura
seccional constante determina seu tensor curvatura R. Mais precisamente
(cf. [26], Coroldrio 3.43), se M tiver curvatura seccional constante ¢, entdo

R(X,Y)Z =c{(X,2)Y — (Y, Z)X}, (2.1)

para todos XY, Z € X(M).
Para o que segue precisaremos também da seguinte

Definicdo 2.6. Uma variedade de Lorentz M ¢ temporalmente orientavel
se existir uma aplicacdo T que associa a cada p € M wm cone tipo-tempo Tp
em T,M, a qual é suave no sequinte sentido: para cada p € M existem uma
vizinhanga aberta U de p e um campo V€ X(U) tais que V(q) € 7, para todo
qeU.
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2.2 Hipersuperficies tipo-espaco

O resultado a seguir torna operacional a definicao anterior.

Lema 2.7 ([26], Lema 5.32). Uma variedade de Lorentz M é temporalmente
orientdvel se, e somente se, existir um campo vetorial tipo-tempo V € X(M).

Sempre que uma variedade de Lorentz M for temporalmente orientavel,
a escolha de uma aplicacao 7 como na Definicao 2.6, ou de um campo ve-
torial tipo-tempo V € X(M) a ela correspondente, serd denominada uma
orientacao temporal para M.

Seja T uma orientacio temporal para M e Y € X(M). Se Y(q) € 7,
(respectivamente, —Y'(¢) € 7,) para todo ¢ € M, dizemos que Y aponta para
o futuro (respectivamente, aponta para o passado). Sendo V € X(M) uma
orientacdo temporal para M, segue do item (¢) do Lema 2.2 que um campo
vetorial tipo-tempo Y sobre M aponta para o futuro (respectivamente, para

o passado) se, e somente se, (Y, V) < 0 (respectivamente, (Y, V) > 0).

2.2 Hipersuperficies tipo-espaco

Ao longo desta secao, M denota uma variedade de Lorentz de dimensao
n+ 1 e com métrica (-, -).

Seja M™ uma variedade suave e conexa de dimensao n. Uma imersao
suave x : M" — M ¢ dita uma hipersuperficie tipo-espaco de M se
a métrica induzida em M™ pela imersao x for Riemanniana. Neste caso,
também denotaremos por (-, -) a métrica de M™. O resultado a seguir garante
que se M for temporalmente orientada, entao suas hipersuperficies tipo-
espago sao necessariamente orientaveis.

Proposicao 2.8 ([14], Proposicao 2.9). Se M™ é uma hipersuperficie tipo-
espaco de uma variedade de Lorentz temporalmente orientada WH, entao
M™ admite um campo vetorial normal unitdirio N € X(M)*, apontando para
o futuro. Em particular, M™ é orientdvel.

Se M for uma variedade de Lorentz temporalmente orientada e x :
M» — M for uma hipersuperficie tipo-espaco, a escolha de um campo
normal unitario N como na proposi¢ao anterior é dita uma orientagcao tem-
poral para M. Diremos ainda que N é a aplica¢ao normal de Gauss de M
apontando para o futuro.

11



2.2 Hipersuperficies tipo-espaco

Ainda em relacgao a situacao do paragrafo anterior, exceto pela métrica,
objetos sem barra se referirao a M™, ao passo que objetos com barra se
.~ —n+1 . - ~ ~ .
referirao a M . Em particular, V e V denotarao as conexoes de Levi-

.. - ——n+1 .
Civita, e R e R os tensores de curvatura de M"™ e M, respectivamente.
Nao é dificil mostrar que

VxY = (VxY)'"

para todos X, Y € X(M) (cf. [26], Lema 4.3), onde (-)" denota a componente
tangente a M. Assim, podemos escrever

VxY =VxY +a(X,Y),

onde a(X,Y) = (VxY)* é a componente normal a M em M. Nao é dificil
provar que a : X(M) x X(M) — X*+(M) é uma aplicagao C>(M)-bilinear e
simétrica (cf. [26], Lema 4.4), denominada a sequnda forma fundamental da
imersao x. Portanto, definindo A : X(M) — X(M) pela igualdade

(AX,Y) = (a(X,Y), N),

para todos X,Y € X(M), obtemos um campo de operadores lineares auto-
adjuntos A, : T,M — T,M, p € M, denominado o operador de forma da
imersao x. E imediato verificar que

AX = -VxN e a(X,Y)=—(AX,Y)N,

para todos X,Y € X(M) (cf. [26], Lema 4.19).

Para referéncia futura, dado p € M, dizemos que os autovalores de A, sao
as curvaturas principais de x em p (em relagdo a orientagdo temporal esco-
lhida para M). Ademais, um ponto p € M é umbilico se todas as curvaturas
principais de x em p forem iguais.

A proposicao a seguir estabelece as equacoes fundamentais que relacionam
as geometrias de M" e M por intermédio da segunda forma fundamental
da imersao. Para uma demonstragao da mesma, veja o Lema 1.3.1 de [18],
ou ainda o Teorema 5 e a Proposicao 33 de [26].

Proposicao 2.9. Sejam M™™ uma variedade de Lorentz temporalmente
orientada de dimensaon+1, x : M" — M uma hipersuperficie tipo-espaco
orientada pela escolha de um campo normal unitdrio N, e A : X(M) — X(M)
o operador de forma correspondente. Para X,Y,7Z € X(M), temos:

12



2.2 Hipersuperficies tipo-espaco

(a) (Equacao de Gauss)
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" + (AY, Z)AX — (AX, Z)AY.

(b) (Equacao de Codazzi)
(R(X,Y)N)" = (VxA)Y — (VyA)X.

Como uma consequéncia imediata deste ultimo resultado temos, para
ambientes de curvatura seccional constante, o seguinte

Corolario 2.10. Nas hipdteses da proposicao anterior, se M tiver cur-
vatura seccional constante ¢ e X, Y, Z, W € X(M), entdo:

(a) (Equacao de Gauss)

(R(X,Y)Z, W) = c{(X, Z2)(Y, W) = (X, W)(V, Z)}

+ (AX, WYAY, Z) — (AX, Z)(AY,W). (2.2)

(b) (Equagdo de Codazzi)
(VxA)Y = (VyA)X. (2.3)

2.2.1 Curvaturas de ordem superior

Em tudo o que segue, M denota uma variedade de Lorentz temporal-
mente orientada de dimensio n +1 ez : M™ — M uma hipersuperficie
tipo-espacgo conexa, orientada pela escolha de uma orientacao temporal N.
Denotamos ainda por A : X(M) — X(M) o operador de forma correspon-
dente.

Dados p € M e 1 < r < n, denote por S,.(p) a r-ésima fun¢do simétrica
elementar dos autovalores de A,, i.e.,

Sr=0r(Ay- s ), (2.4)
onde Aq,...,\, sao os autovalores de A4, e 0, € R[X;,...,X,] é o r-ésimo
polinomio simétrico elementar nas indeterminadas X, ..., X,,.

Pondo Sy = 1, nao ¢ dificil verificar que

det(tl — A) = i(—l)kSkt"‘k (2.5)

k=0
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2.2 Hipersuperficies tipo-espaco

em todo ponto de M, de sorte que obtemos n funcgoes suaves S, : M" — R.
Para 1 < r < n, definimos a r-ésima curvatura H, de x por

(:f) Hy = (=178, = 0,(= Aty —An). (2.6)

Em particular, para r = 1 obtemos
Hy = -2 ix Lir() = m
= — — ; — —— Ur = y
! n<= n

a curvatura média de M", a qual é a principal curvatura extrinseca da hiper-
superficie.

A escolha do sinal (—1)" em (2.6) é motivada pelo fato de que, definindo
o vetor curvatura média por H = HN, temos H(p) > 0 em um ponto p € M
se, e somente se, H(p) estd na mesma orientagao temporal de N(p), i.e.,
(H,N), <0.

Vale observar que Hs define uma quantidade geométrica intimamente rela-
cionada com a curvatura escalar R de M, a qual é um invariante geométrico
intrinseco. Por exemplo, se M tiver curvatura seccional constante c, segue
facilmente da equagao de Gauss (2.2) que

R=n(n—1)(c— H»). (2.7)

Em particular, se n = 2 e denotarmos por Kj,; a curvatura Gaussiana da
superficie tipo-espaco x : M? — M, temos a partir da tltima igualdade
acima que

KM :C—HQ. (28)

Para o que segue, precisamos da seguinte

Definicao 2.11. Em relagao a hipersuperficie x : M"™ — Mnﬂ, dizemos
que um ponto py € M € eliptico se as curvaturas principais de x em pg
forem todas negativas com respeito a uma escolha apropriada da orientac¢dao
temporal de M™.

Utilizando as classicas desigualdades de L. Garding (cf. [22]) e levando
em conta o sinal em nossa definigdo das r-ésimas curvaturas, dado em (2.6),
obtemos o resultado a seguir. Para uma prova do mesmo, veja o Lema 1
de [25] ou a Proposicao 1 de [15].
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2.2 Hipersuperficies tipo-espaco

Lema 2.12. Se a hipersuperficie x : M"™ — M admite um ponto eliptico
e H, € positivo em M™, entao H, >0 em M, para 1 < k <r. Além disso,

Hy > Hy? > HYCY > HY (2.9)

ocorrendo a igualdade em uma qualquer das desigualdades acima somente
nos pontos umbilicos de M.

2.2.2 As transformacgoes de Newton e o operador L,

Continuando a discussao da subsecao anterior, para 0 < r < n definimos
a r-ésima em transformacao de Newton

P X (M) — X (M)
de x pondo Py = I, o operador identidade de X (M), e
p=("Vg1+( " VH_ A+ -+ (")HATT LA (210)
T r—1 1
para 1 < r <n. Uma facil inducao permite verificar que

P = (") H,I+ AP,_, (2.11)
T

para 1 <r < n. Também, segue prontamente de (2.5), (2.10) e do Teorema
de Cayley-Hamilton que P, = 0.

Desde que P. é um polinomio em A, se {e,---,e,} é um referencial
ortonormal local em M, o qual diagonaliza A em p € M, com Ae; = \e;
para 1 < i < n, entdo {ej,---,e,} também diagonaliza P, em p. Ade-

mais, escrevendo Pre; = A .e; para 1 < i < n, nao é dificil verificar (veja a
Proposigao 2.2.1 de [18] ou a Segao 3 de [2]) que

)\i,r = (—1)T Z )\2'1 e )\ir = Z (_)\21) e (_>\i’,‘)7
i1 <<y, G570 i1 <oy 7
e dai que

Nig = (=1)"Sp 4+ NiXi o1

)

para 1 <7 <n (com A\ o= \;).
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2.2 Hipersuperficies tipo-espaco

Denotando por tr(-) o trago do operador entre parénteses, a iltima igual-
dade acima e uma facil indugao nos permitem obter, para 1 <r <n—1, a
validade das férmulas

tr(P,) =(-1)"(n—r1)S, =b.H,, (2.12)
tr (AP.) = (=1)"(r +1)S,41 = —=b,H, 11, (2.13)
com b, = (n — r)(f), e

tr (A°P,) = (=1)"(S18r41 — (r +2)S,12)

n (2.14)
= ral (nHlHTH — (TL - T — 1)Hr+2)-
Além disso, se {e1,--- ,e,} é a base de T,M que diagonaliza A e P, em

p entdo, denotando por A; a restricio de A para (e;)* C T,M, temos

n—1

det(t] — A;)) = > (—1)FSp(A)t"F,

onde

Sk(Az) = Z )\jl o >‘jk'

Com estas notacoes obtemos a expressao
P,«@i = (—1)TST(A1)61 (215)

Para o material do Capitulo 3, lembramos o seguinte resultado de R.
Reilly [27] (para uma prova, veja o Lema 3 de [15]).

Lema 2.13. Se (a;;) denota a matriz de A com rela¢do a uma certa base
ortonormal 3 = {ex} de T,M, entdo a matriz (aj;) de P, com relagio a
mesma base € dada por

) Zn ]
aij = ,l €iripi Qjrig -+ Qi (2.16)
T igge=1
onde

sgn(o) , se os iy sao distintos dois a dois e
Jredr TN . '
€iroin — o = (jr) € uma permutagio deles;

0 ., caso contrdrio.
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2.2 Hipersuperficies tipo-espaco

A férmula do lema anterior nos permite provar (cf. Lema 5 de [15], por
exemplo) a seguinte relagao diferencial envolvendo os operadores P,, a qual
também nos serd 1til posteriormente: paracadaV € X (M)el <r <n-—1,
temos

tr (P, VyA) = — (r Z 1) (VH,.1, V). (2.17)

De acordo com o Corolario 3.2 de [2], quando o ambiente tem curvatura
seccional constante, as transformacoes de Newton P, sao livres de divergéncia,
i.e.,

divy (P) :=tr (V — (VyP) V) =0. (2.18)

Associado a cada transformacao de Newton FP,, temos o operador difer-

encial linear de segunda ordem L, : C*(M) — C*>(M), dado por

L.(f) = tr(P, Hess f). (2.19)

Assim, se r = 0, L, é simplemente o operador Laplaciano, o qual é intrinseco,
mas para 1 < r <n—1 o operador L, é extrinseco. A partir das propriedades
do Hessiano de funcgoes, segue que

L. (fg) = fL:(9) + gL (f) + 2(P.V £, Vyg),

para quaisquer f,g € C*®(M). Observe ainda que, sendo {ej, - ,e,} um
referencial ortonormal local em M™, temos

n

L.(f) = tr(RHessf)=Z<Pr<v6in>,ei>

= Z(Vein, P.(e;)) = Z<VP,.(ei)vfﬂ ei)

i=1 i=1
= tr((Hess f)F,).
Quando o ambiente tiver curvatura seccional constante, segue de (2.18) e
da auto-adjuncao do operador Vy P, V € X(M), que

n

div(FVf) = 3 (Ve P)(V Z (Ve V), e)

(@A 4 LD = L)
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2.3 Campos conformes

Consequentemente, concluimos que o operador L, € eliptico se, e somente se,
P, for positivo definido (para uma escolha apropriada da orientagao temporal
N de M™, se r for impar). Notemos que Ly = A\ é sempre eliptico.

Os lemas a seguir (cf. Lema 3.2 e Lema 3.3 de [3], respectivamente)
fornecem condigoes geométricas suficientes para a elipticidade dos operadores
L,. Ambos sao adaptacgoes, para ambientes Lorentzianos, de resultados
andlogos de M. F. Elbert (cf. [21]) e L. Cafarelli, L. Nirenberg e J. Spruck
(cf. [12]), e fornece condigoes suficientes para a elipticidade do operador L,
quando r > 2. Para uma demonstracao acessivel do segundo lema veja a
Proposigao 3.2 de [6].

Lema 2.14. Seja M"™ uma hipersuperficie tipo-espaco imersa numa variedade
de Lorentz. Se Hy > 0 em M", entao P, € definido positivo para uma escolha
apropriada da orientacao temporal N de M™. Em particular, L1 € eliptico.

Lema 2.15. Seja M™ uma hipersuperficie tipo-espacgo imersa numa variedade
de Lorentz e suponhamos que, com respeito a uma escolha apropriada de sua
orientacao temporal, M™ possua um ponto eliptico. Se H,.1 >0 em M para
algum 2 < r < n — 1, entao Py € positivo definido para 1 < k < r. Em
particular, L € eliptico para 1 < k < r.

2.3 Campos conformes

Se M ¢ uma variedade de Lorentz, dizemos que um V € X(M) é

conforme se
Lv(, )=2¢(,) (2.20)

para alguma funcio 1 € C*°(M), onde Ly ( , ) denota a derivada de Lie da
métrica de M na direcao do campo V e a funcao v é o fator conforme de
V.

Em tudo o que segue, supomos que M 6 uma variedade de Lorentz
munida de um campo conforme V' € X(M), com fator conforme v e que nao
se anula na regiao de nosso interesse; nesse caso, denotamos

vy
=y € LY

Uma vez que Ly (X) = [V, X] para todo X € X(M), o caréter tensorial
de £y mostra que V € X(M) é conforme se, e somente se,

(VxV, V) + (X, VyV) = 20(X,Y), (2.21)
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2.3 Campos conformes

para quaisquer X,Y € X(M). Em particular, V é de Killing se e s6 se ¢ = 0.
E imediato a partir de (2.21) que

1

77D:nJrl

divy; V. (2.22)
Um caso particular interessante é aquele em que
VxV =X (2.23)

para todo X € X(M). Neste caso dizemos que V é fechado, uma alusdo ao
fato de que a sua 1-forma dual é fechada. Mais particularmente, dizemos
que um campo conforme fechado V' é paralelo se ¢ é identicamente nulo e
homotético se 1 é constante.

Supondo ainda V' fechado, segue prontamente de (2.23) que

V(V,V) =20V (2.24)
Por outro lado, derivando covariantemente (2.24) obtemos

(Hessyr(V, V))(Y, Z) = 2Y (V)(V, Z) + 20*(Y, Z),
para todos Y, Z € X(M). Mas como ambos Hessy; e o tensor métrico sdo
tensores simétricos, obtemos a partir dai a igualdade

Y(p)(V.Z) = Z()(V,Y)
para quaisquer Y, Z € X(M). Tomando Z = V, chegamos a

s, _ V) _
Vi = WV =ev(Y)v, (2.25)

%
VeVvy

. e . . ——n+1 .
Seja V+ a distribuicao n-dimensional suave em M "™ definida em p €
—n+1

M por

onde v =

V() = {w € T,M; (V(p), w) = 0}.
Desde que

(Y, Z],V) = (VyZ =NV, V) = —(Z,NyV) + (Y,V;V) =0
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2.3 Campos conformes

para todos os campos Y, Z € V+, o Teorema de Frobenius (cf. [23], Teorema
19.10) garante a integrabilidade de tal distribuicao.

Seja > uma folha da folheagao de codimensao 1 em M definida por
V4, equipada com a métrica induzida e com conexao de Levi-Civita D. Se Ay,
denota o operador de forma de ¥" em relagao ao campo unitario v definido
acima, obtemos a partir do carater conforme fechado de V' que

As(Y) = —Vyv =— Y ((V,V)) _ VyV

Y
20V, V)32 Je(V,V) \/e<v,v>Y’

para todo Y € X(X), de maneira que 3" é uma hipersuperficie totalmente
umbilica de M.

Resumimos nossa discussao acima no seguinte resultado de S. Montiel (cf.
Proposicao 1 de [24]), o qual traz mais algumas informacoes relevantes e serd

utilizado varias vezes no restante deste trabalho.

(2.26)

Proposigao 2.16. Se (WH, (,+)) € uma variedade de Lorentz munida de
um campo conforme fechado V' com fator conforme 1), entao:

(a) A distribuicio n-dimensional V- em M, definida em p € M por

Vi(p) = {w e T,M ; (V(p),w) =0},

determina uma folheacdo tipo-espaco de codimensao 1 de MnH, a qual
¢ orientada por V. Além disso, as fungoes (V, V), divy;V e V() sao
constantes nas folhas de V=.

(b) O campo unitdrio v = X/V> em M satisfaz:

(i) V,v =0;

(ii) Vyv = ﬁ}/, se (Y,v) = 0.

Em particular, o fluzo do campo v é um fluxo geodésico normalizado,
o qual aplica folhas de V* homoteticamente em folhas de V*, sendo
cada folha de V* totalmente umbilica e com curvatura média constante

H=- <wvv> em relacao a orientacdao determinada por v.
€ b

Precisamos agora do seguinte
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2.3 Campos conformes

Lema 2.17. Nas notacoes da discussao acima, se W € outro campo vetorial
—mn+1
conforme fechado em M~ , com fator conforme iy, e

U =W+ MW, V)V,

onde \ = —ﬁ, entao U € um campo conforme fechado em X", com fator

conforme

Yy = Yw + My (W, V).

Demonstragao. Note que realmente temos U € X(X), uma vez que

(U, V) =W, V) + AW, V){V.V) =0.
Para o que falta, observe inicialmente que A é constante em ¥ pelo item (a)
da proposigao anterior. Portanto, dado Z € X(X), segue de (Z, V) =0 e da

~ ~ . .. ——n+1
relacao entre as conexoes de Levi-Civita de X" e M que

DU = (VzU)T =V,U+\NV,U VIV
= VW +XW,VIV) + MV 2(W + MW, V)V), V)V
= VW £ XZW, VWV + AXW, VIV LV + NV W, VIV
FNZ(W VNV, YV + X(W,V)(VV, V)V
= YwZ + AXW,V)Ou Z + XYwZ, V) + (W, V(v Z, V)V
= (Yw + AW, V)iy)Z.

]

Especializemos a discussao acima as situacoes descritas nos dois exemplos
a seguir.

Exemplo 2.18. Seja L™ o espaco de Lorentz (n+ 1)-dimensional com seu
produto escalar usual {-,-), com relagao a forma quadrdtica

n
q(z) = fo - xiﬂ-
i=1

Para n > 2, o espaco de de Sitter n-dimensional é a hiperquddrica

St = {z e L""; (z,2) = 1}
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de L™ a qual representa a forma espacial Lorentziana simplesmente conexa
de curvatura seccional constante igual a 1. O lema anterior ensina como con-
struir geometricamente um campo vetorial conforme fechado em SY; de fato,
como o campo V € X(L"™) definido por V(x) = x é homotético, basta es-
colhermos um campo paralelo W € X(IL"™1) e o projetarmos ortogonalmente
sobre SY.

Exemplo 2.19. Seja R3™ o espaco R™ !, munido com o produto escalar
correspondente a forma quadrdtica

n—1

q(x) = ) o —al — .

i=1
Para n > 1, o espaco anti-de Sitter n-dimensional € a hiperquddrica
1 ={r e Ry (z,2) = —1},

a qual representa a forma espacial Lorentziana simplesmente conexa de cur-
vatura seccional constante e igual a —1. Seguindo a mesma construgao feita
no exemplo anterior para o espago de Sitter, obtemos um campo conforme
fechado em HY.

2.3.1 Variedades de Lorentz conformemente
estacionarias

De posse do conceito de campo conforme, isolamos na defini¢ao a seguir
a classe de variedades de Lorentz de nosso interesse.

Definicao 2.20. Uma variedade de Lorentz M ¢ chamada conformemente
estacionaria se possuir um campo vetorial conforme tipo-tempo globalmente
definido.

A fim de descrever uma classe importante de variedades de Lorentz con-
formemente estacionarias, sejam F™ uma variedade Riemanniana de dimensao
n, conexa e orientada, I C R um intervalo aberto e ¢ : I — R uma funcao

o . ——n+1
suave e positiva. Na variedade produto M = I x F™, denotemos por 7 e
.~ A - —n+1 .
Tr as projecoes canonicas de M sobre os fatores I e F", respectivamente.
. —n+1 (o ——n+1 —
Munindo M~ com a métrica (-,-), dada parap € M e v,w € T,M por

(v, w)y = =((m1)sv, (71)sw) + (¢ 0 71) (p)*((7p) v, (wp)uw),
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2.3 Campos conformes

obtemos um espaco de Robertson-Walker Generalizado (abreviamos GRW),
o qual é claramente uma variedade de Lorentz. Nesse caso, pode-se provar
(cf. Capitulo 7 de [26]) que

V= (¢om)d (2.27)

¢ um campo conforme fechado, com fator conforme v = ¢’ om;, onde ’ denota
a derivacao com respeito a t € I. Doravante, denotaremos tal variedade de
Lorentz escrevendo
M= —Ix, Fm.

Observamos ainda que se [’ tem curvatura seccional constante, entao M =
—1I x4 F" é denominado classicamente um espaco de Robertson- Walker (abre-
viamos RW).

Fixado to € I, segue da Proposicao 2.16 que a folha X} = {to} x ™

é uma hipersuperficie tipo-espaco totalmente umbilica de WH, com fator
de umbilicidade —% com respeito ao campo vetorial normal unitario que
aponta para o futuro.

Mais geralmente, seja x : M" — M uma imersdo tipo-espaco. De
acordo com [2], se M for completa e ¢ o for limitada em M", entao 7rp| e
M"™ — F™ é necessariamente uma aplicagao de recobrimento. Em particular,
se M for fechada, entao F™ é automaticamente fechada.

Para os dois exemplos a seguir, recordamos (cf. Capitulo 7 de [26]) que
um GRW como acima tem curvatura seccional constante ¢ se, e somente se,
F' tem curvatura seccional constante k e a fungao ¢ satisfaz a EDO

" N2
AN (2.28)
¢ ¢?

Exemplo 2.21. Para n > 2, o espaco de Sitter ST ¢ isométrico ao GRW
-R Xcosht Sn7

onde S™ ¢ a esfera unitdria n-dimensional no espaco FEuclidiano. De fato,
de acordo com (2.28) tal GRW tem curvatura seccional constante e igual a
1, de sorte que o teorema de classificacao das formas espaciais Lorentzianas
simplesmente conexas (cf. [26], Proposigao 8.26) garante que ele deve ser
isométrico a ST, Portanto, a discussdo acima garante que o campo ve-
torial V' = (sinht)0, é conforme fechado e tipo-tempo. Para referéncia fu-
tura, definimos o equador de S" como sendo a folha {0} x S™, e o passado

23



2.3 Campos conformes

cronoldgico (respectivamente o futuro cronoldgico) de St como o conjunto
_(_007 O) Xcosht Snv
(respectivamente —(0, 4+00) X cosht S™).

Exemplo 2.22. Outro exemplo importante é fornecido pela estrutura GRW
do espago anti-de Sitter HI™'. De fato, invocando mais uma vez (2.28) e
o teorema de classificacao das formas espaciais Lorentzianas simplemente
conezxas (cf. [26], Proposi¢ao 8.26), concluimos que uma das componentes
conexas de H}™ ¢ isométrica ao GRW

™ T
—\T 545 cos Hn7
(=5 5) Xeoss

onde H"™ ¢ o espaco hiperbolico n-dimensional. Portanto, o campo vetorial
V = —(sint)d; € conforme fechado e tipo-tempo em Hyt . Também, para
referéncia futura, analogamente como acontece no espacgo de Sitter, definimos
o passado cronoldgico (respectivamente o futuro cronoldgico) de H} como

v
_(_57 0) X cost Hn

(respectivamente —(0,5) X cos¢ H" ).

Terminamos esta secao citando o resultado a seguir, o qual garante a
existéncia de um ponto eliptico em uma hipersuperficie tipo-espaco de uma
variedade de Lorentz conformemente estacionaria.

Lema 2.23 ([2], Corolério 5.5). Sejam M uma variedade de Lorentz con-
formemente estaciondria, com campo conforme fechado tipo-tempo V, e M"™

. .. . . ——n+1 . ~
uma hipersuperficie tipo-espago compacta, imersa em M~ . Se divy;V nao
¢ identicamente nulo em M™, entao M™ admite um ponto eliptico.
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Capitulo 3

Resultados sobre r-estabilidade

Em uma variedade de Lorentz conformemente estacionaria, hipersuperfi-
cies tipo-espago fechadas com (r+1)-ésima curvatura constante sdo os pontos
criticos do problema variacional de maximizagao da r-area, para variacoes
que preservam o volume (cf. Proposigao 3.5). Nosso propdsito neste capitulo
¢é estudar, dentre tais hipersuperficies, primeiro aquelas que sao r-estdveis,
i.e., que sao pontos de maximo local do funcional em questao para todas
as variacoes suaves que preservam o volume, e depois as hipersuperficies
fortemente r-estdveis, i.e., que sao pontos de maximo local do funcional r-
area para todas as variagoes suaves possiveis.

Na primeira secao definimos os conceitos relevantes e provamos a férmula
da primeira variagao do funcional r-area (cf. Proposi¢ao 3.4), bem como da
primeira e segunda variagoes do funcional de Jacobi associado (veja equagoes
3.5 e 3.6, respectivamente). Observamos que é justamente a férmula da
segunda variagao do funcional de Jacobi que motiva a nogao de r-estabilidade
(veja Definigao 3.7) e de r-estabilidade forte (veja Defini¢ao 3.9).

Na Secao 3.2 obtemos um resultado de r-estabilidade para hipersuperficies
tipo-espaco em variedades de Lorentz conformemente estacionarias, com cur-
vatura seccional constante e campo conforme tipo-tempo, em termos do
primeiro autovalor do operador L, (cf. Teorema 3.14). Apresentamos também
uma versao deste resultado em GRW’s (cf. Corolério 3.15) e, como caso par-
ticular, no espago de Sitter (cf. Corolario 3.18).

Finalizamos o capitulo com a Secao 3.3, onde classificamos as hipersu-
perficies tipo-espago fortemente r-estaveis em variedades de Lorentz con-
formemente estacionarias temporalmente geodesicamente completas, com cur-
vatura seccional constante e campo conforme tipo-tempo (cf. Teorema 3.21).
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3.1 Hipersuperficies tipo-espaco (fortemente) r-estiveis

3.1 Hipersuperficies tipo-espaco (fortemente)
r-estaveis

Seja M uma variedade de Lorentz, temporalmente orientavel, com
métrica de Lorentz § = (, ), conexdo semi-Riemanniana V e elemento de
volume dM. Consideremos hipersuperficies tipo-espaco = : M" — W”H,
isto €, imersoes isométricas de uma variedade Riemanniana M"™ de dimensao
n orientével e conexa sobre M. Seja V a conexao de Levi-Civita de M™.

Uma variacao de x é uma aplicagao suave

——n+1

X :M"x (—€,e) > M
verificando as seguintes condigoes:

(1) para t € (—e€,€), € > 0, a aplicagao X; : M" — M dada por
X:i(p) = X(p,t) é uma imersao tipo-espago tal que Xy = z,

(i7) Se OM # 0, entao X;|,, = a:‘aM, para todo t € (—¢,€).

‘8M

Em tudo o que segue, dM; denota o elemento de volume da métrica
induzida em M"™ por X; e N; o campo vetorial normal unitério ao longo de
X;.

O campo variacional associado a variagao X é o campo %—)f .
, t=0
Escrevendo f = —(%X, Ny), temos que
0X X\ "
— =fN;+ | — ) , 3.1
gr = I ( ot ) (3:1)

onde (-)" ¢é usado para denotar componentes tangenciais de M™.
O balango de volume de uma variacao X é a funcao V : (—¢,¢) — R dada
por

V(t) = /M X,

e dizemos que X preserva volume se V é constante.

A partir de agora, vamos considerar apenas hipersuperficies tipo-espaco
fechadas.

O seguinte resultado é uma adaptagdo do Lema 2.1 de [5] para variedades
de Lorentz (veja também Secao 1.2 de [31]).
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Lema 3.1. Sejam M uma variedade de Lorentz temporalmente orientdvel
ex: M — M uma hipersuperficie tipo-espago fechada. Se X : M™ x
(—e,€) — M ¢ uma variagao de x entao

dy
@ M,.
~ /Mfd t

Em particular, X preserva o volume se, e somente se, fM fdM; = 0 para
todo t.

Demonstracao. Fixemos p € M"™ e consideremos um referencial adaptado
{e1,--- ,en,ens1 = N} a0 redor de z(p). Logo

X*(dM) = a(t,p)dt A dM,

onde
a(t,p) = X*(dM) 2e e
,p) = g €l en
= dw (ag_):; dXt(el)7 e 7dXt(€n))
X _ 0X
= (5, N dM (N, dXy(e1), - ,dXy(en) = (- N) = [
Assim,
dy d / >
- - = a(t,p)dt N dM
dt dt( [0,t]x M (t.)
d t
_ _(/ (/ a(t,p)dM> dt> =/ a(t,p)dMZ/ fdM;.
dt o M M M

]

Vale ressaltar que o Lema 2.2 de [5] permanece valido no contexto Lorent-
ziano, isto é, podemos estabelecer o seguinte

Lema 3.2. Seja v : M™ — M:H uma hipersuperficie tipo-espaco fechada de
uma variedade de Lorentz temporalmente orientada M Se fo: M" — R
¢ uma funcdo suave tal que fM fodM = 0 entao existe uma variacao X :

—nt1 :
M™ x (=€) — M de x que preserva o volume de M"™ e cujo campo
variacional € foN.
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3.1 Hipersuperficies tipo-espaco (fortemente) r-estiveis

A fim de adaptar os conceitos de estabilidade em ambientes Riemannianos
(encontrados em [6]) para o cendrio Lorentziano definimos o funcional r-drea
A, : (—€,¢) — R associado a variagdo X como sendo

Ar(t):/ Fr<Sl,SQ,...,Sr)th,
M

onde S, = S,(t) e F, é definido recursivamente pondo Fy = 1, F} = —S] e,
para 2 <r <n—1,

cln—r+1)

Fr = (-1)'S, - 2=

F,_s.

Observemos que, se r = 0, o funcional Ag é o funcional drea classico.

O préximo passo é estabelecer uma versao Lorentziana da Proposicao 4.1
de [6], que é fundamental para o cdlculo da variacdo do funcional r-area.

Lema 3.3. Seja z : M" — M:H uma hipersuperficie tipo-espaco fechada
. . —n+1
de uma variedade de Lorentz temporalmente orientada M Z+ , com curvatura

. . —n+1 ..
seccional constante ¢, e seja X : M™ x (—€,€) — M, uma varia¢ao de x.
Entao,

0X

= (=1)""" [L.f + ctr(P) f — te(A*P,) f] + <(E) ,VS,i1). (3.2)

aS’r—H
ot

Demonstracao. Da férmula (2.16) obtemos
T T T 1 T
(r+1)Sr41 = (—1)"tr(AFR,) = (—1) Zajiaij = Z 5311 Zrz]aym iy Ajis
] " ik

onde as fungoes S,y1 sao vistas como funcoes de ¢t. Logo, derivando com
respeito a t

/ _ 2: J1 k|, R o o
(T + ]-) r+1 F Eil-..iki [a’jlh”'aﬁ“aﬂ + + a]”l”'a]ﬂ’“aﬁ]
SR
_ (41 edrig g
B rl = €y CjiGguin - gy
©,05k5Jk

0A
= (r+1)( Z ajal; = (r+1)(—1)"tr (EPT) .
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Agora, basta calcular (—1)"tr (22 P,).

ot
/ T 8A
S?"-i—l = (-1) tr (EPT>

_ (—1)rz<%ﬂek,ek) = 3 (S (A (Vo Aer, )

= ) S (4) |:<v%—)t(*’46kvek‘> - <Av%€k7€k>]
B

= =) SH{AN(Vax Ve N.ey) = > Si(A)(AV,0X/0t, ey),
k k

onde usamos que [0X/0t, ex] = 0 no tltimo termo.
Se R denota o tensor curvatura de MZH entao

R(e, 0X/0)N = Vox Ve, N = Ve, Vox N +V, ox|N.
Assim, usando (3.1), obtemos
S, = - Zs (Ay) [ (ex, OX/O)N, ex) + (Ve, Vox N, ex)

- Z Sp(AR) (Ver(fN + (0X/01)T), Aey).

Uma vez que que o espaco ambiente é de curvatura seccional constante,
segue do Corolario 2.10 que

(RIX, Y)W, Z) = c{{X, W)WY, Z) — (X, Z){Y,W)}.
Entao

Sl = = Su(A)el{en NYOX /0t er) — (ex, ex)(0X /D, )
=2 S (A (Ve TN, 0) = 3 () dew, Teu f N)

—Zs (A (V.. (0X/0t)", Aey,)
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= —CZS (Ar)f — ZS (Ar)er(Vax N, )
+ZS (Ax)(Vox N, Vi, ex) — ZST (Ap){(Aeg, fVerN)
—Zs (Ap)ew(Aey, (0X/0t)T +Zs (Ae)(V., Aey, (0X/08)T).
Usando a expressao (2.15) para calcular o traco do operador P,, temos
Sii = —(=1)ctr(P, f—l—z ) Prex NVaxek>
—Zsr (A)(Vox N, N)(N, Ve, e) + fZST(Ak)<Aek,Aek>
—Z )" Prey(Aey, (0X/0t)" +ZS (A (V. Aey, (0X/0)T)
= —(=1)ctr(P, f+z )" Pre(N, vekaX/at + fz "(AP,er, Aey)
- Z )" Prer(Aey, 0X/0t) + Z "(V pe, Aey, (aX/Ot) )
= —(=1)ctr(P)f — Z (Prerer(f) + Prer(Ve N,0X/0t))
+(=1)"tr(A%PR,) f — Z )" Prey(Aey,, 0X /0t)

ZvPrekAeka (0X/0t)").
k
Da equacgao de Codazzi,
Z Ve, Aer, = Z (Ve, AP,ey, + Al Preg, ex))
= Z Ve, (=1)"Spi1l + Pria)ey,
+ Z A(Vpeer — Ve, Prey)
k

= Z<_1)rek‘<sr+l)ek + Z vekPr+1)€k - Avekprek
k k
= (=1)"divS,y; + div(Pyy) — A(divE,) = VS,.1,
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pois cada operador P, é livre de divergéncia. Assim,
Sy = (—1) ! (ctr(Pr)f +L,.f — tr(AQPT)f) +(VS,41, (0X/00)7T).
m

O lema anterior nos permite calcular a primeira variacao do funcional
r-area.

Proposicao 3.4. Seja x : M" — M:H uma hipersuperficie tipo-espago
fechada de uma variedade de Lorentz temporalmente orientada MZH, com

. . —n+1
curvatura seccional constante ¢, e seja X : M"™ X (—e,e) — M.~ uma

variacao de x. Entao

A (t) = / L1+ 1)S,00 + ¢} fdM,, (3.3)
M
onde ¢, =0, ser € par, e ¢, = —”(n_(i)_(q)_(f)_'égzwl)(—c)(”+1)/2, ser € impar.

Demonstracao. Fazemos uso de um argumento indutivo. O caso r = 0 é bem
conhecido e, para o caso r = 1, usamos a férmula cléssica

%th = {—Slf + diV(@X/Ot)T} d M,
para obter
/ / 8
Al — / Flth +/ Fla—th
M M t

= - / StdM, — / Fi[-S,f + div(0X/0t)T|dM,
M M

_ / (Af = (52— 28,)f +nef — (0X/00)T, VSy)
+S2f — Sydiv(9X/0t)T Y,
_ / 2, fdM, + ne / fdM, — / div (5,(9/0t)T) dM,
M M M

= /(25’2+nc)fth,
M

onde usamos que M é fechada e X preserva o volume na ultima igualdade.
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A,

Agora, se r > 2, a hipdtese de indugao e (3.2) garantem que

/ FldM, + / £2am,
M M at
- 1
/ {(_1)7“5;_ _ MF;_Q} dAM,
M r—1
. cln—r+1) 3}
o[ (s —fomreny ) o,

/M (=1)" {SL + S, [=S1f +div (8X/8t)T]} dM,

— 1
_dn—r+1) /F,fngt—i-/ FT_2Qth
r—1 M M O
n—r+1)

/ (=1)" {S,ﬁ — 515, f + S,div (6X/8t)T} dM; — at A’Tf2
M r—1

[ (P 4 L] — (B S (198, @3/00)7)] v

n—r+1)

+(=1)" /M (—Slsrf + S, div (aX/at)T) dM; — d T A,

/M e(—1) " =+ 1)Syof — (~1)7 " (S1S, — (r + 1)S,51)f] dM,
+(=1)" / (VS,,(0X/0t)")dM,

+ /M ((—1)7"“5157«f + (=1)"S,div (8X/8t>T) dM;

—% /M[(—l)Tl(T —1)S,1 + cra] fdM,
cn—r+1)

r—1 CT—Q]fth

/M[<_1)T+1(7" +1)S41 —
+(=1)" / div(S,(0X/0t)T)dM,.

_¢(n—r41)

Basta agora aplicar o teorema de divergéncia e notar que ¢, = Cr_9.

r—1

]

Com o intuito de obtermos uma caracterizacao de hipersuperficies tipo-

espaco com (1 + 1)-ésima curvatura constante ¢ usual considerarmos o fun-
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3.1 Hipersuperficies tipo-espaco (fortemente) r-estiveis

cional de Jacobi J, : (—€,€) — R associado a variacao X, isto é,
Tolt) = At) = W(B), VE€ (—ee),

onde A € R é uma constante a ser escolhida posteriormente.
Como uma consequéncia imediata de (3.3) obtemos

Tt = / by oy + ¢ — | fdM,,
M

onde b, = (r + 1)(T11). Logo, se tomarmos A = ¢, + b, H,,1(0), onde

H,1(0) = %@ /M Hy 1 (0)dM (3.4)

¢ a média da (r + 1)-ésima curvatura H,,;(0) de M™, temos que

J'(t) = b, / (H,y 1 — Hy1 (0)]fdM,, Vt € (—¢,e). (3.5)

Precisamos do seguinte resultado, que é uma extensao da Proposicao 2.7

de [4].

Proposicao 3.5. Seja © : M™ — MZH

. . . —n+1
fechada de uma variedade de Lorentz temporalmente orientdvel M. ~, com
curvatura seccional constante c. Sao equivalentes:

uma hipersuperficie tipo-espago

(i) M™ tem (r + 1)-ésima curvatura constante H, 1(0);

(17) para toda variagio X : M"™ X (—e€,€) — HZH que preserva o volume
de x temos que A.(0) = 0;

(7i1) para toda variagio X : M™ X (—€,€) — MZH de x temos que J!(0) = 0.

Demonstracao.

(1) = (di7): O resultado segue diretamente de (3.5), pois temos como
hipétese que H,, = H,,1(0).

(13i) = (4i): Temos que

0= J/(0) = A.(0) + (¢r + b, H,11(0))V'(0).
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3.1 Hipersuperficies tipo-espaco (fortemente) r-estiveis

para toda variacao X de x. Mas se a variacao preserva o volume de x entao
V'(0) = 0. Assim, A’ (0) = 0 para toda variagdo X que preserva o volume de
x.

(79) = (4): Suponha que existe p € M™ tal que (H,+1 — H,41(0))(p) # 0,

digamos (H,4+1 — H,41(0))(p) > 0. Por definicao de H,.1(0), existe também
um ponto p € M™ tal que (H,41 — H,+1(0))(p) < 0. Logo os conjuntos

MJF = {q S Mn/(HrJrl - HrJrl(O))(q) > 0}7
M~ ={q€ M"/(Hy1 — H,41(0))(q) < 0}

estao bem definidos.
Consideremos fungoes suaves nao negativas ¢ e 1 tais que

p € suppyp C M*, suppp C M, / (¢ + ) (Hry1 — Hp14(0))dM =0,
M
onde supp ¢ denota o suporte de ¢. Como
— 1

/ (Hoyy— T2 (0))dM = / HyyydM— (— / HTH(O)dM) Ao(0) = 0,

M M Ao(0) Jas
tal escolha é sempre possivel. o

Se tomarmos f = (¢ + ¢)(Hyy1 — H,41(0)) temos que [, fdM = 0.

Segundo o Lema 3.2, existe variacao X que preserva o volume de = e cujo
campo variacional é fN. Por hipotese,

0 = A0 :/ {1 (r+1)S,1+ ¢} fdM
M
= / (brHpyr + ) f dM,
M
onde b, = (r +1) (Til) e ¢, ¢ como na Proposicao 3.4. Como fM fdM =0,
0 = / (byHppq +c.)fdM — (b H,1(0) + Cr)/ fdM
M M

= b [t~ Hoa0) 0t
M

= b [ o+ 0)(Hes — Hoa (0)%4M >0,
M

o que é um absurdo. Logo, H,;1 = H,1(0) em M". O
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3.1 Hipersuperficies tipo-espaco (fortemente) r-estiveis

A Proposicao 3.5 acima assegura que os problemas variacionais descritos
em (ii) e (ii7) sdo equivalentes, pois os pontos criticos para ambos problemas

~ . ;s 5 n+1 ;.
sao as hipersuperficies M"™ de M, com (r 4 1)-ésima curvatura constante.

.~ . . .. ——n+1 , .
Definicao 3.6. Dizemos que a hipersuperficie x : M™ — M ¢ maxima se
H =0. Mais geralmente, x é r-maxima se H,,; = 0.

Logo, podemos observar que hipersuperficies r-maximas sao pontos criti-
cos para os problemas variacionais descritos na Proposicao 3.5.

Uma vez que queremos estudar imersoes tipo-espaco x : M™ — MZH que
maximizam A, para toda variacao X que preserva o volume de x, é natural
calcularmos a segunda variacao de A4,. Além disto, a Proposigao 3.5 garante
que M™ deve ter (r + 1)-ésima curvatura constante. Isto motiva a seguinte

Definicao 3.7. Sejam MZH uma variedade de Lorentz temporalmente orien-

. . ——n+1 .
tdvel, com curvatura seccional constante ¢, e x : M" — M, — uma hipersu-
perficie tipo-espago fechada com (r+1)-ésima curvatura constante. Dizemos
que x € r-estdvel se A”(0) <0, para toda variagio que preserva o volume de

Z.

Observacao 3.8. Seja v : M" — M?H uma hipersuperficie tipo-espaco
fechada com (r + 1)-ésima curvatura constante e denote por G o conjunto
de fungoes suaves f : M"™ — R tais que fM fdM = 0. Da mesma maneira
que [32] podemos estabelecer o sequinte critério de estabilidade: x € r-estdvel
se, e somente se, J!(0) <0, para toda f € G.

Agora, se mudarmos o nosso objeto de estudo, considerando imersoes
tipo-espago = : M" — M:H que maximizam o funcional de Jacobi 7, para
toda variacao X : M™ X (—e¢,€) — M de x, temos da Proposicao 3.5 que
M™ é um ponto critico de 7, para toda variacao de x se, e somente se, M"
tem (r 4+ 1)-ésima curvatura constante. Isto, por sua vez, motiva a seguinte

.~ . ——n+1 . .
Definicao 3.9. Sejam M, uma variedade de Lorentz temporalmente orien-
. . ——n+1 .
tavel, com curvatura seccional constante ¢, e x : M"™ — M uma hipersu-
perficie tipo-espago fechada com (r+1)-ésima curvatura constante. Dizemos
que = € fortemente r-estdvel se para toda funcao suave f : M™ — R temos

J7'(0) <0.

A férmula para a segunda variacao de 7, a ser utilizada para obter resul-
tados de r-estabilidade e também de r-estabilidade forte é uma consequéncia
direta de Proposicao 3.4.
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3.2 Uma caracterizagao de hipersuperficies tipo-espago r-estaveis

Proposicao 3.10. Seja = : M" — MZH uma hipersuperficie tipo-espaco
fechada de uma variedade de Lorentz temporalmente orientdvel MZH de cur-
vatura seccional constante ¢, com (r + 1)-ésima curvatura constante H,.

Se X : M™ x (—¢€,¢€) — MZH ¢ uma varia¢ao de x entio J!(0) é dado por
T 0)(f) = (r+1) /M (Lo (f) + {cte(Py) — te(A*P)}f] fdM . (3.6)

para toda funcao suave f: M™ — R.

3.2 Uma caracterizacao de hipersuperficies
tipo-espaco r-estaveis

O seguinte resultado é uma versao Lorentziana do Teorema 2 de [9].

Lema 3.11. Seja M:H uma variedade de Lorentz conformemente esta-
ciondria tendo curvatura seccional constante ¢ e um campo vetorial conforme
V. Sejam também x : M™ — MZH uma hipersuperficie tipo-espaco e N a
aplicagao normal de Gauss apontando para o futuro de M™. Se g = (V, N)
entao

L.(9) = {tr(A*P,) —ctr(P,)}g — b H,N(¢) (3.7)

by
VY, V),

+0,Hy 17 +
onde 1 : M SRéo fator conforme de V', H; é a j-ésima curvatura de
M™, VH; denota o gradiente de H; em M", e b, = (n — 1) (7).

Em particular, obtemos o seguinte

Corolario 3.12. Sejam M:H uma variedade de Lorentz conformemente
estactonaria tendo curvatura seccional constante ¢ e W um campo de Killing
m M:“. Sejam também x : M™ — MZLH uma hipersuperficie tipo-espaco
com (r+1)-ésima curvatura constante H, 1, N a aplicagdo normal de Gauss
apontando para o futuro de M"™ e g = (W, N). Entao

L.(g) + {ctr(P,) — tr(A*P,)}g = 0.
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3.2 Uma caracterizagao de hipersuperficies tipo-espago r-estaveis

Em particular, se x : M™ — MZH ¢ uma hipersuperficie tipo-espaco fechada

com (r + 1)-ésima curvatura constante tal que N = ctr(P,) — tr(A%P,) é
constante, entao A\ € um autovalor do operador L, em M"™ com autofuncao

g.

Observacao 3.13. Supondo que M"™ e o campo vetorial conforme V sdo
fechados e que o divy; V' nao € identicamente nulo em M™ entao, de acordo
com o Lema 2.23, existe um ponto eliptico em M™. Por outro lado, se M"
possui um ponto eliptico e H..1 > 0 em M™, entao o Lema 2.15 garante que o
operador L, € eliptico, para 2 <r <n—1. No casor =1, a hipdtese Hy > 0
garante a elipticidade de L1 sem a hipdtese adicional sobre a existéncia de
um ponto eliptico (veja Lema 2.14).

Agora podemos estabelecer um dos resultados principais deste trabalho.

. 5ntl .
Teorema 3.14. Seja M,  uma variedade de Lorentz conformemente esta-
ctondria de curvatura seccional constante ¢ e munida de um campo veto-
rial conforme V. Suponha que divy; V' nao € identicamente nulo em M"

e, também, que existe um campo de Killing W definido em M:H. Seja
x: M"— M:H uma hipersuperficie tipo-espago fechada com (r + 1)-ésima
curvatura constante positiva H,.,, tal que

n n n
A= C(TL - T) (r)Hr - TLHl (T 4 1)HT+1 - (7" -+ 2) (7” 4 2>Hr+2

¢ constante. Entao x € r-estdvel se, e somente se, X\ € o primeiro autovalor
de L, em M™.

Demonstracao. Segue, da Observacao 3.13, que o operador L, é eliptico. Por
outro lado, usando as férmulas (2.12), (2.13) e (2.14), podemos observar que
A = ctr(P,) — tr(A2P,). Assim, como A é constante e W é um campo de
Killing em HZ“, o Corolario 3.12 garante que \ pertence ao espectro de L,.

Denote por \; o primeiro autovalor de L, em M". Se A = \{, entao, da
caracterizagao variacional de A; temos que

=y IL(fd
A= By T A
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3.2 Uma caracterizagao de hipersuperficies tipo-espago r-estaveis

Portanto, para qualquer f € G,

T = (r+1) /M (FLo(f) + Af2aM
< (r+1)(=A+ )\)/ f2dM =0,

e, consequentemente, x é r-estavel.

Agora suponha que x é r-estavel, de modo que J(0)(f) < 0 para toda
f € G. Seja f uma autofuncao associada ao primeiro autovalor A\; de L,.
Segundo o Lema 3.2, existe uma variacao de x que preserva o volume de M"
cujo campo variacional é fN. Segue de (3.6) que

0> J(0)(f) = (r + 1)(=A + ) /M f2dM >0

e, portanto, A\ = A, pois A; < A. O

Em particular, recordando que o fator conforme de um campo conforme
V é dado por ¢ = n%ldivﬂv (vide Equagao 2.22) e, no caso em que M
um GRW —1I x, [, vale também que ¢ = ¢’ (veja Subsegao 2.3.1), obtemos
o seguinte

Corolario 3.15. Seja v : M™ — —1I X4 F™ uma hipersuperficie tipo-espago
fechada com (r + 1)-ésima curvatura constante positiva H,,1. Suponha que
—I x4 F" tem curvatura seccional constante c, possui um campo de Killing
e que ¢ ndo € identicamente nula em M™. Se H; denotam as j-ésimas
curvaturas de M, paral < j<n, e

A=c(n—r) (Z)HT —nH,; (7" :l_ 1)Hr+1 —(r+2) (7‘ j_ Q)HHQ

¢ constante, entdo x € r-estavel se, e somente se, X\ € o primeiro autovalor
de L, em M™".

A fim de reescrever o Teorema 3.14 para o caso de hipersuperficies tipo-
espaco fechadas imersas no espaco de Sitter, é necessario lembrarmos alguns
fatos que sao dados nas seguintes observagoes.

Observagao 3.16. Campos de Killing no espaco de Sitter St podem ser
construidos (cf. [20], Exemplo 1) da sequinte forma: fixemos uma constante
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3.2 Uma caracterizagao de hipersuperficies tipo-espago r-estaveis

nao-nula k € R e dois vetores u e v no espaco de Lorentz-Minkowski L"? e
defina o campo vetorial

W(z) = k{(u,z)v — (v, x)u},

para x € ST Afirmamos que W é um campo de Killing em St™. De fato,
se V denota a conexdo de ST entdo para Y € X(ST) temos

VyW(x) = k{{u,Y)v — (v, Y)u}.
Logo,

<vYVVa Z> + <vZVVa Y> = /{,‘{<U,Y><U,Z> - <U7Y><uv Z>}
+ k{<u7 Z><U7Y> - <U7Z><U7Y>} = 0,

para quaisquer Y, Z € X(Syth). Assim, nossa afirmacao fico mostrada. Geo-
metricamente, W (x) determina uma dire¢ao que é ortogonal ao vetor posi¢ao
x e estd contida no subespaco gerado por u e v, pois

<VV; SL’> = k{<u> x)(v,x) - <U7 ZC><U, SL’>} =0,
para todo v € ST

Observagao 3.17. Seja x : M™ — S wuma hipersuperficie tipo-espaco
fechada com (r+1)-ésima curvatura constante positiva. Assuma que M™ estd
contida no futuro cronoldgico (ou passado) de um equador de S entdo
divy; V' nao € identicamente nulo sobre M™. Além disso, existe um ponto
eliptico em M™ (cf. [1], Teorema 7) e, se H,11 > 0 em M para algum 2 < r <
n—1, entdo, para todo 1 < j <r, o operador L; € eliptico (vide Lema 2.15).
No caso de Ly, € suficiente exigir que a curvatura escalar R satisfaca R < 1
(vide Lema 2.14).

Agora, tendo em consideracao as observacoes 3.16 e 3.17, podemos enun-
ciar o seguinte corolario do Teorema 3.14.

Corolario 3.18. Sejax : M™ — ST uma hipersuperficie tipo-espaco fechada,
contida no futuro (ou no passado) cronolégico de ST, com (r + 1)-ésima
curvatura constante positiva tal que

A= (n—r)(Z)Hr—nHl(Til>Hr+1—(r+2)(rj_2>ﬂr+2

seja constante. Entao x € r-estavel se, e somente se, A € o primeiro autovalor
de L, em M™.
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Observacao 3.19. E importante observar que as chamadas esferas do espaco
de Sitter ST sdo exzemplos de hipersuperficies r-estdveis (cf. Proposicao 2
de [11]). A seguir, descrevemos estas esferas. Escolhendo um vetor tipo-
tempo unitdrio v no espago de Lorentz IL""2 temos que V(p) = v — (p,v)p,
com p € ST, € um campo vetorial conforme fechado (vide Exemplo 2.18).
Este campo folheia ST por meio de hipersupeficies totalmente umbilicas
(vide Proposic¢ao 2.16) da forma

Er ={peSi*; (v,p) =1}, (3.8)

onde T € R. Para cada 7, a curvatura média H de E? satisfaz

2
H?> = ——€0,1).
T+ 1
Pode ser mostrado que EI é isométrico a uma esfera Euclidiana de dimensao
n com curvatura seccional constante TQ#H Por esta razao os conjuntos
definidos em (3.8) sdo chamados de esferas de S, Se 7 =0 entio H = 0
e Ep € totalmente geodésica. Neste contexto, B} é chamado equador de S}*!
determinado por v. Este equador divide SI™' em dois componentes conexas,

o futuro cronologico dado por

{p € St™; (v, p) <0},

e o passado cronoldogico, dado por

{p € St (v, p) > 0}.

3.3 Uma caracterizacao de hipersuperficies
tipo-espaco fortemente r-estaveis

Seja M uma varieade de Lorentz conformemente estacionria munida
de um campo vetorial conforme fechado V' com fator conforme 1. Assumindo
que V # 0 em M entao segue, da Proposicao 2.16, que a distribuicao
ortogonal V+ ¢ integravel com folhas totalmente umbilicas. Assim, se 3"
¢ uma folha desta distribuicao, entao " é uma hipersuperficie tipo-espaco

totalmente umbilica de M e v = % ¢ um campo vetorial tipo-tempo

normal unitario globalmente definido em ™.
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Observacao 3.20. Sep € M e ¥, € a folha de V* passando por p, entdo
podemos encontrar uma vizinhanga U, de p em 37 e um intervalo aberto
I C R contendo 0 tal que o fluro F(t,-) de V estd definido em U, para
qualquer t € I. Além disto, quando M ¢ temporalmente geodesicamente
completa, isto €, quando toda geodésica tipo-tempo de M estd definida
para todos os valores do parametrot € R (cf. [10], Defini¢ao 6.3), S. Montiel
(em [24]) provou que a aplicag¢ao

p: Rxxr — M

(t.q) +— F(tq) (39)

¢ uma parametrizacao global sobre Mnﬂ, tal que M ¢ isométrico ao
espaco GRW —R x4 37 onde

p’

t €R, eqe X} éum ponto arbitrdrio.

Estamos agora em condigoes de enunciar e provar mais um dos resultados
principais deste trabalho, que estende os resultados obtidos em [8] ¢ em [13].

Teorema 3.21. Seja MZH uma variedade de Lorentz conformemente esta-
ciondria, temporalmente geodesicamente completa e de curvatura seccional
constante ¢, dotada de um campo vetorial conforme fechado V' com fator
conforme 1. Seja ainda x : M"™ — HZH uma hipersuperficie tipo-espaco
fechada e fortemente r-estavel. Suponha que v verifica a condi¢dao

H,
— % > max{H,.1v, 0}, (3.10)

o)
NETAKL
ondet € R denota o parametro do fluxo de V' e H; denota a j-ésima curvatura

de M. Se o conjunto onde v = 0 tem interior vazio em M™, entao ou M"™ é
r-mdrima ou M™ é uma folha de V+.

Demonstracao. Visto que M:H ¢ temporalmente geodesicamente completa,
podemos considerar a parametrizacao global dada em (3.9).
Agora, uma vez que M™ é fortemente r-estavel, segue de (3.6) que

(r+1) /M [L,(f) + ctr(P)f — t(A2P)f] fdM <0, (3.11)
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para toda funcao suave f : M — R. Em particular, como H,.; é constante
em M, tomando f =g = (V,N) em (3.7) obtemos

L.(g) + ctr(P.)g — tr(A*P,)g = —b,H,N(¢) + b, H, 11,
de modo que (3.11) nos fornece
/ [ H,N () + Hyot] (V. NYdM < 0. (3.12)
M

No entanto, segue a partir de (2.25) que
)

N(dj) = <N7v¢> = —<N7V>

= — {~IN||V| cosh 6}
V=)=V V)

0y coshd

o \/=(V.V)

onde 6 é o angulo hiperbdlico entre V e N (veja o item (¢) do Lema 2.2).
Substituindo esta ultima igualdade em (3.12) chegamos a

/ {Hﬁﬂﬂ - Hr+1¢} V—(V.V)coshfdM <0.  (3.13)
M

ot \/—(V,V)
Agora, da hipdtese (3.10) obtemos as desigualdades
H, 0y
1Y =
oY
H— >
o/ 0
Logo, de (3.13) segue que
0y coshf
0 > / H,— - v/ —(V, V') cosh 0d M
M { ot \/W +1¢} V)
cosh 6 H, oY
> — >/ —(V, V) cosh OdM
- /M{ 8t\/ \/_<v,v> c‘)t} < )

> / (cosh — 1) (HT5_¢) cosh@dM > 0.
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Assim todas as desigualdades que foram utilizadas se tornam igualdades.
Em particular, em M" temos

Hr%(coshﬁ -1) = 0,
o
~(vov) o o

Mas desde que H, 1 é constante em M", ou M"™ é r-maxima ou H,,; # 0 em
M™. Se este ultimo caso acontece, a hipotese sobre o conjunto onde ¢ = 0
em M", juntamente com o tltimo resultado acima fornecem

O
Hy'or #0

em algum subconjunto denso de M™ e, portanto, cosh § = 1 sobre este con-
junto. Por continuidade, coshf = 1 em M", de modo que M™ é uma folha
de V+. O

Em particular temos o seguinte

Corolario 3.22. Seja x : M™ — ST uma hipersuperficie tipo-espaco forte-
mente r-estavel tal que o conjunto de pontos da intersecao de M™ com o
equador de ST tem interior vazio em M™. Se

H, > max{H,;1(sinht),0},
entio ou M™ é r-mdzima ou M™ é uma esfera de Si*.
Demonstrac¢io. Temos, do Exemplo 2.21, que S} é isométrico ao GRW

—-R Xcosht Sn €

V' = (cosh t)%

é um campo conforme fechado definido em S7*!, com fator conforme
¥ = (cosht)" = sinht.

Dai, S} é temporalmente geodesicamente completa.

Além disso, visto que em t = 0 temos o equador de S" (vide novamente
Exemplo 2.21), entao dizer que o conjunto onde ¥ = 0 tem interior vazio
em M" equivale a dizer que conjunto de pontos da intersecao de M™ com o
equador de ST tem interior vazio em M™.
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3.3 Uma caracterizacao de hipersuperficies tipo-espaco
fortemente r-estaveis

Por outro lado, como

H, 8_7,0 B H,(cosht) _ g
(V. V) ot o o,
L A N

entdo podemos escrever a condi¢ao (3.10) do Teorema 3.21 da forma
H, > max{H, 1 (sinht),0}.

Agora, observando que as folhas de V+ sdo as esferas de S"*, o resultado
segue como uma consequéncia imediata do ultimo teorema. O]
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Capitulo 4

Resultados tipo-Bernstein

Neste capitulo, seguindo os passos dos resultados obtidos por A. Caminha,
P. Sousa e F. Camargo em [17] e por A. Caminha em [16], estudamos hiper-
superficies completas tipo-espaco, nao necessariamente de curvatura média
constante, imersas em uma variedade de Lorentz conformemente estacionaria
de curvatura de Ricci nao-negativa, obtendo dois resultados tipo-Bernstein.

No primeiro resultado tipo-Bernstein, desde que a variedade de Lorentz
possua dois campos vetorias, um paralelo e um homotético nao paralelo (para
uma defini¢cdo destes conceitos veja a Segao 2.3), exigendo que a segunda
forma fundamental da hipersuperficie seja limitada e sua curvatura media nao
mude se sinal, e também impondo uma restrigao natural sobre o campo veto-
rial paralelo, obtemos uma classificacao de tais hipersuperficies, concluindo
que sao totalmente geodésicas e, no caso de hipersuperficies nao-compactas
de curvatura de Ricci nao-negativa concluimos que tais hipersuperficies estao
contidas em folhas da distribucao de campos ortogonais ao campo paralelo
(cf. Teorema 4.4).

No segundo resultado tipo-Bernstein obtemos que tais hipersuperficies
sao totalmente umbilicas desde que a variedade de Lorentz possua um campo
vetorial homotético, exigendo que a segunda forma fundamental da hipersu-
perficie seja limitada e sua curvatura media seja constante, e também im-
pondo uma restri¢ao natural sobre o campo vetorial homotético (cf. Teorema
4.6).

Quando a variedade de Lorentz é um espaco GRW, uma versao deste
ultimo resultado é dado no Corolario 4.7. Logo aplicamos este resultado
para classificar graficos radiais tipo-espaco completos finitamente perfurados
sobre L"™! (veja Coroldrio 4.8), estendendo assim um resultado de A. Ba-
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rros e P. A. Sousa dado em [9]. Por gréficos finitamente perfurados nds
entendemos que a imagem de um mergulho z : M™ — L"™! ¢ um gréfico
radial tipo-espaco completo sobre H"™ menos k pontos.

Os resultados no Teorema 4.4 e no Teorema 4.6 sao obtidos estudando
dois fungoes suportes que estao relacionadas a um hipersuperficie tipo-espago
em variedades de Lorentz conformemente estacionaria, cujos detalhes podem
encontrados na Secao 4.1. Na Secao 4.2, além dos resultados principais estao
presentes alguns resultados de S. T. Yau (veja Lema 4.2 ¢ Lema 4.3) assim
como também um refinamento de um destes, obtido por A. Caminha (veja
Lema 4.5), que sao importantes para provarmos nossos resultados.

4.1 Algumas funcoes suportes para
hipersuperficies tipo-espaco

Utilizando as notacoes fixadas nas tltimas duas segoes do capitulo an-

. —n+1 . . , .
terior, M denota uma variedade de Lorentz conformemente estacionaria
com campo conforme fechado V', de fator conforme )y, e com conexao de

Levi-Civita V.

Sejam x : M"™ — M uma hipersuperficie tipo-espaco orientada, com-
pleta e conexa, N o campo vetorial normal unitario que orienta M™ na mesma
orientacao temporal de V', A a segunda forma fundamental de M™ com res-
peito a N, e H a funcao curvatura média de M"™ com relacao a N.

No que se segue, vamos definir e estudar duas fungoes suporte natural-
mente relacionadas a imersoes espaciais em variedades de Lorentz conforme-
mente estacionarias.

A primeira delas é fi, : M™ — R dada por fyy = (V, N). Do fato que V' e
N pertencem ao mesmo cone temporal, temos que fi, é negativa em M", e
ainda

Vi =-AV"), (4.1)

onde o T sobrescrito denota a componente tangente sobre M™. Para verificar
esta ultima igualdade, se Y € X(M) entao

(VIv,Y) = Y(fv) =Y(V,N)=(VyV,N) +(V,VyN)
= ¢V<Y7 N> - <VT7A(Y > = <_A<VT>7Y>7

obtendo (4.1) como desejado.
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Além disto, da Proposicao 3.1 de [8], obtemos que
Afy =nV'(H)+ {Riczz(N,N) + |A]*} fv + n {HYy + N(¥y)}. (4.2)

Se W é outro campo vetorial conforme fechado em Mnﬂ, com fator
conforme 1y, a segunda funcao que nos interessa é g : M" — R dada
por g = (V,W). Temos que

Vg=uvyWT +y V. (4.3)
De fato, se Y € X(M), entao
(Vg,Y)=Y(g9) = (VyV,W) + (V,Vy W) = oy (Y, W) + oy (VT Y).
O nosso préoximo passo ¢ calcular o Laplaciano de g.

. 5 n+1 .

Lema 4.1. Sejam M uma variedade de Lorentz conformemente esta-
ciondria, com campo conforme fechado V' de fator conforme iy, ex : M™ —
——n+1 . .. . .

M uma hipersuperficie tipo-espacgo orientada, completa e conexa. Suponha
que N € o campo vetorial normal unitdrio que orienta M"™ na mesma orien-
tacao temporal de V', A a sequnda forma fundamental de M™ com respeito
a N e H a funcao curvatura média de M™ com relacio a N. Se W ¢é

. —n+1
outro campo vetorial conforme fechado em M ", com fator conforme ¥y, e

g: M" — R € dada por g = (V,W) entao

Ag =W (W) + V' (w) +nH v fw +dw fv) + 20vw.  (44)

Demonstracdo. Seja V a conexao de Levi-Civita de M". Fixe p € M" e

considere um referencial ortonormal {ey, ..., e,} em uma vizinhanca de p em
M". Logo

n

divy, (V") = Z(vek(‘/ + fvN), ex)

k=1

— Z {(Wekv, €k> + €k(fv)<N7 €k> + <v€kN7 ek>}

S |l

n

= v ) (erex) — fv ) _(Alex), ex)

= k=1
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Assim, de (4.3) e (4.5) obtemos que

Ag = divy(Vg) = divy (W' + V)

Yy divar (W) + (Vo W) + oy divy (V) + (Vb VT

= Yy (nbw + nH fw) + W (v) + dw (nby + nH frr) + VT (Yw)
= W (W) + V' (Ww) + 20w + nH(y fw + dw fr).

4.2 Resultados tipo-Bernstein para
hipersuperficies tipo-espaco

No que se segue, o espaco de funcoes integraveis segundo Lebesgue sobre
M™ é denotado por L}(M).

Para obtermos nosso primeiro resultado tipo-Bernstein precisamos de dois
resultados obtidos por S. T. Yau em [30]. O primeiro deles é um andlogo do
principio do maximo de Hopf para variedades nao compactas e completas.

Lema 4.2. Se u ¢ uma funcao subharmonica definida em uma variedade
Riemanniana completa M™ tal que |Vu| € L*(M) entdo u é harmonica.

Lema 4.3. Toda variedade Riemanniana nao compacta e completa com cur-
vatura de Ricci nao negativa possui volume infinito.

Estamos agora em condi¢oes de enunciar e provar o seguinte teorema
tipo-Bernstein para hipersuperficies tipo-espaco. E importante frisar que nao
exigimos que a hipersuperficie em questao tenha curvatura média constante.

Teorema 4.4. Seja M uma variedade de Lorentz conformemente esta-
ctondria, com curvatura de Ricci nao-negativa e munida com um campo ve-
torial paralelo V' e um campo vetorial homotético e nao-paralelo W. Con-
sidere uma hipersuperficie tipo-espaco, completa e conexa x : M™ — WH,
orientada por um campo vetorial normal unitirio N na mesma orientacao
temporal que V. Se a norma da sequnda forma fundamental |A| € limitada,
a componente tangencial de V satisfaz |V'| € LY(M) e a funcdo curvatura

média H de M™ nao muda de sinal em M™, entao:

(a) M™ € totalmente geodésica e a curvatura de Ricci de M na diregao
de N ¢€ identicamente nula.
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4.2 Resultados tipo-Bernstein para hipersuperficies tipo-espaco

(b) Se M™ € nao compacta e a curvatura de Ricci de M € também ndo
negativa, entdo x(M™) estd contida em uma folha de V*.

Demonstracao.

(a) Desde que V' é paralelo e W é homotético nao paralelo, segue de (4.1),
(4.3), (4.2) e (4.4) que Vfy = —A(VT), Vg =y VT,

Afy =nV T (H)+ (Ricgp(N, N) + |A]?) fv (4.6)

Ag = nHvw fv,

com 1y uma constante nao-nula.

Assim, a hipétese |V | € LY(M) garante que |[Vg| € L*(M) e a condigao
sobre H, junto com o fato de que |fy| > 0 em M™ asseguram que, ou Ag é
nao negativo ou nao positivo em M". Por conseguinte, o Lema 4.2 implica
que Ag =0 em M™ e, portanto, H =0 em M".

A férmula (4.6) torna-se

Afv = (RICMUV? N) + |A|2>fv

Logo, Afy também nao muda de sinal em M™. Por outro lado, da
limitacao de |A| em M", obtemos

Vvl < AV e £H(M).
Aplicando novamente o Lema 4.2 temos que A fy = 0 em M". Portanto
Ricg7(N, N) + |A]? =0

em M". Como Ricg;(N,N) > 0, entdo Ric;(N,N) =0e A =0 em M"
Segue que M™ é totalmente geodésica.

(b)) A=0em M" implica Vfy =0 em M™, logo fy = (V, N) é constante
e nao nulo em M". Uma vez que (V,V) é constante em MHH, pois V é
paralelo, e

VTP =V +(V.N)NP* = (V.V) + (V,N)?, (4.7)

segue que |V 7| é também constante em M™. Portanto
+00 >/ VT |dM = |V T| Vol(M). (4.8)
M
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4.2 Resultados tipo-Bernstein para hipersuperficies tipo-espaco

Mas como M™ é nao compacta e tem curvatura de Ricci nao negativa, o
Lema 4.3 garante que Vol(M) = +oo.

Assim, a unica possibilidade que temos para que a desiguladade (4.8) seja
véalida é |V 7| = 0. Logo, de (4.7) segue que

(V. N)| = V.

Por fim, a desigualdade de Cauchy-Schwarz (veja item (b) do Lema 2.2)
garante que V é paralelo a N, e z(M™) esta contida em uma folha de V+. [

Para provarmos o préximo resultado, precisamos do seguinte refinamento
do resultado de Yau usado na demonstragao do Teorema 4.4, obtido por A.
Caminha em [16] (veja, também, [17]).

Lema 4.5. Seja X um campo vetorial em uma variedade Riemanniana M™
orientdvel nao compacta e completa, tal que divy; X ndo muda de sinal em

M". Se |X| € LY(M) entdo divX =0 em M™.

. =ntl .
Teorema 4.6. Seja M uma variedade de Lorentz conformemente esta-
ciondria, com curvatura de Ricci nao-negativa e munida de um campo ve-
torial homotético V. Considere uma hipersuperficie tipo-espaco completa e

conexa x : M" — MHH, orientada por um campo normal unitdrio N. Se a
norma da sequnda forma fundamental |A| € limitada, a componente tangen-
cial de V satisfaz V| € LY(M) e a fungio curvatura média H é constante

~ . - . ——n+1
em M™, entao M™ € totalmente umbilica e a curvatura de Ricci de M na
direcao de N ¢€ identicamente nula.

Demonstragao. Consideremos X =V fiy —HV'" € X(M), onde fyy = (V, N).
De (4.1),
(X|=[Vfy —HV| == AV") = HV'| < (JA| + H)|V'| € £L1(M),

pois |A| é limitada, V| € LY(M) e H é constante em M"
Além disso, como 1y é constante em M e H é constante em M " (4.2)
reduz-se a
Afy = {Ricgr(N, N) + AP} fv + nHipy.
Logo, de (4.5) obtemos

divyy X = Afy — Hdivy (V")
= Afy — H(nypy +nHfy)
= {Ricy(N,N) + [A]? = nH?} fv. (4.9)
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4.2 Resultados tipo-Bernstein para hipersuperficies tipo-espaco

Afirmamos que |A]? — nH? > 0, com igualdade se, e somente se, M™ é
totalmente umbilica.

De fato, fixemos p € M" e consideremos o operador 1" : T,M — T,M
definido por T' = A + HI, onde I denota o operador identidade em 7, M.
Logo,

tr(T?) = tr(A%) +2H tr(A) + H* tr(I)
= |A? —2nH?*+nH? = |A]? —nH*.

r(T?) =Y (T%(ex).ex) = Y _(T(ex), Tex)) = > _[T(ex)]> > 0.
k=1 k=1 k=1
onde {ey,...,e,} é uma base de T,M que diagonaliza A. Assim,
|A]? — nH? > 0.

Alem disso, |A|> — nH? = 0 se, e somente se, T'(e;) = 0 para cada k €
{1,---,n}, ou ainda, A(ey) = —He, para todo k € {1,---,n}. Nossa
afirmacao fico mostrada.

Agora, como |fy| > 0 em M", Ricgz(N,N) > 0 e |A]> —nH? > 0, entao
a expressao divy X em (4.9) ndo muda de sinal em M™.

Assim, o Lema 4.5 fornece

divyy X =0
em M™. Substituindo em (4.9), concluimos que
Rici7(N,N) =0 e |A?—-nH?>=0
e, portanto, M™ é totalmente umbilica. O

O resultado anterior produz o seguinte corolario em espacos GRW.

Corolario 4.7. Sejam I C (0,+00) um intervalo aberto, F'™ uma variedade
Riemanniana orientada completa n-dimensional, M = —Ix;F" um GRW
de curvatura de Ricci nao negativa e x @ M™ — M como descrito acima.
Se |A| € limitada, |(t0;)"] € LY(M) e H é constante em M", entao M™"
é totalmente umbdlica e a curvatura de Ricci de M na direcao de N ¢€
tdenticamente nula. Em particular, se F™ tem curvatura de Ricci nao positiva
entio x(M™) C {to} X F, para algum to € I.
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4.2 Resultados tipo-Bernstein para hipersuperficies tipo-espaco

Demonstracao. Temos que o campo conforme fechado em M ¢ dado por
V = td, (veja Subsecao 2.3.1). Afirmamos que este campo é homotético.

De fato, seja
Y = —y0, + YT

um campo vetorial em Mnﬂ, onde YI' € X(F), 0; é o campo tangente
unitario ao intervalo I e gy é uma funcao real suave definida em /. Logo, da
Proposigao 7.35 de [26] obtemos

7yV = —yovat (t@t) + VYF (t@t)
— to,(t
= —y0y(t)0 + Yot Vo, 0, + tT()YF
= _yoat + YF - Y7

como desejado. Agora, a primeira parte do corolario decorre do Teorema 4.6.
Para a segunda parte, escrevemos N = pV + N¥' para algum p € R, onde
N € X(F). Logo, do Coroldrio 7.43 de [26] obtemos

(n—1)
t2

0 < Ricg(NF, N¥) = Ricp(NT, N¥) — (NF, NF) <0,
pois (N¥ Nt} > 0 e por hipéteses temos que Ricgz > 0 e Ricp < 0. Segue
que Ricg(N,NF) =0e 0= (NF N) = [NF]2. Dai, N¥ = 0. Logo, N é
paralelo a V. Portanto, existe ty € I tal que z(M") C {to} x F. O

No que segue, considere
H" = {z € L™ ; (z,2) = —1, 2,4 > 0},

Como caso especial do corolario anterior, obtemos o seguinte resultado
de graficos radiais tipo-espaco sobre H™ | que estende um resultado de A.
Barros e P. A. Sousa (dado em [9]) sobre gréfigos radiais definidos em S™.

Corolario 4.8. Seja x : M™ — L™ um mergulho, tal que x(M™) é um
grafico radial tipo-espago completo sobre H" menos k pontos. Se |A| € limi-
tada, H € constante e p — |x(p)T| € integrdvel em M", entdo k =0 e x(M™)
¢ uma translacao de H".

Demonstragao. Desde que x(M™) é um gréfico radial tipo-espago sobre H"
entdo podemos supor, sem perda de generalidade, que x(M") esta contido
no cone temporal futuro de L"*!, o qual admite o seguinte modelo GRW

—(0, —|—OO) X Hn.
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Consequentemente, para cada p em H" menos k& pontos, existe um tinico
t € (0,+00) tal que x(p) € {t} x H". Logo,

x(p) = to;.

Portanto, o Corolario 4.7 garante que z(M") é uma translagao de H" e
k=0. m
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Capitulo 5

Construindo imersoes minimas

Neste capitulo, vamos estender para variedades de Lorentz conformemente
estaciondrias um teorema de J. Simons [28], que mostra como ¢é possivel cons-
truir imersoes isométricas com vetor curvatura média paralelo em R™T++!
partindo de imersdes minimas ¢ : M"™ — S"+k,

Para fazer isso, na Secao 5.1, definimos, com ajuda do fluxo do campo
conforme, os chamados cones generalizados em variedades de Lorentz con-
formemente estacionarias, partindo de imersoes isométricas compactas nas
folhas da distribucao determinada pelo campo comforme. FEsta nocao es-
tende a nocao de cones em espacos Euclidianos que foram considerados por
J. Simons, partindo de imersoes isométricas em esferas Euclidianas. Nestas
circunstancias, em 1968, J. Simons estabelece o seguinte resultado: um cone
no espaco Euclidiano é minimo se, e somente se, a imersao na esfera ¢ minima
(cf. [28]).

Logo, na Segao 5.2, estabelecemos a seguinte extensao do resultado de J.
Simons: um cone generalizado em uma variedade de Lorentz conformemente
estaciondria ¢ minimo se, e somente se, a imersao na folha é minima (veja
Teorema 5.1 e Observacao 5.2). No Coroldrio 5.3, uma versao deste resultado
¢é dada quando o ambiente é um espaco GRW. Além disso, no Corolario 5.4
e no Corolario 5.5 utilizamo-lo para apresentar uma construcao de imersoes
minimas nos espagos de Sitter e anti-de Sitter.
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5.1 Cones generalizados

5.1 Cones generalizados

Como na Secao 2.3, seja M uma variedade de Lorentz conforme-
mente estacionaria munida de um campo vetorial conforme fechado V' com
fator conforme 1. Se V # 0 em WMH, vimos que a distribuicao ortogo-
nal V+ ¢ integravel, com folhas totalmente umbflicas (vide Proposicao 2.16).
Assim, se ¥""* ¢ uma tal folha, entao ela é uma hipersuperficie tipo-espaco

totalmente umbilica de 37" ¢ o campo vetorial

v
_<V> V>

¢ normal a X", tipo-tempo, unitario, e globalmente definido em X"*+*.

Seja ¢ : M™ — Y% uma imersao isométrica, onde M™ é uma variedade
Riemanniana compacta. Se F denota o fluxo de V, a compacidade de M™
garante a existéncia de € > 0 tal que F estd definido em (—¢,€) x p(M"), e
a aplicacao

O (—€,6) x M" — VA

(t,q) = ®(t,q) = Fl(t,e(g)

é também uma imersdo. Munindo (—e¢, €) x M™ com a métrica induzida por
®, podemos transformar (—e, €) X M™ numa variedade de Lorentz e & numa
imersao isométrica tal que @0y = .

Observemos que o campo vetor posicio no espaco Euclidiano R**+1 &
homotético, suas curvas integrais sao os raios que saim da origem e este campo
determina uma foleacao de R"***! por esferas Euclidianas S"**. Nestas
consideracoes, se ¢ : M"™ — S"™* ¢ uma imersao isométrica entdo nossa
imersao ¢ fica da forma

(0,+00) x M — Rn+k+1
(t,q) = tp(q).

Tradicionalmente, a imagem desta aplicacdo é chamada de cone em R"F+1
gerado por M™. (cf. [28] ou [31], Secao 3).

Assim, seguindo este caminho, podemos dizer que a imagem da aplicacao
. . —n+k
¢ dada em (5.1) é um cone generalizado em e gerado por M™.

+

(5.1)

~ C e w5 ntk =
Denotemos a conexdo de Levi-Civita de A" por V. Segundo o Lema

4.4 de [26], a aplicacdo
a: X((—e €) x M™) x X((—€,€) x M™) — X+ ((—e,€) x M™)
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definida por
a(X,Y) = (VxY), VXY €X((—ee€) x M™),

¢ C*((—e€, €) x M™)-bilinear e simétrica, denominada a sequnda forma funda-
mental da imersao ®. Logo, a pode ser metricamente contraido para obter
um campo vetorial normal em (—e, €) x M™. Assim obtemos o vetor curvatura
média H de (—e, €) x M" definido por

1 n+1
H= ELE 5.2
n+1;€za( 1B, (5.2)
onde {FE1,..., E,11} é um referencial ortonormal local em (—¢,e) x M" e

€ = (El,El), para todo [ € {17 - ’n}_
Dizemos que H ¢é paralelo se

VyH=0

para todo Y € X((—¢,¢e) x M™) (cf. [26], pag. 115), onde V' 6 a conexdo
normal de (—¢,€) x M™ dada por

VyZ = (Vy2)*,

para todo Y € X((—¢,€) x M"), e todo Z € X*((—¢,¢) x M™).

Denotemos por Ricy; o campo de operadores auto-adjuntos associados ao

.. —n+k+1 . ,
tensor de Ricci de M , isto é,

n+k+1
Ricgr(X) = ) aR(X,E)X

=1

para todo X € X(M), onde R denota o tensor de curvatura de Mn+k+1,
{FE1, ..., Eyiki1} é um referencial ortonormal local em M e a = (L, E),

para cada [ € {1,--- ,n}.

5.2 Construindo imersoes minimas

Agora podemos estabelecer a extensao mencionada acima do resultado
de J. Simons.
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. =—n+k+1 .
Teorema 5.1. Seja M uma variedade de Lorentz conformemente esta-
ciondria com campo vetorial conforme fechado V' de fator conforme 1. Seja
Yk uma folha totalmente umbilica da distribuicdao ortogonal V+ e : M™ —
YR wuma imersdo isométrica, onde M™ € uma variedade Riemanniana com-
—n+k+1 .
pacta. Suponha que M tem curvatura seccional constante ou a cur-

vatura de Ricci de M satisfaz Ricgp(V) = 0. Se ¢ # 0 em o(M™),
entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) a imersdo o : M™ — ¥k tem vetor curvatura média zero;

(b) se F € o fluzo de V e ® : (—¢,€) x M" — M ¢ definida por

O(t,q) = F(t,0(q)), entao ® tem vetor curvatura média zero;
(¢) a imersao ® do item (b) tem vetor curvatura média paralelo.

Demonstracao. Fixe p € M™ e, em uma vizinhanca €2 de p em M" es-
colha um referencial ortonormal {ei,...,e,,n1,...,m} adaptado a ¢, tal
que {ey,...,e,} é geodésico em p.

Se By, ..., E,, Ny, ..., Ny sdo os campos em F((—¢, €) x ) obtidos, res-
pectivamente, de ey,...,e,, M1, ..., N por transporte paralelo ao longo das
curvas integrais de V' que intersectam {2, entao segue que

{El,...,En,l/,Nl,...,Nk}

¢ um referencial ortonormal em F((—¢,€) x ), adaptado & imersao (5.1).
Se H ¢é o vetor curvatura média de @, decorre de (5.2) e do item (b) da
Proposicao 2.16, que

iR iR
1 L — 1 "
H= E:v E,+V, = E Ve E;
n+1<i1 Bt ”) n+1<i1 Ei )

onde (-)* denota a projecio ortogonal sobre T®((—e,€) x Q)*.
Ao longo das curvas integrais de V' que passam por p € M", temos

n

k
szEl = Z<szEﬂ El>El —|— Z<vE1E”M N5>N5 — <VE1E“ l/>V
=1 /=1
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Assim,

Novamente, do item (b) da Proposi¢ao 2.16 obtemos

1 G . 1 n +
S (Z(VEZ.EZ-J/)V) = <_<V1’”V>v) =0. (5.4)

=1

Denotemos por t € (—¢,€) o parametro do fluxo F de V. Como cada
campo F; paralelo ao longo das curvas integrais que passam por p € M",
temos

d n o n o n . o
p Z<VE¢E1'; L) = Z<VVVE¢E1'7 Ep) + Z(V&Ei, Vv E)
i=1 i=1 i=1
= Z(E(Ez» V)Ei, Er) + Z<inva@ )
i=1 i=1

> (VimviEi )

=1
n

= (Ricgr(V), E) = > (Vs v-vvm) B B)

=1

= (Ricgr(V), E)) — 1 ZWEZ.E“ E)

= Y (VpE,E), (5.5)

i=1

2143 : —n+k+1 .
onde na ultima igualdade usamos que, ou M tem curvatura seccional

constante, ou Ricg(V) = 0, para concluirmos que (Ricg(V), E;) = 0.
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5.2 Construindo imersoes minimas

Sejam D e V as conexoes de Levi-Civita de "% e M™, respectivamente.
Desde que {ey,...,e,} é geodésico em p € M™, segue que

n n n

> (VeEiE)y =Y (Deei ey =3 ((Deei) + Veeie), =0 (56)

i=1 i=1 i=1
Portanto, resolvendo o problema de Cauchy formado por (5.5) e (5.6),

obtemos
n

> (VeEi E) sy =0, V1€ (—€e). (5.7)

i=1
Um célculo anédlogo ao feito para obter (5.5) fornece
d n
- > (Vi Ei,Ng) = —¢ Z V5, E;i, N3). (5.8)

=1

Por outro lado, denotando por Ag : T, M — T,M o operador de forma de
¢ segundo a direcao de 73 e escrevendo Age; = Z hﬂ €5, temos

n n

Z<szEw Nﬂ>p = Z<D€ieivnﬁ>p = Z Aﬂew el Z h (5'9>
=1

i=1 i=1

Resolvendo o problema de Cauchy formado por (5.8) e (5.9), obtemos

iWE Ei, Ng) 7(t.p) —Zh eXp( /¢ ), Vte (—ee). (5.10)

=1

Finalmente, substituindo (5.4), (5.7) e (5.10) em (5.3) obtemos, no ponto
(t,p), a seguinte expressao para o vetor curvatura média

ep( /w ds) Zh (5.11)

B=1 i=1

Agora, vamos estabelecer as equivaléncias de (a), (b) e (¢), observando
que a implicacdo (b) = (c) é sempre verdadeira.

(a) = (b): Se ¢ tem vetor curvatura média zero entdao Y .
todo 1 < 8 <k, e decorre de (5.11) que H = 0.

= 0, para

zlzz

59



5.2 Construindo imersoes minimas

(c) = (a): Se V'H=0 entao, novamente de (5.11) obtemos, ao longo da
curva integral de V' que passa por p € M", que

0=V, H= (%)L - —:’Lﬁ exp (— /Otzp(s)ds> i i h N,

B=1 i=1

No entanto, ja que ¢ # 0 em @(M) por hipdtese, segue que » ", he =0
em p € M" para todo 1 < 3 < k, de modo que ¢ tem vetor curvatura média
zero em p € M™. O

Observacao 5.2. No ultimo teorema, M"™ ¢ uma variedade Riemanniana
e X" € uma hipersuperficie tipo-espaco de VAR Logo, o item (a)

deste teorema afirma que @(M™) é minima em X" *. Agora, observando que
—n+k . , . :
(—€,€) x M™ e M"™ sdo ambientes tipo-tempo, o item (b) do mesmo teo-

. . , L. —n+k+1
rema equivale a dizer que ®((—e, €) x M™) é minima em M . Portanto,

no Teorema 5.1 temos a sequinte extensdo do resultado de J. Simons: um
cone generalizado em uma variedade de Lorentz conformemente estaciondria
¢ minimo se, e somente se, a imersao na folha é minima.

Como aplicacao do Teorema 5.1 obtemos as seguintes construgoes de
imersdes minimas quando a variedade ambiente é 0 GRW —1I x, F"* o
espaco de Sitter ST e o espaco anti-de Sitter HI .

Corolario 5.3. Seja I C (0,400) e considere to € I. No espaco GRW
—I x; F"% se ¢ : M™ — {ty} x F™* ¢ uma imersdao isométrica e ® é
a imersao canonica de —I x, M™ em —I x, F""* entdo ¢ é minima se, e
somente se, ® € minima.

Demonstracdo. Uma vez que o campo conforme fechado em —I x, F'"tF
é V = td, (veja Subsegao 2.3.1) entao ¢ = (t)) = 1 # 0. Além disso,
Ricg(V) = 0 (cf. [26], Corolario 7.43). Logo, o resultado é uma aplicagao
direta do Teorema 5.1. O]

Quando o ambiente é um espago de Sitter S’f’LkH = —R Xcosnt S"F (vide
Exemplo 2.21), lembremos que o passado cronolégico (respectivamente o fu-
turo cronoldgico) de S™**1 & definido como o conjunto dos pontos (t,p) €

g 1
S™F tais que t < 0 (respectivamente ¢ > 0).
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5.2 Construindo imersoes minimas

Corolério 5.4. Seja ¢ : M"™ — S™* uma subvariedade n-dimensional de
uma esfera S"* do espago de Sitter (n+k-+1)-dimensional Sy, Se p(M™)
estd contida no passado cronoldgico (respectivamente no futuro cronoldgico)
de ST entdo M™ ¢ minima em S™F se, e somente se, a unido dos seg-
mentos das curvas integrais de 0y contidas no passado cronoldgico (respecti-
vamente no futuro cronoldgico) de STTF! e que passa pelos pontos de o(M™)
¢ minima em STTEHL

Demonstragio. Temos que ST tem curvatura seccional constante igual
a 1 (vide Exemplo 2.18). Além disso, do Exemplo 2.21 obtemos que ¢ =
(cosht) = sinht # 0 em @(M"™), pois p(M™) estd contida ou no passado
cronolégico ou no futuro cronolégico de ST*!. Logo, o resultado segue do
Teorema 5.1. [

Para o proximo resultado, lembremos que na componente conexa do
espaco anti-de Sitter H}™**' que é isométrica a0 GRW — (3, %) X cos H"HF
(vide Exemplo 2.22) temos também um passado cronolégico e um futuro
cronolégico, dados por —(—%,0) Xcost H' ™ € —(0, F) Xcos¢ H' ™, respectiva-

mente.

Corolério 5.5. Seja ¢ : M" — H"** wma subvariedade n-dimensional de al-
gum espago hiperbdlico H"* do espago anti-de Sitter (n+k+1)-dimensional
H 5+ Suponha que o(M™) estd contida no passado cronoldgico (respecti-
vamente no futuro cronoldgico) de H 1 Entdo M™ é minima em H™*
se, e somente se, a uniao dos segmentos das curvas integrais de 0y contidas
no passado cronoldgico (respectivamente no futuro cronoldgico) de H ! ¢
que passa pelos pontos de p(M™) é minima em S?+k+1.

Demonstracao. Temos que H’f*kﬂ tem curvatura seccional constante igual
a —1 (vide Exemplo 2.19). Além disso, do Exemplo 2.22 obtemos que ¢ =
(cost) = —sint # 0 em p(M"), pois @(M") esta contida ou no passado
cronolégico ou no futuro cronoldgico de HP ! Novamente, o resultado
segue do Teorema 5.1. O
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